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1 Obiective

Obiectivele acestui capitol sunt urm�atoarele:

� �̂nt�elegerea conceptelor de validitate �si satis�abilitate

� �̂nt�elegerea conceptelor de model �si model Herbrand

� �̂nt�elegerea conceptului de consecint��a logic�a

2 Satis�abilitate �si validitate.

Din punct de vedere formal, termenii �si formulele sunt stringuri care re-

spect�a anumite reguli de constituire. Ele sunt categorii abstracte dac�a nu

sunt luate �̂n considerare �̂n raport cu o structur�a. De �̂ndat�a ce structura

este �xat�a, prin intermediul funct�iilor eval �si truth
�
val aceste categorii

abstracte pot � interpretate. Prin funct�ia eval termenul devine o entitate

bine precizat�a a domeniului structurii. Prin funct�ia truth
�
val formula

cap�at�a o valoare de adev�ar. În cazul logicii bivalente aceast�a valoare este

true sau false. O formul�a dat�a poate c�ap�ata valori de adev�ar diferite

prin interpret�ari diferite. Dup�a modul cum se comport�a o formul�a �̂n ra-

port cu o anumit�a structur�a sau �̂n raport cu toate structurile posibile,

formulele sunt de mai multe categorii. Aceast�a clasi�care este prezentat�a

�̂n de�nit�ia care urmeaz�a.

De�nit�ia 2.1 O formul�a ' se nume�ste:
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� satis�abil�a �̂n structura � dac�a exist�a o asignare F 2 DSV

astfel �̂ncât

truth
�
val�('; F ) = true

not�am aceast�a proprietate cu ' 2 sat�

� satis�abil�a dac�a exist�a o structur�a � astfel �̂ncât ' 2 sat�; altfel

spus, dac�a not�am sat =
S
� sat� atunci proprietatea lui ' de a �

satis�abil�a se poate scrie sub forma ' 2 sat

� valid�a �̂n structura � dac�a pentru orice asignare F 2 DSV avem

truth
�
val�('; F ) = true; not�am aceast�a proprietate cu ' 2 vd�

� valid�a dac�a pentru orice structur�a � avem ' 2 vd�; dac�a not�am

vd =
T
� vd� atunci aceast�a proprietate se mai scrie sub forma

' 2 vd

De�nit�ia 2.2 Fie X o mult�ime de formule. O structur�a � se spune c�a

este un model pentru X dac�a X � vd�.

În particularX poate � un program logic apart�inând uneia din cele patru

categorii de programe prezentate �̂n capitolul anterior.

Exemplul 2.1 Consider�am urm�atorul program logic disjunctiv pozitiv
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P: 8>>>>><
>>>>>:

r(a) _ r(b) 

p(f(x)) _ q(x; x) r(x)

Observ�am c�a:

� baza acestui program este B = (fa; bg; ff (1)g; fp(1); q(2); r(1)g)

� universul Herbrand este

UHB = fa; b; f(a); f(b); : : : ; fn(a); fn(b); : : :g

� baza Herbrand este BHB = fp(x); q(x; y); r(x)gx;y2UHB

Consider�am structura � = (D; k), unde

D = f0; 1; 2g, k(a) = 2, k(b) = 0,

k(f) : D �! D, k(f)(x) = 2� x,

k(r) : D �! ftrue; falseg, k(r)(0) = true,

k(r)(1) = false, k(r)(2) = false,

k(p) : D �! ftrue; falseg, k(p)(x) = false dac�a �si numai dac�a

x = 1,

k(q) : D �D �! D, k(q)(x; y) = true dac�a �si numai dac�a x 6= y.

S�a veri�c�am c�a � este un model pentru P . Pentru aceasta s�a not�am

cu  1, respectiv  2 cele dou�a formule ale lui P , adic�a  1 = r(a) _ r(b)

�si  2 = 8x(p(f(x)) _ q(x; x) _ :r(x)). Observ�am c�a SV = fxg �si prin
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urmare trebuie s�a veri�c�am c�a pentru orice asignare F : SV �! f0; 1; 2g

avem truth
�
val�( 1; F ) = true �si truth

�
val�( 2; F ) = true.

1) truth
�
val�(r(a) _ r(b); F )=

truth
�
val�(r(a); F ) _ truth�val�(r(b); F ) =

k(r)(k(a)) _ k(r)(k(b)) = k(r)(2) _ k(r)(0) = false _ true = true

2) truth
�
val�( 2; F ) = true dac�a �si numai dac�a pentru orice c 2

f0; 1; 2g avem

truth
�
val�(p(f(x)) _ q(x; x) _ :r(x); Ffxjcg) = true

În consecint��a evem de analizat cazurile c = 0, c = 1 �si c = 2.

� pentru c = 0 avem k(p)(k(f)(0)) _ k(q)(0; 0) _ :k(r)(0) =

k(p)(2) _ false _ :true = true _ false = true

� pentru c = 1 avem k(p)(k(f)(1)) _ k(q)(1; 1) _ :k(r)(1) =

k(p)(1) _ false _ :false = true

� pentru c = 2 avem k(p)(k(f)(2)) _ k(q)(2; 2) _ :k(r)(2) =

k(p)(0) _ false _ :false = true

S�a mai observ�am c�a dac�a lu�am aceea�si structur�a �, dar �̂n care modi�c�am

pe k(b) luând k(b) = 1 atunci structura obt�inut�a nu mai este un model

pentru programul P deoarece truth
�
val�(r(a) _ r(b); F ) = false.
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3 Consecint�a logic�a �si modele Herbrand.

La �̂nceputul acestei sect�iuni de�nim conceptul de consecint��a logic�a �si

studiem leg�atura dintre consistent��a �si acest concept.

De�nit�ia 3.1 O mult�ime X de formule se nume�ste consistent�a dac�a

admite cel put�in un model; �̂n caz contrar mult�imea X se nume�ste in-

consistent�a.

Deseori �̂ntâlnim �̂n c�art�ile de matematic�a a�rmat�ii de forma de�nit�ia

T este consistent�a. Din punct de vedere intuitiv aceasta �̂nseamn�a c�a

exist�a o lume de obiecte astfel �̂ncât relat�iile stipulate �̂n de�nit�ie s�a �e

adev�arate. Ca exemplu, foarte simplu �si de foarte multe ori �̂ntâlnit, vom

considera de�nit�ia relat�iei de ordine part�ial�a. Se �stie c�a o asemenea relat�ie

este caracterizat�a de urm�atoarele formule:

� re
exivitatea: 8xp(x; x))

� antisimetria: 8x8y[p(x; y) ^ p(y; x)! (x = y)]

� tranzitivitatea: 8x8y8z[p(x; y) ^ p(y; z)! p(x; z)]

Ce �̂nseamn�a c�a aceast�a de�nit�ie este consistent�a? Aceasta �̂nseamn�a c�a

dac�a not�am X = f 1;  2;  3g, unde  1,  2 �si  3 reprezint�a formulele de

mai sus, exist�a o structur�a � = (D; k) astfel �̂ncât X � vd�. O asemenea

structur�a este � = (R; k), unde R este mult�imea numerelor reale, iar
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k(p) : R� R �! ftrue; falseg este de�nit�a prin

k(p)(x; y) =

8>>>>><
>>>>>:

true dac�a x � y

false altfel

Structura considerat�a este un model pentru mult�imeaX. Veri�carea aces-

tei propriet�at�i se reduce la veri�carea urm�atoarelor relat�ii, care nu arat�a

alteceva decât faptul c�a relat�ia � pe mult�imea numerelor reale este o

relat�ie de ordine:

� pentru orice num�ar real c: c � c

� pentru orice numere reale c1 �si c2, dac�a c1 � c2 �si c2 � c1 atunci

c1 = c2

� pentru orice numere reale c1; c2 �si c3, dac�a c1 � c2, c2 � c3 atunci

c1 � c3

De�nit�ia 3.2 Fie X o mult�ime de formule �si ' o formul�a. Spunem c�a

formula ' este o consecint��a logic�a a mult�imii X �si scriem X j= ',

dac�a orice model pentru X este un model pentru '.

Teorema 3.1 Fie X o mult�ime de formule ground �si ' o formul�a ground.

Avem X j= ' dac�a �si numai dac�a X [ f:'g este inconsistent�a.

Proof. Presupunem c�aX j= '. Prin absurd s�a presupunem c�aX[f:'g

este consistent�a �si �e � un model pentru X [ f:'g. În particular :' 2
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vd�, deci truth�val�(:'; F ) = true pentru orice F 2 DSV . Rezult�a c�a

truth
�
val�('; F ) = false. Pe de alt�a parte � este un model pentru X �si

deoareceX j= ' rezult�a c�a � este un model �si pentru '. Aceasta �̂nseamn�a

c�a truth
�
val�('; F ) = true pentru orice F 2 DSV , deci ' 2 vd�. Acest

fapt contrazice proprietatea truth
�
val�('; F ) = false.

Reciproc, s�a presupunem c�a X[f:'g este inconsistent�a. Fie � un model

pentru X. Avem :' =2 vd� deoarece �̂n cazul c�a :' 2 vd�, � ar �

un model pentru X [ f:'g ceea ce este imposibil. Exist�a F 2 DSV

astfel �̂ncât truth
�
val�(:'; F ) = :truth

�
val�('; F ) = false. A�sadar

truth
�
val�('; F ) = true pentru cel put�in o asignare F . T� inând seama

de faptul c�a ' este formul�a ground, rezult�a c�a pentru orice F 2 DSV avem

truth
�
val�('; F ) = true. Prin urmare ' 2 vd�. În consecint��a, X j= '.

S�a aplic�am aceast�a teorem�a pentru a demonstra c�a f';  g j= �, unde

' = 8x(p(x)! q(x))

 = 8x(q(x)! r(x))

� = 8x(p(x)! r(x))

Aplicând teorema 3.1, trebuie s�a veri�c�am c�a mult�imea f';  ;:�g este

inconsistent�a. Prin absurd s�a presupunem c�a mult�imea este consistent�a,

deci exist�a un model � = (D; k) pentru ea. Altfel spus, f';  ;:�g � vd�,

ceea ce �̂nseamn�a c�a pentru orice asign�ari F1; F2; F3 avem:

truth
�
val�('; F1) = true (1)
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truth
�
val�( ; F2) = true (2)

truth
�
val�(:�; F3) = true (3)

Din (1) �si (2) rezult�a c�a pentru orice c1 2 D �si c2 2 D avem

truth
�
val�(q(x) _ :p(x); F1fxjc1g) = true (4)

truth
�
val�(r(x) _ :q(x); F2fxjc2g) = true (5)

Avem �̂ns�a urm�atoarele echivalent�e logice:

:� � 9x:(r(x) _ :p(x)) � 9x(p(x) ^ :r(x))

de unde rezult�a c�a (3) are loc dac�a �si numai dac�a exist�a d 2 D astfel

�̂ncât

truth
�
val�(p(x) ^ :r(x); F3fxjdg) = true (6)

Aplicând propriet�at�ile funct�iei de evaluare semantic�a, relat�iile (4), (5) �si

(6) se mai scriu astfel:

k(q)(c1) _ :k(p)(c1) = true (7)

k(r)(c2) _ :k(q)(c2) = true (8)

k(p)(d) ^ :k(r)(d) = true (9)

Deoarece c1 �si c2 sunt elemente arbitrare �̂n D, particulariz�am aceste

valori luând c1 = c2 = d. Din (9) rezult�a k(p)(d) = true, k(r)(d) = false.

Din (7) rezult�a k(q)(d) = true, iar din (8) deducem k(q)(d) = false.



10 N. T��and�areanu: Sinteza 2-2

Aceast�a contradict�ie ne arat�a c�a presupunerea f�acut�a este fals�a �si prin

urmare mult�imea considerat�a este inconsistent�a.

În continuare vom semnala o proprietate important�a a relat�iei de

consecint��a logic�a. La prima vedere s-ar putea conchide c�a pentru orice

formul�a ' avem X j= ' sau X j= :', ceea ce nu este adev�arat. Pentru a

da un contraexemplu vom considera formulele

' = p(a)

 = 8x(p(x)! p(f(x))

� = 8xp(x)

Ne propunem s�a ar�at�am c�a f';  g 6j= � �si f';  g 6j= :�. Pentru aceasta

vom ar�ata c�a mult�imile f';  ;:�g �si f';  ; �g sunt mult�imi consistente.

Consider�amD1 = fa; b; f(a); f(b); f(f(a)); f(f(b)); : : :g �si structura �1 =

(D1; k1), unde

k1(f)(t) = f(t) pentru orice t 2 D1

k1(a) = a

pentru orice n � 0 lu�am k1(p)(f
n(a)) = true �si k1(p)(f

n(b)) =

false

Structura �1 este un model pentru f';  ;:�g deoarece

� truth
�
val�1

('; F ) = truth
�
val�1

(p(a); F ) =
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k1(p)(k1(a)) = k1(p)(a) = true

� truth
�
val�1

( ; F ) = true dac�a �si numai dac�a pentru orice c 2

D1 avem :k1(p)(c) _ k1(p)(f(c)) = true. Pentru a veri�ca aceast�a

relat�ie avem de analizat urm�atoarele dou�a cazuri:

� dac�a c = f s(a) atunci k1(p)(f(c)) = true

� dac�a c = f s(b) atunci k1(p)(c) = false, deci :k1(p)(c) = true

Observ�am c�a �̂n ambele cazuri relat�ia dat�a este veri�cat�a.

� truth
�
val�1

(:�; F ) = true dac�a �si numai dac�a truth
�
val�1

(�; F ) =

false; ultima relat�ie este adev�arat�a dac�a �si numai dac�a exist�a

c 2 D1 astfel �̂ncât k1(p)(c) = false; aceast�a proprietate este evi-

dent adev�arat�a dac�a lu�am c = f s(b) pentru un s oarecare.

Dac�a consider�am �2 = (D2; k2), unde

D2 = fa; f(a); f(f(a)); : : : ; f
s(a); : : :g

iar

� k2(f)(t) = f(t) pentru orice t 2 D2

� k2(a) = a

� k2(p)(t) = true pentru orice t 2 D2
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atunci constat�am c�a �2 este un model pentru f';  ; �g.

Prin rezultatul prezentat �̂nTeorema 3.1 vedem c�a problema demon-

str�arii inconsistent�ei unei mult�imi de formule �̂nchise este deosebit de im-

portant�a. Este di�cil �̂ns�a s�a ar�at�am c�a pentru o mult�ime dat�a de formule

nu exist�a un model. În rezolvarea acestei probleme utiliz�am conceptul de

model Herbrand, introdus �̂n de�nit�ia care urmeaz�a.

De�nit�ia 3.3 Fie B o baz�a. O interpretare Herbrand peste baza B

este o submult�ime nevid�a I � BHB. Dac�a X este o mult�ime de for-

mule peste baza B atunci o interpretare Herbrand peste baza B o numim

interpretare Herbrand a mult�imii X.

Unei interpret�ari Herbrand I i se ata�seaz�a structura de�nit�a astfel:

De�nit�ia 3.4 Hie B o baz�a �si I o interpretare Herbrand peste B. De�n-

im structura �I = (UHB ; kI), unde:

i) pentru �ecare f (n) 2 SF , kI(f) : UHn
B �! UHB de�nit�a prin

kI(f)(t1; : : : ; tn) = f(t1; : : : ; tn)

ii) pentru �ecare p(n) 2 SP , kI(p) : UHn
B �! ftrue; falseg este

de�nit�a astfel:

kI(p)(t1; : : : ; tn)

8>>>>><
>>>>>:

true p(t1; : : : ; tn) 2 I

false altfel
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Facem observat�ia c�a �̂n de�nit�ia de mai sus numai kI(p) pentru p 2 PS

depinde de I (kI(f) pentru f 2 SF nu depinde de I).

Consider�am c�a avem o submult�ime I � BHB �si structura ata�sat�a

�I = (UHB; kI) de�nit�a mai sus. Putem u�sor observa c�a:

� eval�I (x; F ) = F (x) pentru orice x 2 SV �si F 2 UH
SV

B

� eval�I (a; F ) = kI(a) = a pentru orice a 2 SC

� eval�I (f(a; b); F ) = f(a; b) pentru a; b 2 SC

� eval�I (t; F ) = t pentru orice t 2 UHB

� truth
�
val�I (p(t1; : : : ; tn); F ) = kI(p)(t1; : : : ; tn)=

8
>>>>><
>>>>>:

true dac�a p(t1; : : : ; tn) 2 I

false altfel

pentru orice p(t1; : : : ; tn) 2 BHB

� pentru orice x 2 SV �si p(1) 2 SP :

truth
�
val�I (p(x); F ) = kI(p)(F (x)) =

8>>>>><
>>>>>:

true dac�a p(F (x)) 2 I

false altfel
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�si �̂n general pentru p(n) 2 SP �si x1; : : : ; xn 2 SV :

truth
�
val�I (p(x1; : : : ; xn); F ) =

8>>>>><
>>>>>:

true dac�a p(F (x1); : : : ; F (xn)) 2 I

false altfel

� truth
�
val�I (9xp(x); F ) = true dac�a �si numai dac�a exist�a c 2 UHB

astfel �̂ncât p(c) 2 I

� truth
�
val�I (8xp(x); F ) = true dac�a �si numai dac�a pentru orice

c 2 UHB avem p(c) 2 I

De�nit�ia 3.5 O interpretare Herbrand I peste o baz�a B se nume�ste

model Herbrand pentru o mult�ime X de formule peste B dac�a perechea

�I = (UHB; kI) este un model pentru X, adic�a X � vd�I .

Teorema 3.2 Fie P o mult�ime de clauze. Exist�a un model pentru P

dac�a �si numai dac�a exist�a un model Herbrand pentru P .

Proof. Dac�a exist�a un model Herbrand pentru P atunci exist�a un mod-

el pentru P . R�amâne s�a demonstr�am implicat�ia de la stânga la dreapta.

Presupunem c�a � = (D; k) este un model pentru P . Consider�am inter-

pretarea

I = fp(t1; : : : ; tn) 2 BHP j p(t1; : : : ; tn) 2 vd�g
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structura �I = (UHP ; kI) �si s�a ar�at�am c�a �I este un model pentru P .

Pentru simplitate vom considera c�a P are clauze de forma urm�atoare:

p(t1; : : : ; tn) 

 q(x1; : : : ; xn)

A(x1; : : : ; xk) 

A1(x1; : : : ; xs) _ A2(y1; : : : ; yr) 

A1(x1; : : : ; xs) _ A2(y1; : : : ; yr) A3(z1; : : : ; zq)

unde

fp; q; A; A1; A2; A3g � SP , t1; : : : ; tn 2 UHP ,

fx1; : : : ; xi; : : : ; y1; : : : ; yj; : : : ; z1; : : : ; zqg � SV

Ne propunem s�a veri�c�am c�a �ecare formul�a considerat�a mai sus este

�̂n vd�I . Consider�am pe rând �ecare situat�ie de mai sus:

1) p(t1; : : : ; pn) 2 BHP \ P � BHP \ vd� = I, deci

truth
�
val�I (p(t1; : : : ; tn); F ) = true

2) Not�am ' = 8x1 : : :8xn:q(x1; : : : ; xn). Sunt echivalente urm�atoa-

rele a�rmat�ii:

� truth
�
val�I ('; F ) = true
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� truth
�
val�I (:q(x1; : : : ; xn); Ffx1jc1; : : : ; xnjcng) = true pen-

tru orice c1; : : : ; cn 2 UHP

� truth
�
val�I (q(x1; : : : ; xn); Ffx1jc1; : : : ; xnjcng) = false pen-

tru orice c1; : : : ; cn 2 UHP

� q(c1; : : : ; cn) =2 I pentru orice c1; : : : ; cn 2 UHP

Deoarece P � vd�, �̂n particular ' 2 vd� deoarece ' 2 P . Rezult�a

truth
�
val�(';G) = true pentru orice asignare G. Sunt de aseme-

nea echivalente urm�atoarele a�rmat�ii:

� truth
�
val�(';G) = true

� truth
�
val�(:q(x1; : : : ; xn); Gfx1jd1; : : : ; xnjdng) = true pen-

tru orice d1; : : : ; dn 2 D

� truth
�
val�(q(x1; : : : ; xn); Gfx1jd1; : : : ; xnjdng) = false pen-

tru orice d1; : : : ; dn 2 D

� k(q)(d1; : : : ; dn) = false pentru orice d1; : : : ; dn 2 D

Prin absurd s�a presupunem c�a truth
�
val�I ('; F ) = false. Aceasta

�̂nseamn�a c�a exist�a c1; : : : ; cn 2 UHP astfel �̂ncât q(c1; : : : ; cn) 2 I,

deci q(c1; : : : ; cn) 2 vd�. Echivalent, putem scrie c�a

truth
�
val�(q(c1; : : : ; cn); H) = true

pentru orice asignare H. Dar

truth
�
val�(q(c1; : : : ; cn); H) = k(q)(eval�(c1; H); : : : ; eval�(cn; H))
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A�sadar exist�a c1; : : : ; cn 2 UHP astfel �̂ncât

k(q)(eval�(c1; H); : : : ; eval�(cn; H)) = true

pentru orice asignare H. S�a lu�am o asignare H �si s�a not�am e1 =

eval�(c1; H), : : :, en = eval�(cn; H). Evident elementele e1; : : : ; en

sunt din D �si k(q)(e1; : : : ; en) = true. Dar k(q)(d1; : : : ; dn) = false

pentru orice d1; : : : ; dn 2 D. Contradict�ia arat�a c�a presupunerea

f�acut�a nu este adev�arat�a.

3) ' = 8x1 : : : 8xkA(x1; : : : ; xk). Ne propunem s�a veri�c�am c�a

truth
�
val�I (A(x1; : : : ; xk); Gfx1jd1; : : : ; xkjdkg) = true

pentru orice d1; : : : ; dk 2 UHP .

Echivalent trebuie s�a veri�c�am c�a kI(A)(d1; : : : ; dk) = true pentru

orice d1; : : : ; dk 2 UHP . Dar kI(A)(d1; : : : ; dk) = true dac�a �si numai

dac�a A(d1; : : : ; dk) 2 I = BHP \ vd�. Deoarece A(d1; : : : ; dk) 2

BHP , r�amâne de veri�cat c�a A(d1; : : : ; dk) 2 vd� sau echivalent,

k(A)(eval�(d1; H); : : : ; eval�(dk; H)) = true pentru orice asignare

H : SV �! D. Dar eval�(d1; H); : : : ; eval�(dk; H) sunt elemente

din D, iar ' 2 P � vd�. Din condit�ia ' 2 vd� rezult�a c�a

truth
�
val�('; F ) = true

pentru orice F : SV �! D. Rezult�a c�a

truth
�
val�(A(x1; : : : ; xk); Ffx1jc1; : : : ; xkjckg) = true
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pentru orice c1; : : : ; ck 2 D. Altfel spus, k(A)(c1; : : : ; ck) = true

pentru orice c1; : : : ; ck 2 D. În particular avem

k(A)(eval�(d1; H); : : : ; eval�(dk; H)) = true

4) Celelalte dou�a cazuri se veri�c�a similar cu cazul anterior, cu

observat�ia c�a formula

A1(x1; : : : ; xs) _ A2(y1; : : : ; yr) A3(z1; : : : ; zq)

se mai scrie

A1(x1; : : : ; xs) _ A2(y1; : : : ; yr) _ :A3(z1; : : : ; zq)

L�as�am ca exercit�iu veri�carea acestor cazuri.

A�sa cum se �̂ntâmpl�a �̂n domeniul clasic al bazelor de date, un program

logic poate � interogat.

De�nit�ia 3.6 Fie P un program logic. O interogare a lui P �̂nseamn�a:

� de�nirea unei formule

' = 9x1 : : :9xn(B1 ^ : : : ^ Bm)

unde B1; : : : ; Bm sunt literali peste baza programului P , iar x1; : : : ; xn

sunt toate variabilele care apar �̂n B1; : : : ; Bm

� stabilirea deduct�iei P j= '
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Formula ' se nume�ste interogare.

S�a observ�am c�a :' � 8x1 : : : 8xn(:B1_ : : :_Bm), deci :' este o clauz�a.

R�amâne s�a vedem ce posibilit�at�i exist�a pentru stabilirea deduct�iei P j= '.

În acest sens avem urm�atoarea proprietate, care arat�a c�a �̂n cazul acestei

deduct�ii ne putem restrânge numai la modelele Herbrand ale lui P .

Propozit�ia 3.1 Fie B o baz�a �si P un program logic peste B. Pentru

orice �̂ntrebare ' peste B avem P j= ' dac�a �si numai dac�a orice model

Herbrand al lui P este model pentru '

Demonstrat�ie. Dac�a P j= ' atunci orice model al lui P este model

pentru '. În particular orice model Herbrand al lui P este model pentru

'. Urm�atoarele trei a�rmat�ii sunt echivalente pe baza teoremelor 3.1 �si

3.2 precum �si a faptului c�a P [ f:'g este o mult�ime de clauze:

(a) P j= '

(b) P [ f:'g este inconsistent�a

(c) nu exist�a nici un model Herbrand pentru P [ f:'g

S�a presupunem c�a orice model Herbrand al lui P este model pentru

'. S�a demonstr�am c�a (c) este adev�arat�a. Prin absurd presupunem c�a

exist�a un model Herbrand I pentru P [ f:'g. Aceasta �̂nseamn�a c�a

P [ f:'g � vd�I . Conform presupunerii f�acute, din P � vd�I de-

ducem ' 2 vd�I . A�sadar truth�val�I ('; F ) = true pentru orice F , deci
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truth
�
val�I (:'; F ) = false pentru orice F . Acest rezultat contrazice

faptul c�a :' 2 vd�I .

Se �stie c�a un program logic P este o mult�ime �nit�a de reguli �si fapte.

Pentru orice �̂ntrebare ', :' este un scop, deci :' =2 P . Astfel, reuniunea

P [ f:'g nu este una trivial�a, ci �̂nseamn�a efectiv ad�augarea clauzei :'

la mult�imea de clauze din P . Pe de alt�a parte, observ�am c�a dac�a P

este un program logic atunci BHP este un model Herbrand pentru P .

Aceast�a proprietatee se observ�a imediat dac�a t�inem seama de faptul c�a

orice instant��a a unei clauze din P are forma A1_ : : :_Ak_:B1_ : : ::Bs,

iar A1; : : : ; Ak 2 BHP . Mult�imea modelelor Herbrand ale unui program

logic este nevid�a. În aceast�a mult�ime trebuie c�autat cel mai mic model,

deoarece acesta joac�a un rol important �̂n programarea logic�a.

De�nit�ia 3.7 Un model Herbrand I al unui program logic P este:

� model minimal dac�a nu exist�a un model Herbrand I1 pentru P

astfel �̂ncât I1 � I

� cel mai mic model dac�a pentru orice model Herbrand J al lui

P avem I � J

Remarc�a 3.1 Teorema 3.2 nu este adev�arat�a dac�a P este o mult�ime

oarecare de formule. Într-adev�ar, s�a consider�am c�a P = f'g, unde ' =

p(a) ^ 9x:p(x). Evident, ' nu este o clauz�a, deci P nu este un program

logic.
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Perechea �' = fD'; k'), unde D' = f0; 1g, k'(a) = 0, k'(p)(0) = true,

k'(p)(1) = false este un model pentru P . Într-adev�ar,

truth
�
val�'('; F ) =

truth
�
val�'(p(a); F ) ^ truth�val�'(9x:p(x); F ) =

k'(p)(0) ^ truth�val�'(9x:p(x); F )

Evaluând truth
�
val�'(9x:p(x); F ) obt�inem:

truth
�
val�'(9x:p(x); F ) = true

dac�a �si numai dac�a exist�a c 2 D' astfel �̂ncât truth
�
val�'(p(x); Ffxjcg) =

false. Deoarece k'(p)(1) = false �si k'(p)(0) = true, rezult�a c�a

truth
�
val�'('; F ) = true

Pentru mult�imea P considerat�a avem B = (fag; fg; fp(1)g), deci BHB =

fp(a)g. Considerând o interpretare Herbrand I � BHB, vedem c�a trebuie

s�a lu�am I = BHB. Fie �I = (UHB; kI) structura asociat�a. Avem:

� truth
�
val�I (p(a); F ) = kI(p)(kI(a)) = kI(p)(a) = true pentru c�a

p(a) 2 I

� truth
�
val�I (9x:p(x); F ) = true dac�a �si numai dac�a exist�a c 2

UHB astfel �̂ncât

truth
�
val�I (p(x); Ffxjcg) = false
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Deoarece UHB = fag �si kI(p)(a) = true, rezult�a c�a

truth
�
val�I (p(x); Ffxjag) = true

A�sadar truth
�
val�I (9x:p(x); F ) = false pentru orice F . În con-

cluzie P nu admite nici un model Herbrand.

4 TEME

TEMA 1

1) Considerat�i programul P :
8><
>:
p(x) _ q(g(x)) r(x)

r(a)

Ar�atat�i c�a P nu este inclus �̂n vd.

2) Demonstrat�i c�a ' este valid�a �̂n � dac�a �si numai dac�a 8x' este

valid�a �̂n �.

3) Demonstrat�i c�a ' este valid�a dac�a �si numai dac�a :' nu este satis-

�abil�a.

TEMA 2

1) Fie ' o formul�a care nu este �̂nchis�a. Ar�atat�i c�a dac�a P j= ' atunci

P [ f:'g este inconsistent�a. Ar�atat�i c�a reciproca nu este adev�arat�a.

2) De�nit�i formula ' �  prin (:' _  ) ^ (' _ : ). Ar�atat�i c�a

' �  2 vd� dac�a �si numai dac�a truth
�
val�('; F ) = truth

�
val�( ; F )

pentru orice F 2 DSV (unde D este domeniul lui �).
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3) Fie p(1) 2 SP �si c 2 SC . Fie formulele '1 = ((8x)p(x) ! p(c) �si

'2 = (9x)[p(x)! (8y)p(y)]. Demonstrat�i c�a f'1; '2g � vd.

TEMA 3

1) Fie p(1); r(1) simboluri de predicate. Ar�atat�i c�a urm�atoarele formule

sunt valide:

(8xp(x) _ 8xr(x))! 8x(p(x) _ r(x))

(8xp(x) ^ 8xr(x))$ 8x(p(x) ^ r(x))

(9xp(x) _ 9xr(x))$ 9x(p(x) _ r(x))

9x(p(x) ^ r(x))! (9xp(x) ^ 9xr(x))

8x:p(x)$ :9xp(x)

:8xp(x)$ 9x:p(x)

(8x(p(x)! r(x))! (8xp(x)! 8xr(x))

(9x(p(x)! r(x))$ (8xp(x)! 9xr(x))

2) Fie q(2) un simbol de predicat. Ar�atat�i c�a urm�atoarele formule sunt

valide:

8x8yq(x; y)$ 8y8xq(x; y)

9x9yq(x; y)$ 9y9xq(x; y)
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9x8yq(x; y)! 8y9xq(x; y)

TEMA 4

Fie I o interpretare Herbrand �nit�a. Fie � = �I structura ata�sat�a.

Scriet�i un program �̂n SWI Prolog care s�a calculeze valoarea funct�iei

truth
�
val�.

TEMA 5

Fie r(2) 2 SP .

1) Demonstrat�i c�a formula (9y)(8x)r(x; y) ! (8x)(9y)r(x; y) este

valid�a.

2) Studiat�i ce fel de formul�a (sat�; sat; vd�; vd) este formula

(8x)(9y)r(x; y)! (9y)(8x)r(x; y)

TEMA 6

Consider�am programul logic P :

8><
>:
p(x) _ q(g(x)) r(x)

r(a) 

a) Calculat�i universul Herbrand UHP �si baza Herbrand HBP a

acestui program

b) Fie I = fp(a); r(g(a))g � HBP . De�nit�i interpretarea Herbrand

�I . Ar�atat�i c�a I nu este un model Herbrand pentru P .
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c) De�nit�i un model Herbrand pentru P .

TEMA 7

Consider�am programul P :
8><
>:
p(x) _ q(g(x)) r(x)

r(a) 

1) Ar�atat�i c�a � = (f0; 1g; k) unde

k(a) = 1

k(g)(x) =

8><
>:

0 dac�a x = 1

1 dac�a x = 0

k(p)(x) = k(q)(x) = k(r)(x) =

8><
>:
false dac�a x = 0

true dac�a x = 1

este un model Herbrand pentru P .

2) Se �stie c�a dac�a o mult�ime S de clauze are un model atunci S

are un model Herbrand. S�a se aplice construct�ia respectiv�a pentru

a g�asi un model Herbrand pentru P .

TEMA 8

Fie programul P de mai jos:
8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(f(x)) q(x)

p(x) _ q(x) 

p(a) 

q(b) 
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1) G�asit�i un model � pentru P .

2) Utilizat�i acest model pentru a g�asi un model Herbrand pentru

P .


