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1 Obiective

Obiectivele acestui capitol sunt urm�atoarele:

� �̂nt�elegerea conceptelor de program strati�abil �si local strati�abil

� �̂nsu�sirea conceptului demodel perfect �si semantica de model perfect

2 Programe normale strati�abile

Vom considera �̂n acest paragraf programe logice normale. În asemenea

programe subscopurile unei clauze pot � literali negativi, adic�a o clauz�a

este de forma

A B1; : : : ; Bk;:C1; : : : ;:Cm

Considerarea negat�iei �̂n corpul unei clauze aduce modi�c�ari importante

cu privire la semantica acestor programe. De exemplu, se �stie c�a intersect�ia

tuturor modelelor Herbrand ale unui program Horn este de asemenea un

model al programului respectiv. Programele normale nu se mai bucur�a de

aceast�a proprietate, dup�a cum se poate constata �̂n urm�atorul exemplu.

Consider�am programul P de mai jos:

8>>>>><
>>>>>:

p(x) :q(x)

r(a) 

r(b) 
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Putem u�sor calcula modelele Herbrand minimale ale programului P dac�a

observ�am c�a prima regul�a este echivalent�a cu formula 8x[p(x) _ q(x)].

Deoarece UHP = fa; bg, se constat�a c�a P admite urm�atoarele patru

modele Herbrand minimale:

M1 = fr(a); r(b); p(a); p(b)g; M2 = fr(a); r(b); q(a); q(b)g

M3 = fr(a); r(b); p(a); q(b)g;M4 = fr(a); r(b); p(b); q(a)g

Intersect�ia acestor patru modele este mult�imea fr(a); r(b)g �si �̂n consecin-

t��a intersect�ia tuturor modelelor Herbrand ale programului P este aceea�si

mult�ime, care nu este model pentru P . Astfel, programul P admite mod-

ele Herbrand minimale, dar nu admite cel mai mic model Herbrand.

Unul din conceptele importante ale programelor normale este strati-

�abilitatea acestora, concept prezentat �̂n de�nit�ia care urmeaz�a. Ream-

intim c�a am notat cu BI mult�imea simbolurilor de predicate built-in.

De�nit�ia 2.1 Fie P un program normal. P se nume�ste strati�abil

dac�a exist�a o partit�ie fP0; : : : ; Pkg a mult�imii SP nBI astfel �̂ncât pentru

�ecare clauz�a r 2 P :

� dac�a p 2 SP n BI apare �̂n concluzia lui r �si q 2 SP n BI apare

negat �̂n corpul lui r atunci

p 2 Pi; q 2 Pj =) i > j
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� dac�a p 2 SP n BI apare �̂n concluzia lui r �si q 2 SP n BI apare

pozitiv �̂n corpul lui r atunci

p 2 Pi; q 2 Pj =) i � j

Elementele P0; : : : ; Pk se numesc straturile programului P . Intuitiv vom

considera c�a aceste straturi sunt a�sezate unele peste altele astfel �̂ncât

P0 este primul strat, P1 este al doilea strat �si el este a�sezat deasupra

lui P0 �si �̂n general stratul Pi+1 este a�sezat imediat deasupra stratului

Pi. Adoptând aceast�a ierarhie de straturi vedem c�a de�nit�ia de mai sus

poate � citit�a �si astfel:

� dac�a :q apare �̂n corpul unei clauze �si p este simbolul de predicat

care de�ne�ste atomul din concluzia clauzei atunci q trebuie s�a apar�a

�̂ntr-un strat strict inferior stratului lui p

� dac�a q apare �̂n corpul unei clauze �si p este simbolul de predicat

care de�ne�ste atomul din concluzia clauzei atunci q poate s�a apar�a

�e �̂ntr-un strat strict inferior stratului lui p, �e �̂n acela�si strat cu

p

Partit�ia fP0; : : : ; Pkg se mai nume�ste strati�ere a programului P . Evi-

dent, dac�a P este strati�abil atunci el poate admite mai multe strati�eri

dup�a cum se poate constata �̂n exemplul care urmeaz�a.
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Exemplul 2.1 Consider�am programul P :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

p(x; y) q(x);:r(y); u(x; y); v(y; y)

r(x) u(x; x);:v(x; x)

u(a; a) 

u(b; a) 

v(a; a) 

r(a) 

q(b) 

Consider�am straturile P0 = fu; v; qg, P1 = frg, P2 = fpg. Mult�imea

fP0; P1; P2g este o strati�ere a programului P . Evident P0 = fu; vg, P1 =

frg, P2 = fp; qg ne ofer�a o alt�a strati�ere pentru acela�si program.

Exist�a programe normale care nu admit strati�eri. De exemplu, progra-

mul 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(x) :q(x)

q(x) :p(x)

r(a) 

r(b) 

nu admite strati�eri. Explicat�ia const�a �̂n faptul c�a �ecare din simbolurile

p; q trebuie s�a se g�aseasc�a �̂ntr-un strat superior celuilalt simbol, dup�a

cum se poate constata din primele dou�a clauze ale programului.

În cele ce urmeaz�a vom prezenta o condit�ie necesar�a �si su�cient�a

pentru ca un program normal s�a �e strati�abil.
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De�nit�ia 2.2 Fie P un program normal �si SP mult�imea simbolurilor de

predicate care apar �̂n P . Graful de dependent��a ata�sat programului

P este graful direct�ionat etichetat GP = (V;E) unde mult�imea nodurilor

este V = SP n BI, iar arcele sunt de�nite astfel: (q; p) 2 E dac�a �si

numai dac�a q apare simplu sau negat �̂n corpul unei clauze, iar p apare �̂n

concluzia clauzei respective. Dac�a �̂n corpul clauzei apare q pozitiv atunci

arcul este etichetat cu +; dac�a �̂n corp apare :q atunci arcul (q; p) este

etichetat cu �.

Propozit�ia 2.1 Un program normal P este strati�abil dac�a �si numai

dac�a graful de dependen- t��a GP nu cont�ine cicluri care s�a aib�a arce neg-

ative.

Demonstrat�ie.

Presupunem c�a GP cont�ine un ciclu de la p la p care s�a cont�in�a cel put�in

un arc negativ. Not�am cu (a1; : : : ; an) acest ciclu, deci a1 = an = p. Con-

form presupunerii exist�a i 2 f2; : : : ; n � 1g astfel �̂ncât arcul (ai�1; ai)

s�a �e un arc negativ. Prin absurd presupunem c�a P este un program

strati�abil. Not�am cu Pj1 , : : :, Pjn�1 straturile la care apart�in respec-

tiv elementele a1; : : : ; an�1. Din de�nit�ia strati�abilit�at�ii rezult�a c�a j1 �

: : : � ji�1 < ji � : : : � j1, ceea ce este fals. Aceasta ne arat�a c�a pre-

supunerea f�acut�a nu este adev�arat�a �si prin urmare P nu este strati�abil.

S�a presupunem acum c�a GP nu cont�ine cicluri cu arce negative. Avem

de analizat dou�a cazuri:
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1) Cazul I: GP nu cont�ine cicluri.

În acest caz se poate obt�ine o strati�ere dac�a se aplic�a urm�atorul algo-

ritm:

� i := 0;

� notez cu Pi mult�imea nodurilor �̂n care nu intr�a nici un arc; �stergem

din graful GP toate nodurile din Pi �̂mpreun�a cu arcele care ies din

ele

� i := i+ 1; repet�am pasul anterior

2) Cazul II: GP cont�ine cicluri.

Orice arc din GP este un arc pozitiv. Strângem toate nodurile unui ciclu

maximal s �̂ntr-o mult�ime As �si �̂nlocuim ciclul s cu un nod ata�sat lui As.

Obt�inem �̂n acest fel un graf f�ar�a cicluri, c�aruia �̂i aplic�am algoritmul de

la cazul I.
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Figura 1: Graf de dependent��a

Ca exemplu de aplicare a acestui algoritm consider�am urm�atorul pro-

gram: 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

p(x; y) q(x);:r(y); u(x; y)

r(x) u(x; x);:v(x; x)

q(x) s(x)

s(x) p(x; a)

p(x; a) :t(x)

u(a; a) 

u(b; a) 

v(a; a) 

r(a) 

q(b) 

t(b) v(a; a)

Graful de dependent��a ata�sat acestui program este desenat �̂n Figura 1.

Aplicând algoritmul prezentat mai sus obt�inem urm�atoarele straturi:

P0 = fu; vg
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P1 = fr; tg

P2 = fp; q; sg

3 Modele perfecte

În acest paragraf vom considera programe logice care pot s�a cont�in�a

clauze Horn, clauze Horn generale �si clauze disjunctive restrict�ionate,

adic�a clauze de forma:

A1 _ : : : _ An  B1; : : : ; Bm;:C1; : : : ;:Ck

unde n > 0, m � 0 �si k � 0. Programele logice care cont�in cel put�in

o asemenea clauz�a se numesc programe disjunctive restrict�ionate. Denu-

mirea provine de la faptul c�a:

� �̂n concluzia clauzei este prezent�a disjunct�ia �si de aici provine den-

umirea de clauz�a disjunctiv�a

� �̂n concluzia clauzei apar numai literali pozitivi �si de aceea clauza

se numet�e restrict�ionat�a

Dac�a d�am voie ca �̂n concluzia clauzei s�a apar�a �si literali negativi atun-

ci clauza se nume�ste clauz�a disjunctiv�a, iar un program care cont�ine o

asemenea clauz�a se nume�ste program disjunctiv. Un program Horn sau
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Horn general poate � privit ca un caz particular de program disjunctiv

restrict�ionat.

Pe baza Herbrand a unui program disjunctiv restrict�ionat se de�nesc

dou�a relat�ii binare, care au implicat�ii majore �̂n studiul semanticii aces-

tuia.

De�nit�ia 3.1 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat �si BHP baza sa

Herbrand. Not�am cu <P �si �P cele mai mici relat�ii binare pe BHP , care

satisfac urm�atoarele propriet�at�i:

� A <P B dac�a exist�a o instant��a ground r� a unei clauze r 2 P care

cont�ine pe :B �̂n corpul ei �si pe A �̂n concluzia clauzei instant�iate

� A �P B dac�a exist�a o instant��a ground r� a unei clauze r 2 P

care cont�ine pe B �̂n corp �si pe A �̂n concluzie sau A �si B se g�asesc

�̂n concluzia clauzei r�

� dac�a A �P B �si B �P C atunci A �P C

� dac�a A �P B �si B <P C sau A <P B �si B �P C atunci A <P C

� dac�a A <P B atunci A �P B

Din punct de vedere intuitiv putem gândi aceste relat�ii ca relat�ii de pri-

oritate �̂ntre elementele bazei Herbrand. Astfel, prin scrierea A <P B

�̂nt�elegem c�a prioritatea atomuluiB este mai mare strict decât prioritatea
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atomului A. Cu alte cuvinte, �̂n calculul valorii de adev�ar a atomilor A

�si B, atomul B are prioritate mai mare decât atomul A.

Observ�am c�a dac�a aplic�am de�nit�ia de mai sus unui program Horn

P atunci relat�ia <P este vid�a deoarece un asemenea program nu cont�ine

literali negativi. În consecint��a, numai relat�ia �P are sens pentru un pro-

gram Horn. Aceea�si a�rmat�ie este adev�arat�a pentru un program disjunc-

tiv restrict�ionat care nu cont�ine literali negativi.

Pentru simpli�carea scrierii vom utiliza urm�atoarea convent�ie: �̂n loc

de simbolul <P sau �P vom utiliza <, respectiv � atunci când nu exist�a

nici un pericol de confuzie. Evident cele dou�a relat�ii depind de programul

P �si dou�a programe diferite P �si Q cu aceea�si baz�a pot genera relat�ii <P

�si <Q diferite; aceea�si observat�ie este adev�arat�a pentru �P �si �Q.

Remarc�a 3.1 Este u�sor de observat c�a relat�ia < este tranzitiv�a. Într-

adev�ar, dac�a A < B �si B < C atunci A � B �si B < C, deci A < C.

Exemplul 3.1 Consider�am urm�atorul program disjunctiv restrict�ionat

P : 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(x) _ q(x) r(x);:s(x)

s(x) :r(x)

r(a) 

r(b) 

Baza Herbrand este mult�imea

BHP = fp(a); p(b); q(a); q(b); r(a); r(b); s(a); s(b)g
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p(a) q(a)

s(a)

r(a)- �

-
�

- �

6

Figura 2: Relat�ii de baz�a <P �si �P

Direct din program se obt�ine diagrama din Figura 2, unde cu s�ageat�a

�̂ntrerupt�a am notat relat�ia �, iar cu s�ageat�a simpl�a am desemnat relat�ia

<.

Rezult�a urm�atoarele relat�ii de baz�a:

p(a) � q(a); q(a) � p(a); p(a) � r(a)

q(a) � r(a); p(a) < s(a); q(a) < s(a); s(a) < r(a)

Aplicând propriet�at�ile de leg�atur�a dintre < �si � obt�inem:

p(a) � p(a); q(a) � q(a); p(a) � s(a); q(a) � s(a)

s(a) � r(a); p(a) < r(a); q(a) < r(a)

Evident obt�inem relat�iile corespunz�atoare pentru p(b) �si q(b):

p(b) � q(b); q(b) � p(b); p(b) � r(b)
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q(b) � r(b); p(b) < s(b); q(b) < s(b); s(b) < r(b)

p(b) � p(b); q(b) � q(b); p(b) � s(b); q(b) � s(b)

s(b) � r(b); p(b) < r(b); q(b) < r(b)

De�nit�ia 3.2 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat, M1 �si M2 dou�a

modele Herbrand distincte ale lui P . Spunem c�a modelulM1 este prefer-

abil lui M2 �si scriem M1 << M2 dac�a pentru �ecare atom A 2M1 nM2

exist�a un atom B 2M2 nM1 astfel �̂ncât A < B.

Dac�a scriem prima clauz�a a programului din Exemplul 3.1 sub forma

8x[p(x) _ q(x) _ s(x) _ :r(x)]

atunci este u�sor de constatat c�a M0
1 = fr(a); r(b); p(a); q(b)g �si M0

2 =

fr(a); r(b); s(a); s(b)g sunt modele Herbrand pentru programul P �si M0
1

<< M0
2 , dar nu avem M0

2 << M0
1 . Într-adev�ar, avem:

M0
1 nM

0
2 = fp(a); q(b)g

M0
2 nM

0
1 = fs(a); s(b)g

p(a) < s(a), q(b) < s(b)

Observ�am de asemenea c�a de�si s(a) < r(a) �si s(b) < r(b), totu�si relat�ia

M0
2 << M0

1 nu are loc deoarece nu avem nici una din relat�iile s(a) < p(a),

s(a) < q(b), s(b) < p(a), s(b) < q(b). Datorit�a simetriei rat�ionamentului
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�̂n a �si b, observ�am c�a M0
3 = fr(a); r(b); q(a); p(b)g este de asemenea un

model pentru programul P �si M0
3 << M0

2 . Prin urmare exist�a mai multe

modele preferabile unui model dat.

De�nit�ia 3.3 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat. Un model Her-

brand M al lui P se nume�ste model perfect dac�a nu exist�a nici un

model Herbrand M 0 al lui P astfel �̂ncât M 0 << M .

Revenind la Exemplul 3.1 constat�am c�a M0
1 este un model perfect

deoarece orice model Herbrand al lui P trebuie s�a cont�in�a pe r(a) �si r(b)

�si nu exist�a nici un atom x 2 BHP astfel �̂ncât x < p(a) �si x < q(b). La

fel M0
3 este un model perfect. Acest exemplu ne arat�a c�a exist�a programe

disjunctive restrict�ionate care admit mai multe modele perfecte.

4 Propriet�at�i ale modelelor perfecte

Vom prezenta acum câteva propriet�at�i ale modelelor perfecte.

Propozit�ia 4.1 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat, M1;M2 2

MH(P ). Dac�a M1 � M2 atunci M1 << M2. În particular orice model

perfect este minimal.

Demonstrat�ie. Vom observa la �̂nceput c�a dac�a M1 �si M2 sunt modele

Herbrand ale unui program disjunctiv restrict�ionat P �si M1 �M2 atunci

M1 << M2. Într-adev�ar, dac�a M1 � M2 atunci M1 n M2 = ; �si deci
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condit�ia ca M1 << M2 este satisf�acut�a.

Fie acum M un model perfect pentru P . Dac�a prin absurd presupun c�a

M nu este minimal atunci exist�a un model Herbrand M 0 al lui P astfel

�̂ncâtM 0
�M . În conformitate cu proprietatea demonstrat�a mai sus vom

avea M 0 << M , ceea ce �̂nseamn�a c�a M nu este model perfect.

De�nit�ia 4.1 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat. Not�am cu

PERF (P ) mult�imea tuturor modelelor Herbrand pentru P care sunt mod-

ele perfecte.

Propozit�ia 4.2 Fie P un program disjunctiv pozitiv,M1;M2 2MH(P ).

Avem M1 � M2 dac�a �si numai dac�a M1 << M2. În particular M 2

PERF (P ) dac�a �si numai dac�a M este minimal.

Demonstrat�ie. Implicat�ia de la stânga la dreapta se obt�ine din Propo-

zit�ia 4.1. S�a presupunem acum c�a M1 << M2. Avem dou�a cazuri: ori

M1 � M2, ori M1 nM2 6= ;. Situat�ia M1 � M2 este cea prezentat�a �̂n

enunt�ul propozit�iei. S�a consider�am a doua situat�ie. Dac�a A 2 M1 nM2

atunci din condit�ia M1 << M2 rezult�a c�a exist�a B 2 M2 n M1 astfel

�̂ncât A < B. Acest lucru este imposibil deoarece programul P �ind un

program disjunctiv pozitiv, relat�ia < este vid�a.

Am ar�atat �̂n paragraful anterior c�a exist�a programe disjunctive res-

trict�ionate care admit mai multe modele perfecte. Vom ar�ata acum c�a

exist�a programe disjunctive restrict�ionate care nu admit nici un model
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perfect. Pentru aceasta vom considera programul P de mai jos:

8>>>>><
>>>>>:

p(x) :q(x)

q(x) :p(x)

r(a) 

Avem BHP = fp(a); q(a); r(a)g. Evident M1 = fp(a); r(a)g �si M2 =

fq(a); r(a)g sunt modele Herbrand minimale pentru P . Avem p(a) < q(a)

�si q(a) < p(a) deci M1 << M2 �si M2 << M1. A�sadar nici unul din

modelele M1, M2 nu este model perfect. Deoarece orice model perfect

este minimal �si nu exist�a alte modele minimale pentru programul P ,

rezult�a c�a P nu admite modele perfecte.

5 Programe disjunctive restrict�ionate strat-

i�abile. Semantica de model perfect.

În acest paragraf vom de�ni strati�abilitatea programelor disjunctive

restrict�ionate �si vom caracteriza proprietatea de strati�abilitate prin in-

termediul unor relat�ii binare.

De�nit�ia 5.1 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat �si B = (SC ;SF ;

SP ) baza sa. Relat�ia �P� SP�SP este de�nit�a astfel: p �P q dac�a exist�a

p(a); q(b) 2 BHP astfel �̂ncât p(a) <P q(b)
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Facem observat�ia c�a ori de câte ori nu exist�a pericol de confuzie vomm

nota � �̂n loc de �P .

De�nit�ia 5.2 O relat�ie binar�a � � X � X se nume�ste noetherian�a

dac�a nu exist�a o secvent��a in�nit�a a1; a2; : : : din X astfel �̂ncât a1�a2� : : :

Astfel, pentru programul:

8><
>:

p(x) _ q(x) :r(x)

r(a) :p(a)

avem p(a) < r(a) �si r(a) < p(a) deci p(a) < p(a). În consecint��a exist�a

secvent�a p(a) < p(a) < p(a) < : : :, deci relat�ia < de�nit�a de acest

program pe baza Herbrand nu este o relat�ie noetherian�a.

Propozit�ia 5.1 Relat�ia � este noetherian�a dac�a �si numai dac�a este ire-


exiv�a.

Demonstrat�ie. S�a presupunem c�a relat�ia� este ire
exiv�a �si prin absurd

presupunem c�a ea nu este noetherian�a. Exist�a o secvent��a in�nit�a p1 �

p2precp3 < : : : de simboluri de predicate. Deoarece SP este o mult�ime

�nit�a, rezult�a c�a exist�a i �si j cu i 6= j astfel �̂ncât ai = p �si aj = p. A�sadar

p � p �si prin urmare relat�ia � nu ar � ire
exiv�a.

Reciproc, dac�a relat�ia � nu ar � ire
exiv�a ar rezulta c�a exist�a p 2 SP cu

p � p. În acest caz am avea p � p � p � : : : �si prin urmare relat�ia � nu

ar � noetherian�a.
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Propozit�ia 5.2 Dac�a relat�ia � este noetherian�a atunci relat�ia < este

noetherian�a.

Demonstrat�ie. Presupunem c�a relat�ia� este noeterian�a. S�a presupunem

prin absurd c�a relat�ia < nu este noetherian�a. Exist�a o secvent��a a1 <

a2 < a3 < : : : de elemente ale bazei Herbrand. Deoarece mult�imea sim-

bolurilor de predicate este �nit�a, exist�a un simbol de predicat p �si exist�a

i; j cu i 6= j astfel �̂ncât ai = p(a), aj = p(b) pentru dou�a elemente a

�si b ale universului Herbrand. A�sadar avem p � p, deci exist�a secvent�a

p � p � p � : : : �si prin urmare relat�ia � nu este noetherian�a.

Vom introduce acum conceptul de strati�abilitate �si local strati�abil-

itate pentru programe disjunctive restrict�ionate.

De�nit�ia 5.3 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat. Programul P se

nume�ste strati�abil dac�a exist�a o partit�ie fP0; : : : Pkg a mult�imii SP nBI

astfel �̂ncât pentru orice clauz�a din P

p1(X1) _ : : : _ ps(Xs) q1(Y1); : : : ; qn(Yn);:r1(Z1); : : : ;:rm(Zm)

unde Xi; Yj; Zk reprezint�a notat�ii vectoriale, exist�a h 2 f0; : : : ; kg astfel

�̂ncât s�a �e �̂ndeplinite urm�atoarele condit�ii:

1) fp1; : : : ; psg � Ph

2) fq1; : : : ; qng �
S
j�h Pj

3) fr1; : : : ; rmg �
S
j<h Pj
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Se observ�a imediat c�a acest concept este o extensie a conceptului de

strati�abilitate a unui program normal (cazul s = 1).

De�nit�ia 5.4 Fie P un program disjunctiv restrict�ionat. Programul P

se nume�ste local strati�abil dac�a exist�a o partit�ie fH0; H1; : : :g a bazei

Herbrand BHP astfel �̂ncât pentru orice instant��a ground

A1 _ : : : _ Ap  B1; : : : ; Bm;:C1; : : : ;:Cn

a unei clauze din P exist�a k astfel �̂ncât urm�atoarele condit�ii s�a �e

�̂ndeplinite:

fA1; : : : ; Apg � Hk

fB1; : : : ; Bmg �
S
j�kHj

fC1; : : : ; Cng �
S
j<kHk

Propozit�ia 5.3 Orice program disjunctiv restrict�ionat strati�abil este

local strati�abil.

Demonstrat�ie. Fie fP0; : : : ; Pkg o strati�ere a programului P . Pentru

�ecare j 2 f0; : : : ; kg de�nim mult�imile:

Hj = fp(c1; : : : ; cn) 2 BHP j p 2 Pjg

Atunci, fH0; : : : ; Hkg formeaz�a o partit�ie a lui BHP �̂n raport cu care P

este local strati�abil.
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În cele ce urmeaz�a vom nota cu PDRs familia programelor disjunctive

restrict�ionate strati�abile �si cu PDRls familia programelor disjunctive

restrict�ionate local strati�abile.

Vom caracteriza acum programele acestor dou�a familii cu ajutorul

relat�iilor binare introduse �̂n paragrafele anterioare. Deoarece ne intere-

seaz�a �̂n mod special familia PDRls, urm�atorul rezultat referitor la fa-

milia PDRs este prezentat f�ar�a demonstrat�ie.

Teorema 5.1 P 2 PDRs dac�a �si numai dac�a relat�ia �P este noetheri-

an�a.

Referitor la familia PDRls avem urm�atoarea caracterizare:

Teorema 5.2 P 2 PDRls dac�a �si numai dac�a relat�ia <P este noetheri-

an�a.

Demonstrat�ie. Presupunem c�a P 2 PDRls �si �e fH0; H1; H2; : : :g o

strati�ere local�a a lui P . Prin absurd s�a presupunem c�a relat�ia < nu este

noetherian�a. Exist�a o secvent��a a0 < a1 < a2 < : : : de elemente din BHP .

Fie i < j. Deoarece ai < aj rezult�a c�a exist�a o instant��a ground de forma

: : : _ ai _ : : : : : : ;:aj; : : :

a unei clauze din P . Din de�nit�ia local strati�abilit�at�ii rezult�a c�a exist�a

ki astfel �̂ncât ai 2 Hki �si aj 2
S
t<ki

Ht. A�sadar exist�a kj < ki astfel �̂ncât

aj 2 Hkj . Dac�a aplic�am aceast�a observat�ie pentru secvent�a a0 < a1 < : : :
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de la care am plecat rezult�a c�a exist�a urm�atorul �sir descresc�ator de nu-

mere naturale k0 > k1 > k2 > : : :, ceea ce este imposibil.

Reciproc, s�a presupunem c�a relat�ia < este noetherian�a. Urm�atorul algo-

ritm calculeaz�a o strati�ere local�a:

i := 0; X := BHP

REPEAT

Hi := fA 2 X j6 9B : B 2 X;A < Bg

X := X nHi

i := i+ 1

UNTIL X = ;

Observ�am c�a la �ecare pas avem Hi 6= ; deoarece relat�ia < este noethe-

rian�a.

Teoremele 5.1 �si 5.2 au aplicat�ii interesante. În primul rând, prin

Propozit�ia 5.2 rezult�a din nou incluziunea PDRs � PDRls demon-

strat�a �̂n Propozit�ia 5.3. În al doilea rând, se poate u�sor dovedi c�a

pentru programul P de mai jos:

8><
>:

nr�par(s(x)) :nr�par(x)

nr�par(0) 
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relat�ia �P nu este noetherian�a, iar relat�ia < este noeterian�a. Aceasta ne

conduce la concluzia c�a P 2 PDRls n PDRs. A�sadar avem incluziunea

strict�a PDRs � PDRls.

Un rezultat deosebit de interesant este prezentat �̂n teorema care

urmeaz�a, pe care o prezent�am f�ar�a demonstrat�ie.

Teorema 5.3 Orice program local strati�abil are cel put�in un model per-

fect. Orice program general Horn local strati�abil admite un singur model

perfect.

Aceast�a teorem�a ne arat�a important�a conceptului de program local strat-

i�abil: pentru orice program disjunctiv restrict�ionat local strati�abil P

avem PERF (P ) 6= ; �si �̂n consecint��a de�nit�ia care urmeaz�a este justi�-

cat�a.

De�nit�ia 5.5 Fie P 2 PDRls. Semantica de model perfect a lui P

este

PMS(P ) =
\

M2PERF (P )

M

În raport cu aceast�a semantic�a un atom A 2 BHP este true dac�a �si

numai dac�a A 2 PMS(P ).

S�a observ�am c�a PMS(P ) nu este neap�arat un model Herbrand pentru

P . Într-adev�ar, s�a consider�am urm�atorul program P :

�
p(a) _ p(b) 
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Prin Propozit�ia 4.2 mult�imile M1 = fp(a)g �si M2 = fp(b)g sunt mod-

ele perfecte pentru programul P . Aplicând de�nit�ia semanticii de model

perfect avem PMS(P ) = ;, care nu este model al lui P .

6 Tratarea operatorial�a a semanticii de mod-

el perfect pentru programe normale strat-

i�abile

În acest paragraf vom ar�ata cum putem calcula semantica de model per-

fect pentru programe normale strati�abile cu ajutorul puterilor de opera-

tori. Pentru a realiza acest scop vom extinde de�nit�ia operatorului ata�sat

unui program Horn pentru cazul programelor Horn generale.

De�nit�ia 6.1 Consider�am un program Horn general P �si baza sa Her-

brand BHP . De�nim operatorul TP : 2BHP �! 2BHP astfel: TP (I) este

mult�imea tuturor atomilor ground p(c1; : : : ; cn) pentru care exist�a

p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk;:C1; : : : ;:Cl

�̂n P �si exist�a o substitut�ie ground � astfel �̂ncât B1� 2 I, : : :, Bk� 2 I,

C1� =2 I, : : :, Cl� =2 I �si p(t1; : : : ; tn)� = p(c1; : : : ; cn).

S�a observ�am de la �̂nceput faptul c�a operatorul TP nu se mai bucur�a de

proprietatea de monotonie. Într-adev�ar, s�a consider�am programul P de
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mai jos: 8><
>:

p(a) :q(b)

q(a) :r(a)

Se observ�a c�a dac�a lu�am I1 = ;, I2 = fq(b)g atunci TP (I1) = fp(a); q(a)g

�si TP (I2) = fq(a)g, deci operatorul TP nu este monoton.

De�nit�ia 6.2 Iterat�iile operatorului TP sunt notate cu TP " n pentru

n 2 N [ f!g; ele sunt operatori TP " n : 2BHP �! 2BHP �si se de�nesc

astfel:

TP " 0(I) = I

TP " (n + 1)(I) = TP (TP " n(I)) [ TP " n(I)

TP " !(I) =
S
n�0 TP " n(I)

Fie � un program normal strati�abil �si fP0; : : : ; Pkg o strati�ere a acestu-

ia. Programul � se poate descompune �̂n programele f�0; : : : ;�kg, unde

pentru �ecare i 2 f0; : : : ; kg programul �i este format din toate clauzele

lui � cu proprietatea c�a atomii concluziilor au simbolurile de predicate

�̂n Pi.

Teorema 6.1 Fie � un program general Horn strati�abil �si f�1; : : : ;�ng
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o strati�ere a acestuia. Not�am:

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

M1 = T�1
" !(;)

M2 = T�2
" !(M1)

::::::::::::::::::::::::::

Mn = T�n
" !(Mn�1)

AtunciMn este unicul model perfect al lui P . În consecint��a avem PMS(�) =

Mn

S�a observ�am c�a dac�a aplic�am teorema de mai sus pentru un program

Horn �, atunci PMS(�) = LMS(�) deoarece strati�erea programului

are un singur strat.

7 TEME

TEMA 1

1) Considerat�i programul normal de mai jos:

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

p r;:s

q  r;:s

r  q

p :r

s t
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Construit�i graful de dependent��a a acestui program. Ar�atat�i c�a programul

este strati�abil �si aplicat�i algoritmul din Propozit�ia 2.1 pentru a obt�ine

o strati�ere a acestuia.

2) Scriet�i un program �̂n SWI Prolog pentru a testa dac�a un program

normal este strati�abil.

TEMA 2

Considerat�i programul normal P de mai jos:
8>>>>><
>>>>>:

int(0) 

int(succ(x)) int(x)

odd(succ(x)) int(x);:odd(x)

1) Veri�cat�i c�a P nu este strati�abil

2) A
at�i modelele Herbrand minimale ale lui P . Exist�a cel mai mic model

Herbrand?

TEMA 3

1) Considerat�i urm�atorul program disjunctiv restrict�ionat P :
8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

p(x) _ q(x) :u(x);:v(x)

u(x) r(x)

v(x) r(x)

r(a) 

r(b) 

a) Calculat�i relat�iile <P ;�P ;�P

b) Ar�atat�i c�a relat�ia �P este noetherian�a
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2) Considerat�i urm�atorul program disjunctiv restrict�ionat P :

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

p(x) _ q(x) :u(x);:v(x)

u(x) r(x)

v(x) r(x)

r(a) 

r(b) 

a) Ar�atat�i c�a programul P este strati�abil �si g�asit�i o strati�ere a lui P

b) Calculat�i PMS(P )

TEMA 4

Calculat�i PMS(P ) pentru programul normal P de mai jos:

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

p(x) :q(x);:u(x);:v(x)

u(x) r(x)

v(x) r(x)

r(a) 

r(b) 

TEMA 5

Considerat�i urm�atoarea pies�a de cuno�stint�e:

Un conduc�ator auto este prudent dac�a este asigurat �si nu a cauzat

accidente. Dac�a un conduc�ator este prudent atunci el pl�ate�ste o prim�a

mic�a de asigurare. Dac�a o persoan�a pl�ate�ste prim�a mic�a de asigurare

atunci ea este un conduc�ator prudent. Dac�a o persoan�a este asigurat�a �si



28 N. T��and�areanu: Sinteza 2-4

nu este un conduc�ator prudent atunci ea pl�ate�ste o prim�a de asigurare

mare. Ana �si Petre au asigur�ari auto. Petre a cauzat accident

1) Reprezentat�i aceast�a pies�a sub forma unui program logic normal.

2) Ar�atat�i c�a programul obt�inut este strati�abil �si calculat�i o strati-

�care a acestuia.

3) Calculat�i toate modelele Herbrand minimale ale programului.

4) Reprezentat�i aceea�si pies�a de cuno�stint�e sub forma unui program

disjunctiv restrict�ionat.

5) Calculat�i pentru programul disjunctiv restrict�ionat obt�inut relat�iile

<, � �si �.

6) Studiat�i strati�abilitatea local�a a programului

7) Calculat�i modelele perfecte

8) Calculat�i valoarea de adev�ar pentru diferite elemente din baza

Herbrand �̂n raport cu semantica de model perfect.

TEMA 6

1) Considerat�i programul Horn general P de mai jos:

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

p(a) 

p(b) 

q(c) 

u(b) 

r(x) p(x);:q(x)

r(x) u(x)
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Calculat�i PMS(P ).

2) Considerat�i programul Horn general P de mai jos:

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

lung(x; y; 1) arc(x; y)

lung(x; y; s(k)) lung(x; z; k); arc(z; y);:lung(x; y; k)

arc(a; b) 

arc(b; c) 

arc(a; e) 

arc(e; f) 

arc(f; d) 

1) Ar�atat�i c�a lung �P lung

2) Studiat�i strati�abilitatea lui P

3) Ar�atat�i c�a urm�atoarele mult�imi formeaz�a o strati�ere local�a a lui

P :

H0 = farc(a; b) j arc(a; b) 2 BHPg

Hk = flung(x; y; k) j lung(x; y; k) 2 BHPg; k � 1


