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1 Obiective

Obiectivele acestui capitol sunt urm�atoarele:

� �̂nt�elegerea conceptului de semantic�a a unui program logic

� �̂nt�elegerea conceptului de semantic�a a celui mai mic model pentru

programe Horn

� �̂nt�elegerea conceptului de semantic�a de punct �x pentru programele

Horn

� �̂nsu�sirea metodei de calcul a semanticii de punct �x �si implicit a

semanticii celui mai mic model, cu ajutorul puterilor unui operator

2 Semantici ale programelor logice

Conceptul de semantic�a a unui program logic are la baz�a conceptele de

model, model minimal �si cel mai mic model. Un model Herbrand al unui

program ne permite s�a de�nim o anumit�a semantic�a prin intermediul

c�areia orice formul�a peste baza programului poate � evaluat�a din punct

de vedere a valorii de adev�ar. Pentru precizarea acestei idei s�a consider�am

c�a P este un program logic peste baza B. Consider�am un model Herbrand

I pentru P . Modelului I putem s�a-i asociem o relat�ie notat�a cu j=I ,

de�nit�a astfel: pentru orice formul�a ground ' peste baza B, P j=I '
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dac�a �si numai dac�a truth�val�I ('; F ) = true. Astfel, s�a consider�am ca

exemplu programul P de mai jos:

8>>>>><
>>>>>:

p(a) 

q(a) 

p(f(x)) q(x)

Universul Herbrand al acestui program este

UHP = fa; f(a); : : : ; fn(a); : : :g

iar baza Herbrand este BHP = fp(fn(a)); q(fn(a))gn�0. S�a consider�am

urm�atoarele dou�a interpret�ari Herbrand:

I = fp(a); q(a); p(f(a))g

J = fp(a); q(a); p(f(a)); p(f(f(a)))g

Este u�sor de veri�cat c�a ambele interpret�ari sunt modele Herbrand pentru

programul P . Mai mult, I este cel mai mic model Herbrand pentru P .

Într-adev�ar, �e K cel mai mic model Herbrand al lui P . A�sadar P �

vd�K , deci

truth�val�K (p(a); F ) = true

truth�val�K (q(a); F ) = true

truth�val�K (8x(:q(x) _ p(f(x))); F ) = true
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Din primele dou�a relat�ii rezult�a p(a) 2 K �si q(a) 2 K. Din a treia relat�ie

avem

truth�val�K (:q(x) _ p(f(x)); Ffxjcg) = true

pentru orice c 2 UHP . În particular vom avea adev�arat�a aceast�a relat�ie

pentru c = a. Dar q(a) 2 K, deci

truth�val�K (:q(x); Ffxjag) =

:truth�val�K(q(x); Ffxjag) = :true = false

A�sadar trebuie s�a avem truth�val�K (p(f(x)); Ffxjag) = true. Aceast�a

proprietate are loc numai dac�a p(f(a)) 2 K. Rezult�a c�a I � K. Dar K

este cel mai mic model Herbrand al lui P , deci K � I �si �̂n consecint��a

I = K.

Observ�am c�a avem urm�atoarele propriet�at�i referitoare la cele dou�a

modele I �si J �si formula ' = :p(f(f(a))):

� I � J

� P j=I '

� P 6j=J '

Într-adev�ar, truth�val�I ('; F ) = :truth�val�I (p(f(f(a)); F ) = :false =

true �si truth�val�J ('; F ) = :truth�val�J (p(f(f(a)); F ) = :true =

false. Astfel putem concluziona c�a formula ' este deductibil�a din P �̂n
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raport cu semantica de�nit�a de I, dar nu este deductibil�a �̂n raport cu

semantica de�nit�a de J .

S�a observ�am c�a �̂n raport cu o semantic�a precizat�a putem calcula val-

oarea de adev�ar a oric�arei formule peste baza B a programului P . De

exemplu, s�a consider�am SV = fx; yg �si formula '(x) = 9y(p(f(f(x))) ^

q(y)). Nu exist�a nici o asignare F : SV �! UHP pentru care '(x)

s�a aib�a valoarea true �̂n raport cu semantica de�nit�a de I. Într-adev�ar,

truth�val�I ('(x); F ) = true dac�a �si numai dac�a exist�a c 2 UHP astfel

�̂ncât truth�val�I (p(f(f(x))) ^ q(y); Ffyjcg) = true. Este evident c�a va

trebui s�a lu�am c = a, deoarece aceasta este singura alegere a lui c pen-

tru care truth�val�I (q(y); Ffyjcg) = true. Mai departe, constat�am c�a

p(f(f(d))) =2 I pentru orice d 2 UHP . Nu acela�si lucru putem spune �̂n

semantica de�nit�a de J . Într-adev�ar, asignarea Ffxja; yjag are propri-

etatea c�a truth�val�J ('(x); F ) = true.

Putem de�ni funct�ia r�aspuns a unui program logic P �̂n raport cu

semantica de�nit�a de I � BHP . Dac�a w 2 FORM(B;SV ) atunci de�nim

AnsI(P;w) =

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

yes dac�a P j=I w;w formula ground

no dac�a P 6j=I w;w formul�a ground sau AssignI(w) = ;

AssignI(w) altfel
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unde AssignI(w) = fF j truth�val�I (w; F ) = trueg.

Pentru formula considerat�a mai �̂nainte avem:

AnsI(P; '(x)) = no

AnsJ(P; '(x)) = fFfxja; yjagg.

Dup�a modul de abordare �si modul de calcul a semanticii unui program

logic, exist�a mai multe categorii de semantici:

1) semantica celui mai mic model

2) semantica de punct �x

3) semantica de model stabil

4) semantica bine fondat�a

Din punct de vedere intuitiv a de�ni o semantic�a pentru un program

logic �̂nseamn�a a speci�ca un anumit model Herbrand I a programului

respectiv. Pentru �ecare tip de semantic�a enumerat mai sus trebuie pre-

cizat�a �̂n mod corespunz�ator aceast�a mult�ime I. De �̂ndat�a ce se cunosc

elementele lui I, se poate calcula valoarea de adev�ar a oric�arei formule

peste baza programului prin utilizarea funct�iei truth�val�I .

În acest capitol vom studia semantica celui mai mic model �si seman-

tica de punct �x pentru programele Horn.
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3 Semantica celui mai mic model pentru

programe Horn

În clasi�carea programelor logice prezentat�a �̂n capitolul anterior, pro-

gramele Horn sunt cele mai simple din punct de vedere sintactic. O pies�a

de cuno�stint�e dat�a se poate u�sor transpune �̂ntr-un asemenea program �si

orice persoan�a care cite�ste un program Horn poate intui �̂nt�elesul regulilor

prezentate. Problema care apare este aceea c�a uneori modelarea unei piese

de cuno�stint�e se face satisf�ac�ator printr-un program Horn, alteori mode-

larea este nesatisf�ac�atoare. La analiza acestui fenomen se t�ine seama de

pierderea de semni�cat�ie a lumii prezentate �̂ntr-un model sau altul. Une-

ori, chiar atunci când cunoa�stem tipul programului logic �̂n care dorim s�a

transpunem piesa de cuno�stint�e, trebuie s�a de�nim clauzele programului

�̂n a�sa fel �̂ncât deduct�ia obt�inut�a s�a �e cât mai aproape de lumea mode-

lat�a. Pentru a evident�ia acest aspect s�a consider�am urm�atoarea pies�a de

cuno�stint�e:

Ana este mama lui Petre �si a lui George. O persoan�a X este fratele

lui Y dac�a X �si Y au aceea�si mam�a.

Evident, un exemplu de program logic care s�a modeleze aceast�a pies�a



8 N. T��and�areanu: Sinteza 2-3

de cuno�stint�e este urm�ato- rul:
8>>>>><
>>>>>:

mama(ana; petre) 

mama(ana; george) 

frate(X; Y ) mama(Z;X); mama(Z; Y )

Dar acest program nu modeleaz�a su�cient de bine piesa considerat�a. Într-

adev�ar, pe baza acestui program putem deduce c�a Petre este fratele

lui George �si George este fratele lui Petre, dar mai deducem c�a Pe-

tre este fratele lui Petre �si George este fratele lui George. Un asemenea

rat�ionament ar permite s�a a�rm�am c�a orice persoan�a este fratele acelei

persoane. Pentru ca s�a excludem o astfel de deduct�ie, �̂n locul ultimei

clauze se consider�a clauza

frate(X; Y ) mama(Z;X); mama(Z; Y ); X 6= Y

Pentru a evident�ia un alt aspect al model�arii prin programe logice, s�a

consider�am de asemenea urm�atoarea pies�a de cuno�stint�e:

O societate de transport rutier STR organizeaz�a deplas�ari directe

de la Bucure�sti la Craiova, de la Bucure�sti la Ia�si, de la Craiova la

Timi�soara �si de la Ia�si la Cluj. Exist�a o deplasare de la localitatea

X la localitatea Y dac�a X 6= Y �si exist�a o deplasare direct�a de la

X la Y sau exist�a cel put�in o escal�a Z �̂n drumul de la X la Y

Problema care se pune este de a modela piesa considerat�a astfel �̂ncât

un pasager s�a poat�a a
a dac�a se poate deplasa de la localitatea X la



N. T��and�areanu: Sinteza 2-3 9

localitatea Y cu societatea STR.

Piesa de cuno�stint�e considerat�a se poate modela �̂n urm�atorul program

logic:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

direct(bucuresti; craiova) 

direct(bucuresti; iasi) 

direct(craiova; timisoara) 

direct(iasi; cluj) 

deplasare(X; Y ) X 6= Y; direct(X; Y ):

deplasare(X; Y ) X 6= Y; direct(X;Z); deplasare(Z; Y ):

Not�am cu P acest program Horn. De obicei predicatele standard 6=; <;>

; : : : se numesc predicate built-in, iar mult�imea acestora se noteaz�a cu

BI. Ele sunt de�nite �̂n cadrul softwareului cu care se lucreaz�a �si intere-

seaz�a numai predicatele de�nite de utilizator. De aceea, baza programului

P este B = (SC ; ;;SP ) unde

SC = fbucuresti; craiova; iasi; timisoara; clujg

SP = fdirect(2); deplasare(2)g

În de�nitiv, a de�ni semantica unui program logic �̂nseamn�a s�a de�nim

�si/sau s�a calcul�am tot ceea ce este adev�arat �̂n virtutea faptelor cunoscute

�si a utiliz�arii regulilor enunt�ate �̂n program. Astfel, intuitiv observ�am c�a

urm�atoarele a�rmat�ii sunt adev�arate relativ la programul P :
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- exist�a transporturi direct de la Bucure�sti la Craiova, de la Bu-

cure�sti la Ia�si, de la Craiova la Timi�soara �si de la Ia�si la Cluj

- exist�a o deplasare de la Bucure�sti la Timi�soara �si exist�a o deplasare

de la Bucure�sti la Cluj

- nu putem deduce c�a exist�a o deplasare de la Craiova la Cluj �si

prin urmare, putem considera c�a nu exist�a o deplasare de la Craiova

la Cluj; �̂n asemenea rat�ionament spunem c�a utiliz�am negat�ia prin

e�sec.

Tratarea formalizat�a a semanticii programelor Horn se face prin de�nirea

semanticii celui mai mic model, introdus�a de Van Emden �si Kowalski.

Ea se noteaz�a cu LMS(P ), init�ialele provin de la least model semantics,

P este programul Horn considerat �si ea se de�ne�ste astfel:

De�nit�ia 3.1 Fie P un program Horn cu baza B. Mult�imea

LMS(P ) = fp(c1; : : : ; cn) 2 BHP j P j= p(c1; : : : ; cn)g

se nume�ste semantica celui mai mic model pentru P .

Din de�nit�ia dat�a se constat�a c�a LMS(P ) � BHP . Prin urmare LMS(P )

este o interpretare Herbrand. S�a consider�am structura �LMS(P ) ata�sat�a

acestei interpret�ari. Pentru orice atom ground p(c1; : : : ; cn) peste baza

B avem truth�val�LMS(P )
(p(c1; : : : ; cn); F ) = true dac�a �si numai dac�a
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p(c1; : : : ; cn) 2 LMS(P ). De aceea, valoarea de adev�ar a oric�arui element

din LMS(P ) este true �̂n raport cu semantica celui mai mic model �si este

false pentru orice atom ground din afara lui LMS(P ).

Teorema care urmeaz�a justi�c�a denumirea semanticii de mai sus.

Teorema 3.1 (Van Emden, Kowalski)

Fie P un program Horn. Not�am cu MH(P ) mult�imea tuturor modelelor

Herbrand pentru P . Atunci:

LMS(P ) =
T
W2MH(P )W

LMS(P ) 2MH(P )

Proof. S�a not�am I =
T
W2MH(P )W �si s�a veri�c�am c�a I 2 MH(P ).

Echivalent, aceasta revine la a veri�ca c�a structura �I = (UHP ; kI)

ata�sat�a lui I este un model pentru P , adic�a pentru orice ' 2 P avem

' 2 vd�I . Deoarece P este un program Horn, este su�cient s�a consider�am

pentru ' numai dou�a cazuri:

1) ' = p(t1; : : : ; pn) 2 BHP \ P

T� inând seama de de�nit�ia lui I avem urm�atoarele relat�ii echiva-

lente:

� truth�val�I ('; F ) = kI(p)(t1; : : : ; tn) = true pentru orice F

� p(t1; : : : ; tn) 2 I

� p(t1; : : : ; tn) 2 W pentru orice W 2MH(P )
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� kW (p)(t1; : : : ; pn) = true pentru orice W 2MH(P )

� truth�val�W ('; F ) = true pentru orice W 2MH(P ),

iar ultima evaluare este adev�arat�a deoarece pentru orice W 2

MH(P ) avem P � vdW , deci �̂n particular ' 2 vd�W .

2) ' este clauzaA(x1; x2) B(x1; x2), adic�a ' = 8x18x2[A(x1; x2) 

B(x1; x2)]. Va trebui s�a veri�c�am c�a

truth�val�I (A(x1; x2) _ :B(x1; x2); Ffx1jc1; x2jc2g) = true

pentru orice c1; c2 2 UHP .

Echivalent, trebuie s�a veri�c�am c�a pentru orice c1; c2 2 UHP avem

kI(A)(c1; c2) _ :kI(B)(c1; c2) = true (1)

T� inând seama de de�nit�ia lui I avem:

kI(A)(c1; c2) =
^

W2MH(P )

kW (A)(c1; c2) (2)

kI(B)(c1; c2) =
^

W2MH(P )

kW (B)(c1; c2) (3)

Pe de alt�a parte, dac�a W este arbitrar �̂n MH(P ) atunci

truth�val�W (A(x1; x2) _ :B(x1; x2); Gfx1jc1; x2jc2g) = true

pentru orice c1; c2 2 UHP , ceea ce �̂nseamn�a c�a pentru orice W 2

MH(P ) �si orice c1; c2 2 UHP avem

kW (A)(c1; c2) _ :kW (B)(c1; c2) = true (4)
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Fie c1 �si c2 dou�a elemente arbitrare �̂n UHP . Avem dou�a cazuri

posibile:

1) pentru orice W 2 MH(P ) avem kW (A)(c1; c2) = true; �̂n acest

caz kI(A)(c1; c2) = true

2) exist�a W 2 MH(P ) astfel �̂ncât kW (A)(c1; c2) = false; �̂n acest

caz din (4) avem kW (B)(c1; c2) = false, deci kI(B)(c1; c2) = false

�si prin urmare (1) este adev�arat�a.

Cu aceasta am veri�cat c�a I =
T
W2MH(P )W 2 MH(P ) �si prin urmare

I este cel mai mic model Herbrand pentru P .

R�amâne s�a demonstr�am c�a LMS(P ) = I. Fie p(c1; : : : ; cn) 2 BHP . Avem

urm�atoarele relat�ii echivalente:

� p(c1; : : : ; cn) 2 LMS(P )

� P j= p(c1; : : : ; cn)

� P [ f:p(c1; : : : ; cn)g este inconsistent�a

� nu exist�a nici un model Herbrand pentru P [ f:p(c1; : : : ; cn)g

� kW (p)(c1; : : : ; cn) = true pentru orice W 2MH(P )

� kI(p)(c1; : : : ; cn) = true

� p(c1; : : : ; cn) 2 I
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a�sadar LMS(P ) = I.

Corolarul 3.1 LMS(P ) este cel mai mic model Herbrand pentru pro-

gramul Horn P .

Remarc�a 3.1 LMS(P ) nu depinde de ordinea �̂n care sunt a�sezate clauzele

�̂n programul P

Remarc�a 3.2 Teorema lui Van Emden �si Kowalski nu prezint�a un al-

goritm pentru calculul lui LMS(P )

4 Semantica de punct �x a programelor

Horn

4.1 Elemente de punct �x

O mult�ime part�ial ordonat�a este o pereche (P;�) unde P este o

mult�ime nevid�a, iar � este o relat�ie binar�a pe mult�imea P astfel �̂ncât �

este re
exiv�a, antisimetric�a �si tranzitiv�a.

Dac�a Q � P atunci un majorant pentru Q este un element z 2 P

astfel �̂ncât x � z pentru orice x 2 Q. Cel mai mic majorant pentru Q

(dac�a exist�a) se noteaz�a cu sup Q �si se nume�ste supremumul mult�imii

Q. Dual apare conceptul deminorant pentru Q �si cel mai mare minorant

al lui Q, numit in�mumul lui Q �si este notat inf Q (dac�a exist�a).
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De�nit�ia 4.1 O latice L este o mult�ime part�ial ordonat�a cu propri-

etatea c�a pentru orice x; y 2 L exist�a supfx; yg �si exist�a inffx; yg.

Deoarece �̂ntr-o mult�ime part�ial ordonat�a supremumul �si in�mumul unei

mult�imi sunt unic determinate, dac�a exist�a, putem de�ni pentru o latice

L dou�a legi de compozit�ie, numite reuniune �si intersect�ie:

[ : L� L �! L; x [ y = supfx; yg

\ : L� L �! L; x [ y = inffx; yg

Într-o latice (L;�) putem de�ni duala relat�iei �, pe care o not�am

�:

x � y dac�a �si numai dac�a y � x

Relat�ia dual�a este tot o relat�ie part�ial�a de ordine. Putem u�sor observa

c�a un element t0 este un majorant pentru mult�imea Q �̂n relat�ia du-

al�a dac�a �si numai dac�a t0 este un minorant pentru Q �̂n relat�ia init�ial�a.

La fel, conceptul de minorant �̂n relat�ia dual�a este conceptul de majo-

rant �̂n relat�ia init�ial�a. Pentru acest motiv cele dou�a concepte se numesc

concepte duale: dualul conceptului de minorant este conceptul de ma-

jorant �si dualul conceptului de majorant este conceptul de minorant.

Tot a�sa conceptele de in�mum �si supremum sunt concepte duale. Se ob-

serv�a c�a �̂n teoria laticilor este valabil principiul dualit�at�ii: de �̂ndat�a ce

este adev�arat�a o anumit�a proprietate, este adev�arat�a �si duala ei, care
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se obt�ine din proprietatea init�ial�a �̂nlocuind �ecare not�iune cu duala ei.

Astfel, duala propriet�at�ii supremumul unei mult�imi, dac�a exist�a,

este unic determinat este proprietatea in�mumul unei mult�imi, dac�a

exist�a, este unic determinat.

Propozit�ia 4.1 Într-o latice L operat�iile [ �si \ satisfac propriet�at�ile:

1) comutativitatea:

x [ y = y [ x; x \ y = y \ x

pentru orice x; y 2 L

2) asociativitatea:

x [ (y [ z) = (x [ y) [ z; x \ (y \ z) = (x \ y) \ z

pentru orice x; y; z 2 L

3) legile de absorbt�ie:

x [ (x \ y) = x; x \ (x [ y) = x

pentru orice x; y 2 L

Proof.

1) Pentru orice x; y 2 L avem x[ y = supfx; yg = supfy; xg = y [ x;

dual se veri�c�a comutativitatea intersect�iei.
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2) Pentru a demonstra asociativitatea reuniunii se observ�a c�a pentru

orice x; y; z 2 L avem

x [ (y [ z) = supfx; y; zg

Într-adev�ar, x � x [ (y [ z) deoarece x [ (y [ z) = supfx; y [ zg, y �

y[z � x[(y[z), z � y[z � x[(y[z), deci x[(y[z) este un majorant

pentru fx; y; zg. Fie t0 un alt majorant pentru mult�imea fx; y; zg:

x � t0; y � t0; z � t0

Deoarece y [ z = supfy; zg �si t0 este un majorant pentru mult�imea

fy; zg rezult�a c�a y[ z � t0. A�sadar t0 este un majorant pentru mult�imea

fx; y [ zg, deci x [ (y [ z) � t0. În concluzie, x [ (y [ z) este cel mai

mic majorant pentru mult�imea fx; y; zg, deci x [ (y [ z) = supfx; y; zg.

Acum asociativitatea reuniunii rezult�a imediat deoarece x [ (y [ z) =

supfx; y; zg = supfz; x; yg = z [ (x[ y) = (x[ y)[ z �̂n baza comutativ-

it�at�ii reuniunii.

Dual se demonstreaz�a c�a x\(y\z) = inffx; y; zg �si prin urmare operat�ia

de intersect�ie este asociativ�a.

3) Avem x � x [ (x \ y) deoarece x [ (x \ y) = supfx; x \ yg.

Dar x \ y � x �si deci x este un majorant pentru mult�imea fx; x \ yg.

Rezult�a c�a x [ (x \ y) = supfx; x \ yg � x. Prin antisimetrie rezult�a c�a

x = x [ (x \ y). Dual se demonstreaz�a c�a x = x \ (x [ y).

S�a observ�am dualitatea relat�iilor din Propozit�ia 4.1:



18 N. T��and�areanu: Sinteza 2-3

x [ y = y [ x; x \ y = y \ x

x [ (y [ z) = (x [ y) [ z; x \ (y \ z) = (x \ y) \ z

x [ (x \ y) = x; x \ (x [ y) = x

În consecint��a, operat�iile de reuniune �si intersect�ie �̂ntr-o latice sunt operat�ii

duale.

S�a consider�am tripletul (L;[;\) �̂n care [ : L�L �! L, \ : L�L �!

L satisfac propriet�at�ile:

x [ y = y [ x; x \ y = y \ x pentru orice x; y 2 L

x [ (y [ z) = (x [ y) [ z; x \ (y \ z) = (x \ y) \ z pentru orice

x; y; z 2 L

x [ (x \ y) = x; x \ (x [ y) = x pentru orice x; y 2 L

Observ�am c�a �̂n acest context avem urm�atoarea proprietate:

x [ y = y() x \ y = x

Într-adev�ar, dac�a x [ y = y atunci x \ y = x \ (x [ y) = x. Reciproc,

dac�a x \ y = x atunci x [ y = (x \ y) [ y = y [ (y \ x) = y.

De�nim urm�atoarea relat�ie binar�a:

x � y() x [ y = y
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Aplicând de dou�a ori legile de absorbt�ie constat�am c�a x = x [ (x \ (x [

x)) = x [ x pentru orice x 2 L �si prin urmare relat�ia � este re
exiv�a.

Dac�a x � y �si y � x atunci x [ y = y, y [ x = x deci x = y �̂n baza

comutativit�at�ii operat�iei [. Tranzitivitatea relat�iei � se obt�ine imediat:

dac�a x � y �si y � z atunci x[ y = y, y [ z = z deci x[ z = x[ (y [ z) =

(x [ y) [ z = y [ z = z.

A�sadar (L;�) devine o mult�ime part�ial ordonat�a. Putem u�sor veri�ca

faptul c�a �̂n aceast�a mult�ime L exist�a supfx; yg �si exist�a inffx; yg pentru

orice x; y 2 L. Mai mult, supfx; yg = x [ y �si inffx; yg = x \ y. Într-

adev�ar, x [ (x [ y) = (x [ x) [ y = x [ y deci x � x [ y. Similar

y � x [ y. Dac�a x � t0 �si y � t0 atunci x [ t0 = t0, y [ t0 = t0, deci

(x [ y) [ t0 = x [ (y [ t0) = x [ t0 = t0. Astfel x [ y este cel mai mic

majorant al mult�imii fx; yg, adic�a x [ y = supfx; yg. Similar, sau prin

dualitatea propriet�at�ilor celor dou�a operat�ii de reuniune �si intersect�ie

avem x \ y = inffx; yg. În consecint��a (L;[;\) este o latice.

De�nit�ia 4.2 O latice (L;�) se nume�ste complet�a dac�a orice submul-

t�ime nevid�a a ei are supremum �si in�mum. Un operator T : L �! L

se nume�ste monoton dac�a din x � y rezult�a T (x) � T (y). Un element

x 2 L se nume�ste punct �x al operatorului T dac�a T (x) = x. Un

element x0 este un cel mai mic punct �x al lui T dac�a T (x0) = x0 �si

pentru orice a 2 L pentru care T (a) = a avem x0 � a.

Propozit�ia 4.2 Cel mai mic punct �x al unui operator, dac�a exist�a, este
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unic.

Proof. Dac�a x0; y0 sunt cele mai mici puncte �xe pentru T atunci

T (x0) = x0, T (y0) = y0, x0 � y0 pentru c�a x0 este un cel mai mic

punct �x; y0 � x0 pentru c�a y0 este un cel mai mic punct �x pentru T .

Prin antisimetria relat�iei � rezult�a x0 = y0.

Cel mai mic punct �x al operatorului T , dac�a exist�a, �̂l not�am cu

lfp(T ).

Teorema 4.1 (Knaster-Tarski)

Fie (L;�) o latice complet�a. Dac�a T : L �! L este un operator monoton

atunci T admite lfp �si

lfp(T ) = inffx 2 L j T (x) = xg = inffx 2 L j T (x) � xg

Proof. Not�am

A = fx 2 L j T (x) = xg; B = fx 2 L j T (x) � xg

Vom ar�ata la �̂nceput c�a A 6= ; �si B 6= ;. Într-adev�ar, L �ind o latice

complet�a exist�a supL, pe care �̂l not�am cu 1. Evident T (1) � 1 deoarece

1 este cel mai mare element al lui L. Astfel, 1 2 B. Not�am g2 = infB,

acest element exist�a pentru c�a B 6= ;. Din de�nit�ia elementului g2 rezult�a

c�a g2 � x pentru orice x 2 B, deci T (g2) � T (x) � x pentru orice x 2 B.

A�sadar T (g2) este un minorant pentru B, deci T (g2) � g2 �si prin urmare

g2 2 B. Operatorul T este monoton deci T (T (g2)) � T (g2), prin urmare
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T (g2) 2 B. Deoarece g2 = infB �si T (g2) 2 B rezult�a c�a g2 � T (g2).

A�sadar T (g2) = g2, deci g2 2 A. Rezult�a c�a A 6= ; �si prin urmare exist�a

g1 = infA. Pentru orice x 2 A avem g1 � x deci T (g1) � T (x) = x.

Dar g1 este cel mai mare minorant pentru A, deci T (g1) � g1. Rezult�a

c�a g1 2 B, deci g2 � g1. Deoarece g1 = infA, rezult�a c�a g1 � g2. Prin

urmare g1 = g2. Deoarece T (g2) = g2 �si g2 = g1 rezult�a T (g1) = g1 �si

deci g1 este un punct �x pentru T . Evident g1 este cel mai mic punct �x

pentru T .

De�nit�ia 4.3 Fie L o latice. O submult�ime X � L se nume�stemult�ime

dirijat�a dac�a pentru orice parte �nit�a F � X avem supF 2 X.

De�nit�ia 4.4 Fie L o latice complet�a. Un operator T : L �! L se

nume�ste operator continuu dac�a T (supX) = supT (X) pentru orice

submult�ime dirijat�a X a lui L.

Propozit�ia 4.3 Orice operator continuu este monoton.

Proof. Presupunem c�a x � y. Mult�imea X = fx; yg este dirijat�a, deci

T (y) = T (supX) = supT (X) = supfT (x); T (y)g. Rezult�a c�a T (x) �

T (y).

Remarc�a 4.1 S�a observ�am c�a dac�a T : L �! L este un operator mono-

ton atunci supfT (X)g � T (supX). Într-adev�ar, pentru orice x 2 X

avem x � supX deci T (x) � T (supX). A�sadar T (supX) este un majo-

rant pentru T (X), deci supT (X) � T (supX).
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4.2 Puterile unui operator monoton �si propriet�at�i

ale acestora

Not�am cu ; mult�imea vid�a. Ordinalele �nite se noteaz�a cu 0; 1; 2; 3; : : : �si

se de�nesc astfel:

0 = ;

1 = f0g; 2 = f0; 1g; 3 = f0; 1; 2g, : : :

Se noteaz�a ! = f0; 1; 2; : : :g �si acesta este primul ordinal in�nit. Pentru

orice ordinal � putem de�ni � + 1 = � [ f�g. Observ�am c�a 0 + 1 = 1,

1+1 = 2, 2+1 = 3 etc. Pentru dou�a ordinale � �si � de�nim � < � dac�a �si

numai dac�a � 2 �. Se poate demonstra c�a pentru orice ordinal �, num�arul

�+1 este cel mai mic ordinal care dep�a�se�ste pe � �̂n relat�ia de�nit�a mai

sus. Num�arul �+1 se nume�ste succesorul lui �. Un ordinal � se nume�ste

ordinal limit�a dac�a nu exist�a un ordinal � astfel �̂ncât � = �+1. Num�arul

0 este primul ordinal limit�a. Urm�atorul ordinal limit�a este !. Numerele

! + 1, ! + 2, : : : sunt ordinale succesoare. Urm�atorul ordinal limit�a este

! + ! �si acesta se noteaz�a cu !:2.

Consider�am o latice complet�a L. Not�am 0 = infL. În de�nit�ia care

urmeaz�a de�nim puterile ordinale ale unui operator.

De�nit�ia 4.5 Pentru un operator monoton T : L �! L de�nim:

T " 0 = 0



N. T��and�areanu: Sinteza 2-3 23

T " � =

8
>>>>><
>>>>>:

T (T " (�� 1)) dac�a � este ordinal succesor

supfT " � j � < �g dac�a � este ordinal limit�a

Observ�am c�a puterile unui operator T : L �! L sunt elemente din L.

În continuare vom demonstra prin induct�ie trans�nit�a câteva propriet�at�i

ale puterilor unui operator, necesare de�nirii semanticii de punct �x a

unui program Horn.

Propozit�ia 4.4 Pentru orice ordinal � avem T " � � lfp(T )

Proof.

� Pentru � = 0 proprietatea este adev�arat�a

� Presupunem c�a proprietatea este adev�arat�a pentru orice ordinal

� < � �si s�a ar�at�am c�a ea este adev�arat�a pentru �.

� Dac�a � este un ordinal succesor atunci T " � = T (T " (� �

1)) � T (lfp(T )) = lfp(T )

� Dac�a � este ordinal limit�a atunci T " � = supfT " � j � <

�g � lfp(T )

Propozit�ia 4.5 Pentru orice ordinal � avem T " � � T " (� + 1)

Proof.
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� Pentru � = 0 proprietatea este adev�arat�a

� Presupunem c�a proprietatea este adev�arat�a pentru orice ordinal

� < � �si s�a ar�at�am c�a ea este adev�arat�a pentru �.

� Dac�a � este un ordinal succesor atunci T " � = T (T " (� �

1)) � T (T " �)) = T " (�+ 1)

� Dac�a � este un ordinal limit�a atunci T " � = supfT " � j � <

�g � supfT " (� + 1) j � < �g � T (supfT " � j � < �g) =

T (T " �) = T " (� + 1)

Propozit�ia 4.6 Dac�a � < � atunci T " � � T " �

Proof. Demonstr�am proprietatea prin induct�ie dup�a �. Pentru � = 1

proprietatea este evident adev�arat�a.

� Presupunem c�a � este un ordinal succesor. Fie � < �, deci � �

� � 1. Prin ipoteza inductiv�a proprietatea este adev�arat�a pentru

� � 1, deci T " � � T " (� � 1). Prin propozit�ia 4.5 avem T "

(� � 1) � T " � �si prin urmare proprietatea este veri�cat�a �̂n acest

caz.

� Fie � un ordinal limit�a. Fie � < � �si 
 un ordinal astfel �̂ncât

� < 
 < �. Avem: T " � � T " 
 prin ipoteza inductiv�a �si

T " 
 � supfT " Æ) j Æ < �g = T " �
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Propozit�ia 4.7 Dac�a � < � �si T " � = T " � atunci T " � = lfp(T ).

Proof. În ipotezele propozit�iei de demonstrat avem T " � � T " (� +

1) � T " �, deci T " � = T " (� + 1) = T " �. A�sadar T " � = T "

(�+1) = T (T " �) �si astfel T " � esste un punct �x pentru T . Deoarece

lfp(T ) este cel mai mic punct �x rezult�a c�a lfp(T ) � T " �. Aplicând

propozit�ia 4.4 rezult�a c�a T " � = lfp(T ).

Propozit�ia 4.8 Exist�a un ordinal � astfel �̂ncât pentru orice 
 � � avem

T " 
 = lfp(T ).

Proof. Fie � cel mai mic ordinal cu Card(�) > Card(L). Presupunem

c�a pentru orice Æ < � avem T " Æ 6= lfp(T ). De�nim funct�ia h : � �! L

prin h(Æ) = T " Æ. Prin propozit�ia 4.7 rezult�a c�a funct�ia h este injectiv�a,

ceea ce este imposibil prin alegerea lui �. A�sadar exist�a � < � astfel �̂ncât

T " � = lfp(T ) Din monotonia operatorului T �si propozit�ia 4.4 avem

lfp(T ) = T " � � T " � � lfp(T ), deci T " � = lfp(T ). Fie 
 � �.

� dac�a 
 � � atunci T " � � T " 
 � T " � deci T " � = T " 
 =

T " � = lfp(T )

� dac�a 
 > � atunci T " 
 � T " � = lfp(T ); din propozit�ia 4.4

avem T " 
 � lfp(T ), deci T " 
 = lfp(T ).
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Propozit�ia 4.9 Fie L o latice complet�a. Dac�a T : L �! L este un

operator continuu atunci lfp(T ) = T " !.

Proof. S�a demonstr�am c�a T " ! este un punct �x pentru T . Mult�imea

fT " n j n 2 !g este dirijat�a deoarece T este monoton. Avem:

T (T " !) = T (supfT " n j n 2 !g = supfT " (n + 1) j n 2 !g =

supfT " n j n < !g = T " !.

Deoarece T " ! este punct �x pentru T , rezult�a c�a lfp(T ) � T " !. Prin

propozit�ia 4.4 avem T " ! � lfp(T ), deci T " ! = lfp(T ).

4.3 De�nit�ia semanticii de punct �x pentru pro-

grame Horn

Consider�am un program Horn P �si baza sa Herbrand BHP . Mult�imea

(2BHP ;�) a tuturor p�art�ilor lui BHP este o latice complet�a �̂n raport cu

relat�ia de incluziune din teoria mult�imilor.

De�nit�ia 4.6 De�nim operatorul TP : 2BHP �! 2BHP astfel: TP (I)

este mult�imea tuturor atomilor ground p(c1; : : : ; cn) pentru care exist�a

p(t1; : : : ; tn)  B1; : : : ; Bk �̂n P �si exist�a o substitut�ie ground � astfel

�̂ncât B1� 2 I, : : :, Bk� 2 I �si p(t1; : : : ; tn)� = p(c1; : : : ; cn).

S�a observ�am c�a operatorul TP de�nit mai sus este monoton, adic�a TP (I) �

TP (J) dac�a I � J . De asemenea, observ�am urm�atoarea particularitate

a laticii L = 2BHP : �e X � L o mult�ime dirijat�a �si atomii ground
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A1; : : : ; An; avem fA1; : : : ; Ang � supX dac�a �si numai dac�a exist�a I 2 X

astfel �̂ncât fA1; : : : ; Ang � I. Într-adev�ar, dac�a A1; : : : ; An 2 supX =

S
I2X I atunci exist�a i1; : : : ; in �si exist�a Ii1 ; : : : ; Iin 2 X astfel �̂ncât Ai1 2

Ii1 , : : :, Ain
2 Iin. A�sadar fA1; : : : ; Ang � supfIi1; : : : ; Iing, iar ultima

mult�ime este din X deoarece X este dirijat�a.

Cu ajutorul operatorului TP putem caracteriza acele interpret�ari Her-

brand care sunt modele Herbrand pentru P . Aceast�a caracterizare este

prezentat�a �̂n propozit�ia urm�atoare:

Propozit�ia 4.10 Fie P un program Horn. O interpretare Herbrand I a

lui P este un model Herbrand pentru P dac�a �si numai dac�a TP (I) � I.

Proof. Presupunem c�a I este un model Herbrand pentru P , deci struc-

tura �I = (UHP ; kI) este un model pentru P . S�a veri�c�am incluzi-

unea TP (I) � I. Consider�am un element p(c1; : : : ; cn) 2 TP (I). Aceas-

ta �̂nseamn�a c�a exist�a o formul�a 8x1 : : :8xs[p(t1; : : : ; tn)  B1; : : : ; Bk]

a programului P �si exist�a o substitut�ie ground � = fx1jd1; : : : ; xsjdsg,

unde d1; : : : ; ds sunt elemente din UHP , astfel �̂ncât fB1�; : : : ; Bk�g � I

�si p(t1; : : : ; tn)� = p(c1; : : : ; cn). Deoarece �I este un model pentru pro-

gramul P , avem

truth�val�I (8x1 : : :8xs[p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk]; F ) = true

pentru orice asignare F . Echivalent, aceasta �̂nseamn�a c�a

truth�val�I ([p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk]; Ffx1jc1; : : : ; xsjcsg) = true
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pentru orice c1; : : : ; cs 2 UHP . În particular vom avea

truth�val�I ([p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk]; Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) = true

ceea ce ne conduce la urm�atoarea evaluare

truth�val�I ([p(t1; : : : ; tn)_ : : :_:B1_ : : :_:Bk]; Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) =

= true

Din condit�ia fB1�; : : : ; Bk�g � I deducem truth�val�I (Bi; F �) = true

pentru �ecare i 2 f1; : : : ; kg, deci truth�val�I (p(t1; : : : ; tn); F �) = true

sau echivalent, p(c1; : : : ; cn) 2 I.

Reciproc, s�a consider�am c�a TP (I) � I �si s�a veri�c�am c�a �I = (UHP ; kI)

este un model pentru programul P . Fie

8x1 : : :8xs[p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk]

o formul�a oarecare a programului P . Trebuie s�a veri�c�am c�a

truth�val�I (p(t1; : : : ; tn) _ :B1 _ : : : _ :Bk; Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) = true

(5)

pentru orice d1; : : : ; ds 2 UHP .

Consider�am elementele d1; : : : ; ds 2 UHP . Fie � = fx1jd1; : : : ; xsjdsg.

Not�am p(c1; : : : ; cn) = p(t1; : : : ; tn)�. Avem de analizat dou�a cazuri:

1) Exist�a i 2 f1; : : : ; kg astfel �̂ncât Bi� =2 I.

În acest caz

truth�val�I (Bi; Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) = false
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deci

truth�val�I (:Bi; Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) = true

�si prin urmare (5) este adev�arat�a.

2) Pentru orice i 2 f1; : : : ; kg avem Bi� 2 I.

În acest caz

p(c1; : : : ; cn) 2 TP (I)

deci

p(c1; : : : ; cn) 2 I

deoarece TP (I) � I. Rezult�a c�a

truth�val�I (p(t1; : : : ; tn); Ffx1jd1; : : : ; xsjdsg) = true

�si prin urmare (5) este adev�arat�a.

Propozit�ia 4.11 Operatorul TP ata�sat unui program Horn este un op-

erator continuu.

Proof. Trebuie s�a veri�c�am c�a supTP (X) = TP (supX) pentru orice

mult�ime dirijat�a X. Fie X � L, X dirijat�a. Atomul p(c1; : : : ; cn) este �̂n

TP (supX) dac�a �si numai dac�a exist�a o clauz�a p(t1; : : : ; tn) B1; : : : ; Bk

�̂n programul P �si exist�a o substitut�ie ground � astfel �̂ncât

fB1�; : : : ; Bk�g � supX
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�si p(t1; : : : ; tn)� = p(c1; : : : ; cn). Dar X este o mult�ime dirijat�a �si prin

urmare condit�ia fB1�; : : : ; Bk�g � supX este echivalent�a cu faptul c�a ex-

ist�a I 2 X astfel �̂ncât fB1�; : : : ; Bk�g � I. În consecint��a, p(c1; : : : ; cn) 2

TP (supX) dac�a �si numai dac�a exist�a I 2 X astfel �̂ncât p(c1; : : : ; cn) 2

TP (I). Evident, ultima condit�ie este echivalent�a cu faptul c�a

p(c1; : : : ; cn) 2 supTP (X)

Aplicând propozit�ia 4.9 rezult�a c�a exist�a cel mai mic punct �x al

operatorului TP �si se justi�c�a de�nit�ia semanticii de punct �x dat�a �̂n

de�nit�ia de mai jos:

De�nit�ia 4.7 Fie P un program Horn �si TP operatorul ata�sat lui P ca

�̂n de�nit�ia 4.6. Semantica de punct �x a programului P este notat�a

cu LFS(P ) �si este de�nit�a prin

LFS(P ) = lfp(TP ) = TP " !

În consecint��a, �̂n raport cu aceast�a semantic�a orice atom din LFS(P )

are valoarea logic�a true �si orice atom din BHP n LFS(P ) are valoarea

logic�a false.

Conform acestei de�nit�ii putem spune c�a semantica de punct �x a unui

program Horn este dat�a de cel mai mic punct �x al operatorului ata�sat

programului.
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Acum putem demonstra c�a semantica de punct �x a unui program

Horn coincide cu semantica celui mai mic model.

Teorema 4.2 (Van Emden, Kowalski)

Dac�a P este un program Horn atunci LMS(P ) = LFS(P ).

Proof. Fie TP operatorul ata�sat programului P . Conform teoremei lui

Knaster- Tarski avem:

lfp(TP ) = inffI j I 2 2BHP ; TP (I) � Ig

Aplicând propozit�ia 4.10 vom avea

lfp(TP ) = inffI 2 2BHP j I 2MH(P )g =
\

W2MH(P )

W

deci LFS(P ) = LMS(P ).

5 TEME

TEMA 1

Considerat�i programul Horn P de mai jos:

8><
>:

int(0) 

int(add(x; 1)) int(x)

unde SC = f0; 1g, SF = fadd(2)g, SP = fint(1)g.

a) Calculat�i LMS(P )



32 N. T��and�areanu: Sinteza 2-3

b) Ar�atat�i c�a LMS(P ) este mult�ime in�nit�a

TEMA 2

Fie X = fp1; : : : ; png, unde p1; : : : ; pn sunt numere prime. Fiec�arei

submult�imi A � X i se asociaz�a un num�ar natural nA astfel: dac�a A =

fpi1 ; : : : ; pisg 6= ; atunci nA = pi1 : : : pis; dac�a A = ; atunci nA = 1. Pe

mult�imea M = fnA j A 2 2Xg de�nim dou�a legi de compozit�ie:

nA [ nB = c:m:m:d:c:(nA; nB)

nA \ nB = c:m:m:m:c:(nA; nB)

Ar�atat�i c�a (M;[;\) este o latice.

TEMA 3

1) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8>>>>><
>>>>>:

p(a) 

p(b) 

q(f(x)) p(x)

2) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(a; b) 

p(c; b) 

p(x; z) p(x; y); p(y; z)

p(x; y) p(y; x)

TEMA 4
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1) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

p(a) p(x); q(x)

p(f(x)) p(x)

p(b) 

q(b) 

q(f(x)) q(x)

2) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(c; b) 

p(a; c) 

p(x; z) p(x; y); p(y; z)

p(x; a) p(a; x); p(x; b)

TEMA 5

1) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

p(a; b) 

p(b; c) 

p(x; z) p(x; a); p(a; z)

p(x; y) p(y; x)

2) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8
>>>>><
>>>>>:

p(a; b) 

p(x; z) p(x; b); p(b; z)

p(x; y) p(y; x)
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3) Calculat�i semantica de punct �x pentru programul:

8>>>>><
>>>>>:

p(c; c) 

p(a; c) 

p(x; b) p(x; y); p(y; y)


