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1 Obiective

Obiectivele acestui capitol sunt urm�atoarele:

� �̂nt�elegerea corect�a a conceptelor fundamentale din programarea

logic�a: termen, formul�a, clauz�a, program logic

� formarea deprinderilor de calcul la evaluarea termenilor �si a for-

mulelor �̂n raport cu o structur�a dat�a

În vederea atingerii acestor obiective cursantul trebuie s�a �̂nt�eleag�a modul

�̂n care:

� se construiesc elementele mult�imilor

TERM(B;SV ); ATOM(B;SV ); FORM(B;SV )

� se calculeaz�a valorile funct�iilor eval� �si truth
�
val�

2 Termeni, formule �si programe logice

Programarea logic�a se ocup�a cu studiul programelor logice. Ea este strâns

legat�a de logica matematic�a. Putem spune c�a programarea logic�a se

ocup�a cu reprezentarea cuno�stint�elor prin formule logice �si studiul meto-

delor de demonstrare a consecint�elor logice ale acestora.

Pentru a de�ni o reprezentare �si procesare logic�a a cuno�stint�elor este

necesar s�a de�nim :
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- un limbaj formal prin intermediul c�aruia construim formule co-

recte; aceasta presupune s�a de�nim sintaxa limbajului

- o procedur�a pentru calculul valorii de adev�ar a unei formule, adic�a

semantica limbajului

Pentru a de�ni sintaxa unui limbaj de ordinul I este necesar s�a de�nim :

1) Un triplet B = (SC ;SF ;SP ) numit baza limbajului, unde SC ;SF

�si SP sunt mult�imi �nite de simboluri, disjuncte dou�a ĉ�te dou�a,

ale c�aror elemente se numesc simboluri de constante, simboluri de

funct�ii, respectiv simboluri de predicate. Fiecare element din SF[SP

are ata�sat un num�ar natural numit aritatea acestuia.

2) O mult�ime SV �nit�a, ale c�arei elemente se numesc simboluri de

variabile

3) O mult�ime SO de simboluri de operat�ii

De cele mai multe ori aritatea unui element din mult�imea SF [ SP se

noteaz�a ca exponent al simbolului respectiv, inclus �̂ntre paranteze ro-

tunde. Astfel, atunci când scriem expresia f (2) 2 SF �̂nt�elegem c�a f este

un simbol de funct�ie de aritate 2. De asemenea, scrierea p(3) 2 SP ne

arat�a c�a avem un simbol p de predicat de aritate 3. Aritatea unui sim-

bol este utilizat�a �̂n construct�ia termenilor �si a formulelor dup�a cum se
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va ar�ata �̂n cele ce urmeaz�a. Deseori utiliz�am urm�atoarea convent�ie de

notare a constantelor, variabilelor �si a simbolurilor de funct�ii �si predicate:

� constantele vor � notate cu primele litere ale alfabetului, eventual

utilizând indici:

a; b; c; : : : ; a1; b3; : : :

� variabilele vor � notate cu x; y; z; x1; x2; y1; : : :

� simbolurile de funct�ii se vor nota cu f; g; h; f1; g3; h2; : : :

� simbolurile de predicate vor � notate cu p; q; r; p1; p2; q1; q2; : : :

Unii autori consider�a c�a elementele mult�imii SC sunt simboluri de funct�ii

de aritate zero. Justi�carea acestei convent�ii va � evident�a �̂n paragraful

care urmeaz�a, unde se de�ne�ste evaluarea unui termen �si a unei formule.

Exist�a dou�a concepte de baz�a utilizate �̂n programarea logic�a, care

vor � prezentate �̂n cele ce urmeaz�a: termenul �si formula.

De�nit�ia 2.1 Mult�imea TERM(B;SV ) a tuturor termenilor peste baza

B �si mult�imea SV este cea mai mic�a mult�ime care satisface urm�atoarele

propriet�at�i :

� SC � TERM(B;SV )

� SV � TERM(B;SV )
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� Dac�a f 2 SF este un simbol de functie de aritate n �si t1; :::; tn 2

TERM(B;SV ) atunci f(t1; :::; tn) 2 TERM(B;SV )

Deseori vom spune despre un element din TERM(B;SV ) c�a este un

termen peste B [ SV .

Analizând de�nit�ia 2.1 putem spune c�a termenii peste o baz�a B �si o

mult�ime de variabile SV se obt�in astfel:

� orice constant�a este un termen

� orice variabil�a este un termen

� dac�a f 2 SF �si are aritatea n, iar t1; : : : ; tn sunt termeni peste

B[SV atunci f(t1; : : : ; tn) este de asemenea un termen peste B[SV

� pentru orice termen t peste B [ SV exist�a un num�ar natural k,

exist�a un simbol g 2 SF de aritate k �si exist�a k termeni t1; : : : ; tk 2

TERM(B;SV ) astfel �̂ncât t = g(t1; : : : ; tk)

Un element din TERM(B;SV ) care nu cont�ine variabile se nume�ste

termen ground, iar mult�imea acestora o not�am cu TGB. Observ�am c�a

�̂n construct�ia unui termen nu apar elementele lui SP . Într-adev�ar, �̂n

de�nit�ia 2.1 nu se utilizeaz�a simbolurile de predicate. Pentru acest motiv

�̂n exemplul care urmeaz�a nu se precizeaz�a aceast�a mult�ime.
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Exemplul 2.1 Consider�am baza B format�a din mult�imile SC = fa; bg,

SF = ff (2); g(1)g �si mult�imea de variabile SV = fx; yg. Urm�atoarele

stringuri sunt construct�ii corecte de termeni peste B [ SV :

� a; b; x; y sunt termeni; a �si b sunt termeni ground

� f(x; g(a)); g(f(b; b)); f(y; x); g(f(x; x)) sunt termeni

� f(g(f(a; b)); a); g(g(b)); f(f(a; b); f(a; a)) sunt termeni ground

iar urm�atoarele construct�ii nu ne dau termeni corect constituit�i peste

B [ SV :

f(x; y; x); g(f(a; b); a); f(x; z); h(x; g(a)); f(c; g(x))

pentru motive cum sunt: nu se respect�a aritatea unui simbol de funct�ie a�sa

cum este ea precizat�a �̂n de�nirea mult�imii SF , se utilizeaz�a simboluri de

variabile care nu sunt �̂n mult�imea SV , se utilizeaz�a simboluri de funct�ii

care nu sunt �̂n SF sau se utilizeaz�a constante care nu apar �̂n SC .

Vom considera mult�imea SO = f:;_;^;!; !g, ale carei elemente vor

reprezenta respectiv negat�ia, disjunct�ia, conjunct�ia, implicat�ia �si echiva-

lent�a. Elementele acestei mult�imi se utilizeaz�a �̂n construct�ia formulelor.

Mai �̂ntâi de�nim conceptul de formula atomic�a sau atom.

De�nit�ia 2.2 O formul�a atomic�a peste B [ SV sau atom peste

B [SV este o expresie de forma p(t1; ::: ; tn) unde p
(n)
2 SP �si t1; :::; tn 2
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TERM(B;SV ). Mult�imea tuturor atomilor peste B [ SV o not�am cu

ATOM(B;SV ).

În afara elementelor din SO, la de�nirea conceptului de formul�a se mai

utilizeaz�a semnele 8 �si 9. Aceste simboluri desemneaz�a cuanti�catorul

universal, respectiv existent�ial.

De�nit�ia 2.3 Mult�imea FORM(B;SV ) a tuturor formulelor peste B [

SV este cea mai mic�a mult�ime care satisface condit�iile:

� ATOM(B;SV ) � FORM(B;SV )

� dac�a ';  2 FORM(B;SV ) atunci (' _  ) 2 FORM(B;SV ) �si

(:') 2 FORM(B;SV )

� dac�a ' 2 FORM(B;SV ) �si x 2 SV atunci

(9x') 2 FORM(B;SV )

De�nit�ia 2.4 Un literal peste B [ SV este un atom peste B [ SV sau

negat�ia unui atom peste B[SV . Un atom se mai nume�ste literal pozitiv,

iar negat�ia unui atom se nume�ste literal negativ.

Vom utiliza �̂n continuare urm�atoarele notat�ii:

' ^  = :((:') _ (: ))

'!  = ((:') _  )
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' !  = ('!  ) ^ ( ! ')

8x' = :(9x(:'))

S�a aplic�am de�nit�ia 2.3 pentru formulele ' �si  din FORM(B;SV ).

Constat�am c�a :' �si : sunt de asemenea formule, deci ' ^  , ' !  ,

' !  �si 8x' sunt formule din FORM(B;SV ). În acest fel, formulele

enumerate mai sus devin notat�ii prescurtate ale altor formule.

Facem observat�ia c�a vom utiliza convent�iile obi�snuite cu privire la

prioritatea unei operat�ii pentru a evita utilizarea parantezelor inutile.

Ordinea descresc�atoare a priorit�at�ilor simbolurilor de operat�ii este urm�a-

toarea:

negat�ia

conjunct�ia

disjunct�ia

implicat�ia

Astfel, �̂n loc de ((:x)! y) vom scrie :x! y deoarece negat�ia este mai

puternic�a deĉ�t implicat�ia. De asemenea, scrierea :p _ q este echivalent�a

cu (:p) _ q, iar scrierea p �! p _ q este echivalent�a cu p �! (p _ q).

Aceste convent�ii se vor utiliza numai atunci când nu apare nici un pericol

de confuzii. Deseori �̂n scrierea formulelor cu cuanti�catori vom utiliza

parantezele pentru a �̂nl�atura orice confuzie posibil�a.
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Exemplul 2.2 S�a ad�aug�am la elementele considerate �̂n exemplul 2.1

mult�imea SP = fp(2); q(1)g. Conform de�nit�iei 2.2 urm�atoarele elemente

sunt atomi sau literali pozitivi:

q(f(a; b)); p(f(x; y); g(x)); p(g(b); g(x))

�̂n timp ce

:q(f(a; b)); :p(f(x; y); g(x)); :p(g(b); g(x))

sunt literali negativi. Expresiile

8xp(x; g(a)); p(x; b) �! (9yq(y)); :q(f(a; b)) _ :p(f(x; y); g(x))

sunt formule corecte �̂n FORM(B;SV ), iar urm�atoarele expresii nu sunt

formule corecte:

9xf(x; y); p(8x; a); q(p(x; y))

deaorece cuanti�catorul existent�ial nu se aplic�a unui termen, expresia 8x

din primul argument al celei de a doua expresii nu este un termen, iar

la a treia expresie simbolul de predicat q se aplic�a unui atom �si nu unui

termen.

Variabilele care apar lâng�a cuanti�catorul universal sau existent�ial se

numesc variabile legate. Celelate variabile se numesc variabile libere. Ast-

fel, �̂n expresia 9x(p(f(x; b); y) �! q(g(x))), variabila x este variabil�a

legat�a, iar y este variabil�a liber�a. Cuanti�catorii se pot aplica numai vari-

abilelor libere. În acela�si timp, vom accepta scrieri de forma p(x; g(y))^



10 N. T��and�areanu

9xq(x). Aceasta este o formul�a corect�a deoarece p(x; g(y)) �si 9xq(x)

sunt formule corecte. Facem precizarea c�a �̂n formula p(x; g(y))^ 9xq(x)

variabilele x �si y din subformula p(x; g(y)) sunt variabile libere �si mai

mult, acestea sunt singurele variabile libere care apar. Vom conveni ca

�̂n scrierea cuanti�catorilor din formule s�a utiliz�am parantezele pentru

a preciza subformula c�areia i se aplic�a cuanti�catorul. Astfel, formula

9x(q(x) ^ p(x; y)) precizeaz�a c�a se aplic�a cuanti�catorul existent�ial for-

mulei q(x) ^ p(x; y). În acela�si timp, scrierea de forma 9xq(x) ^ p(x; y)

va reprezenta notat�ia f�ar�a paranteze a formulei 9x(q(x)) ^ p(x; y).

De�nit�ia 2.5 O formul�a care nu are variabile libere se nume�ste formul�a

ground.

Se cuvine s�a facem urm�atoarea precizare foarte important�a: elementele

mult�imii FORM(B; SV ) sunt considerate �̂n acest moment drept en-

tit�at�i sintactice, adic�a sunt privite ca stringuri. Drept urmare, formulele

p(x; y) _ q(g(x)) �si q(g(x)) _ p(x; y) sunt considerate formule distincte.

Acest aspect este de natur�a sintactic�a, dar din punct de vedere semantic

vom vedea c�a cele dou�a formule sunt echivalente, adic�a au acela�si �̂nt�eles.

Ori de câte ori am �xat o baz�a B, o mult�ime SV de variabile, o

mult�ime SO de operat�ii �si o mult�ime de reguli prin care construim ter-

meni �si formule, spunem c�a am de�nit un limbaj de ordinul I. Din punct

de vedere sintactic, limbajul de�nit �̂n acest caz este format din toate

formulele care se pot construi aplicând regulile limbajului.
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De�nit�ia 2.6 O clauz�a este o formul�a de forma:

8x1 : : :8xk(A1 _ : : : _ Am _ :B1 _ : : : _ :Bn)

unde fA1; : : : ; Am; B1; : : : ; Bng � ATOM(B;SV ), iar x1; : : : ; xk sunt

toate variabilele care apar �̂n formula A1 _ : : : _ Am _ :B1 _ : : : _ :Bn.

Pentru o clauz�a vom utiliza urm�atoarea notat�ie consacrat�a :

A1 _ : : : _ Am  B1; :::; Bn

�si �̂n aceast�a notat�ie se subânt�elege c�a toate variabilele care apar sunt

cuanti�cate universal. Vom considera c�a �̂n aceast�a scriere A1; : : : ; Am

sunt atomi, iar B1; : : : ; Bn sunt literali.

În general se utilizeaz�a urm�atoarea terminologie:

� expresia B1; : : : ; Bn formeaz�a corpul clauzei;

� expresia A1 _ : : : _ Am este capul clauzei;

� Bi este un subscop, i 2 f1; : : : ; ng

De�nit�ia 2.7 O clauz�a A1 _ : : : _ Am  B1; :::; Bn se numeste :

� clauz�a Horn dac�a m � 1 �si orice subscop al ei este un atom

� clauz�a Horn general�a dac�a m � 1

� clauz�a disjunctiv�a pozitiv�a dac�a m > 1 �si orice subscop este

atom
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� clauz�a disjunctiv�a dac�a m > 1

Pentru o clauz�a A1 _ : : : _ Am  B1; :::; Bn vom utiliza de asemenea

terminologia urm�atoare : clauza se nume�ste regul�a dac�a m � 1 �si n � 1,

fapt dac�a m � 1 �si n = 0, scop dac�a m = 0 �si n � 1.

Conceptul de clauz�a st�a la baza not�iunii de program logic, care se

de�ne�ste astfel:

De�nit�ia 2.8 Un program logic este o mult�ime �nit�a de reguli �si fapte.

Observ�am c�a un program logic nu poate s�a cont�in�a scopuri.

Dup�a tipul clauzelor pe care le cont�ine, un program logic poate �:

� program Horn dac�a cont�ine numai clauze Horn

� program Horn general dac�a cont�ine numai clauze Horn �si/sau

clauze Horn generale

� program disjunctiv pozitiv dac�a cont�ine numai clauze Horn

�si/sau clauze disjunctive pozitive

� program disjunctiv dac�a cont�ine clauze Horn �si/sau clauze Horn

generale �si/sau clauze disjunctive

Uneori �̂n literatura de specialitate se consider�a c�a un program normal

este un program Horn sau Horn general.
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De cele mai multe ori vom considera un program logic P f�ar�a s�a

speci�c�am explicit baza acestuia. Evident, exist�a mai multe baze B �si

mai multe mult�imi SV astfel �̂ncât P � FORM(B;SV ). Cea mai mic�a

baz�a cu aceast�a proprietate va � considerat�a �si numit�a baza programului

P . Complet�ari cu privire la acest concept se g�asesc �̂n exercit�iile de la

sfâr�situl acestui capitol.

3 Evaluarea termenilor �si formulelor

O formul�a oarecare este privit�a nu numai sub aspectul sintactic ci �si

din punct de vedere semantic. Aspectul semantic este legat de valoarea

de adev�ar a formulei. Pentru a prezenta acest aspect avem nevoie de

conceptul de structur�a, care este prezentat �̂n de�nit�ia care urmeaz�a.

De�nit�ia 3.1 O structur�a � peste baza B este o pereche � = (D; k)

unde:

� D este o multime nevid�a numit�a domeniul structurii

� pentru �ecare f 2 SF ,

� k(f) este o funct�ie, k(f) : Dn
�! D, unde n este aritatea lui

f ;

� pentru �ecare p 2 SP ,
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� k(p) este o funct�ie, k(p) : Dn
�! ftrue; falseg, unde n este

aritatea lui p

Mult�imea tuturor structurilor peste B o not�am cu STRUCTB.

Atunci când de�nim o structur�a, domeniul ei D este o mult�ime efectiv

de�nit�a, precizat�a. Prin intermediul unei structuri simbolurile de funct�ii

devin funct�ii, iar simbolurile de predicate devin predicate. Dac�a consid-

er�am c�a orice element a 2 SC este un simbol de aritate zero atunci con-

stat�am c�a k(a) trebuie s�a �e o funct�ie de aritate zero, k(a) : D0
�! D.

Deoarece D0 cont�ine un singur element, simbolul vid, observ�am c�a prin

intermediul unei structuri un simbol de constant�a este transformat �̂ntr-

un element din domeniul structurii.

De�nit�ia 3.2 O funct�ie F : SV �! D se nume�ste asignare de vari-

abile sau mai simplu, asignare. Mult�imea tuturor asign�arilor de vari-

abile din SV la mult�imea D se noteaz�a cu DSV .

De �̂ndat�a ce avem de�nit�a o structur�a � 2 STRUCTB �si o asignare F

putem evalua termeni �si putem evalua formule. Rezultatul evalu�arii

unui termen este un element din D, iar rezultatul evalu�arii unei formule

este true sau false. Formalizarea conceptului de evaluare este prezentat�a

�̂n cele dou�a de�nit�ii care urmeaz�a.

De�nit�ia 3.3 Fie B o baz�a, � = (D; k) 2 STRUCTB �si SV o mult�ime
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de variabile. De�nim funct�ia

eval� : TERM(B;SV )�D
SV �! D

astfel:

� eval�(x; F ) = F (x) pentru orice x 2 SV �si orice F 2 DSV

� eval�(h(t1; :::; tn); F ) = k(h)(eval�(t1; F ); : : : ; eval�(tn; F )) pen-

tru orice F 2 DSV

De�nit�ia dat�a mai sus precizeaz�a explicit modul �̂n care se evalueaz�a o

variabil�a �si un termen. În mod implicit de�nit�ia arat�a cum se evalueaz�a

o constant�a. Într-adev�ar, dac�a a 2 SC atunci am convenit s�a consider�am

pe a ca simbol de funct�ie de aritate zero. Aceasta �̂nseamn�a c�a aplicând

de�nit�ia dat�a avem:

eval�(a; F ) = k(a)

Pe mult�imea ftrue; falseg de�nim operat�ia unar�a :true = false �si

:false = true. Consider�am de asemenea operat�ia binar�a _ de�nit�a �̂n

Tabelul 1. Elementele true �si false se numesc valori de adev�ar.

Cu ajutorul acestor operat�ii putem de�ni de asemenea urm�atoarele

operat�ii pe mult�imea ftrue; falseg:

x ^ y = :(:x _ :y)

x! y = ((:x) _ y)
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_ true false

true true true

false true false

Tabelul 1: Operat�ia _

x ! y = (x! y) ^ (y ! x)

De�nit�ia 3.4 Fie B o baz�a, � = (D; k) 2 STRUCTB �si SV o mult�ime

de variabile. De�nim funct�ia

truth
�
val� : FORM(B;SV )�D

SV �! ftrue; falseg

astfel:

(1) truth
�
val�(p(t1; :::; tn); F ) =

k(p)(eval�(t1; F ); : : : ; eval�(tn; F ))

pentru �ecare atom p(t1; : : : ; tn) 2 ATOM(B;SV )

(2) �e ';  2 FORM(B;SV );

a) truth
�
val�(:'; F ) = :(truth�val�('; F ))

b) truth
�
val�(' _  ; F ) = truth

�
val�('; F )_

truth
�
val�( ; F )
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c) truth
�
val�(9x'; F ) = true dac�a �si numai dac�a exist�a c 2

D astfel �̂nĉ�t

truth
�
val�('; Ffxjcg) = true

unde Ffxjcg este asignarea obt�inut�a din F �̂n urm�atorul mod:

Ffxjcg(y) =

8><
>:
F (y) dac�a y 6= x

c dac�a y = x

De�nit�ia 3.5 O formul�a ' cu proprietatea truth
�
val�('; F ) = true

se nume�ste formul�a adev�arat�a �̂n structura � �si asignarea F . Dav�a

truth
�
val�('; F ) = false atunci ' se nume�ste formul�a fals�a.

În relat�iile a) �si b) din de�nit�ia 3.4 apar semnele : �si _. Evident,

semnele din stânga sunt din SO, �̂n timp ce semnele din dreapta reprezint�a

operat�iile din mult�imea ftrue; falseg. Astfel, prin intermediul funct�iei

truth
�
val� orice formul�a prime�ste una din valorile de adev�ar true sau

false.

Referitor la valoarea de adev�ar a unei formule �̂n care apare cuanti�-

catorul universal, putem demonstra urm�atoarea proprietate:

Propozit�ia 3.1 Pentru orice ' 2 FORM(B;SV ) �si orice asignare F :

SV �! D avem

truth
�
val�(8x'; F ) = true

dac�a �si numai dac�a pentru orice c 2 D avem truth
�
val�('; Ffxjcg) =

true
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Proof. Deoarece formula 8x' reprezint�a notat�ia formulei :9x:', re-

zult�a c�a

truth
�
val�(8x'; F ) = truth

�
val�(:9x:'; F ) =

:truth
�
val�(9x:'; F )

Pe de alt�a parte avem urm�atorul lant� de relat�ii echivalente:

:truth
�
val�(9x:'; F ) = true

truth
�
val�(9x:'; F ) = false

pentru orice c 2 D avem truth
�
val�(:'; Ffxjcg) = false

pentru orice c 2 D avem truth
�
val�('; Ffxjcg) = true

S�a consider�am baza B = (fag; ff (1)g; fp(2); q(2)g), SV = fx; y; zg �si o

structur�a � = (D; k) peste baza B. Fie F o asignare oarecare de variabile.

Expresiile � = p(x; y)_ q(f(z); x) �si � = q(f(z); x)_ p(x; y) sunt formule

peste B [ SV . Evaluând valorile de adev�ar ale acestor formule obt�inem:

truth
�
val�(�; F ) =

truth
�
val�(p(x; y); F ) _ truth�val�(q(f(z); x); F ) =

truth
�
val�(q(f(z); x); F ) _ truth�val�(p(x; y); F ) =

truth
�
val�(�; F )
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A�sadar formulele � �si � sunt distincte din punct de vedere sintactic, dar

au acelea�si valori de adev�ar �̂n raport cu orice structur�a � �si orice asignare

de variabile.

De�nit�ia 3.6 Fie B o baz�a �si SV o mult�ime de variabile. Pe mult�imea

FORM(B;SV ) de�nim relat�ia � astfel:

� � � dac�a truth
�
val�(�; F ) = truth

�
val�(�; F )

pentru orice � 2 STRUCTB �si orice asignare de variabile F .

Propozit�ia 3.2 Relat�ia � este re
exiv�a, simetric�a �si tranzitiv�a, deci

este o relat�ie de echiva- lent��a pe mult�imea FORM(B;SV ).

Demonstrat�ia acestei propriet�at�i este evident�a pe baza propriet�at�ilor

relat�iei de egalitate.

De cele mai multe ori, atunci când � � � se spune c�a � �si � sunt

formule logic echivalente.

4 Entit�at�i Herbrand

Exist�a dou�a entit�at�i Herbrand �si ele joac�a un rol deosebit de important �̂n

programarea logic�a: univers Herbrand �si baz�a Herbrand. Aceste entit�at�i

sunt prezentate �̂n cele ce urmeaz�a.
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De�nit�ia 4.1 Consider�am o baz�a B = (SC ;SF ;SP ). Mult�imea TGB a

termenilor ground peste B se nume�ste universul Herbrand al lui B �si

se noteaz�a cu UHB. Mult�imea

fp(x1; : : : ; xn) j p
(n)
2 SP ;n � 1; x1; : : : ; xn 2 UHBg

se noteaz�a cu BHB �si se nume�ste baza Herbrand ata�sat�a lui B. Dac�a

B este baza unui program logic P atunci UHB se mai noteaz�a cu UHP

�si se nume�ste universul Herbrand al programului P . În acest caz,

mult�imea BHB se noteaz�a cu BHP �si se nume�ste baza Herbrand a

programului P .

Exemplul 4.1 Consider�am urm�atorul program logic:
8
>>>>><
>>>>>:

p(a; b) 

q(b) 

p(f(x); x) q(x)

Baza programului P va � B = (SC ;SF ;SP ), unde SC = fa; bg, SF =

ff (1)g, SP = fp(2); q(1)g. Universul Herbrand al programului P este mul-

t�imea

UHP = fa; b; f(a); f(b); f(f(a)); f(f(b)); : : :g

Baza Herbrand este mult�imea BHP = fq(x) j x 2 UHPg [ fp(x; y) j

x; y 2 UHP g.

Remarc�a 4.1 Orice element din SC va � considerat �̂n cele ce urmeaz�a

simbol de funct�ie de aritate zero.



Fundamentele programelor logice 21

5 Exemple �si aplicat�ii

În logica matematic�a calculul propozit�ional este legat de conceptul de

limbaj de ordinul zero. Pentru a de�ni un asemenea limbaj din punct

de vedere sintactic este necesar s�a preciz�am:

- o mult�ime de simboluri numite litere propozit�ionale

- o mult�ime de simboluri de operat�ii

- regulile de formare corect�a a formulelor

De exemplu, s�a consider�am mult�imea literelor propozit�ionale A = fp;

q; rg, mult�imea de simboluri de operat�ii O = f:;^g �si preciz�am urm�a-

toarele reguli de formare a formulelor:

� orice liter�a propozit�ional�a este o formul�a

� dac�a ' �si  sunt formule atunci :', ' ^  sunt formule

� orice formul�a se obt�ine apliĉ�nd de un num�ar �nit de ori regulile

anterioare.

Astfel, p; p ^ q;:r ^ :p; : : : sunt formule corecte din punct de vedere

sintactic, iar ^p; s ^ p; : : : sunt formule incorecte.

Dac�a dorim s�a introducem �si alte simboluri de operat�ii, acestea se pot

introduce astfel:
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x _ y = :(:x ^ :y)

x! y = :x _ y

x ! y = (x! y) ^ (y ! x)

Observ�am c�a un limbaj de ordin zero nu are variabile �si nici cuanti�catori.

Lipsa cuanti�catorilor se justi�c�a prin lipsa simbolurilor de predicate.

Valoarea de adev�ar a unei formule se obt�ine cu ajutorul unei funct�ii v :

A �! ftrue; falseg, care se extinde la funct�ia v : L �! ftrue; falseg,

unde L este limbajul tuturor formulelor corecte, astfel:

v(x ^ y) = v(x) ^ v(y)

v(:x) = :v(x)

Astfel, dac�a lu�am v(p) = true, v(q) = false, v(r) = false atunci v(p^

q) = v(p)^v(q)= true^false=false, v(:q^:r^p) = v(:q)^v(:r)^v(p)

=:v(q)^:v(r):v(p)= :false^:false^true= true^true^true= true.

S�a consider�am acum un exemplu de limbaj de ordinul 1. Consider�am

baza B = (SC ;SF ;SP ), unde SC = fag;SF = ffg;SP = fp; qg, f este

un simbol unar, p �si q sunt simboluri binare. Universul Herbrand UHB

este multimea

fa; f(a); f(f(a)); : : :g

Not�am fn(a) = f(f(f : : : (f(a)) : : :)), unde simbolul f apare de n ori.
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Pentru a lua un exemplu de structur�a vom considera D = N =

f0; 1; 2; : : :g, k(f) : N �! N este functia k(f)(n) = n + 3, k(p) :

N �N �! ftrue; falseg este de�nit�a prin :

k(p)(n;m) =

8>>>>><
>>>>>:

true dac�a njm

false altfel

iar k(q) : N �N �! ftrue; falseg o de�nim prin:

k(q)(n;m) =

8
>>>>><
>>>>>:

true dac�a n < m

false altfel

Mai este necesar s�a de�nim k(a) �si lu�am k(a) = 1.

Pentru a obt�ine termeni �si formule corecte este necesar s�a preciz�am

mult�imea SV a variabilelor: vom considera SV = fx; y; zg. Putem con-

sidera urm�atoarele exemple de termeni �si formule:

� termeni: x; f(x); f(y); f(z); f(f(x)); f(f(f(y))); a; f(a); f(f(a))

� formule atomice ground : p(a; f(a)); q(f 2(a); f 5(a)) etc.

� formule : 8xp(x; f(a)), 8x8yq(x; y), �s.a.m.d.

Rezultatul evalu�arii se obt�ine de�nind o asignare de variabile

F : fx; y; zg �! N
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Vom lua F (x) = 3; F (y) = 8; F (z) = 9. Am obt�inut astfel o structura

� = (N; k) �si o asignare F . Rezultatul evalu�arii unui termen va � un

num�ar natural. De exemplu :

eval�(x; F ) = 3

eval�(f(y); F ) = k(f)(eval�(y; F )) = k(f)(F (y)) = k(f)(8) = 11

Rezultatul evalu�arii unei formule este true sau false. De exemplu :

� truth
�
val�(p(a; a); F ) =

k(p)(eval�(a; F ); eval�(a; F )) = k(p)(1; 1) = true

deoarece a este considerat simbol de funct�ie de aritate zero �si prin

urmare eval�(a; F ) = k(a) = 1

� truth
�
val�(q(f(z); a); F ) = k(q)(eval�(f(z); F ); eval�(a; F )) =

k(q)(k(f)(eval�(z; F )); k(a)) = k(q)(k(f)(F (z)); k(a)) =

k(q)(k(f)(9); 1) = k(q)(12; 1) = false

� truth
�
val�(9xp(x; f(y)); F ) = true dac�a �si numai dac�a exist�a c 2

N astfel �̂nĉ�t

truth
�
val�(p(x; f(y)); Ffxjcg) = true

Observ�am c�a:

truth
�
val�(p(x; f(y)); Ffxjcg) =
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k(p)(eval�(x; Ffxjcg); k(f)(eval�(y; Ffxjcg))) =

k(p)(c; k(f)(8)) = k(p)(c; 11)

Deoarece k(p)(1; 11) = true rezult�a c�a

truth
�
val�(9xp(x; f(y)); F ) = true

� truth
�
val�(8xp(x; f(y)); F ) = false deoarece

truth
�
val�(8xp(x; f(y)); F ) = truth

�
val�(:9x:p(x; f(y)); F )

�si truth
�
val�(9x:p(x; f(y)); F ) = true.

Într-adev�ar,

truth
�
val�(9x:p(x; f(y)); F ) = true

dac�a �si numai dac�a exist�a c 2 N astfel �̂ncât

truth
�
val�(:p(x; f(y)); Ffxjcg) = true

Dar

truth
�
val�(:p(x; f(y)); Ffxjcg) =

:truth
�
val�(p(x; f(y)); Ffxjcg) =

:k(p)(eval�(x; Ffxjcg); eval�(f(y); Ffxjcg)) =

:k(p)(c; k(f)(F (y))) = :k(p)(c; k(f)(8)) =

:k(p)(c; 11)
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A�sadar truth
�
val�(9x:p(x; f(y)); F ) = true dac�a �si numai dac�a ex-

ist�a c 2 N astfel �̂ncât k(p)(c; 11) = false. Dar k(p)(c; 11) = false dac�a

�si numai dac�a c nu divide pe 11. În concluzie,

truth
�
val�(9x:p(x; f(y)); F ) = true

dac�a �si numai dac�a exist�a un num�ar natural c care nu divide pe 11, ceea

ce este adev�arat.

6 TEME

Tema 1

Exercit�iul nr. 1

Fie SC = fa; bg, SF = ff (1); g(2)g, SP = fp(2)g. Fie B = (SC ;SF ;SP ).

Veri�cat�i c�a:

a) f(f(a)); g(f(a); g(b; b)) sunt termeni ground peste B

b) g(f(x); g(a; b)) este un termen peste B

c) :p(f(a); g(a; a)) �si 9xp(x; g(x; y)) sunt formule peste B

Exercit�iul nr. 2

Fie B o baz�a. Ar�atat�i c�a TGB este cea mai mic�a mult�ime care satisface

propriet�at�ile:
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� SC � TGB

� dac�a f (n) 2 SF �si t1; : : : ; tn 2 TGB atunci f(t1; : : : ; tn) 2 TGB.

Exercit�iul nr. 3

Consider�am un program logic P �si not�am cu SV mult�imea variabilelor

cuanti�cate universal �̂n P . Fie

B1 = (SC1;SF1;SP1); B2 = (SC2;SF2;SP2)

dou�a baze astfel �̂ncât s�a avem

P � FORM(B1;SV ); P � FORM(B2;SV )

� Demonstrat�i c�a B = (SC1 \ SC2;SF1 \ SF2;SP1 \ SP2) satisface

proprietatea P � FORM(B;SV ), deci B este o baz�a a lui P .

� De�nit�i relat�ia B1 v B2 dac�a SC1 � SC2, SF1 � SF2, SP1 � SP2.

Ar�atat�i c�a v este o relat�ie de ordine part�ial�a.

� Demonstrat�i c�a exist�a cea mai mic�a baz�a B �̂n raport cu v astfel

�̂ncât s�a avem relat�ia P � FORM(B;SV ).
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Tema 2

Exercit�iul nr. 4

Se consider�am urm�atorul program logic P :

8
>>>>><
>>>>>:

p(a) 

p(b) 

q(f(x)) p(x)

a) A
at�i tipul lui P �̂n clasi�carea programelor logice

b) Calculat�i baza B a lui P

c) Calculat�i universul Herbrand �si baza Herbrand a lui P

Exercit�iul nr. 5

Dat�i exemple de dou�a programe logice diferite care s�a aib�a aceea�si baz�a

(̂�n consecint��a acela�si univers Herbrand �si aceea�si baz�a Herbrand).

Exercit�iul nr. 6

Consider�am urm�atorul program logic P :

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

zbor(x; y) zbor
�
direct(x; y)

zbor(x; y) zbor
�
direct(x; z); zbor(z; y)

zbor
�
direct(a; b) 

zbor
�
direct(b; c) 

a) Calculat�i baza B a programului P
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b) Calculat�i universul Herbrand �si baza Herbrand ata�sat�a lui P

c) Ad�augat�i urm�atoarea clauz�a lui P :

zbor
�
indirect(x; y) zbor(x; y);:zbor

�
direct(x; y)

Notat�i cu P1 programul obt�inut. Ce fel de program logic este P1 ?

d) Ad�augat�i la P clauza de mai jos �si notat�i cu P2 programul

obt�inut:

zbor
�
indirect(x; y) _ zbor

�
direct(x; y) zbor(x; y)

Ce tip de program logic s-a obt�inut?

Exercit�iul nr. 7

Demonstrat�i urm�atoarele relat�ii:

� truth
�
val�(' ^  ; F ) = truth

�
val�('; F ) ^ truth�val�( ; F )

� truth
�
val�('!  ; F ) = truth

�
val�('; F )! truth

�
val�( ; F )

� truth
�
val�('$  ; F ) = truth

�
val�('; F )$ truth

�
val�( ; F )

Tema 3

Exercit�iul nr. 8

Fie SC = fag, SF = ff (1)g, SP = fp(2); q(2)g. Consider�am structura
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� = (N; k), unde N este mult�imea numerelor naturale, iar k este de�nit

astfel:

k(f) : N �! N , k(f)(n) = n+ 3;

k(p) : N �! ftrue; falseg, unde

k(p)(n;m) =

8
>>>>><
>>>>>:

true dac�a n < 2m

false altfel

k(q) : N �! ftrue; falseg, unde

k(q)(n;m) =

8
>>>>><
>>>>>:

true dac�a n2 +m2 < 100

false altfel

k(a) = 2

Consider�am SV = fx; y; zg �si asignarea F (x) = 2; F (y) = 5; F (z) =

6. Calculat�i truth
�
val� pentru F de�nit mai sus �si formulele p(a; a),

9xp(x; f(y)), 9xp(x; f(z)), 9xp(x; f(x)), 8xq(x; y), 9xq(f(a); x).

Exercit�iul nr. 9

Ar�atat�i c�a urm�atoarele formule sunt logic echivalente:

8x8y[p(X; Y ) 9z(r(x; y; z) ^ q(x; y; z))]

8x8y8z[p(X; Y ) (r(x; y; z) ^ q(x; y; z)]



Fundamentele programelor logice 31

Tema 4

Exercit�iul nr. 10

Consider�am p(1) 2 SP . Ar�atat�i c�a:

1) 8xp(x) � 8yp(y)

2) 8xp(y) � p(y)

3) :8xp(x) � 9x:p(x)

4) :9xp(x) � 8x:p(x)

5) p(x) � ::p(x)

Exercit�iul nr. 11

Pentru orice �; � 2 FORM(B;SV ) ar�atat�i c�a

1) :(� _ �) � :� ^ :�

2) :(� ^ �) � :� _ :�

3) ::� � �

Exercit�iul nr. 12

Pentru �ecare din formulele de mai jos g�asit�i o clauz�a logic echivalent�a:

1) 8x(p(x) _ :9y(q(x; y) ^ r(x)))

2) 8x(:p(x) _ (q(x)! r(x)))


