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NOTA

Cartea este consacrati teoriei clasice (necuan-
tice) a cimpului. Totusi, se folosesc in ea metode
matematice, care si-au cdpitat dezvoltarea in meca~
nica cuanticd. In particular se aratd cum se giseste
functia lui Green cu ajutorul functiei 8 §i cum se ob-
fin prin aceste metode solutiile unui sir de pro-
bleme ale electrodinamicii clasice, probleme care au
si 0 mare insemnatate practica.

Se limureste amdnufit o serie intreagd de re-
zultate noi reflectate pind acum numai in periodice
si care sint in mare parte cercetdri originale ale
savantilor sovietici. Astfel, sint expuse problemele
teoriei electronului ,supraluminos“ al lui Cerenkov,
problemele electrodinamicii neliniare, masei proprii,
teoriile procesului ) §i a bi-cimpului, teoria electro-
nului luminos. Ultimul capitol este consacrat anali-
zei problemelor mezodinamicii clasice,

In edifia a doua s-au reficut citeva paragrafe,
s-au ficut o serie de precizdri si s-au addugat tri-
miteri la literatura cea mai recenta.

Cartea se adreseazd camenilor de stiint3, aspi-
rentilor si studentilor din anii superiori ai faculti-
tilor de fizica.
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PREFATA LA EDITIA A DOUA

In editia a doua planul general al cdrfii nu a fost supus
vreunei modificdri esentiale. In afard de indreptarea gregelilor
observate, s-au introdus in unele paragrafe o serie de precizdri
si s-au addugat trimiteri la literatura recentd. Fizica particulelor
elementare §i a cimpurilor, — in a cdror teorie cartea noastrd
reprezintd, in mare mdsurd, o introducere, — continud Insd sd
se dezvolte rapid, fapt care ne-a indemnat sd facem adaosuri
esenfiale in urmdtoarele puncte :

In primul rind, teoria electronului ,luminos“ este completatd
cu examinarea contracfiei orbitelor. Apoi, am socotit necesara
refacerea materialului privind originea §i natura radiatiei cos-
mice si a diversilor mezoni, in legdturd cu o serie de lucrdri
efectuate fn ultimul timp, in mare parte de fizicieni sovietici. In
particular, trebuie subliniat cd descoperireq mezonilor neutri (1950)
a dat, pentru prima datd, un fundanient real mezodinamicii cla-
sice, a cdrei expunere ocupd unul din locurile centrale in cartea
noastrd. Cimpul mezonilor neutri, introdus mai inainte ca o ipo-
tezd, capdtd acum — cel pufin din punct de vedere calitativ —
o confirmare experimentald.

In teoria forfelor nucleare, s-a fdcut o addugire in legdturd
cu noua variantd de eliminare a dificultdfii dipolare in teoria
fortelor pseudoscalare. In afard de aceasta, s-a acordat o aten-
tie deosebitd experienfelor recente asupra difuziei nucleonilor
rapizi, experienfe care permit sd se fragd concluzii importante
asupra caracterului forgelor nucleare.

Am addugat de asemenea un paragraf suplimentar consa-
crat celei mai noi explicatii a deplasdrii nivelelor de energie lu
electronii din atomi, precum §i explicdrii originii momentului mag-
netic suplimentar al electronului, pe baza teoriei cuantice a vi-



3 Prefata la editia a doua

dului, care intr-o anumitd mdsurd explicd de asemenea $§i pro-
blema naturii masei proprii. Mentionam, de asemenea, cd bi-cimpul
compensator examinal de noi incd din § 34 este folosit acum
pentru eliminarea divergenfelor cuantice. Acest exemplu aratd
incd o datd forfa heuristicd apreciabild a cercetdrii preliminare
a problemei masei proprii cu ajutorul teoriei clasice.

In incheiere, autorii considerd ca o datorie pldcutd sd mui-
tumeascd tuturor celor care au fdcut observafii cu privire la
prima edifie. Autorii sint recunoscdtori, de asemenea, redactorului
cartit, V. A. Leskovfev pentru atenfia acordatd edifiei a doua si
pentru ajutorul acordat la intocmirea indicelui alfabetic.

Facultatea de Fizicd a Universitatii
de Stat din Moscova ,M. V. Lomonosov”
noiembrie, 1950 D. IVANENKO
A. SOCOLOV



PREFATA LA EDITIA INTIr

Aparitia unei cdrfi consacrate tratdrii clasice — adicd ne-
cuantice — a diferitelor cimpuri §i particule elementare, necesitd
fdra indoiald o explicafie. Existenfa unui numdr mare de mono-
grafii si cursuri, consacrate teoriei cimpului electromagnetic si
gravific, s-ar putea crede cd face inutild o noud expunere a
teoriei clasice. Afard de aceasta, se considerd de obicei — in-
tr-un mod aproape banal —, cd examinarea proceselor in care
intervin particulele elementare, in particular mezonii, necesitd ne-
apdrat o teorie cuanticd.

Cartea de fatd, pe care o supunem atentiei cititorilor, in
nici un caz nu-si propune scopul sd inlocuiascd cursul obignuit
de electrodinamicd.

Una din problemele care ne preocupd este folosirea unor
metode matematice ale teoriei cuantice pcntru cercetarea feno-
menelor clasice.

in legdturd cu aceasta, noi expunem sistematic teoria func-
tiei & (cap. 1), cu ajutorul cdreia se pot descrie diferitele singu-
laritdfi legate de sarcini (sarcind punctiformd, sarcind Ssuperfi-
ciald etc.), si se poate da o noud tratare a functiei lui Green.
In capitolele Il si IIl am dezvoltat aparatul matematic care ne
permite sd folosim functia & in rezolvarea unui gsir de probleme
ale fizicii matematice si ale electrodinamicii, De exemplu, cu aju-
torul teoriei functiei & se formuleazd extrem de simplu, asa-nu-
mitul principiu de emisie.

In aceste trei capitole am ardtat, in particular, modul in care
pot fi folosite noile metode pentru rezolvarea multor probleme
vechi. Prin aceasta, noi ne mdrginim sd oferim cititorilor apa-
ratul matematic, ldsind Tn seama matematicienilor o justificare
mai riguroasd a noului formalism.
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Teoria clasicd a cimpului §i a particulelor elementare, trd-
ieste In ultimii ani o anumitd renagstere. Multe fenomene desco-
perite in ultimul timp, ca electronul ,supraluminos®, electronul
Lluminos®, precum g§i alte efecte legate de acceleratia particulelor
incdrcate, pot fi deschise in esenfd cu ajutorul teoriei relativiste
necuantice. Aldturi de aceasta, analiza problemei masei proprii,
care din punct de vedere clasic, este incd departe de a fi rezol-
vatd — contribuie la o Infelegere mai profundd a naturii fizice
a acestei probleme i, in orice caz, poate juca un rol heuristic
intr-o dezvoltare ulterioard a teoriei particulelor elementare. Tu-
turor acestor probleme le-am consacrat capitolul 1V al cdrtii
noastre. Astfel, in acest capitol cititorul va gdsi o expunere sis-
tematicd a unei serii de probleme care erau cunoscute numai din
articole din reviste, ce tratau aceste probleme fragmentar.

In sfirsit, capitolul ultim, — V —, al cdrtii este consacrat,
in mare parte, problemelor in legdturd cu dezvoltarea teoriei
clasice a cimpului mezonic. Cu toate cd existenfa mezonilor neutri,
— cdrora li se poate aplica direct tratarea’ clasicd, — nu este
inca deplin doveditd, totusi multe din rezultatele si metodele
mezodinamicii clasice Isi pdstreazd valabilitatea si intr-o teorie
cuanticd riguroasd, care trateazd atit mezonii neutri cit §i pe
cei Incdrcati. Am dat, de asemenea, o atenfie deosebltd problemei
fortelor nucleare, care reprezintd una din problemele centrale ale
Intregii fizici moderne a particulelor elementare. Efectul in sine
al interacfiunii particulelor prin intermediul cimpulul are o na-
turd clasicd,; de aceea nu este de mirare cd multe din rezultatele
teoriei mezonice a forfelor nucleare pot fi obfinute, in esenfd,
chiar dintr-o tratare clasicd. Problema difuziei mezonilor pe nu-
cleoni (protoni §i neutroni) cu considerarea amortizdrii, — pro-
blemd care este de asemenea examinatd in acest capitol, — s-a
dovedit a fi importantd nu numai in teoria trecerii razelor cos-
mice prin materie, ci st in studiul problemelor generale legate de
originea masei proprii. Problemele cimpului gravitational sint
atinse doar in parte, mai ales pentru faptul cd cercetdrile le-
gate de ldmurirea rolului gravitatiei in teoria particulelor elemen-
tare, se gadsesc incd Intr-un stadiu de elaborare.

O parte apreciabild din toate aceste probleme a fost stu-
diatd pentru prima oard de cdtre cercetdtorii sovietici.

Cu toate cd expunerea noastrd este consacratd teoriei cla-
sice a cimpului, noi am dat totusi, in toale punctele principale,
$i indicatii asupra datelor ulterioare obtinute printr-o generali-
zare cuanticd.
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Prin aceasta, cartea noastrd poate servi — pe de o parte —
ca o completare la cursurile cunoscute de electrodinamica si teo-
ria cimpului, §i — pe de altd parte — ea reprezintd o introdu-
cere in teoria modernd a particulelor elementare, care in dezvol-
tarea ei se bazeazd pe mecanica cuanticd.

Facultatea de Fizici a Universititii de
Stat ,M. V. Lomonosov* din Moscova
septembrie, 1948 D. IVANENKO
A. SOKOLOV



CAPITOLUL. 1
TEORIA GENERALA A FUNCTIEI 3

§ 1. Definitia functiei &

In fizica clasicd si cuantici modernd, aldturi de densitdfi dis-
tribuite continuu, de multe ori se examineaza si mase, sarcini,
dipoli etc. punctiforme.

Dacd vom cduta si pdstram si pentru marimi punctiforme no-
tiunea de densitate a masei sau a sarcinilor, — care este foarte
comoda atit fizic, cit si matematic — atunci trebuie sid folosim
asa-numita funcfie 8, introdusd de Dirac in 1926. De exemply, in
cazul unei distributii liniare a sarcinii ¢ de-a lungul axei x, densi-
tatea este:

de .
=28 —lim £ . (1,1)
dx  px40 AX

De aici se vede cd, in cazul unei sarcini punctiforme, asezate
de exemplu in originea coordonatelor, densitatea p va fi nula peste
tot, afard de punctul x=0, in care tinde cdtre infinit.

Sd introducem functia &(x'—x) definitd pe toatd axa §i anume:
egald cu zero in toate punctele, afari de punctul singular x'=x,
in care aceasta devine infinitd, insa astfel ca integrala acestei func-
tii peste intregul interval sd rdmi:a finitd i egald cu unitatea:

Vo —x)dx'=1y (1,2)

Atunci, functia & va fi legatd de densitatea de sarcind p a iz-
vorului (sursei)?) punctual printr-o relatie simpla:

P (X) =ed (x)' (1v3)

1) Aici si in cele ce urmeazd, integrala scrisd fard limite se ia in inter--
valul de 1a —oo la + oo,

2) In cele ce urmeazd cuvintele izvor si sursa sint intrebuinfate in ace--
lagi sens (n. r. E. T.).
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Tinind seamd ca functia & este egald cu zero in toate punc-
‘tele, afard de cel singular, in locul egalitatii (1,2) putem scrie
pentru portiunea a<b: ¢

b

S ad — 1 ;b>x>a,
& (x'—x) dx { 0;xSb san x<a. (14)

La fel obfinem pentru o funcfie f(x) continud in domeniul
-examinat, relatia!)
b

x);0>x>a.
Sf(x’)B(x’—x) dx'= [ f(O) x§b>sau x<a. (1,5)
Intr-adevar, aplicind teorema mediei, avem pentru b>x>a:
] x+te
Sf(x')B(x'—x)dx':f(x+ae) S 3(x'—x)dx', la|L1, >0, (1,6)

de unde rezultd direct egalitatea (1,5), dacd finem seamd de (1,4)
si facem pe e sd tindd catre zero.

“Functia 8, definitd in acest mod, iese din cadrul mdrimilor
care se examineazd in analiza clasicd. De aceea, integralele indi-
cate nu trebuie interpretate in sensul definitiei integralei obignuite.

Se constatd totusi cd integralele cu functii & pot fi puse in
legdturd cu integrala Stieltjes sau pot fi privite ca rezultat al unei
treceri la limita a integralei obisnuite.

§ 2. Functia & gi integrala lui Stieltjes

Integrala lui Stieltjes?) se defineste ca limita a urmatoarei
sume :

b
- Sf(x)dcb(x)=

—lim Zf(a+k N Ad |a-+k2=1 2,1)

n—o0

l) Cazul limitd x = a sau x = b cere o examinare suplimentard si de-
‘pinde de structura concretid a functiei 5. Mai detailat v. § 4, formula (4,15).

?2) Despre integrala Stielties v. B. 1. C mu p Ho B, Kypc Bricuiesr mave-
MmatHkH. T. IV. Tocrexusnar, 1948.
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Aceastd expresie se poate interpreta intuitiv ca un moment
-generalizat de tipul f(x), datorit distribufiei anumitor marimi (de
exemplu, a maselor, sarcinilor etc.), caracterizate prin functia @ (x),
Pentru f(x)=x avem un moment de ordinul intii, pentru
Sf(x)=x2, x3, etc., va fi vorba de momente paitratice sau de mo-
mente de ordin superior.

Dacd & (x) are o derivatd integrabila

dg (x) =" (x) dx, 2.2)

atunci integrala lui Stieltjes se va reduce la o integrald obisnuita
b

1=\ f(x) @' (x) dx. (2,3)

a

Totusi integrala lui Stieltjes are sens si in cazurile cind func-
tia de distributie ¢ (x) nu este continud, si in general, poate fi
definitd in cadrul unor ipoteze foarte generale asupra caracterului
discontinuitatilor functiei ¢ (x).

De exemplu, sd ludm cazul funciiei discontinue

+ -0y x>0,

o (X)="1(x)= (2,4)

;o x<<O0.

In acest caz, cresterea functiei 7(x) este peste tot egald cu
zero |[Av(x) = 0], afard de punctul x =0, unde aceastd crestere
devine egald cu unitatea: Ay (0)=1.

Inlocuind (2,4) in (2,1), obtinem:

b n
V7 () dr (0= lim 37 a1 (), (25)

b—a . - <
unde x =4 J,—kT si, afard de aceasta, presupunem cd -punctul

de discontinuitate x=0 cade in interiorul intervalului (a, b), adica -
a<0<b,
Trecind la limitd in expresia (2,5), obtinem:

b

{f0) di(x)=F0); a<o<e. (2,6)

a
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Comparind (2,6) cu formula (1,5) si presupunind in aceasta.
din urmd, cd puunctul singular x’ cade in originea coordonatelor-
(x'=0), vedem ca functia & — ca factor de sub integrald — poate
fi definitd ca derivatd a unei functii discontinue :

3(x)= 67(x) =1 (x). (2,7)

Evident, o astfel de dehmtle corespunde intru totul sensului
intuitiv al functiei 3, care este nuld peste tot afard de punctul de
discontinuitate.

In modul acesta, dacd am vrea sd respectim teoria matema-
ticda cunoscutd si riguros dezvoltatd, atunci am fi putut sa nu intro-
ducem deloc functia & si s3 ne folosim de integrala Iui Stieltjes.
Totusi aceasta ar fi—in cele mai multe cazuri — extrem de
incomod §i ar corespunde utilizdrii sistematice a teoriei limitelor
si a sumelor infinite in locul calculului d.ferential si integral. Afara
de aceasta, formalismul funcfiei & permite sa rdminem in dome-
niul metodelor mai obisnuite ale analizei clasice, admifind gene-~
ralizari simple la spatiul cu mai multe dimensiuni si ne dd o des-
criere comodd a discontinuititilor complexe de tip multipolar,.
intilnite in fizica.

§ 3. Functia 3, caz limitd al unei functii continue

Intreaga teorie a functiei & se poate construi aplicind trecerea.
la limitd la funcfii continue cunoscute, anume facind sd tindd un
anumit parametru cdtre o limitd determinata.

Sa considerdm, de exemplu, functia auxiliard +(x,x), care:
pentrt «>0 depinde in mod continuu de x si la limitd capata.
valorile:

1
+ - ’ x>0’
lim ¥ (x, o) = 2
rbea=go 3.1)
— 5 ’ x<0:
In particular, aceastd condifie este satisficutd de functia :
o o]
1 —ak Sinkx ., 1 X 3.2},
(2= = Se k= —arctg (3,2):

0
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Derivata lui 7(x, @) in raport cu x, pe care o vom nota cu
% (x, ), este in cazul nostru:

oo

5(x,a) = | evhcoskxdh = L. 3,3)

n a4 x?
0

La limitd, cind « tinde cidtre zero, este usor de aritat ca:

lim 3 0; x#0, ‘ 34
a0 9= fo; x=0, (3:4)
lim SB(x,a)dx=1.
a0

Comparind (3,4) cu definifia noastrd a functiei 8, (cf. § 1),
putem privi functia & ca valoare limitd a functiei auxiliare & (x, «),
pentru «—0; adica:

&(x) =lim? (x, «). (3,5)
a>0

Totusi, pentru a lucra cu integrale proprii, trecerea la limita
a—0 trebuie efectuatd dupd!) calculul integralei. Cu alte cuvinte,
parametrul infinit mic « trebuie si fie de un ordin inferior creg-
terii infinit mici Ax, adicd integrala cu funcfia & inseamnd calculul
limitei sumei, cind

Ax—0 si a—0,
dar astfel ca
A—: —0.
Astfel de integrale intrd in clasa celor singulare.
Analog, in acest sens egalitatea (1,5) trebuie tratatd ca:

b
Sf(x’)a(x’—x) dx' =

a
b

=lim Sf(x’)&(x’—x, ) dx'=f(x); a<x<b. (3,6)

a>0 ,

Valabilitatea expresiei din urma este usor de verificat, daca
inlocuim in (3,6) valoarea concretd pentru &(x,«) din egalita-

1) Sublinierea noastrd (E. T.)
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tea (3,3). Atunci vom obtine o relatie cunoscutd din teoria inte—
gralei Fourier:

b
lim Sf(x') S(x'—x,a)dx' =
a0 4

O

b
= ﬂl S dk Sf(x') cos k (x'—x) dx'= f (x), (3,7)

0

care coincide cu rezultatul (3,6).
Derivata functiei auxiliare &(x, ) se va defini prin relatia :

oo

i =__‘_S —ak i —_
axa(x,a) . 0ke sin kex dk =

2ux
n(a2+ x2)2 ’

(3,8)

Integrala care contine in integrant (expresia de sub integrala)

mdrimea ai;;)—, trebuie interpretata drept limitd a expresiei:
b b
. 68 (x'—x, a) ,=S 188 (X —x)
lim §f(x B il Yk

Calculind ultima integrald prin pérti si tinind seama ca la
frontiera domeniului functia &(x) devine nuld, obtinem :

b

Sf(X’)aS—(g;;T—x—’ dx'=— & gcx<s. (3,10).

a

Intr-un mod asemdndtor putem generaliza notiunea de integrala
la cazul cind sub integrald stau derivatele de ordin superior ale
functiei o:

In acest caz:

b

Va3 (0 —x)dx' = (—1)"'f P (x); a<x<b. (311}

[
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Reprezentdrile grafice ale functiilor auxiliare :
9 (x,a) 5
T =3 (x, (Z)
sint date respectiv in fig. 1, 2 si 3. Ele au o semnificatie foarte-
intuitivd §i ajutd la clarificarea importantei fizice a marimilor-
limita 7 (x), B(x)_si &' (x).

dix,a)
Vo
I __ —
2 I
- ~3
? x:
Fig. 1 Fig. 2.

Pentru o« tinzind cdtre zero, domeniul trecerii bruste a func-
tiei 7(x, o), de la valoarea inferioara la cea superioar3, se ingus-
teazd, sila limitd in punctul x=0, avem
un salt de la —!/,1a + 1/, (fig. 1, linia
punctatd). Dacd in acelasi timp, pentru
a—0 curba 3 (x, «) se reduce la punctul
x=0, iar in valoarea absolutd tinde
catre infinit, obtinem cazul ce cores-
punde densitdfii unei sarcini punc-
tuale. ' __J

Dacd extremele curbei &' (x, ‘«)
cresc nelimitat, luind in doud puncte
vecine infinit apropiate, valori egale
si de semn contrar, obfinem cazul
care corespunde fizic, de exemplu, unui
dipol electric. Intr-adevdr, prin definitia
momentului dipolului avem urmdtoarea
valoare pentru densitatea acestuia:

p(x)=ed (x—)—ed(x)=—pd (x), (3,12):

unde p este momentul dipolului i este egal cu produsul dintre:
sarcina pozitivd e §i distanta dintre sarcini /.

4 “llaj

—

Fig. 3
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In locul expresiilor examinate pentru functiile auxiliare ¥ (x, «)
si 8 (x,a), s-ar fi putut alege ca punct de plecare o infinitate de
alte functii care satisfac relatiilor la limita (3,1, (3,4) si (3,10).

In felul acesta, aspectul concret al functiei auxiliare este
neéesential si subinfelegind de fiecare datd necesitatea efectudrii
trecerii concrete la limitd, putem folosi direct expresiile definitive

pentru 7 (x), &(x) si % pentru « egal cu zero,

Prin urmare, in locul functiilor ajutdtoare (3,2), (3,3) si 3,8)
vom Scrie

oo
1 ¢ sin kx
100 = (5 ak (3,13)
0
1 P 1
ikx
5(x)=?.Scoskxdk=§Se dx (3,14)
0
Sl
O
a'(x)=—%Sk-smkxdx=%tse“‘*dx. (3,15)
0
Ca un exemplu de functie 7(x, «) sd alegem expresia :
ir f,x,@)= ———  (3,16)
e * +1

care la limita a—0 di pentru f(x' x, @)
doud valori:

lim  (x',x, @) = {

+1; x'<x,

3,17
0; x'>x, ( )

sau
! l !
fx',x,0)=+ = —1(x'—x).

De aceea derivata functiei f(x' x, )
in raport cu x’ va avea un caracter
Jdeltaform* (fig. 4) 8f(x"x,e) _
=—3(x', x, ). ax’ -

0 functie de acest gen caracterizeaza distributia particulelor in
st.atlgtlcq lui Ferml—Dirac. Cazul limitd «—0 corespunde legii de
distributie a particulelor 1a zero absolut (degenerescentd totald).

Fig. 4
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Forma limitd cunoscutd a integralei lui Poisson

+x
‘ _qim (173 R ACEY
,/ f @ _,ll)nl] 2r S 1=2rcos (¢ —¢) +r2 (3,18)

—x

se poate exprima de asemenea prin funcfia 8. In acest caz functia
auxiliard &(¢,r) va avea forma:

1 1—r2

3(r) = 2- 1—2rcose +r2 (3,19)
Este usor de ardtat ca:
lim3 (g, r) = { 0 ##0, (3,20)
r1 o; =0
si
-+x
lim { 5 (p,r) de=1.
S
In felul acesta putem pune:
i (112 1 . .
B(CP,—(P)_"I'I_I;? 21'(. . ]—erOS(cp’—cp) +r2 (3,21)

§ 4. Functia 3 si dezvoltarea in serie
si integralda Fourier

Fie o functie f(x) care se poate dezvolta dupd un sistem com-
plet de functii ¢ (x), ortogonale si normate intr-un interval dat

a, b, (a<b).
In cazul unui spectru discret avem:

o0
Flx) = Y a,() C(40)
n=n,

S3 inmultim ambii membri ai egalitatii cu ¢, (x) si sd integram
peste tot domeniul de variatie a lui x. Atunci, {inind seama de
condifiile de ortonormare :

b
Ve ()9, (0 dx=3,,,, 4.2)
a

;\ﬁ— Teoria clasicd a ctmpului
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unde 3 ,, este simbolul lui Kroenecker-Weierstrass:
I 1. n'=n
'= b ’ 4’3
™| 0; n'#n, (43)
vom gdsi urmdtoarea valoare pentru coeficientii dezvoltarii!)
b
= §re0 9 (x) . (4,4)
a
De aici, inlocuind (4,4) in (4,1) obtinem:
oo b
fx) =Y § 109, (x7) 9, (x) dx. (4,5)

Mentiondm cd in egalitatea (4,5) ordinea operatiilor de inte-
grare $i sumare este esentiald. Intii trebuie sd efectudm integrarea
in raport cu x’, si apoi sd ludm suma numdrului infinit de termeni,

Totusi, dacd vrem sd expunem rezultatul obtinut cu ajutorul for-
malismului functiei 3, trebuie sa introducem intii o functie ajutdtoare,
egald cu suma unui numdr finit de termeni:

(X' —x) Z @ (x")p, (x (4,6)

n=ng

si sd scriem (4,5) sub forma de limita:

f ) =lim Z Sf(x') %1 () @, (%) dx'. (47)

n=nga

Schimbind acum ordinea de integrare si sumare, vom obfine:
b

f(x) = lim S f(x) 8, (x' —x) dx". (4,8)

1) In calculul coeficientilor Fourier a, vom schimba ordinea de integrare

si sumare a numdrului infinit de termeni. Posibilitatea acestei operatii, daci
este nevoie, poate fi privit drept  condifie de dezvoltare a functiei f(x) in
serie Fourier.
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Expresia (4,8) o vom scrie sub forma:
b

F0 = § s —x) ax, (4,9)
unde : ’
o(x'—x) =13im 8y (x'—x). (4,10)

Caracterul impropriu al integralei (4,9) constd in aceea ca
trecerea la limitd (4,10) trebuie efectuatd dupd calculul integralei.
In felul acesta, dupd cum reiese din (4,9) functia & reprezintd
nucleul unui operator @, care transforma pentru orice functie, argu-

mentul Iui x’ in x:
f(x)=Q f(x"). 4,11),

Noua definitie a functiei & (4,10), ca limitd a expresiei (4,6)
este mai generald decit cea datd in paragraful precedent, deoarece
ea se aplica si functiilor f(x) care au discontinuitati de spefa intiia,
si de asemenea este valabilda in cazul cind pentru valorile extreme
x'=a sau x"=b, funcfia f(x) admite in punctele extreme o des-
compunere in functii ortonormate ¢_(x).

Sd examindm acum o serie de exemple concrete de reprezen-
tare a functiei & prin diverse sisteme de functii ortonormate, intil-
nite cel mai des in fizica matematica.

a) Drept prim exemplu sd ludam sistemul functiilor trigonome-
trice scrise sub forma exponentiala :

, X
1 lTnX
= —28 9
V2

definite in intervalul de periodicitate —IZ x££I, si unde n=0,
+1, +2,...

Atunci, conform {4,6):

P, () (4,12)

N . x
, 1 —i 7 (x'—x)n
5, (x'—x) = E o € , (4,13)
n=—N
de unde:

oo . X -

1 —i (x'=—x) n
8(x'—x) =5 2 e , (4,14)
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Luind in considerare discontinuitatile posibile ale functlel f(x)
avem conform cunoscutei teoreme a lui Fourier

{

S J(x'y 8 (x'—x) dx'=

=1
Flx+0)+f(x—0); —I<x<{,
f(=D+f(+D); x=—I x=LI

Pentru a face trecerea la spectrul continuu, adici la reprezen-
tarea lui f(x) printr-o integrald Fourier, trebuie s punem in primul
rind :

(4,15)

Mok, T An=T =ik, K=ZN.

(4,16)

Apoi, trecind la limiti: =, N>oo, K flmd o mdirime finit,
obtinem :

(x) =K]'_i)n°105 (x, K), , ’ (4,17)
unde funcfia auxiliara:
K
5(x,K) = ZLE S e—ikx dfe = :t smex (418)
—K

Egalitatea (4,15) se transformd, in acest caz, in expresia cunos-
cutei integrale discontinue a Iui Dirichlet:
. 1 n Sin K (x'—
} 5(x k) lim —Sf(x ) kA Lid.? x,(_xx x) dx'=

Kax T

= 5 {fx+0) +f(x—0)].
(4,19)

Graficul functiei auxiliare
(4,18), reprezentat in fig. 5,
| of , 2z ilustreazi incd o dati, intuitiv,
‘\/ \J caracterul impropriu al functiei
o. Intr-adevdr, prin trecerea lui
K la infinit, maximul principal
din punctul x=0 creste neli-
Fig. 5 mitat; maximele laterale care
scad, devin neglijabile la limita.

Conform celor de mai sus vom scrie:

1 ,
3(x) = 5 { dk et (4,20)

QU=
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unde se subintelege cd din punctul de vedere al integralei Iui Riemann,
trecerea la limitd (K— o) trebuie efectuatd dupd calculul integralei,
al carei integrant are ca factor pe 8 (x'—x).

Condi{ia de ortonormare pentru un spectru continuu, adica
pentru functii

1 .
¢ (k,x) = V_Z—_ etikx (4,21)

T

va avea forma:
S o* (k', x) 9 (k, x) dx = Se—l ®-ixdx=5(k'—k).  (4,22)

In felul acesta functia 8, este in particular, o generalizare a
simbolului lui Kroenecker- Weierstrass (4, 3) pentru un spectru con-
tinuu.

Formula (4,6) care leagd &(x—x') de un sistem de funcfii orto-
normate se poate pdstra §i in cazul unui spectru continuu.

Pentru aceasta, in locul functiilor (4,21) trebuie si introducem:

~ ! _ dk 'kx ~ ! v k —lkt’
cp(kvx)—v?' e ’ CP )— Tte ’

dupd care conditia de ortonormare capdti forma:

~ ~ dk
Vo (%) 7, x) ax = 5, § eixte— ax =k s (k— k.
In acest caz

3 (x— x’)—Ecp (k,x") (k X) = S eik (x—x), (4,23)

Dacd renuntim Ia metoda functiei &, atunci pentru normarea
functiilor proprii intr-un spectru continuu sintem nevoiti s folosim
metoda mult mai complicatd a lui Weyl. Aceastdi metodd are ca
baza asa-numita ,diferenfiald proprie“ a lui ¢ (k, x) definitd in
modul urmadtor:

Ak
k=

Aftkx) = § ok x)dk,

Ak
k=5
unde integrala functiei examinate ¢ (k,x) este extinsi asupra unui

.nterval mic Ak de valori proprii.



22 " Teoria generala a functiei &

Conditia de normare a lui Weyl se scriel):

. 1 2
lim — - dx=1. 24
lim 2 (1871 de=1 (4,24)

De exemplu, pentru cazul (4,21) avem:

. Akx
sin ——

Af* (k, x)=-\/—72:— e_ikx . x2 '
Akx

—_— , s
Af(k, x)= \/% etk —xz ,

de unde
Akx

S1
1 2 2 2
ak Sl-Afl dx = nAkS x? dx=1,

ceea ce aratd cd metoda de normare mai simpld cu ajutorul func-
tiei & (4,22) este complet echivalentd cu metoda lui Weyl. Metoda
lui Weyl se reduce, evident, ]a o netezire a functiei improprii 2.

Mentiondm cd egalitatea (4,20) inseamnd reprezentarea func-
tiei & printr-o integrald Fourier, in care tofi coeficientii Fourier
devin constanti si egali cu 2—1ﬂ— \

Toate relatiile obtinute pot fi stabilite de asemenea pentru
orice alte sisteme de functii ortonormate.

b) La dezvoltarea dupa functiile lui Bessel / (x), in intervalul
0<r =R in cazul unui spectru discret, functiile ortonormate vor fi?2)

_Vzr Jls ) 8J

] m (x)
an (r) R ,,,,n (s”) ’ jm (x)= ax

, (4,25)

unde m>—1, iar s, sint radicinile ecuatiei :
J.(s)=0.
Prin urmare, functia & va avea in cazul de fati forma:
o r ( r
TS L

R? J2Sq)

(4,26)

n=0

1) B. A. ® ok, Hauana kBaHTOBOii MexaHuku, Ky6yu, 1932, pag. 24-25, 36.
) P. O. Ky3bMmun, Beccenesn dynxunn, OHTH, pag. 104.
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Pentru a trece la un spectru continuu trebuie sd punem: s,— o,

S . . ~ - »
R— o, ?f'—=k=f1mt. Pentru a determina raddcinile s, vom lua

expresia asimptotica pentru functiile / .-

J.= '\/—cos s—————}),

de unde rezultd s — 7"271 —% = (n+ -‘,12) %, unde n este un numdr
intreg, pe noi interesindu-ne doar valorile mari ale lui 7.
Din ultimele relatii gd.im:
2

12 _ e — —_———
j 1:8 T:Rk' Asn—ﬂAn—W—RAk.

De aceea, trecind in (4,26) de la sumare la integrare, obfinem:

o

a(r’_r)=\/mSkjm(kr)jm(kr')dk’ Oér,r’<00. (4’27)
0

Aceastd expresie pentru r>>0 este echivalentd cu egalitatea :

oo 0o

Skdk Sr’ FAr) T (kr) [ er'ydr' = S \/;f (r)8{r'—r)dr'=f (r),
0 0 0

cunoscutd sub denumirea de integrald a lui Fourier-Bessel, care se
aplicd functiilor f, ce satisfac conditiile Dirichlet $i pentru care:
oo

S\/?f(r) dr £ .
0

Observdm cd pentru cazul limitd r=0 (v. § 1), egalitatea (4,27)
isi pastreazd valabilitatea dacd m=0, acica:

5(r') = rS L (kr') dk. (4,28)

0
Intr-adevdr, cu ajutorul egalitatii :

5(r', @) =r' e~k jy (kry e =

0

r'e
(@2 )
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se poate ardta ugor ca:

e @]
lim &(r',0)=0; . r's£0 si lim {&(r,«)dr'=1,

a0 a0 g
sau :
Va(ry 70 dr=710).
0

c) La dezvoltarea.unei functii arbitrare dupd polinoamele
Legendre P (x) in intervalul —1=x<=1, functiile ortonormate
vor fi:

9, = \/ 241 P, ). (4,29)
De aceea, in acest caz, functia & va cdpata forma:
o0
2n+1 ,
8 (x'—x)= 2 —— P, (x") P, (x). (4,30)
n=0

d) In sfirsit, 1a dezvoltarea dupd functiile Hermite, cind func-
tiile proprii au forma:
1 )Vze_%H (x), (4,31)
v 1\:2” nl n ’

unde H (x) sint polinoamele lui Hefmite-Cebisev, functia & poate
fi prezentatd sub forma:
8 (x'—x)=1lim &(x'—x, N),

¥, (%)= (

Na0
unde funcfia auxiliard este :
- N _ xxi?
5 '— )N =E _1 2 H ! .
(& —x,N)= } | o= S H, (x). (432)

n—=0

Ultima sumi poate fi calculati aproximativ !)

B, N)— SEEEED =0 o

1
—_—) (4,33)
VYN+1

) B. A. ®ok, O Heco6cTBeHHbIX (YHKUHMAX B KBAHTOBOH MeXaHHKe,
KP®XO (partea de fizicd), 61,1, 1929, B. A. Kpasuos, O mMaTeMaTHueCKHX

ogcz)gﬂoaaﬂuﬂx HOBOH KBaHTOBoH Mexanuku, JKP®XO (partea de fizicd), 61,,
1929,
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Pentru valori suficient de mari ale lui N, functiile auxiliare

(4,33) si (4,18) vor diferi intre ele cu un termen care se anuleazi
in cazul limiti (N— o).

§ 5. Functia & intr-un spatiu cu n dimensiuni

Teoria functiei 8, dezvoltatd mai sus pentru cazul unei singure
variabile, se generalizeazd fiara dificultate la cazul a n dimensiuni.
Drept bazd pentru definifia functiei & n-dimensionale, vom lua
egalitatile :
by b

4
(ax: (ax,...5 (x1—x,, x—x,,..) =1 (5.1)
pentru a, <x,;<b,, etc., 5,3)
& (x!—x,, x;—X,..:,)=0 pentru x, #x; etc. (5,2)
Analog cazului unidimensional putem scrie pe baza ultimelor
-egalitati :
by b,
Jatx; §atxg...3 (x)—x,, xf—xy..) F (X} Xy o )= F (X X

pentru a,<x;<b; etc. 5,3)
Ca exemplu de functie & bidimensionald putem da integrala

. 1—r2
5(0'—6, o' —p)=lim X
V=5, ¢'—¢)=lim ==
sin ¢’
1—2r [cos ¢’-cos g +sin g’-sin §-cos (¢’ —¢)] +r2
0=¢!, =2,
0=6, 6 < 7.
Este usor de verificat ca expresia din urmd satisface ecua-
tiile (5,1) si (5,2).
Din (5,4) obtinem relatia

(514)'

2x x
m 2 Cag§ sin ¢’ £ (', ) do _
:1_:111 4r OdCPO 1—2r [cos ¢"-cos 9+sin ¢’-sing-cos (¢'—¢) ] +7r2

=/ %), (5,5)

cunoscutd din teoria rezolvdrii ecuatiei tridimensionale a lui Laplace.
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In special generalizarea pentru cazul n-dimensional este usoara
.dacd punem la baza definitiei functiei & integrala multipla Fourier,

Datoritd proprietafilor simple de aditivitate a functiilor expo-
nentiale se poate pune:

8 (xl, xZ, .. -) = ! n S dkl S dk2 ce ei (k|x1+kzX2+...)=5 (xl ) 5 (xz)_ .o (5'6)
(27)

In particular, pentru cazul tridimensional 1)

5(7) =8 (1)3(7) 3(2) = — { e 7 (k) G.7)
(2,‘.:)3 ' ’ b
-unde
> >
(@) =dk, diydks §i krekx+k,y+hz. (5.8)

§ 6. Formulele mai importante care se obtin
cu ajutorul functiei &

Vom da rezumatul formulelor fundamentale care se obtin cu
functia 3, intilnite cel mai des in aplicatii.
Dupd cum este usor de verificat
B(—x)=8(x), (6,1)
adicad functia & este o functie para.
Pentru derivata functiei & avem:
¥ (—x)=—28"(x), (6,2)
adicd derivata functiei & este o .functie impard, accentul insemnind

-derivata in raport cu argumentul de care depinde funcfia. Mai
departe avem o serie de formule importante :

f(x')e (x'—x)=f(x)5(x'—x)_, (6,3)
x3(x)=0, (6,4)

3 (x—xg) 3 (x—x,) ‘

3 (¢ ()= Z Te @) —Z lo' (x| (6,5,

1y In egalitatea (5,7) avem o integrald tripld, extinsd peste tot spatiul

numerelor de und3 k(—oo<k<oo etc.). Pentru simplicitate vom scrie pentru
o integrald multipld numai un singur semn de integrare, subintelegind ci peste
tot numdrul integralelor trebuie s3 fie egal cu numarul diferentialelor,
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Aici x, sint rddédcinile simple ale ecuatiei ¢ (x)=0, care sint cuprinse
in intervalul examinat.

(
5 (ax) = 3| a"i). (6,6)
5 (x?—a? = S(x—zz)l-i-xslfx+a) ) 6,7)

In particular pentru a—0 gésim:

| x| 5 (x?)=5(x), (6,8)
by b, by
S dx, S I (x1,%5) 8 (x,—x,) dxy = an (x,x)dx; b,>a, (6.9
a; ay 0 ’ bn< an.

Aici a, este cea mai mare din valorile a; §i a,, iar b, cea
mai micd din valorile b, si b, (a,<b, ; a,<b,. Pentru functii care
au o discontinuitate finitd in punctul x,:

I f1 (x); x<xp

Jfx)= ] Sox)s x>x4 (6,1"0)
T2 (xp)—1i (xo)=h,
Vi _ fi(x); x<xq
f (X)— hd (x x0)+ fé (X) . x>x0. (6’1 1)
In particular :
% Inx= % —ind (x). (6,12)

Relatiile (6,1), (6,3) si (6,4) pot fi usor verificate cu ajutorul
ecuatiei (1,5). Astfel, de exemplu, expresia (6,1) este echivalentd
cu egalitatea :

b b a
§ £ 08 0)ax={fx)8(—x) dx= §f(—x)5(x)dx,

unde 6>0>a, de aceea —a>0>—b. Valabilitatea relatiei din
urma este asiguratd, deoarece membrul din dreapta si din stinga
sint egali cu f(0), iar funcfia f(x) nu trebuie sd aibd in interva-
lul (a, b) discontinuitdti infinite.
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In acelasi mod, cu ajutorul egalitdtii (3,10) verificdim relatia
(6,2).

Pentru deducerea formulei (6,5) vom imparti intregul interval
.de integrare in intervale separate: x,—e, x.+¢(e,>0), astfel in-
cit, in fiecare din acestea si existe numai o singurd rdddcind [in
cazul riadicinilor multiple, egalitatea (6,5) isi pierde sensul].

Apoi facind schimbarea de variabila

¢ (x)=u,
gdsim pentru fiecare interval :
2
S “g‘s‘*“;’"g
: 3
F= { f@ee@d= ([ da

Xs —Es ) .
_“ses+7"s

Aici am considerat u =9 (x)=0 si u =¢'(x)20 (presupunind
cd nu existd raddcini multiple).

Marimea ¢_ poate fi aleasd totdeauna astfel ca semnele limitei

superioare si inferioare ale ultimei integrale si fie determinate de
termenii liniari in raport cu e

Atunci pentru u;>0:

F - fxg SO
s ug |u;|

Pentru u;<0 trebuie sd schimbam intre ele limitele de inte-
grare, pentru ca limita inferioara sa fie mai mica decit cea su-
perioara.

In acest caz:

—ufeg
) flxg)  fixg)
Fs=— S f(x)#-du::——i: ’—usT—|~o
";'s ‘

Extinzind integrareei peste intregul interval, obtinem egalitatea :

b
f(x5)
ORI dx=Z AT

scrisd simbolic sub forma (6,5).
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Punind in (6,5) ¢ (x)=ax si ¢(x)=x%2—a?, gasim formulele
(6,6) si (6,7) deduse de Dirac.

Punctul singular (x=0) al functiei 8, care intrd in egalitatea
(6,8) este un punct limitd al integralei, deoarece:

+00 0o
{ 1x18(x2)dx=2 { x8(x2) ax.
—00 0

Valoarea exactd a integralei depinde.de structura functiei 8. Con-
siderind & (x2) ca limitd a expresiei:

8 (x?)=8(x2—¢); &—0
si tinind seamd c&, conform (3,3) pentru «>0:

8 (x—e) = lim :
( ) a0 = [a24 (x2—¢)?]
gasim
l 8(x); e>a
lim| x| 3 (x2—e)= 0; e<l—a,
e->0 i
—2— ) (X) ’ e=0.

De aceea egalitatea (6,8) are loc cind ¢>>0. Pentru deducerea
formulei (6,11) vom prezenta functia f(x) sub forma:

f @)= {5 +16—x)) o 0+ (5 —rlc—x0)] 1 ()

Luind in considerare la derivarea ultimei relafii, egalitatile
(2,7) si (6,10), vom putea demonstra usor valabilitatea formulei (6,11).

In sfirgit, relatia (6,12) poate fi privitd drept un caz particu-
lar al egalitatii precedente.

Intr-adevar, avem :

{ln[x|; x>0,
Inx=

In|jx|+im; x<O0,
sau

lnx=ln]x|+in(—;—— (x)),

de unde, derivind in raport cu x, cdpatim relatia (6,12).
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§ 7. Functfia Iui Green

Una din cele mai importante aplicatii ale teoriei functiei & este
construirea functiei Ilui Green a ecuatiilor diferentiale liniare cu
-coeficienti constanti!).

Fie datd ecuatia neomogena :

ch(X,,xg,...,)=—p(x,.x2,...,), (7,1)

in care prin argumentele x’,,icz, ... putem, in cazul general, sub-
infelege atit coordonatele spatiale r(x,y,z), cit si coordonata
temporald f.

Aici operatorul liniar L are forma
— 0 0 d?
L=00+ala—x, +a2§—2+...+a”a—x%+..., (7,2)
jar p este densitatea sursei.

Solutia ecuatiei (7,1) se poate scrie simbolic sub forma:

o=—L""p. (7,3)

Reprezentind membrul drept al ecuatiei (7,1) cu ajutorul func-
tiei & sub forma:

P (xl,xz...)=89(x'l, Xoerr) B (X=X, Xy7—X,, ...) dX] dX,.. (7,4)
si tinind seamd cd operatorul L opereazd numai asupra coordona-
telor fard accent x,, x,, ..., avem in locul ecuatiei (7,3):

® (X)) Xy ...)=—S e (x], x;,...)L_IB (xX{—x ), Xy—X,,.. ) dx] dX;... (1,5)

1’

Prin aceasta, solutia ecuatiei (7,1) va capata forma:

@ ()= {5 (x') Gx', x) (dx). (7,6)

Vectorul in spatiu n - dimensional are componentele x,, Xs, ...,
(dx')=dx; dx}... iar G este prin definitie functia Iui Green a ecu-
afiei date.

1) In general, putem folosi zceasti metod3, chiar daci coeficientii care
formgazé operatorul L sint variabili ; este esential cd putem sia reprezentim
functia § printr-o suprapunere de functii ortonormate, pentru care valorile
proprii A ale operatorului L se pot determina usor (v. §§ 17, 18) Lu,=—)%u,,
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Prin urmare, functia lui Green poate fi legatd de functia & cu
ajutorul urmdtoarei egalitd{i simbolice!),

G(x', x)=—L7"5(x"—Xx). (7,7
Inmulfind cu operatorul L, obtinem .
LG=—3(x"—x). : (7,8)

In mod riguros, impdrtirea cu un operator este o operatie ne-
univocd §i de aceea la membrul al doilea al egalitatii (7,7) putem
adduga acea parte nesingulard a funcfiei lui Green G, care este
solutia ecuatiei omogene LG,=0. Functia G, se alege prin condi-
tiile auxiliare (la limitd, initiale etc.).

Integrind (7,7) gdsim cd nucleul operatorului integral, care co-
respunde inversei operatorului, este functia Green

L7 ——( G, x) . (dx). (7,9)

Reprezentird functia & sub forma unei integrale Fourier,
S(x'—x)= ikqg(Xq ~Xo 7,10
(x'—x)= {e ) dk, dk. (7,10)

(kaxu=k1xl + kzXz + ...)

si observind cd actiunea operatorului L asupra unei funcfii ex-
ponentiale este.

ik, x

Lot tava e Ma¥a . (T,11)
ag+ika, +ik,a,+ . .. +(ik1)2‘111 +e..
gasim pentru functia lui Green expresia : ’
G == Gl + Go,
unde
1 ik, x
1= n S .e — dkl%z. 2 ° (7112)
(211) Go+tklal+lk2(12+ .o.+(lkl) a“'l‘...

1) I. UBanenko u A. Cokoaos. OGo6LEHHOE BOJHOBOE ypaBHEHHE
1 KJlacCHYeckas mMesoaHHamuika, JAH, 36, 37, 1940; vezi de asemenea, A. C o~

KoJsoB, [enbTa-yHKUMS U e NpPUMeHeHHe K PeLIEHHIO HeKOTOPHIX MaTeMa-—
THYeCKHX 3anay reodusukn, Ceepanosck, .1946.
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Aceastd reprezentare pentru (G, corespunde cunoscutei teoreme a
lui Mercer!), conform cdreia, de exemplu in cazul unui spectru

discret .
G = E SR

n

unde )\ sint valorile proprii ale operatorului L.

Din egalitdtile (7,7) si (7,8) rezultd urmdatoarele proprietati ale
functiei G,

a) Partea singulard G,, la fel ca si functia 8, este simetricd
in raport cu argumentele x' si x.

b) G, este solufia ecuatiei omogene in toate punctele afard
de punctul x =x, etc. In acest punct singularitafile Iui x se de-

termind prin functia 6.

Sensul fizic al ecuatiei (7,1) constd in aceea cd sursa p naste
cimpul dat. Functia lui Green ne da pentru punctul x si la mo-
mentul 7, acea parte a cimpului care este creatd de o sursd de
intensitate egald cu unitatea si care se afld la momentul #' in
punctul x’. Cimpul total ¢ se obtine ca rezultat al integrdrii peste
intreaga distribufie a sursei $i peste intregul interval de timp, in
cursul cdruia acfioneazd aceasta.

O definitie apropiatd a functiei Iui Green se dd in asa-numi-
tul calcul operational, unde in locul dezvoltdrii in integrald Fourier
se foloseste dezvoltarea lui Laplace-Meslin?),

HP.Kypautu O Tuabbe pr, Meroas mMaTemaTHYeCKOHl (H3HKH
-r. I, pag. 124, [ocrexusagar, 1951.

?) Bazele calculului operational sint expuse, de exemplu, in cartea lui
A. 1. Jlypbe ,Onepaunotnoe ucuucaenue*, [octexuzgar, 1950. Tot acolo
este indicatd literatura de bazd asupra calculului operational.



CAPITOLUL 1l

ECUATIILE STATICE DE TIP ELIPTIC
§ 8. Ecuatia unidimensionala a lui Laplace

In acest capitol vom examina solutiile ecuatiilor diferentiale,
care nu depind de timp. Printre acestea se numaira in primul rind,
ecuatia lui Laplace-Poisson .

- VZp=—dnrp, 8,1
care, dupa cum se stie, joacd un rol important in cele mai diferite
domenii ale fizicii teoretice §i matematice: electrodinamicd, hidro-
dinamicd, teoria gravitatiei etc.

Sa gadsim functiife lui Green pentru ecuatiile Laplace-Poisson
pentru cazul uni-bi- §i tridimensional.

In cazul unidimensional ecuafia Laplace-Poisson are forma:

Lo =22 _ _ 4mo(x), (8.2)

dx?
Conform regulii generale (v. § 7), functia lui Green a opera-
torului L se determind din ecuatia :
l s —!
LG= —B(x—x")= — o\ dk "=, 8.3)
de unde, conform regulii de impdrtire printr-un operator (7,12), avem :

-1 1 etx—=x)_y
G=—L73(x—x) = 5 Stk = Cx 4G (84)
Aici binomul C,x+C, este solutia ecuatiei omogene:
Le=0. (8.,5)
Afard de aceasta am addugat la partea singulard (pentru a o face
finitd) un termen constant infinit de forma:

j=—%gdk o (8,6)

3 — Teoria clasicd a cimpului
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Integrind prin parti in (8,4), avem:

1 ofkx—x)_ |x—x'|

ES k2 = 2 (817)
de unde gisim, in definitiv, functia lui Green a ecuatiei Laplace-
.Poisson pentru cazul unidimensional:

G=— 5 |x—x'| +Cix+Cy. {8.8)
Coeficientii necunoscuti C, si C, trebuje determinati din con-
difii suplimentare. ]
Cu ajutorul lui (8,8) gidsim solutia cdutatd a ecuatiei (8,2):
p=47 { dx'p (x') G (x—x'). (8,9)

In particular, dacd avem o sarcind electricd e, agezatd in originea
coordonatelor, adica:

p(x')=ed(x'), (8,10)
atunci pentru ¢ obtinem:
p=—2ne|x|+4rexC,+4meC,, (8,11)
La determinarea potentialului, termenul constant 4weC, poate fi
inlaturat, deoarece originea sistemului de referintd nu este esen-
fiala. Afard de aceasta, datoritd simetriei potentialului in raport cu
semnul lui x, coeficientul C, trebuie luat in cazul de fafd, egal
cu zero.
De aceea solutia definitivd are forma:

p=—2me|x]|. (8,12)
Din punctul de vedere al cazului tridimensional aceasta solutie

corespunde potentialului unui plan incdrcat uniform cu electricitate
cu densitate superficiald:

c=e, (8,13)
In cazul cind conditiile la limitd sint:
¢ (0)=¢(1)=0, (8,14)
sau
G(0—x")=G(1—x")=0, (8,15)
gasim:

311 (8,16)

1 1
Co=5|x'|, Ci=5|1-x"|—
De aceea, expresia functiei lui Green va cdpita forma:

G(x, x")= —%_(Ix—x’|—x| I—x'|4x|x"[—]x"]),
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sau pentru 0Lx, x'L1
G(x, x') =— % (| x—x'} —x—x"4+2xx') =
_ | +x' (1—x); x>x',
| +x(1—x"); x<x'.
Inlocuind (8,17) in (8,9), avem pentru O<x<1:
x 1
p=—4n {x' (1 —x)p(x") dx'+4x { x (1 —x") p (x") dx". (8,18)
0 x
Aceastd problemd s-ar fi putut rezolva de asemenea cu o alti
alegere a functiilor proprii care formeazd functia 8.

Este comod si ludm functiile ortonormate :

(8,17)

¢, =V 2sinznx, (8,19)
unde n este un numdr intreg pozitiv.
Atunci:
oo
(x'—x)=2 Z sin nnx'-sin nnx. (8,20)

n=1
De aici, repetind calculele precedente, gdsim:
oC

sin gxnx’ - sin enx + GOv' (8,21)

7"2 ne

G (x', x) =2 E
n=\
Daci introducem si conditiile la limitd (8,15), atunci solufia
nesingulard G, trebuie pusd egald cu zero si:
o0

G(x', x) = E oS 1 (X' —Xx) — cos 11 (X' + X) ’ (8,22)

n?

n=1
adicd, in cazul dat, pentru a forma functiile 8, am reusit sa ale-
gem astfel de functii ortonormate ¢, care sd satisfacd conditiilor
la limita date (8,15) si de aceea am putut inlitura solutia nesingulara.

Folosindu-ne de cunoscuta valoare a sumei:
o0

cos 1 2 1
Y Ly 1), (8,23)
n=1
gasim pentru G, o expresie care coincide cu (8,17).

Acest exemplu aratd deosebit de clar, cd alegerea diferitd a
sistemului de functii ortogonale, utilizat pentru construirea functiei 3,
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duce la aceeasi expresie a functiei lui Green. Cu alte cuvinte, dupa
cum s-a specificat de atitea ori in cap. I, alegerea concretd a
formei functiei & este neesentiala.

§ 9. Ecuatia lui Laplace-Poisson in plan

Conform definifiei generale, vom gasi functia lui Green pentru
ecuatia bidimensionald a lui Laplace-Poisson din ecuafia:

LG==3(x"—x)0(y'—y) =

P T:-l;? S e”‘l x—x") 4 (ks (y—y') dkl d/{?_, (9,1)
unde
L=% . & 9,2)

o gy

~ De aici, efectuind calculele indicate in § 7, avem pentru partea
singulard a functiei lui Green:

dk, dks. (9,3)

G 1 S o1 (x—x') + ikz (y—¥") _eikrl'i’-'z
= 4 2 2

45?2

La fel ca si in cazul precedent, pentru a asigura Ilui G o
valoare finitd, am addugat un termen constant infinit:

1 ¢ otkitiks
GO =— —\ 533
4r2 ) K2+ 1S

Trecind la coordonate polare avem: K=k +k3; dk,dk,=k dk dop;
ky(x—x") 4k, (y—y') =kpcos ¢,

dk, dk,. (9,4)

unde:

o= Vix—x'7 + (y-y' ).

Integrind in raport cu variabila ¢ cu ajutorul egalitatii:
2x

{ efecse go—am J, (ko), (9,5)

0
unde J, este functia lui Bessel, obtinem:

G(o)= o (252 ar
0
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De aici se vede ca:
G(1)=0. 9,6)
Derivind functia G (p) in raport cu ¢ si luind in consideratie ca:

OJotke) _ 6J08) p ynde E—kp, gdsim

oe ac
! jae)
dG) _ 1 do€) _ 1
_Ep T 2mp §d& de 27p
Tinind seami de (9,6), avem:
! 1
G=— g-lnp=—5-In [ e—x'V+(y-y'), (9.7)
adicd potentialul logaritmic satisface ecuatia:
o2 2 S <
§x2+ aa—yz)lﬂ \/X‘+y2='2ﬂ5(x)5(J’)- (9.8)

De aici este usor de vézﬁt, cd in cazul unei sarcini punctiforme e,
— cind membrul al doilea al ecuatiei are forma 4np=4med(x) 8 (y), —
potengfialul ¢ se va determina prin egalitatea:

p=—2eIn\ y2+y2

Din punct de vedere al cazului tridimensional, acest potentia l
corespunde potentialului unei linii drepte, incdrcate uniform cu
electricitate de o densitate liniari x=e.

Functia bidimensionala a lui Green permite sd gasim corelafia
dintre  functia & si operatorul lui Cauchy din teoria functiilor de
variabild complexa.

Pentru aceasta si considerdm integrala clrbilinie
I= $ L&D g, (9,9)

extinsd pe un contor oarecare inchis /, Aici z=x41iy, w=u+iv,

Functiile reale u si v nu trebuie si posede singularitdti pe
contur sau in interiorul acestuia.

Expresia (9,9) se poate considera ca sumd a doud integrale
de contur, din care una este reald, iar cealaltd imaginara.
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Sd aplicdm integralei (9,9) formula cunoscutd de transformare
a integralei de linie in integrald de suprafata:

& (Pdx + Qdy) = S("af "P)d dy, (9,10)

unde integrarea se face pe suprafaga S, limitatd de conturul /,
Punind :
P=, Q=i% (9,11)
gasim:
_i 8 ;8\t (4 ;0
I—zS[w(ax ti ay) + ( +i )w]dxdy (9,12)

z

Deoarece:
1 —I 8 — 5
T =5 5 iy mVE R (9.13)
atunci:
A2
(E *‘_)i _(6_-::7 532)‘""*‘“2 =2m3(x)5(y).  (9,14)

Am utilizat aici formula (9.8).
Substituind ultima expresie in (9,12), obtinem:

y)_a’z 2rISw5 x,5(y)dxdy+zS—(-:—x +la )wdxdy (9,15)

In sfirsit, dacd w satisface ecuatia lui Cauchy-Riemann

d -
(ax +:6—y)w_0, (9,16)
sau
fu __6v  du__ Av
ax @y’ @y a’ (9,17)

atunci obfinem cunascuta formuld a lui Cauchy din teoria funcfii-
lor de variabiid complexa:

&) dz < 2miw 0, 0). (9,18)

In felul acesta este valabili urmitoarea relafie operationala:
1

1 a’z_S .. 3(x)3 () dx dy, (9,19)

unde in locul punctelor putem pune orice functie analitica.
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§ 10. Ecuatia tridimensionala a Iui Laplace-Poisson"

Conform definitiei generale, vom gdsi functia lui Green pentru
ecuatia tridimensionalda Laplace-Poisson din formula:

1
LG=vy?G=—3% (r—r’)= — 83 Sem (r-—r’)(dk)_ (10,1)
unde
2 62 62 >
V=t et 3 (GK) =dk, dk, dks, (10,2)
3>
k7=k1x+k2y+k3z. ®
De aici:
;’(” A
l ik (r—r
G= g § S (dh. (10,3)

In cazul conditiilor la limitd ,naturale, — cind G=0 pentru
r-»o, — trebuie si punem partea nesingulard G,=0.

Integrarea expresiei (10,3) este usor de efcctuat mtroducmd

coordonatele sferlce (k,9, ¢) in spatiul numerelor de unda k

k= \/ ki + K5+ K3

(dk) = k2dk sin 6 db do. (10,4)
Alegind axa k3 in directia vectorului R ;) 7 cbtinem :
o0 2x
G= S dk S sin § eikR cos ® ¢ff Sdcp (10,5)
0 0

Integrind (10,5) in raport cu unghiurile 6 si ¢ si tiniﬁd sea-
ma de egalitatea: ‘
x 2x

Ssineeichose dOS dp=4n S‘""R , (10,6)

] 0 0
obtinem ;

0
1 sinkR 1
G= ?.n?RS e k= (10,7)

0
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Solutia ecuatiei Laplace-Poisson pentru cazul tridimensional :

-+ ~>
v (r)=—4mnp (r) (10,8)
are deci forma
5
> ’ -»
7 (= (£ @), (109)
|r=r'|

Diferitele cazuri de distribufie a sarcinilor, avind particula-
ritdti de un tip oarecare (sarcind punctiformd, sarcind superficiald,
etc.), care fard functia & au necesitat cercetdri suplimentare cu
ajutoru] trecerilog,la limitd complicate, pot sd fie descrise foarte
simplu cu ajutorul formalismului functiei 8.

.9 .
Fie intreaga sarcind asezatd in punctul /. Atunci densitatea
ei va fi:
> > <
p(r)=ed(r—0). (10,10)
Intr-adevar:
> - > >
{e(ndr)=e(3 (r—1) (dr)=e,
- _ > 2
iar p(r) devine nuld peste tot, afard de punctul r=.
9
Daca r, adicad distanta de la originea coordonatelor pini la
punctul de observatie, este mult mai mare decit 7(-1—<<1), atunci
expresia (10,10) poate fi dezvoltatd in serie: .
> > > > >
ed(r—=ed(r)—e(l-y)d(r)+
e > 2 - e s—b s >
+ 5 v) B+ (=D UV +...
Densitatea :

9
po=€3 (r)
este densitatea sarcinii punctiforme; expresia

.9
p=—e Y, 17,50

n=1,2,3
ne da densitatea dipolard; termenul

e -
o= ’Z_Z lnlkV,,Vka(f)
n, k
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este densitatea cvadrupolard. Termenii urmdtori ai dezvoltdrii ne
dau densitdtile multipolilor punctiformi de ordin superior.

Potentialele densitdtii multipolilor ,punctiformi“ de ordin su-
perior (sarcina punctiformd, dipol etc.) pot fi gdsite fie cu aju-
torul formulei (10,9), fie pe cale directd. Reprezentind functia &
tridimensionald prin integrala Fourier [v. (10,1)]:

> 1 ik,
3(ry= ak),
A=—5§ &7

avem pentru potentialul sarcinii:
> ikr
Ared (r e (e e
Po=— i Ve ) =2?S K2 (dk)=_r_ ’ (10’11)
pentru potentialul dipolar:

4reY ! 50
. e v (r e 1
= O (D graa L), (10,12)

> >
unde p = e - [ este momentul dipolar; in sfirgit, pentru potentia-
lul cvadrupolului vom gasi:

1 1
= 3123(3’4"'_125,,":) Vo Var 5> (10,13).

n,nl
unde mdarimile :
Pp =131 I —128nn,)

n nl

sint componentele momentului cvadrupolului, formind un tensor
simetric de ordinul doi. El are 5 componente independente, de-
oarece intre cele 6 componente ale tensorului simetric p,,=p,.,.
existd identitatea :

pt+p,+p,,=0. (10,14)
Mentiondm ci am adiugat la potentialul (10,13) termenul :
12 1 12 1
Cp'= - %— 6’7"1 Vn an T == —eﬁ—' Vz T 4 (10’15)l
n, nl

egal cu zero pentru r20. Datoritd acestui fapt am reusit sa
scriem sub forma cea mai simpld relatia (10,14) dintre compo-
nentele momentului cvadrupolar.
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Pentru o sarcind distribuitd pe o suprafatd datd de ecuatia:
—)
f(r)=0 (10,16)
‘ >
cu o densitate superficiald o (r), in acest caz densitatea de volum
va fi datd de expresia:
> .
p=o (r)8(f)|grad f|. (10,17)

- )

Intr-adevir, p (r) va fi egald cu zero peste tot, afarda de punc-

tele situate pe suprafata determinata de ecuatia (10,16). Sarcina
totala va fi:

S > > -+
e= e @ ={ctr8(F)|grad 7| (an). (10,18)
Pentru a demonstra relatia (10.17), vom pune elementul de

_}
volum (dr) egal cu produsul dS dn. unde dS este un element al
suprafetei f=const, iar dn — elementul de linie pe .normala la
aceastad suprafatd, Atunci:

(o)

Calculind mai departe aceastd integrald cu formula (6,5)
obtinem: '

%|a(j)d8dn=e. (10,19)

e={cas. (10,20)

In ultima expresie, integrarea trebuie efectuatd pe suprafata f=0.
[1 felul acesta, ajungem la legdtura obisnuita dintre madri-
mea sarcinii e si densitatea superficiala o,
In pariicular, dacd suprafsta incdrcatd este planul (x,y),
atunci:

p=o(x,y)%(2). (10,21)
In cazul unei suprafefe cilindrice incdrcate, de razd a:
p=c(2, ¢)5 (r—a). (10,22)

Aici r, z, ¢ sint coordonate cilindrice.
In sfirsit, dacad suprafata incarcata este o sfera de razd a,
aturci:
p=¢c 9,9)8 (r—a), (10,23)

unde 9 si ¢ sint unghiurile sferice.
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§ 11. Problemele cele mai simple ale electrostaticii

Sd aplicdm acum solutiile obtinute ale ecuatiei Laplace-Pois-
son la diferite exemple concrete,

a) Planul incdrcat

S3& examindm solufia ecuatiei Laplace-Poisson pentru cazul
simetriei axiale, cind sarcinile care creazd cimpul sint distribuite
pe planul z=0.

In acest caz, conform (10,21) desitatea de volum a saircini-
{or p va fi legatd de densitatea superficiald ¢ cu ajutorul relatiei:

P=°(r)5(z)i (11:1)
unde r=Vx2+y2 Atunci ecuafia lui Poisson va cdpata forma :
vip=—4ro (r) 8(2), (11,2)
sau
g @]
vip=—dx (o (r' 8(r'—r) 5 (2) dr'. (11,3)

0
Si substituim in (11,3) valoarea lui 3(z) din (4,20):
e
1

3(2)= - S e™*dx, (11,4)

si sd folosim pentru problema cu simetrie axiala, reprezentarea
foa-te indicata in cazul de fata a lui &(r'—r) prin functiile Bessel
{v. relatia (4.27)]:

e o]

5 (' —r) =\ Sk]o(k' ) Jo (kry dk=r" Sk Jy (k") Jo (krydk. (11,5)

In acest caz, din relatia (6,3) avem:
r ,
8(r'—r)= '\/—r— & (r'—r),

“o0

o o]
viom—2ax kak (rio (ryeme ety Jy k) drr. (11,6)
0 0

de unde:
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Aici J, este funcfia Bessel de ordin zero. Impartirea cu opera-
torul v2 da: .
lqu (k") eluz-, (kr)

NS T T (11,7}

ceea ce este usor de verificat prin derivare directd, observind ca:

(32t 23) Jo )= (Z+ 45 | k) ==K folhr)  (11,8)

De aici gdsim pentru potentialul ¢ expresia:
[0 o]

ixz
ro(rydr \kdk Jotkr) Jotkr) {dn oy (11,9)
0

Integrala in raport cu x poate fi calculatd mai comod apli-
cind metoda reziduurilor.

In cazul dat, integrala cu limitele de la — o la + o0, com-
pletati cu integrala de-a lungul unui cerc de raza infinitad (fig. 6),
— care la limita x=/co adaugd un termen suplimentar care se
anuleazd, — este de 2=/ ori reziduul situat in semiplanul supe-
rior in punctul x=ik:

eiuZ el'u 12| lu 12| e—k |z}

Smdx= S—k2+ 2 = 2%l Res 2R =T T ’ (1],10)‘

drumul de integrare!), in planul complex din fig. 6, fiind repre-
zentat printr-o curbd inchisa.
V% Atunci (11,9) se transformi in:

CP=

N
cew 8

= o§fo (kr) e~z f (k) dk,
0

P
? (11,11)
g’ unde

%, k=1 gr’c(r’) Jotkr'ydr',

){:xxuxy

Fig. 6 (11,12)

In cazul particular cind densi-
tatea superficiald este constantd o=const, avem :

fk)= 21:08(/() (11,13)

) B. U CmupuoB, Kypc Buicureii matematuks, T. 111, u. 2, Tocrex-
n3nat, 1949, pag. 226.
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Substituind (11,13) n (11,11) si efectuind integrarea in raport cuk,
avem:

25 lim ot = 276 (lim | 11,14
=27 lim =2no|lim——|2z|], ,

¥ k>0 K G(k—)O k l) ( )
unde termenul infinit constant — poate fi indepartat.

In cazul unei surse punctiforme e, situatd in originea coordo-
natelor avem :

p=e3(x)3()= 22, (11,15)
deoarece in conformitate cu (4,28) avem:

oo
S 6(x)5(y)dxdy=27cs 20 dr=1.

. 0
De aici rezulti:

, fk)=e (11,16)
i .
—e\ Jytkry e~ 1* % ar. (11,17)
0

Calculind integrala (11,17) cu ajutorul formulei Iui Lipschitz!)
obtinem expresia cunoscutd a potentialului unei surse punctuale:

e
P= i) (11,18)
b) Cilindrul incdrcat

Sd& cdutdm potenfialul generat de sarcinile distribuite pe
suprafata unui cilindru circular drept de razi a. Orientind axa z
pe axa geometricd a cilindrului §i presupunind ca densitatea
superficiald ¢ depinde numai de 2, avem:

=o(z) 200 (11,19)
Luind in considerare (v de asemenea exemplul precedent), ca:

o@)=3(2'—2) o (z)d2'=
= A (o oy ereaz, (11,20)

o0

5(r—a)=a \ kJ, (ka) J, (kr) dk
0

1) P. O. KyabMuH, Beccenenol ¢pyukuun, OHTH, 1935, pag. 143.
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avem :
Vip=—drp=
1 (g @]
=— N alo (z) 20z § K)o (ka) Jo (hr) a,
0
de unde
1 in (2—2' ' ’ 1 (ka) (kr)
¢=7dese, €206 () dz S g 2o 2+J’32 dk. (11,21)

0

La integrarea in raport cu variabila k vom presupune cd r>a,
deoarece in virtutea simetriei integralei in raport cu marimile 7 i
a, pentru a obtine cazul opus r<a, este suficient sd schimbam
numai mdrimile r §i a intre ele in rezultatul final. Integrala care
intrd in ultima relatie, o vom transforma in felul urmator:

(o o)

jo ok Jothn) 1 +°°k HEY (kr) Jy (ka) i
[ ML) g 1T D g
0 -0

Ultima relafie poate fi verificatd usor dacd {inem seama de
expresia functiei lui Hanckel de spefa intii:

H§Y (x)= o (x)+iNy (x), (11,22)
Hé" (—x)=H" (x)—2J, (x). (11,23)

Inchizind apoi drumul de integrare de la —o la 4+ pe un
cerc in planul complex, de raza infinitd si {inind seama ca pentru
k=ioo contribufia integralei pe cerc se anuleazd (c. f. si cu fig. 6),
si de asemenea cd numitorul functiei de integratare in semiplanul
superior un singur rezidiuu in punctul ix, ob{inem :

oo
F= S k !ﬂ’%{{g(’”’ die =
0

Ky(|»|r) Iy (|%|a); r>a (@in exteriorul cilindrului
_{ oll2]r) Io (| x| @); r>a ( ) (11,24)

Ko(lx|a) Iy (|=]|r): r<a (in interiorul cilindrului),
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unde functiile cilindrice de argument imaginar sint determinate de
egalitatile :

Io(x)=Jo (ix); Ko(x)= - H" @), (11,25)

Atunci, pentru potentialul cautat  gasim :

o=~ e fe) Fan, (11,26
unde :
Feo=e " o (21 dz,

In cazul particular al densitatii superficiale constante (o=const)
avem

J (%) =2rc8 (%), (11,27)
§i prin urmare:
(Ko (xr); r>a,

=l.
P=1m 29\ K, (xa) ; r<a,
sau:
. 2 Inr; r>a,
=2¢.lim [In =~ —C}|—20! .
¥ x>0 ( % ) {lna: r<a, (11,28}

unde C=0,577... este constanta lui Euler; in afard de aceasta,.

la fel ca si in cazul precedent, termenul infinit constant 2c (ln —i— —C )

poate fi ldsat la o parte.

Cind raza a a cilindrului tinde cédtre zero, obfinem potentialul
unei linii incarcate :
o= 2™ 1) Ky ([ 1) ai, (11,29)
In sfirgit, considerind o sarcind punctiformd drept un caz
limita al unei linii incdrcate, cind:
c(2')=ed(2'), (11,30}
gdsim pentru potentialul ¢ expresia cunoscuta:
o0
e

2 S cos xz+ Ky (xr) dx— ——o « (11,31)

Vrivzt o .

k4
0
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Ultima integrald se calculeazd cel mai simplu cu ajutorul
relatiei!) cunoscutd din teoria func‘iilor cilindrice:
oo

I(,,(a‘\/t2+x2 m
\ U 0) i e 7 =
—_ \N—m-—1
_r (M&) K_ . (xV&FF) (11,32)
a X
{a>0, 6>0, m>—1), in care trebuie sd punem m=—i» n=0,

x=0. 2

§ 12. Problemele la limita ale electrostaticii

Fie date sarcini electrice, distribuite cu o densitate p in doua
medii avind constante dielectrice ¢, §i ¢, intre care existd o supra-
fatd oarecare de separatie. Se cere sd se determine valoarea
potentialelor in ambele medii. In cele ce urmeaza, toate maérimile
care se raporta la primul si al doilea mediu vor fi indicate cores-
punzdtor prin indicii 1 §i 2.

Pe suprafata de separatie trebuie sd aibd loc conditiile la
limita obisnuite :

‘cpl =CP2,
oo _ . Opg 2,1
El —67 ——Ez an ’ (l 9 )

unde n este componenta normald la suprafata de separatie.

Metoda de rezolvare va consta in introducerea artificiald a
unor anumite sarcini fictive ; anume, pentru a gasi potenfialul ¢,
introducem in afard de densitatea de sarcind g,, din primul mediu,
© densitate fictiva a sarcinilor p; in mediul al doilea. Analog,
pentru a determina ¢,, introducem densitatea fictiva p,.

Atunci, obtinem pentru potentiale expresiile :

")+t ()

1 P r P; r =

S——_) S (dr'y,
77|

Pr= o
(12,2)

> >

1 Coep(r)+e3(r) >
P2= —S%(dr).
| r—r|

) P. 0.°K y 3 b M HH, Beccenesnt ¢pynkumun, OHTH, 1935, pag. 151.
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Densitatile fictive p; si p,, deocamdatd nedz:terminate, trebuie
gisite din conditiile Ia limita (12,1).
Sa examindm citeva cazuri concrete :

a) Dacd suprafata de separatie este planul z=0, atunci pentru
cazul unei singure sarcini punctiforme, situate in primul mediu in
punctul (x=y=0, z=2,>0) — (fig. 7), avem:

o1 (N=€5(x) 5 (y) 8 (2—2,), (12,3)
py (r)=0.

Valorile densitdtilor fictive le vom cduta la fel ca si in metoda
clasicd a imaginilor, sub forma:

—*
Pi(N=e,3(x)3(y) 3(z+2),
S (12,4)
Pp (r)=e,8(x) 3(y) 3 (z—2).
In fig. 7, a este reprezentatd asezarea reald a sarcinii si a medii-
lor dielectrice. In fig. 7,6 si 7, ¢, avem o reprezentare a sarcini-

lor si a mediilor dielectrice pentru aflarea potentialului in mediul
superior (z>>0) si cel inferior (z<C0).

4
2 :
}' A K -’ﬂe r'ﬁe?
R bl & ffz
£2 x ’ £f x 82 X
ZU
v,
d) b ¢l
Fig. 7

De aici obtinem:

e e

1= - + ’
Elv X2+y2+(z—20)2 51\/x2+y2+ (Z+ 20)2

(12,5)

—_— ez L]
sz\/ X24 Y24 (2—2p)°

P2

4 — Tearia clasicd a cimpului
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Substituind (12,5) in (12,1) géisim pentru determinarea Ssar-
cinilor fictive necunoscute e, §i e, urmdtoarele ecuatii:

ete,= Lo, (12,6)
€2
8—01—89,
de unde:
po— S1T82 , . 262 (12,7)
1 El+62 ’ 2 E|+82 ’

Substituind (12,7) in (12,5), gdsim expresiile cdutate ale
potentialelor

P,= .i[ ! -+ &1782 1 ]v
Voa (Vatpre—z? e Viegyry(ztz)
Py = 2e 1
2— [ ]
ster Virgyrt (z—z0)?

(12,8)

b) Sd presupunem cd limita de separatie a celor doud medii
este un cilindru circular infinit de razd a. Vom nota cu ¢; con-
stanta dielectricd a pdr{ii interioare a cilindrului

| Z (r<a) si cu & cea a spatiului exterior (r>a).
Sd gdsim potentialele, produse de prezenta unei
CD sarcini punctiforme, situatd pe axa cilindrului

£ €. in originea coordonatelor (fig. 8).

, Conform metodei de mai sus, situdm sarcinile
auxiliare fictive pe suprafata cilindrului.

Atunci, conform formulelor (11,26) si (11,31)

—x
¢ : avem: pentru partea interioard a cilindrului r<<a
w= e Kyl )+
TN +hH YK (2] a)ly (|| n] dx, (12,9)
kr) si pentru partea exterioard a cilindrului:
Fig. 8 vo= =N 00 Kol 211) fy (% | @),

(12,10)
Dupa cum se vede din (11,26), am introdus mirimile auxiliare
S1(%) si fo(x) in locul densititilor superficiale fictive.
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Folosind conditiile la limitd pentru gasirea lui f; si f, obtinem
ecuatiile

LKy (1 @)+ Kol1%] @) fp (2] @)=
=L K (@) (lx] )

K (12| @)—f, Ko (%] @) [y (1 x| )=

=K ({x|a) o (|=]al). (12,12)

Determinind de aici mdrimile f, si f,, gdsim expresille cdutate
ale potentialelor:

(12,11)

(e — l)Ko(va)K| (Vﬂ)[o(xr) d (12 l3)

s S cosxz (K" ()t R e 1) £ Tox@) Ky (0]

0

2 T Ky (

—_ _e o (xr)

e S OS2 A Taky )], () +Tox K, ( xa)] (12,14)
0

In aceste calcule am t{inut seamd de urmitoarele relatii:
d d
“=§;" Kl(x)=‘—‘g;K0(X)- Il(x)=‘£§10(x),

. (12,15)
1 (x) Ko () + K, (x) [p ()=

c) Cu ajutorul functiel 8 se pot descrie de asemenea saltu-
rile potentialului si ale gradientului sdu, cind existd suprafete
incarcate.

Sd presupunem cad in planul z=0 sint sitvate sarcini super-
ficiale cu o densitate o(x,y), precum si un strat electric dublu
de intensitate ¢*(x, y).

Atunci valorile potentialului ¢ pot fi gisite din urmdtoarea
ecuatie ;

Vg = —4np—4nod (2) —4nc*?' (2). (12,16)

Densitatea sarcinii si potentialul partii superioare a semi-
planului le notdm prin p, §i ¢, iar densitatea si potentialul
partii inferioare prin p, §i 9, adicd punem:

Vip = —4np;; V= —4up,. (12,17)
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Cu ajutorul functiei discontinue (2,4) putem scrie:

p=p (’;‘—F’{(Z))‘*‘Pz (%—T(Z)J' (1,2,18)

1 A 1
=2 (5 -+ (Z)) +%, (7 — (Z))-
Substituind ultimele egalitati in (12,16) si tinind seama ca:
’l" (Z) =3 (Z),

1" (2)=¥'(2), (12,19)
f(2)2(2)=1(0)3(2),

gasim;
d: a; N —_ 4
5 (z)(% — §)2=0+o'(z) (%, —%,) o = — 4703 (2) —4ma*¥(2), (12,20)
de unde obtinem automat conditiile la limitd cautate;
de_8er)  _ _yn
5 52) e 1221

(P —P,), o= —4rG™
In sfirgit, avem ecuatiile:
-
div D=4np=4rcd(2),

o (12,22)
rot E=0,

unde o este denistatea superficiald a sarcinilor, iar cimpurile in
partea superioard (cu indicii 1) §i inferioard (cu indicii 2) a semi-
spatiului sint determinate prin relatiile :

.9
div D, =4rp,,

X (12,23)
div D, = 4rp,.
Atunci punind:
+
D=Dy (4 +1@) +D, (4 — @)
- > 1 - 1
E-E(r+1@)+E (4 —1@) 1224

p="p; (% +1 (Z)) +p2 (%—7(2))'
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obfinem:
=
divD=div D, - (5 +7 (z))'*‘

> >

i 1 >
+divD,- (-2——7 (2))+5(Z) [n+(D, —D,)],
> > 1
rot E=rot E| - (? Ly (z)) R

trot Bye [ —1(2))+3 (2 (1 x (B — By

-
unde n este vectorul unitate, indreptat dupd axa z; comparind
(12,24) cu (12,22), cadpatim conditiile la suprafata de separatie:

> > >
(7 (Dy — D,)]=4ro,

-+ -

[ % (E, — Ep]=0.

§ 13. Problemele la limitd ale teoriei carotajului

Un domeniu interesant pentru aplicarea problemelor la limita
al teoriei electricitatii este ,carotajul“ care este una din metodele
electro-prospectiei geologice. Dupa cum se stie, problema funda-
mentald a teoriei carotajului constd in cdutarea potentialului
creat de un curent intr-un mediu conducdtor.

Nu este greu de ardtat bazindu-ne pe o anumitd corespon-
dentd a mdrimilor, cd problemele fundamentale ale carotajului
pot fi reduse la cele din electrostatica.

Intr-adevir, pornind de la ecuatia continuitdfii pentru densi-
_’
tatea de curent j si densitatea de sacind p

. T e
div s —~at—0 (13,1)
si de la legea Iui Ohm:

_'
Jj=—rgradg, (13,2)
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obfinem o ecuatie care leagd potentialul ¢ de densitatea p de
distributie a sarcinilor:

i

V%=7%- (13,3)

9

Cind existd o sursd punctuald fixd, situatd in punctul 7/,
avem:

> -

p=e(t)d(r—r'), (13,4)

Substutuind (13,4) in (13,3) si considerind s§i relatia de de-
finijie a curentului:

1=-§, (13,5)

gasim ecuafia diferentiald fundamentald a teorii carotajului
electric:
l 2> =
Vch= - 76 (r—r’)- (13v6)
Cind existd doud medii cu conductubilitdti diferite A, si 2,,

trebiie sd mai ludm fn considerare §i conditile la limita, care
exprima egalitatea potentialelor $1 a componentelor normale ale
_)

curentilor j_ pe suprafata de separatie:

1 =%
Op _ 3 Ow2
N B, 8 (13,7)

Prin aceasta, problema carot 1jului se poate reduce lao problema
de electrostaticd, dacd admitem urmatoarea corespondenta:

|—A4re, L—e (13,8)

(v, formulele corespunzatoare ale paragrafului precedent).

In modul acesta, rezultatele paragrafului precedent consti-
tuie un rdspuns $i pentru probleme analoge ale carotajului;
cautarea potenpialului creat de curent in doud medii diferite, ciud
avem o suprafatd de sepi-atjie pland siu cilindrica.

Totusi, in cazul electrostaticii, contactul unui dielectric cu un
metal duce la condifia la limitd:

CP=0v (1379)

adicd la problema lui Dirichlet, "deoarece in metal putem pune
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cimpul egal cu zero. In acelasi timp, in teoria carotajului, con-
tactul unui mediu conducdtor cu un dielectric duce la problema
fui Neumann, avind ca limitd condifia

de _
n =0, (13,10)

deoarece curentul nu poate intra in dielectric.

Si examinidm citeva probleme tipice, care se reduc la pro-
blema lui Neumann.

a) Sursd de curent intr-un puf

Sa gisim potentialul unei surse punctuale de curent situatd
in originea coordonatelor, intr-un mediu oarecare conductor si
separald de spatiul exterior dielectric printr-o suprafafd cilindrica
de razd egala cu unitatea (@=1) si cu axa dirijatd pe axa z
conform figurii 8, unde trebuie pus a=1, e=ﬁ, g =\ &=

=N =0). In cazul de fatd sd aplicim metoda expusd mai sus,
deoarece la limita dielectricului cu conductorul i

8o i

o |, 0. (13,11)

Pentru rezolvarea acestei probleme vom pleca dela ecuafia
generala:

I - [ 3(nNs(z
V2¢=—75(r)=——): () (—)-

N o (13,12)

in ultima expresie vom substitui in locul lui &(2), valoarea obis-
nuitd :

3(z)= 2—’7: S eiz(lx. (13,13)

[n construirea lui 8(r) sd folosim egalitatea cunoscutd in
teoria functiilor Bessel [cf. de asemenea cu (4,26)]:

—

2
ydar=3% ., 13,14
.,(2) (sp) S)rjo (fSn) jo (rs") r nn ( )
unde s, sint rddicinile ecuafiei
j] (Sn)=0,~ (13'15)

egale cu.
SO=O, Sl=3'83’ 32=7,02 etC.
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Conform egalitatii (4,26) pentru 0r<{1 putem scrie relatia:

) ") e
(r r Z]O o _/0 (rs )—/0 (r b"),

n=0

care isi pdstreazd valabilitatea si pentru cazul limitd r'—>0:

3 (") E ; 6
1311
_/2( )jo ( )

Substituind aceste expresii pentru functia & in (13,12) si luind
in considerare egalitatea (11,7), gdsim expresia potentialului:

_ 1 Jo(rsy) ei“zd,.__
Y= o Z (j% ™ SV_ZH%] +p- (13,17)

n=0

Calculind valoarea integralei din urmd cu formula (11,10)

cdpatam:!)
cpz_]_ 2 Jo(rsy) snlzl_l . (13,18)
2n I'I»IO (S") So
Ca solutie a ecuatiei omogene se alege @,= — #SO, atunci

potentialul ¢ va ramine finit in toate punctele. Aceastd alegere a
functiilor ortogonale pentru construirea lui @ duce automat Ia
indeplinirea conditiei la limita (13,11):

djo (rS )
T ar

=—s,/, (5,)=0. (13,19)

r=1

Punind in evident{d in suma (13,18) termenul cu n=0 gasim:

[ @)
e L (— 21+ Y 0 e (13,20)
2= n=1 S”](‘] (s

1) Vezi B. A. ®ox, Teopus kaporraxa, 'TTH, 1933.
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In particular, la distante mari de sursa de curent (|z|>1)
ne putem mdrgini numai la primul termen, adica potentialul ¢ va
depinde numai de z:

_ 1z
2z <1

o
T

(13,21).

Valoarea densitatii de curent de-a lungul axei z va rdamine
in acest caz constantd si egald cu:

R A
—~27:a2—2S

(13,22)

: do
[l =% 5

Reamintim cd raza putului a este in cazul nostru egald cu
unitatea. Coeficientul !/, se datoreste ramificarii curentului in
ambele directii.

b) Strat infinit de subtire

Sd gasim potentialul in punctul B de coordonate r—Vx2+ 2=
=0, 2, creat de sursa punctuald de curent /., situatd pe axa.
unui orificiu circular de razd a=1, la dis-
tanta 2z, >0 de originea coordonatelor’) z
(fig. 9).

Notind conductibilitatea mediului cu » _____4g
si considerind stratul infinit de subtire ca

fiind un izolator ideal (A'=0)}, trebuie sa re- 2 ~44
zolvadm ecuatia fundamentalda (13,6) cu con- E }n
ditia ca la suprafata de separafie z= +0, t 0% +
r>1, sa avem: )
taC,C Flg 9

P =0, (13,23)

adica in ipoteza cd curentul nu trece prin strat.

Sd impdrtim intregul spatiu in doud domenii: 2 >0 (vom
nota mdrimile corespunzitoare cu indicele 1) si 2 < 0(vom nota
marimile corespunzdtoare cu indicele 2).

Pentru rezolvarea problemei, vom aplica prin analogie cu
metoda sarcinilor fictive — examinatd mai sus, — metoda intro-
ducerii curentilor fictivi auxiliari, determinat{i apoi de conditiile la
limita,

!) F4rd a micsora generalitatea problemei, putem intotdeauna sa alegem
o astfel de orientare a axei z, incit midrimea 2z, sd aibd o valoare pozitiva.
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Vom determina potentialele cdufate din ecuatiile :

I 3 3
Vi = —— [5 (z—2,) 2’%) +8(2+2) 2%;) -+
1
+ 21;6 (2) Scl (r'y 8 (r—r') dr'] , (13,24)

0

1

Ve=— L Lo (o (s —r)ar.
0

Aici, in membrul al doilea al ecuatiei pentru ¢, este intro-
-dusd, in primul rind sursa imagine fictivd de curent in punctul —2,,
de intensitate egala cu:

15(2-{-20)%, (13,25)

-$i, in al doilea rind, curentii superficiali fictivi
1

zia(z)Sc:l(r’)a(r'—r)dr'=I;%Ca(z)_cl (ry; r<1, (13,26)
K 0 l O; r> 19

‘situati in orificiul stratului cu densitatea superficiala o, (r).

In membrul al doilea al ecuatiei pentru ¢, este suficient sa
ne mdrginim la curentul superficial fictiv in orificiul pufului.

In cazul mostru, conditiile la limitd vor capata forma:

81 _ @
T=T2=0; z=0, r>1 (13,27)
s
o=ty 2 =92; =0, r<1. (13,28)

Sa substituim in (13,24) in locul lui & (r—r') expresia (4,27),
.conform cdreja:

(@ 9]

Ve —r=r § ks (kr) Jy (k) di. (13,20,

0
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Afard de aceasta, sd observdm cd ultima relafie isi pastreaza
valabilitatea pentru cazul limitd [v. egalitatea (4,28)], adica:

oo
20 _ § kjy (kr) d (13,30)
’ 0
{n loc de 5(z) putem pune expresia (13,13). Atunci avem:

(e8]

Vg = — S KJo (kr) dic { et din x

1

y [e—iu2o+ei“30—|- Sf'fo (xr') G, (r)dr’ ] .
0

Folosindu-ne mai departe de regula de impdrtire cu opera-
torul V2, obtinem

[ee]

7= g ) Ko (hr) ak § 25 e
0
(13,31)
X [e—iuzo+ eiuzg + Sr’jo (Xf’) o (r’) dr' ]‘
0

La integrarea in raport cu variabila » vom {ine seama de
egalitatea (11,10):
o0
!
o= g\ Jo(kr) dkx
0
1 .

X [e—"lz—Zol +ek (22 g—kz Sr’j0 (kr'y o, (r') dr']- (13,32)

0
Mai departe, cu ajutorut formulei (11,17) gdsim:

1 1 1
W N S
1T [ \/r2+ (z — 2)? n (2 + 2)?
a0 1 ;
+ § et e ae §or gy gnar |- (13.33)

0 0
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Printr-un procedeu analog obtinem

oo 1
o= %Ll § e*z Jo (kr) dk §r' Jo(kr') ey (¢') dr', (13,34)

Pentru a determina densitatea curentilor superficiali s; si o,,
sd gasim valoarea potentialelor si a componentelor lor normale
pentru z=0.

Tinind seamd de relatiile (13,33) si (13,34) este usor de ari-

tat ca:
o0 1

dv __ 1 ’ Vdr' =
1 N,
={_mc,(/), r<1, (13,35%
0; r>1.
1 .
a—ac%% =Jm52(r), ’<17

#=0 0; r>1.
De aici se vede cd condifiile la limitd (13,27) vor fi satisfa-
cute automat.

Relatiile (13,28) ne vor duce la urméitoarele ecuatii pentru
determinarea valorilor cdutate ale curentilor superficiali o, §i o,z

Gy=—0) =0,
o0 !
§ Jokeryakc §r gy ety o (1) drr = —2 (13,36)
0 0 vtz

Ultima ecuatie se rezolvd exact pentru z,=0 (adicd atunck
cind sursa A se gdseste in origina coordonatelor).

In acest caz:

o(n=22, (13,37)
iar pentru potentialele ¢, si 3, obtinem expresiile:
I !
“== g T (13,38)

valabile si in lipsa stratului dielectric.
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In particular, in punctul B asezat pe axa cilindrului (r=0)
avem (z,=0):

I 1
B=P= S TaT (13,39)

Va fi util in cele ce urmeazd sd ne folosim de teorema de
reciprocitate, conform cdreia valoarea potentialului trebuie si
ramind neschimbatd, dacd vom schimba intre ele punctele A
{sursa de curent) §i B (punctul de observatic).

De aceea, de exemplu, putem afirma cd in orice pozifie a
sursei A pe axa putului, potentialul in origina coordonatelor se va
determina din formula :

I 1
PI=%= 5 T (13,40)

Ecuatia integrald (13.36) se rezolvd aproximativ dar cu mare
precizie pentru |z;|> 1, adicd atunci cind sursa de curent se afla
la o distantd de orificiul pufului, care intrece cu mult raza pufului
{2y > a=1). Punind in acest caz:

1 1 1
o 2;[”0(;5‘)]’ (13,41)

1
— unde simbolul O (z—z) indicd faptul ca ordinul termenilor negli-

jati in comparatie cu unitatea, este cel mult 7 obfinem:

C =

2___ [1+0(i)]- (13,42)

nZgy1—12 z
Ultima egalitate este usor de verificat, dacd tinem seama de rela-
fiile cunoscute din teoria functiilor cilindrice :

1 oo

r' Jolkr') ., sink sin k

Substituind (13,42) in egalititile (13,33) si (13.34), gdsim urmai-
toarele expresii pentru potentialul pe axa putului (r=0);

I

Z,r<l. (1343)

1 1 1
cPl=4—r-r:_7l[|z—zo| +Z+zo —f(lz], z) (13,44)
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si
!
P2= g5 ' (12]: 20), (13,45)
unde:

f(iz], zg)= %?e—klzlsﬂ;—f‘dk [1+0( ! )]:
0

T z%

2 1 1

T 0

Conform teoremei de reciprocitate, ultima expresie poate fi
prezentatd si sub forma:
2

fzl, z)=f(z0 |2])= x| z|

Formula (13,46) o vom folosi pentru z,> 1, adicd atunci cind
sursa A se gdseste la distantd mare de frontiera de separatie, iar
formula (13.47) o vom folosi cind | 2| > 1, adicd atunci cind punc-
tul de observatie B este situat la mare distantd de frontiera de
separatie!),

Daca insd ambele puncte se gdsesc la distantd mare de
frontiera de separatie (|z|> 1, si z, > 1), atunci, tinind seama cd:

1

1
arctg — = —,
20 jzp>1 20

arctgz%[1+0(%”- (13,47}

gasim pentru f, in conformitate cu teorema de reciprocitate, o
expresie simetricd in raport cu |z| §i 2,:

f= 2

n| 2]z )
In sfirsit, cind un punct A sau Bse afld pe strat (de exemplu,
2,=0, iar z > 1), atunci:

f=

de unde gidsim o expresie a potentialului, care coincide cu expre-
sia exactd (13,39).

1) Cazul |z] € 1 §i 25 <€ | nu prezintd interes in teoria carotajului, de-
oarece distanta dintre sursd si punctul de observatie trebuie s fie cu mult
mai mare decit raza pufului, adicl |z—z,] > 1.
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§ 14. Ecuatia genéralizatﬁ a lui Poisson

Cea mai simpld generalizare liniard a ecuatiei lui Poisson
este ecuatia:
Vch—k(Z]cP=_4ﬁP: (14!1)

care are o foarte largd aplicatie in diversele domenii ale fizicii
moderne.

a) Teoria fortelor nucleare si a mezonilor?)
(mezodinamica clasicd).

In teoria forfelor nucleare mdrimea k, este proporfionald cu
masa /m a mezonului, adicd a particulei care transporta fortele
nucleare. Atunci p este densitatea staticd a sarcinilor nucleare
(a nucleonilor, adica protonilor $i neutronilor), care genereaza
cimpil mezonic. Cu toate cd teoria forfelor nucleare mezonice a
intimpinat o serie de dificultdti si nu poate fi socotitd incheiatd,
totusi ecuatia (14,1) exprimd legile fundamentale ale interactiilor
nucleare.

b) Teoria gravitatiei a lui Seeliger

In teoria gravitatiei a lui Newton, unde potentialul satisface
ecuatia lui Poisson (k32— 0) existd dificultatea cunoscutd din

cosmologie : ecuatia lui Poisson nu are o solutie finita pentru o
distribufie uniforma a lui p in intregul spatiu. Pentru a inde pérta aceasta
dificultate, Neumann i Seeliger au propus completarea ecuatiei
lui Poisson cu termenul —k2¢, aducind-o la forma (14,1). Atunci

pentru p=const, potenfialul va avea de asemenea o valoare finitd,
constantd, egald cu:

o= L. (14,2)
0

La construirea teoriei generale a relativitdtii care reprezinta
0 generalizare a teoriei gravitatiei lui Newton,—ne intilnim cu o
dificuitate analoagd. Pentru a o inlatura, Einstein a presupus ini-
tial cd ecuatiile sale gravitationale trebuie completate cu un
termen cosmologic, analog corectiei lui Seeliger. De altfel, cum a

1) Mezodinamica clasici va fi expusd mai pe larg in cap. V.
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ardtat A. A. Friedmann, dificultatea indicatda se poate inldtura
chiar farda termenul cosmologic suplimentar dacd se trece la o
structurd geometricd a universului, depinzind de timp, altfel zis, la
compornentele tensorului metric g, (f). Datoritd acestui fapt, de

multe ori termenul cosmologic nu se examineazd in teorie. Aijci
trebuije subliniat caracterul vadit preliminar al oricdror teorii
cosmologice, care incearcd sd descrie partea cunoscutd a universu-
lui infinit, intr-un interval de timp finit.

c) Teoria electrolitilor tari

Ecuatia de tipul (14,1) std la baza teoriei electrolitilor tari,
unde ¢ este potentialul norului de ioni. Pentru cazul mai simplu
al electrolifilor binari, la care densitdtile ionilor pozitivi si negativi
sint egale (n, =n_=n), iar jonii ingisi au valente egale, avem
Z +=Z_=Z. Pentru determinarea potentialului ¢ vom pleca de
la ecuatia lui Poisson:

) 4z,
vig=— ¢, (14,3)

unde & este constanta dielectricd a solufiei.
Densitatea sarcinii p’ este datd de Debye si Hiickel, dupd
formula lui Boltzmann, sub forma:
9eZ 4. peZ__
o'=p+eZ n,e T —eZ n_e*, (14,4)
unde p este densitatea sarcinilor exterioare.

Dezvoltind in serie ultima expresie si marginindu-ne la termenii
liniari in raport cu e, obtinem o ecuatie de forma (14,1), unde:

8
k2= ;,%’.(ezf. (14,5)

d) Teoria supraconductibilitdatii

In teoria supraconductibilititii a lui London, care are un
caracter fenomenologic macroscopic, potentialele electromagnetice
satisfac de asemenea ecuatia de forma (14,1), constanta k2 fiind:

4rne?
unde n este numdrul electronilor in unitatea de volum, e este
sarcina, iar m—masa electronului.
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. 1 . . . N
Mdirimea A=Tdeterm1na asa numita ,adincime de patrun-
0
dere* a cimpurilor in supraconductor.
p
Substituind in (14,6) valorile sarcinei e $i a masei m a

electronului, ca si valoarea gisitd experimental A ~ 10~ cm,

obfinem pentru concentratia electronilor supraconductori valoarea
22

n=10%,

Si stabilim acum functia lui Green G a ecuatiei generalizate
a lui Poisson, care poate fi gdsitd din ecuatia:

> > -+
V26— G=—8(r—r')= —5(R). (14,7)
Repetind calculele de la § 10 gdsim:
1 ei;R-) >
G= @S i (14,8)

Integrind (14,8) in raport cu unghiurile 8 si ¢ [v. formu-
la (10,6)] obtinem

o0
1 in kR 1 ekR
G=—1 Sk SR dk— L sk —dk,  (14,9)
0
unde
> > >
R=|r—r|.

Efectuind ultima integrald cu ajutorul metodei reziduurilor
[v. de asemenea (11,10)], gdsim pentru partea singulara:

e— kR

Odatd determinatd functia lui Green, putem scrie solutia
ecuatiei (14,1) sub forma:
_ -+ + kR =
e(r\e(r) B (dar’). (14,11)

In particular, in cazul unei surse punctuale de intensitate
egald cu unitatea, situatd in originea coordonatelor:

-
Po=23(r),
gdsim pentru potentialul cdutat:
—Kel
¢=" (14,12)

5 — Teoria clasicd a cimpului
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Dupd cum se vede, comportarea potentialului generalizat se
caracterizeaza prin lungimea eficace:

ro= kl (14,13)

Dacéd r < ry, atunci potentialul ¢ coincide cu aproximatie pini la

»e . r . . e . .
termenii de ordinul -, cu potentialul ecuatiei lui Poisson:
0 .

1= [solz]]

Pe de altd parte, la distante mari de sursd (r < r,), potentia-
lul ¢ va scddea exponential in functie de r.

In felul acesta, interactiunea caracterizatd prin ecuafia (14,1),
duce la asa numitele ,forfe cu raza de actiune micd“, care in
mod practic sint diferite de zero numai la distante care nu intrec
o0 anumitd valoare r,,.



CAPITOLUL IIt
ECUATIl CARE DEPIND DE TIMP

§ 15. Ecuatia migcarii in mecanica clasici

Dupd cum se stie, ecuatia miscdrii rectilinii din mecanica
clasica, are expresia:

do

unde f(f) reprezintd forta exterioard, v—viteza miscarii, iar masa
particulei este presupusd egald cu unitatea.

Solutia acestei ecuatii este in general bine cunoscutd. Insi
aici vrem sa facem analiza acestei solutii cu ajutorul functiei .
Conform § 7 vom céduta o solutie de forma:

v=—\Ga, 7@ ar. (15,2)
Functia lui Green este:

G=— (%)_15(1‘—1")—C— L.

unde Go=—C—% =const, adicd partea nesingulard a functiei

lui Green este solufia ecuatiei omogene (15,1).
Punind in locul lui &(f—#) expresia (4,20) gdsim:

R I W ol VY- 1
G"_z—ng ik —C——-

Considerind valoarea principald pentru integrala din urmg,

avem:
—_..]__t___t’__ _._1_— 1 C; t>tlv
G =t _¢ { G > as3)
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Solutia generald pentru v poate fi pusd sub forma:

v=v +0°,
unde
t 0.}
v={ a+orear, = {cranar.  (154)
o '

In prima solutie (v") integrdm in raport cu toate valorile
timpului #, mai mici decit valoarea f£. Din contrd, in cea de a

doua solutie (v") integrarea se face in raport cu toate valorile
timpului ', mai mari decit £. Cu alte cuvinte, in primul caz luim
in consideratie acfiunea ,retardati“ a fortei asupra punctului ma-
terial, iar in cel de al doilea, actiunea ,avansata“,

Pentru determinarea constantei C vom fixa valoarea vitezei
la un moment oarecare #,, valoare pe care o ludm egald cu
zero (Uy=0).

Fie viteza datd la un moment oarecare, anterior actiunii for-
fei, de exemplu: v=0 pentru f=—oc. In acest caz C=0, adicd
solufia corespunzatoare acfiunii retardate va dispare §i vom avea:

t

o=\ f@)ar. (15,5)

—Q0

Exact la fel, dacd viteza este datd la un moment oarecare
dupd actiunea tuturor fortelor, de exemplu v=0 pentru #= + o,
obtinem C=—1.

In acest caz, solutia corespunzdtoare actiunii retardate
dispare :

v=— { f@ar. (15,6)
t

In felul acesta, dupd cum vom considera viteza egald cu zero
fnainte sau dupd intrarea in acfiune a forfei, ludm in considerare
actiunea retardatd, respectiv avansatd a fortei asupra punctului
material.

Sa gdsim valoarea coordonatei in cazul cind viteza initiald
si coordonata x sint date. ca de obicei, in momentul anterior
aparitiei fortei, adicd x=0, v=0 pentru f{)=—oo.
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Dupd cum se vede din (15,5) in acest caz:
t

x= (%,_lv - S'(t—t’)f(t’) dt'. (15,7)

—a0

Valabilitatea ultimei relafii este usor de verificat pentru ca:
t

d 1 !
& =U= Sf(t)dt
—0
si pentru {=—o0, x=0.

Cu ajutorul functiei 8, putem de asemenea sd gadsim forta
care comunicd instantaneu punctului o viteza finitd v, sau chiar
o deplasare finitd x, de exemplu, la momentul £=0.

In acest scop trebuie sd punem:

F ) =08 ()4 x8' (f). (15,8)
Atunci, conform (15,7), avem:

foot+x4; t>0,
x=10°; " iz,

In felul acesta, forta infinitd instantanee vyd(f) comunicad
punctului material o vitezad finitd,

Doua forte infinite x,8' (f), egale in valoare absolutd si de
sens opus, §i care lucreazd succesiv la un interval de timp infi-
nit mic [v. definitia (3,12) datd pentru derivata functiei 8], comu-
nicd punctului material o deplasare finita.

Solutia celei mai simple probleme de mecanicd, cind afara
de for{a care actioneaza, F(f), sint date si condifiile initiale sub
forma valorilor coordonatei si vitezei (x, si v, pentru ¢=0), o
putem obtine cu ajutorul formulei (15,7

Punind :

(15,9)

fO)=x8 O+ 0B (0 +F O3 +1@). (1510

vom gdsi urmdtoarea expresie pentru coordonata cdutata:
t

e lx0+uot+ §(t—t')F(t’) dt'; t>0, (15,11)
]0; t<0.
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In mod analog, cu ajutorul formalismului functiei & se rezolva
un sir de alte probleme de mecanicd, formulate ca ecuafii dife-
rentiale liniare.

§ 16. Ecuatia conductibilitatii termice
(ecuatie de tip parabolic)

Ecuatiile de tip parabolic nu sint mai pufin importante pen-
tru fizicd decit cele eliptice si hiperbolice. Intr-adevdr, in cate-
goria acestora intrd ecuatia conductibilitatii termice, a difuziei,
ecuatii statice de tipul lui Focker-Planck, ca si ecuatia funda-
mentald a lui Schrédinger din mecanica cuanticd nerelativistd
(continind un coeficient imaginar in termenul cu derivata in raport
cu timpul. Ne vom opri, pentru simplicitate asupra unui exem-
plu tipic: ecuatia conductibilitatii termice.

Ecuatia conductibilitdtii termice, care descrie propagarea cal-
durii intr-o bard, are forma;

Lu(x,t)=——%Q(x,t), (16,1)

unde :
La2la

T extT @ ot

u este temperatura cdutatd a barei, depinzind de coordonata x si
timpul f, Q— sursa exterioard de cdldurd, care caracterizeaza
cantitatea de caldurd transmisad unitdtii de lungime a barei in
unitate de timp; x sl a2 sint coeficienfii conductibilitdtii interiogre
de caldurd, respectiv de temperatura.

Conform (7,6) solufia ecuatiei (16,1) trebuie cdutatd sub
forma:

u(x, )= % S Gx,x'; 4)Q(x',t)dx'dt. (16,2)

Ca de obicei, functia lvi Green G o gésim din conditia :

G=L""3(x—x")5(t—1t')+G,,

v

unde G, este solutia ecuatiei omogene (16,1).
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Considerind bara extinsd nelimitat in ambele directii, putem
inlocui 8 (x—x') i & (f—¢') prin expresia (4,20).
Atunci obtinem:

10 otk (e—xFiky (t—t)
G= Z;Z.S — dkdk+G,. (16,3)
Kegicg

Integrind ultima expresie in raport cu variabila k;, obtinem
[cf. cu calculul integralei (11,10)]:

(a2 T _ieae mtr
G ";_2 Se"‘z" = cos k (x—x") dk+Gy; t>F,
0

Go; t<t,

Partea nesingulard a functiei lui Green G, poate fi prezen-
tatd sub forma:

(16,4)

o o]
G, = 1_2 S gt =t oo (x—x') f (k) dk, (16,5)
0

unde f(k) este supusd numaii conditiei ca ultima integrald sd aiba
sens pentru orice valori t—¢' si x—x'.

In cazul actiunii retardate trebuie sda punem f(k)=0. Atunci

Q0
o — %2 §e"‘zaz”""’cosk(x—-x’)dk; t>1, (16.6)
‘ 0; t<t.
Din contra, in cazul actiunii avansate avem f (k)=—1. Atunci
0; >
[ o]
G'= — & (e cos k (x—x)dk; 1<t (16,7)

0

Integrala din urmd este divergentd. De aceea in problema
-conductlbllltétn termice nu existd functii Green numai cu actiune
avansati ceea ce rezultd din caracterul parabolic al ecuatiei
inifi.le!),

a° 1 4

) Observdm, din contra, ci pentru operatorul L= Y + — —;» mu

existd solutii cu actiune retardati. ox* a4t
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Calculind integrala (16,6) gdsim expresia definitivd pentru
functia lui Green:

_ x—xN?
a 4q2(t—t")
G'=\ o/t P T (16,8)
0; <t
Substituind (16,8) in egalitatea (16,2) gdsim solutia cunos-
cutd, care se gdseste, de obicei, pe o cale mai complicata :
(x—x7)?
f = Tty

a ] e (Y !
U(X,t)=2x—v;—8dx ST:['—Q(X,t)dt. (16,9)

Sa aplicdm solutia gasitd la citeva cazuri tipice, care se for-
muleaza intr-un mod destul de simplu cu ajutorul functiei 3.

a) Sd gdsim distribufia temperaturii in funciie de timpul ¢ si
de pozitia x, cind o sursa instantanee incdlzeste bara la momen-
tul =0, pind la temperatura initiala reprezentatd prin f(x), care
este functie de coordonata x.

In locul temperaturii inifiale putem da sursa exterioard cu
ajutorul formulej :

Q x', )= -;—zf(x’)5(t’). (16,10)
Intr-adevar, integrind in raport cu timpul, obtinem relatia
cunoscutd dintre cantitatea de caldurd §i temperatura:
S Q'tdt = 2 f (x'). (16,11)
Formula (16,10) inlocuieste metoda obisnuitd de a pune con-
difia initiala.
Substituind (16,10) in egalitatea (16,9), gdsim
i _ x=xn?
da-t Y /.
2 ‘/ﬂ_tge f(xdx'; >0, (16,12)
- 0; t<0.

In particular, dacd sursa exterioard comunicid o cantitate
oarecare de cdldurd ¢ la momentul =0 numai punctului x=0,

atunci:
Qx', ') =q3 (x")8(t').

u=
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Solutia obtinutd mai sus pentru distributia temperaturii la { > 0
capatd forma:
_aq x?

2)”/1E e da%. (16,13)

b) Tot ca exemplu sd cdutdm care este distributia de tem-
peraturd intr-o bara, distribufie care apare datoritd migcarii cu o
vitezd oarecare constantd v, a unei surse punctuale, care cedeazd
in unitatea de timp o cantitate de cdldurd ¢. In acest caz:

Q' t"y=qd (x'—vt'). (16,14)

O astfel de problemda apare, de exemplu, in cercetarea arderii
unui strat de cirbune sau in cercetarea incdlzirii unei bare la
sudurd electrica.

Substituind (16, 14) m formula generald (16,9) obtmem dupa
integrare in raport cu x’

q Eu
u= 27\/:ne 2 |, (16,15)-
unde:
Vi 1 vyt
/=2 S e 4y da gy, (16,16)-
0

_2f e oo 1l (o
I= [ 2q S (za ﬂyl?)e (Za Zay) dy +
0
_I_E]_VT’ vy %]
Fe as S(Z%+%)e (Za 2a}’) dy
0
si introducind noi variabile:
v}’ lEl . vy El
et 2y =4 ¥ 37 70y %
gasim :
vlt] %]

1= Ve @) ~1]+e * [1+g(E)), (16.17)
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Aict:
&= \/t U(1+TE“),
&2=\/Za-v(l_ |Et|]’

iar tunctia lui Gauss g (v) se defineste prin cunoscuta relatie:
——g(— e " dz. 16,18
gin=—g(—1)= Vﬁg z (16,18)

Inainte de toate sd determinim temperatura sursei de cdl-
-durd. Substituind valoarea Iui / pentru §=0 in expresia (16,15),
obtinem

qa? 't
- (V54 a5

-adicd odata cu cresterea timpului temperatura sursei creste pro-
gresiv, apropiindu-se la f > 4a2/v?, de valoarea sa limitd

9a

U =
e 0] U

Sd gasim distribufia temperaturii in diferitele puncte ale
‘barei, situate in apropxerea sursei (|£|<C vf), pentru valori mari

ale tlmpulult(t > —)

Formulele (15,15) si (16,17) ne dau in acest caz urmditoarea
-expresie pentru temperaturd:

vt
, — %
‘g%e ;0 E>0 (x> b)), .
u= "2 (16,20)
qas |
= E<CO0 (x<vt).

In modul acesta, temperatura acelor puncte ale barei prin
-care a trecut sursa (£ <0, x < vf), este constantd si egald cu
temperatura sursei. In directia miscdrii sursei (x > vf sau £ > 0)
temperatura scade odatd cu cregterea. distaniei, dupa o lege ex-
ponentiala.

Ca ultim exemplu. vom . indica cazul unei surse in repaus,
-care actioneazd un timp infinit lung, incepind ' cu momentul #=0.
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Acest exemplu este, evident, un caz particular al celui pre-
cedent, cind viteza sursei tinde catre zero.

Punind in ecuatiile (16,15) si (16,17) viteza v = 0, vom gasi
distributia temperaturii de-a lungul barei:

&

ga\t —J:zzt le[ |xl ]
u= — 16,21
% v T 20 vt ( )
Punind x=0, gdsim de aici temperatura sursei:
y= 90VE (16,22)
pa \/ T

care va creste proportional cu rddacina patratd a timpului,

Expresia (16,22) poate fi priviti de asemenea ca valoare
limitd a relatiei (16,19) in care viteza miscdrii v trebuie anulata.

Cu ajutorul ultimelor formule putem gési cantitatea totald de
cdldurd, pe care o degaja sursa in intervalul de timp ¢

Inmultind (16,21) cu aizdx(a—’fJ este cdldura specificé) si inte-

grind pe intreaga lungime a barei, gasim:

07— quige W g 8 § x[l_g(za—;(-/—t_)]dx. (16,23)

Dupd cum se stie:

e dx = Ve
2Va’

ot §

{x 1t — g Eldx = g7,
0

de unde:

Q=qt.

Aceastd expresie este egald cu cantitatea de caldura degajaté de
sursa exterioard in decursul timp lui £ Punind in (16,14) v=0 si
integrind apoi in raport cu timpul (de la 0 la f) si pe lungimea
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barei, care contine sursa, cdpdtdm din nou o valoare analoga
pentru Q.

Metoda dezvoltati de noi in acest paragraf, admite de ase-
menea o generalizare simpld pentru cazul propagdrii cdldurii in
plan sau in spatiu.

§ 17. Ecuatia undelor a lul D’Alembert
(Ecuatie de tip hiperbolic)

Dupa cum se stie, ecuafia lui D’Alembert :

L= —A4mp. a7,y
unde :
- 1 &
L=Y2— = B

are explicatii foarte numeroase in multe domenii ale fizicii mate-
matice si teoretice, deoarece ea descrie propagarea undelor electro-
magnetice, gravitationale, acustice etc. Din punct de vedere al
teoriei relativiste cuantice a cimpului, aceastd ecuafie este apli-

cabild tuturor cimpurilor nelegate de particule care posedd masa
de repaus.

- Urmind regulei generale, vom cduta solutia ecuafiei [ui
D’Alembert sub forma:

> > > > >
o(r, )=4=\G @ r'; t, tYo(7, ) (@r) at, (17,2)
9
unde (dr')=dx' dy’'dz’' este elementul de volum din spafiul tridi-
mensional, iar functia lui Green G poate fi gasita din relafia:

-

Ge —L™"5 (r—r") 8 (t—1"). (17,3)

Sa presupunem cd funcfia cdutatid ¢ satisface unor anumite
conditii la limjtd date.

Sa gasim un sistem de functii ortonormate satisfacind ecuatia:

Lv,=—\%,,
avind

Vo (v, @ (dD=8,, (17,4)
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unde madrimea \? reprezintd valoarea proprie a operatorului L si
este 0 mdrime reald; functiile proprii v> care depind de trei pa-

_)
tametri n(n,, n,, nz), satisfac aceleasi conditii la limitd ca si
functia cautata ¢; in sfirsit, simbolul tridimensional al lui Krénecker-
Weierstrass este :

S ’=5 '5 ' O ) = 1; n‘=n1’ n2=n2’ n3=n3v
nn nqny “npny “nzng R ]
0: 1in toate celelalte cazuri.

Expresia pentru functiile 3, care intrd in egalitatea (17,3), o
vom prezenta sub forma:

o(r—r)= ¥ 0; () 0, ),

b (t—)= L emientrrgy, (17,5)

Aici suma in raport cu n este tripld si se ia pentru toate valorile
intregi ale numerelor ny, n,, na.
Substituind relatiile gasite in (17,3) si tinind seama de egali-
tatea (17.4), gdsim:
G=(, +G,, (17,6)
unde partea singulard a functiei lui Green G, este !):
¢ Oy, (7) v (e ien =11
Gi= 5 S i dx, (17,7

n

sau, integrind in raport cu variabila x, gdsim:

t—t > smcx(t )
G = g]t t’lz v;, (r)v (r) (17,8)

1) Aici §i in cele ce urmeazi vom calcula valoarea principalid a integralei
In cazul in care polii functiei de integrat sint situati pe axa reald. In general
insd, integrala care are polii situati pe axa reald, nu este uniformd. Aceastd
neuniformitate va fi compensati de noi pe calea adiugirii unei pirti nesingu-
lare la valoarea principali. In cazul nostru aceast3 parte nesingulari este solutia Gy,
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Partea nesingulard G, poate fi reprezentatd sub forma:

> > sin ca (1=t coscx (t—t’)
Go=5 Y vz v, (1) AT +BERED
n (17,8a)
care satisface ecuatia omogena:
1 &2
(Vz - g—g—t‘) Go':O.

Dicd problema cere si ne limitdm numai la potentialele
retardate, atunci trebuie pus A=1 §i B=0. In acest caz, cidpatim:

Y v, ()0, (N EEALD, 4 p,
G={ = (17,9)
0; <y,

adicd, pentru a gasi potentialul la un moment dat ¢, trebuie luatd
in considerare influenta surselor numai in momentele anterioare.

Exact la fel, dacd se cere sd rezolvim problema cu poten-
fialele avansate, trebuie pus A=—1 si B=0.

Atunci functia lui Green va avea urmitoarea formi:
l 0; >t
a — > > . . . ,
¢ =l ¢y o (), (BL2ED e <r (IT10)
n

Sa observam cd partea nesingulard a functiei lui Green pen-
tru A=1 si B=0 poate fi exprimatd si sub forma:

ci -> D i (F—t
Go= 72§ Up (M) vn () ™00 25 (2—22) .
n

De aceea pentru functia lui Green vom gasi formula:

L e o TN
0=225vn(r’) v, (r)e " 3 +
n

(17,11)

R 2__,2
tim 25k x)]dx,
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pentru G trebuind si luim semnul superior al termenului al doilea

din sumd, iar pentru G — semnul inferior. Aparitia termenilor
suplimentari de tipul

-2 5 (A2—x2

+ir e & (A2—x2)
duce la asimetria solufiei fatd de potentialele retardate si avan-
sate, altfel zis, dupd cum folosim un semn sau altul al termenului
suplimentar, cdpdtim unde divergente sau convergente!). Prin ur-
mare, radiatia de unde electromagnetice avem numai in cazul cind
acest termen suplimentar va fi diferit de zero (v. de asemenea

§ 27).. .

Sad gasim acum functia lui Green intr-un exemplu particular
important, cind la infinit sursele lipsesc si pentru potential au loc
condifii la limitd ,naturale“ (adicd la infinit ¢ devine nul). In acest

> > :
caz pentru &(r—r') este indicat si ludm reprezentarea (5,7):
> 4
SeikR(dk)'
Valorile proprii ale operatorului v2 vor fi egale cu —&2,

adicd A=k,
De aici gasim:

5(r—r)=3(R)=

1
8x3

c T i?EsinckT >
Gi=157 _T—Se x (dk),
unde
T=t—t', —1 =2+(T),

iar 7(T) este egal cu + —;—, dupd cum 7=0, Pentru un vector

temporal cvadridimensional arbitrar, cu 7,>0

_ Tu%
HT ]

1) Despre principiul radiatiei v. A. CoxousnoB, HeabTa-pyHKuua H eé
[IpHMEHEHHEe K pelleHHID HEKOTODbIX MaTeMaTHUECKHX 3ajay PCO¢H3HKH, CBepn-—
JoBeK, 1946; v. de asemenea A. TuxoHoB u A. Camapckuifi, )XITP.
18, 243, 1948.
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Exact la fel avem pentru partea nesingulard a functiei lui
Green G,:

‘unde

X

>3
1 ik R sinckT , ;7

A=@Se - (dk) =
1

T 22 1 ~»
este prima functie A, functie care joacd un rol important in cuan-
tificarea a doua a cimpului electromagnetic. In formula (17,12)
noi ludm semnul superior sau inferior, dupd cum vrem sd ludam
potentialele retardate sau avansate.

Aici mai apare si functia A, care are forma:
1 2 cosckT , .72
Al = Se'k R ——k—— (dk)=

83

U C kR — texT 5 (122 d 1
=§;3Se exT b (k2—a2) dk) dx (17,14
i care poate fi obfinutd din egalitatea (17,8a) prin substitutia
A=0 si B=1. Functiile A si A, pot fi considerate doud solutii
independente relativist invariante, ale ecuatiei omogene a lui
D’Alembert?).

Integrind aceastd expresie dupd unghiuri, cu ajutorul urmai-
toarei ecuatii [v. si (10,6)]

$ei 7 £ (k) (k) =2 (sinkR- £ () k d. (17,15)
0

1) S& observdm cd functiile A si A, sint invariante fatd de transforma-
rile Lorentz, deoarece ele sint compuse din combinatii invariante: faza

>
kR —cyx T, lungimea cvadridimensionald A2—x2 si volumul cvadridimensional

-)
(dk) dx. .
Aparitia factorului »/|x | in functia A este legati de imparitatea lui A
fatd de timpul 7,

T
Observdm ci functia de semnm poate fi scrisi de asemenea sub
T .
forma —— =27 (7).

7 1(7)
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si tinind seama de relatia (6,7), obfinem

(- 8)s(r+

1 c. 2
A= 4rc R v ITIB(R )
R R
3| T——|4+8(T+ —
c T ) 1 ( c) ( c) c 2 2 2

De aici se vede, cd in conformitate cu proprietdfile funda-
mentale ale simetriei, pentru functia lui Green a ecuatiei lui
D’Alembert, la fel ca pentru orice expresie autoadjunctd, partea
ei singulard G, este o functie pard de coordonate si timp, in timp
ce functia A este o functie pard de coordonate si o func{ie impara
de timp. Caracterul impar al dependenfei lui A de 7 este legat”
de faptul cd partea nesingulard a functiei lui Green G, propor-
fionald cu A, duce la posibilitatea ca cimpul sd fie radiant.

In sfirsit functia:
1

17,1
22 (R?-c%T?) (7.17)

A1=

este o functie pard de coordonate si timp. Este necesar sd mai
remarcdm cd singularitdtile functiilor A si A, sint situate pe conul
de lumina.

Pentru solutiile cu potentiale retardate gasim:
r c _ R
G=3 (|T1+1)A 4_R (T ) (17,18)
In cazul potentialelor avansate ins3, avem:

G"=%(TT.I—1)A s (T &) (17,19)

In felul acesta, functia lui Green a ecuatiei lui d’Alembert poate
fi prezentati sub forma:

. — 272 _T,
G= 1 5(R*—c T)(1+EIT|) (17,20)
in care punem e=1, in cazul potentialelor retardate si e=—1

pentru potentialele avansate; in sfirsit, pentru semisuma potentia-
lelor retardate si avansate, ¢=0.

6 — Teoria clasicd a cimpului
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Limitindu-ne la potentialele retardate, obtinem expresia cunos-
cutd pentru solutia ecuatiei lui D'Alembert:

R
S(t’ t ¢ (', t) (17 2])
S =\ LY.t (dr ’
¢ S R P(r,; tl)(drl)dt, S R ( r)’

unde in ultima integrald t'=z‘—-"ci .

§ 18. Rezolvarea ecuatiel lui D’Alembert in cazul
oscilatiilor monocromatice

. Un interes deosebit pentru multe probleme ale fizicii mate-

matice il prezintd studiul radiafiei unui oscilator armonic puncti-
form. In acest caz, variafia cu timpul a sursei de unde este de-
scrisd de legile:

p(;:, t)=a5(r_)’—r;)e_i‘”", (18,1)

-’
unde o este pulsatia oscilatiilor, iar r, vectorul de pozitie al sursei,
Limitindu-ne la solutiile cu potentialele retardate, vom gasi
pentru functia de undd cdutatd, conform egalitdtilor (17,2) si
(17,9):
t
- > 4 ..
p=4nca Z v, (r) v, (r) % S e~ “"sincx(t—t')ydr.  (18,2)
n

—00

Integrind ultima expresie in raport cu #, obtinem:

g > —iot __1__ i3 Az_ﬁ 13,3
cp=47:azvn (rO)U (r)e 9 w? +”t ( 62) ( )

n 2

In cazul potentialelor avansate trebuie sa Judm semnul minus'’)
in ultima parantezd in fata factorului (proportional cu functia 8),
care determind radiatia.

1} S introducem doud functii:

1 1
3 (X)) =—38(x —
+ (X) > ()+2ﬂ.x P

.
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Sd examinam citeva exemple de propagare a undelor mono-
cromatice, care se rezolvd deosebit de simplu cu ajutorul relatiei
(18,3).

Dupd cum se stie, dipolul punctiform este cea mai simpla
sursd de unde electromagnetice, al cdrui moment electric se poate
da sub forma:

9

P (F—ry) e=lot, (184)

Vectorul lui Hertz se exprimd@ prin momentul dipolului cu
ajutorul ecuatiei :

(v2— & &) Z=—4sP. (18,5)

- >
Cimpurile electromagnetice E si H sint legate de Z prin re-
latiile :

ﬁ
2 . 1 827
E=graddivZ— 5 S5 (18,6)

o o7 18,7
H= — rOtat' (18,7)

Sa studiem propagarea undelor electromagnetice in cel mai
simplu canal conductor de unde, de constantd dielectricd e=1,
format de doud plane perfect conductoare x=0, x=I.

Indreptind dipolul, aflat in punctul A, pe axa x (sursa indrep-
tatd vertical), avem in coordonate cilindrice (x, r=Vy2+22 ¢)
(tig. 10):

P,=P,=0, P,=P=p37 3"’ ) =it 3 (x—xp),  (18,8)

Z,=Z,-0; ZX=Z,

(o)
S —thdk
0
3 (x) = 8+(x) +35_(x).

2
Punind in ecuatii x = 22 — c%_' vedem cd functia 84 (x) duce auto-

1

mat la unde divergente, iar 3_(x) la unde convergente. Expresia (18.3)

poate fi obtinutd de asemenea, din (17,11). V. de exemplu Il. A. M. I npax,
OcHoBbl KBaHTOBOHT Mexauuku, n3n. 2-e, ITTH, 1037, pag. 213.
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iar
oL £ ze e iOai ) (89

Mai departe, conform (18,6) si (18,7) gdsim:

E=2Z, E-0, E=%2_1207

r grex xT xT T gr ]
X
_H = -z
_ ?i Hr - Hx - O' Hq' - corot
Tr=/ / La limitele de separatie dintre

/ Abx=21g canalul conductor de unde si con-
) / _ ductorul perfect, adicd pe planele
"Z x=0 si x=I[, componenta tan-

— / $ poner X
gentiala a vectorului £ trebuie

sd se anuleze (E_=0).

In felul acesta avem doud
conditii la limitd :

Fig. 10

ax —0 (18,10)

pentru x=0 §i pentru x=/.

Pentru construirea functiei & tridimensionale, sd formam din
conditia v2v=—A%, un sistem -de functii ortonormate cilindrice,
Deoarece, in problema noastrd, avem o simetrie axiald, obtinem:

o 1 ____2
ar2+ +ax2— A2y,

Punind mai departe v=uv, (r)v, (x), gdsim:

d 2U2

ez THv,=0,
dz: 1 d
Sok+— 2k, =0, (18,11)

cu conditia ca 2=k24 k2.
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Pentru functiile v,, care satisfac conditia la limitd (18,10)
avem un spectru discret :

oV con

|og= 5+ @,=1, pentru n;eo) (18,12)

iar pentru functia v, avem un spectru continuu (v. § 4):

o=\ 1, (hr).

Conditiile de ortonormare vor avea forma:
l

szn (X)v,,.(x)dx=8_,, (18,13)
0

(a0

$o,, (r) 0, (r) 2m rdr = dit 3 (k— ). (18,14)
0

Ultima egalitate reprezintd conditia de normare pentru un
spectru continuu [v. de asemenea (4,22) si (4,23)] de unde, pentru
functia & tridimensionald cdutatd (la o simetrie azimutald), gasim :

) oo ’
05 (xx)= Y 3, {kdkcos . cos 22y
n=0 0

Sﬁbstituind ultima relatie in (18,3) si {inind seama de aseme-
nea de (18,8), obtinem pentru sursa punctuald :

o0

Z= %Pe_""'z @ COS "'}x cos “';x° F, (18,15)

n=0

F"=Sj0(kr) ,‘ +ina(k2+§n2—§) k dk, (18,16)
0 k2+-ﬁ-’12—§
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Si folosim acum urmditoarele relatii [v: de asemenea (11,21)]:

Jotkr)
+ az

kdie="" = H{"(iar),

Sl 4 ke — Z Ny (ar), (18,17)

k2—q2

oo
0
x
i
0
{ Jothr)s e—a2yka =1, ar),
0
care pot fi verificate usor, dacd tinem seamd ca:
. No (—=x)=Np (x) + 21 [y (x)
si
Jo (kr) LT ey
0
Sk2+a2kdk 5§ e k. (18,18)
0 —00
De aici gisim, pentru vectorul lui Hertz cdutat, formula (v, de
exemplu, Krasnuskin) !):

. } Ttz
7= 12;:p e_m,E :a cos =X nnx nnxo H(I)( v“ _ nip? '

n=0

* care se obtine automat, deoarece in formula noastrd fundamen-
tala (18,16) sint luate in considerare numai potentialele retardate
care duc in cazul de fatd la unde divergente.

.

§ 19. Oscilatli nestationare

S4 gdsim mai intii formalele generale, cu ajutorul cdrora putem
cerceta propagarea undelor electromagnetice, a celor elastice sau
de altid naturd, provenind de la o sursa punctiformd (situatd in

_)
punctul ry), care incepe sd oscileze la momentul =0 cu pulsatia .

N II, E. KpacnymKHH MeToa HOpPMANbHLIX BOJAH B NPHMEHEHHH K
npobneme najbHHX panuocBssedi, Mag. MIY, 1947, pag. 17.
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Sursa exterioard poate fi exprimata in acest caz simplu nesta-
fionar, sub forma:

S(r—r)e—iot;  £>01
ad (r—ro) e—ie! ; :
p={ 0 >9) (19,1)

0; t<0.

Conform (18,2) avem expresia urmitoare pentru potentialul ciutat:
t

. > 1 .
® =4m:azl v, (ro)v, (r) = S e—lot' sin cA (t—t')dt', (19,2)

n 0

de unde, integrind in raport cu /', gdsim :

. > oot _ p—icht it __ oicht
<p=2naz v, (ry)v, (1 < - + . - (19,3)
n A= ra A— r

a) Drept prim exemplu, si examindm propagarea undelor
intr-un spatiu unidimensional nelimitat (de exemplu intr-o coarda
infinitd) cu conditii la limitd naturale.

Fie sursa punctuald situatd in originea coordonatelor (x,= 0).
Functiile ortonormate, pentru un spectru continuu au forma:

V= \/ % eikx, (19,4)
iar valorile proprii, pentru parametrul A, vor fi:
A=k

Cu ajutorul (19,3) gisim:

S eik |x| + e—ik Ix| e-—!mt_e—ickf
p=a % * ©
[

dk, (19,5)

) Numai partea reald a densitdtii o are o valoare esentiald, adicd:

> -
f as(r—ro)cos wt; t>0;
| 0; t<0.
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Calculind ultima integrald cu ajutorul teoriei reziduurilor si
lasind la o parte partea imaginard, obfinem :

2rac . x|y, | x
Fsinw(t—15); >4 19.6)
‘P— ) lxl. )

0; t<

In felul acesta, formula (19,3) duce automat la unde divergente,
iar alaturi de viteza de fazd gasim, de asemenea, si viteza fron-
tului undei, vitezd care caracterizeaza propagarea inceputului pro-
cesului ondulator. In cazul postru, ambele viteze sint egale cu
viteza luminii,

b) S3 studiem oscilafiile unei coarde de lungime 2/, fixatd la
ambele capete, cind in centrul ei este fixatd o sursd punctuala.

Asezind sursa in originea coordonatelor (x,=0) putem alege
pentru rezolvarea problemei noastre urmdtorul sistem de functii
ortonormate :

1
v,= V—Tsm%';— x+0 (19,7)
(n=1,2,3,....), care satisfac conditiile la limita:
v, (—D=v,()=0. (19,8)

Luind in considerare ca valorile proprii ale parametrului A
sint :

A= I, (19,€)

gasim, cu ajutorul formulei (19,3):

[e.9)

p= 27tac2'£ 'lsin Mool gin Moo X+ |1
c c Inwg

n=1

(19,10)

( e—icnt __e—inmuf e—imf _er'mno{ )
X

Nwo—w + Ruwp+wo
unde wy= 12:_16 reprezintd pulsatia proprie a coardei.

Din (19,10)'se vede cd potentialul ¢ va satisface conditiile de
fimita cerutd, adica:
¢ () =¢(—) =0.
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Tinind seama in cele ce urmeazd de relatia:

nwol Sirl nmo (x+ 1)

; D = 1= (—1) cos "2, (19,11):

si, indepdrtind partea imaginard, care n-are o importantd esentiala
gasim:

sin

=% + o, (19,12)

oscilatiile fortate ¢, si proprii p, ale coardei fiind determinate de
relatiile :

€os —
2

forma oscilatiilor produse poate fi totdeauna adusa la forma:

(2n—l)u)ox
cos ——
4ﬂac coswz‘E . (19,13}
n=|] 2 —
@~ (mo)
4mac? COS (2n— 1) wof cOS @—Z) lld
pom— 2 z ; . (19,14)
©o 4= (2n-1)2—(3)
0o
Cu ajutorul relatiei )
oo sin « (i -1y
R
—_— b
=1

x
27 Ca COS wi - sm%ﬂ l_l_l_[)
m B
¢l= = ?1) ’ (19,16)
oS — —
w "

deoarece in cazul nostru

wol X| n
0L= c L5 (19,17)

Solutia (19,16) este - inaplicabild m,cazul\rezonan];ei:
£2-1,3,5...9,
wo

adicd atunci cind numitorul egalitdtii (19,16) devine nul. In acest

~

1) V. de exemplu, 1. M. Pk uk, Ta6Gnuubl HHTErpasos, CYMM, psIoB
M npousBeneHu#, Focrexusnar, 1948, pag. 277.

2) Dupid cum se vede din (19,14) si (19,13) pentru 2 22 4, 6...nu
vom avea conditia de rezonanti, wo



“9(0) Ecuatii care depind de timp

caz, dupd cum era de asteptat, obtinem oscilatii for{ate cu o am-
plitudine crescind nelimitat,

In cazul rezonantei trebuie sd se manifeste deosebit de intens
termenii disipativi. Totusi, noi nu vom examina aici mai detaliat
cazul rezonantei,

In ceea ce priveste oscilatiile proprii, in cazul existentei terme-
nilor disipativi, pentru /— oo, oscilatiile trebuie, in general, s dis-
pard §i vom avea numai oscilatii fortate care duc la unde sta-
tionare.

Afard de aceasta, prezintd interes sd examindm vibrafiile
coardei in intervalul de timp cind frontul undei nu a ajuns inca la

margine, adicd sd examindm cazul pentru care f< -
Pentru calculul lui ¢, sd folosim identitatea;

cos (2—’1_71)—% cos(2n—1)wyt = % [cos(Zn—l) wo(t—l— %) +

+- cos (2n—1) mo(t—’—x—l” (19,18)
Deoarece in cazul nostru f< —l-avem:

02w, |t %i 7, (19,19)

putem efectua sumarea dupd n cu ajutorul relafiei (19, 15) Atunci:

2)0 wo

wo (19 20)

De aici este usor de obfinut pentru functia de undd cdutatd
expresia:

Fo= ;ﬂac——m [ sin [“3 ——u)(l‘—l- l—:—l)] + sin[z— —ml

2nac sinw(t_‘ﬁ); t =X,
() c

c
5,

¢= (19,21)

0; <

gasitd de noi pentru o coardd infinitd. Faptul cd ambele rezultate
coincid, este ugor de explicat din punct de ved:re fizic, deoarece
piad ce unda nu ajunge la limitd, valoarea lui ¢ nu poate depinde
de conditiile la limita.
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§ 20. Integrarea ecuatiel undelor a lui Klein

Dupd cum se va ardta mai jos (v. cap. V) in mecanica cuan-
ticd relativistd modernd si mai ales in teoria mezonilor si a for-
telor nucleare, joacd un rol deosebit de important cea mai simpla
ecuatie cuanticd relativistd a undelor De Broglie care sint aso-
ciatle cu o masd de repausl);

Lo=(yv2—L1 & Plo—— 0
=V C2 atz - 47tp. (2 ,1)

In ecuatia (20,1) mdrimea ki poate fi priviti ca o constanti in
cadrul teoriei clasice a (:1mpulu1, indiferent de interpretarea ei
cuanticd, ca termen cu masd de repaus, Aceastd ecuatie descrie

impul particulel 3 d ko
cimpul particulelor cu o masd de repaus —--

densitate p. Pentru precizare si avind in vedere justificarea de
mai sus (v. § 44), vom vorbi despre aceste particule ca despre
mezoni scalari.

, creat de o sursa de

1) In mecanica cuanticd s-a stabilit intli de 0. Klein (1926) ecuatia un-
delor pentru o particuld liberd cu masa de repaus m:

(E2—c?p2—m2c%) =0,

.9
unde operatorii energiei E si a impulsului p sint definiti de egalitatile:
h ¢ =~ h

2 ot - P T omi

h fiind constanta lui Planck si ¢ viteza luminii.

hk
Inlocuind masa m prin 2—0c’ obtinem partea stinga a ecuatiei (20,1) dupd
it
h2c?
ce simplificim ecuatia undelor cu — - Klein a ajuns la ecuafia sa, tratindu-o
n
ca pe o ecuatie a undelor intr-un sp~tiu ajutitor pentadimensional. In adevdr, ulti~

mul termen din ecuatia (20,1) este echivalent cu derivata a doua in raport cu co-
2

ordonata a cincea, cu conditia de ciclicitate: 9 3 =—k§. dacd =0 (x, y, z, t) etkovs.
075

Curind dupd acerstd lucrare, ecuatia (20,1) a fost stabilitd de multi autori pe

cale obisnuitd, aplicind relatia relativistd dintre energie si impuls, considerati

drept operator, asupra functiei de undi o.

Mai deperte, intr-o discutie a unuia dintre noi (Ivanenko cu V. A.
Ambartumizn) s-a eritat poritilitztea de a scre, prin analogie cu cazul cim-
pului electromagnetic, in prrtea dreaptd a egelitatii (20,1) un termen caracte-
riziad o sursd pentru undele ¢
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Dacd in punctele de la infinit nu sint surse, atunci putem
cduta solutia ecuatiei (20,1) sub forma:

> -+ > -+ >
p(r, ) =4nSG(r, r', t, e(’, t') (dr') dt'. (20,2)

In deplind analogie cu solutia ecuatiei lui D’Alembert, functia
lui Green G se va constitui din doud pdrti: partea singulard G,
care conform definitiei generale e datd de:

- - - ,
(J,—-—L 5(!‘—7‘)5(1‘ I)=

lkR—GCT
lﬁcn S k2_12+k2 (dk)d
. .
= Ty (ﬂ%ﬂ‘ ) iy, (20,3)

+ >
unde R =r—r', T=t-t,
si o parte nesingulard @, care este solutia ecuatiei omogene (20,1)
(G=G, + Gy).
In cazul de fati doud solutii independente ale ecuatiei omo-

gene sint functiile D relativist invariante care sint de fapt functfii
,comutator“.h)

.)
(dk),
e+t (20,4)
1 S St R coscTsz+k“
. Vs
Functia G, dupd cum se vede din (20,3), este legati de D
prin intermediul relatiei:

¢ T
G=+ 17 D. (20,5)

D—

1 &R sincT ]/k2+k§
JE— e _—
8n3 S

D, = ().

1) Functiile A §i A, sint cazuri particulare ale functiilor (20,4) cind masa
particulelor (mezonilor) este nuld, adica

A=lim D si A,_ llm Dl
k>0

Invarianta relativistd a functiilor D si D, se demonstr‘eazé pe aceeasi cale ca
st pentru A si A; (v. § 17).
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Vom obtine o solufie care va corespunde potentialelor retar-
date sau avansate, dacd punem:

Gy=3D (20,6)
pentru potentialele retardate si

G1= — = D. (20,7)
pentru potentialele avansate.

Integrind ecuatia (20,4) in raport cu unghiurile 8, ¢ cu ajutorul
relatiei (17 15) obtinem:

___1 o ____L1 éh
D= 222R §R’ Dl_ 2:2R gR * (20;8)
unde
f= S cos“i sm(cT]/k2+k‘
AR (20,9)
oo ?
fi= Si:kR—cos(ch/kﬁkg)dk.

Mirimile f, si il—% f sint respectiv partea reald si imaginard a
integralei:

+co
kR .-\[ 23 12 |
S=fi+ %f=l S S VR Tl g, (20,10)
2_ Ve +R
Sa facem schimbarea de variabild:
i k=kysheo, (20,11)

In afard de aceasta, putem pune pentru ¢| 7| >R
C|T|=aCth01 R=aSth0’
unde @, este o constantd, iar a=\/T—R%
La fel, avem pentru ¢| T|< R:

c|T|=a,shg, R=a,chg,,
unde :

— VR*-T
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Atunci, integrala (20,10) ia forma:

+ o

1 i

1§ emaogg o TI>R,

S— * (20,12)

+ o> keas sh

1 S ey | T|<R,

2
— Qo

de unde, tinind seama de paritatea functiei de sub integrald in
raport cu variabila ¢, gdsim:

T

ao
f= & § sin (kzehg)dg =
0

I

775 Sk CT—R); ¢| TSR (20,131

f=0; c| T| <R.
Analog, avem, pentru functia a doua, Ji
[e.2]

S cos (ky o, ch ¢) do =
0

!

n 272 p?),
. — 2 NolkgV T —R?); ¢| T|>R, o014

e

cos (k, o, sh o) do=

f

ZiH" (ky VT —RY); ¢| TI<R.

Pentru calculul functiei D si a functiei lui Green, trebuie sa
derivdm in raport cu R expresia (20,13). In acest caz, trebuie sa
finem seama cd derivata unei functii discontinue este egald cu
produsul dintre functia 3, care descrie singularitatea din punctul

1) Valoarea integralelor (20,13) si (20,14) poate fi gisitd in cartea lui
P. O. Ky3bMuHn, Beccesen dynxkunn, OHTH, 1935, pag. 89—90.
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de discontinuitate i amplitudinea discontinuitdfii. Afara de aceasta
pentru ¢?T°—R*>0 obtinem:

ol eV TR _ kR ahlkV ET—F) _
oR Ver—g? 4V er-r)

= o il VET—F)

De aceea:

T>T>——1»  (20,15)

Dupda cum se vede din formula (20,4), functiile D si Dy
pot fi scrise de asemenea astfel:

1 j" !; elkR_'CE T
D

_)
=B 177 ) g R

1 e >
Dy= o5 { R -Ts (12— 4 1) (dlk) .
7T
Cu ajutorul formulelor

S S N W Y ()
kz—x2+k5 - 2 Slal ¢ da,

ia (k2 x24-k2
5 (k2—x2+kj)= %Sem (k—with) o
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putem transforma usor ultimile expresii

o ]
2 T 1 . K

(20,152)

(c2 T —R*)+ é do.

jo.e]
Dy =— 212 S sm
0

De aici finind seama de relatia

e [

aa+ —
Se' ) 4 il ke V ),
0

-obtinem din nou pentru functia D expresia (20,15), iar pentru
functia D, gdsim o relatie care poate fi, de asemenea, obtinutd
din formulele (20,8) si (20,14):

K5 Ny (ko VTR |
4x kO v C? T2_R2

;"2 K, (k, V R2—272) . PTR
n ko\/ RZ_c272

c2T2>R2,

1=

In particular, pentru k5=0 putem obtine usor din formulele
420,15 a) valoarea functiilor A=Ilim D si A, =lim D, pentru ecuatia
kg—yo kg-)o
ui d’Alembert [v. relatiile (17,16) si (17,17)].
Din (20,15) gasim functia lui Green a ecuatiei lui Kiein pentru
solutiile cu potentialele retardate:

G'=L(_ ) =_( )__

2 \Tr T
Cho (1 \/2T2_17). R
sV arage )1 o Ve T_R)’ T>= 20,16)
0; T< -—f—v
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si pentru cazul potenfialelor avansate :

c
Cko 92 2y, N _—&.
v o VEr—rY), 1<%

Expresia finald pentru potentialul ¢ cu solufii retardate, tinind seama
de (20,2) va avea, forma:

CP(ZZ‘)FSl p —— —

o
> — ) S
—k §o(r - LV ETR % & ](drf). (20,18)
0 ’ B+ R

Pentru ky=0, adicd atunci cind masa de repaus a particulelor
corespunzitoare cimpului mezonic (adicd mezonilor) este nuld,
potentialul ¢ trece in solutia ecuafiei lui d’Alembert (adicd a
ecuatiilor pentru potentialele cimpului electromagnetic), din care
se vede cd, de la sursd, incep sd se propage unde cu viteza c.
In cazul nostru, cind undele corespund particulelor ce posedid o
masd de repaus, afard de undele ce se propagi cu viteza c¢ (viteza
frontului undelor), se vor propaga de la sursd si alte unde cu tot

c

felul de viteze ¢'= — » mai mici decit c. Din punct de

+5

vedere fizic, rezultatul obtinut este evident. In adevdr, in teoria
cimpului electromagnetic, semnalele sint transmise de fotoni, care
se propagd cu viteza luminii deoarece masa lor de repaus este
zero. In cazul nostru ins3d, semnalele sint transmise de mezohi a
cdror masd de repaus nu este nuld §i de aceea viteza lor de
propagare este cuprinsd intre limitele O i c.

7 — Teoria clasicd a cimpului
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Formula (20,18) capidtd o formd mai simpld dacd membrul al
doilea al ecuatiei (20,1) variazd dupd o lege armonicd, adica

o (7 t)=po (1) €, (20,19)

avind pulsatia o>ckj!).
In acest caz, vom cduta o solufie a ecuatiei (20,1) de forma

—iwt

.9
p=wpy(r)e .

Luind in considerare identitatea:

> i &%
vom reduce ecuatia (20,1) la ecuafia lui D’Alembert descriird
propagarea semnalelor cu viteza: v= ——C“’— >c:

\/ w?— Czlt"Z

( SRR ) P 20, 21
\Y) 02 'atz ¢= —Aanp. ( ’ )

Solutia ultimei ecuatii, considerind poténtialele retardate are
forma :

:p=§ P (r_", f; T) (dr_S (20,22)

Viteza de fazd v a undelor depinde de pulsatia w, totusi,
pentru undele monocromatice ea este constanta.

Solutia (20,22) poate fi obfinuti si din expresia mai gene-
rala (20,18).

1) Cazul w<cky nu dd loc la un proces ondulatoriu si nu prezintd nici
un interes speciel.
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§ 21. Integrarea ecuatiei undelor intr-un spatiu
n-dimensional )

Intr-un spatiu n-dimensional, ecuafia generalizatd a undelor
de tipul Klein are forma:
n
5? 1 42
pyen
unde p este densitatea, jar ¢ — funcfia de undad cdutata,
Generalizind rationamentele paragrafului precedent vom gdsi

urmdtoarea expresie a functiei Ivi Green, corespunzitoare poten-
tialelor retardate i conditiilor la limita naturale .

n

¢ S isglksRs sincT \/ k2+k§
— e . ——

G,=1\ @ w2y

: (ak),; T>0, (21,2)
0; T<Ov

unde :
k2= Y K2, (dk),=dkdk,...dk, T=t—t', R—x—x!,
s=1
R=|/RI+R+...+R%

Sa gasim, fnainte de toate, funcfia lui Green in cazul cind
avem (n=1) sau doud (n=2) dimensiuni.

e 2]

¢ sincT Vk2+kg
. ] — \ coskR dk; T>0,
G, = 7 S l/k2+k§ > (21,3)
0
0, T<O0,
sau, tinind seama de relatiile (20,9) si (20,13) obtinem:
| 5 aleVeT=R); 7> £,
(21,4)

c

G.—
’]o; T< R .

1) Vezi 1. Unanenxon A. Coxkonos, JAH, 36, 37, 1940.
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La fel gdsim pentru al doilea caz (n=2):

lo¢]
L LSRGy (cTYR2+K2) dk; T<O
sin 0 ’ ’
G,= 2“§Vk2+l% (21,5)
| o; T<0,

daca ludm in considerare ca:

2x

| eitReos o dg = 2r J, (KR). (21,6)

0

Integrala (21,5) este cunoscuta integrald discontinud a lui
Sonin') ‘

g 212 _p2
LeolVTTR) | g
G,= ¢’T"-R (21,7)
0; T< %

Pentru calculul functiei Iui Green, in cazul a trei sau a unui
numir mai mare de dimensiuni?2), este mai comod sd introducem
coordonate sferice, care in spatiul n-dimensional vor fi legate
de cele carteziene cu ajutorul relatiilor:

) Dupid cum se stle integrala discontinui a lui Sonin (v. P. O. Ky 3b-
M 1 H, Beccesesal (ynxuun, pag. 150) are forma

0o o
av 2 2
S ]m (bt)j"_(_\/_.:izl tm+1 dt =
(B2+x2)"
0
| b™ ( Vaz—p? -n—m_l a?—b2):
- l F( x ) jn—m—l (x\/a b2); a >,b >0, (21,7,8)
1 0; 0<a<h,

unde n>m> — 1, iar numidrul x poate avea orice valoare complexd.
Pentru a obtine relatia noastrd (21,7) trebuie pus n=!/,, m=0.

?) Mai precis, formulele obtinute pot fi folosite incepind cu n=2.

-
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k,=kcosesinb sinb,...sinb _
k,=k sin¢ si.n 8, sin 6%, ..sinf _,,

k,=k cos b sinb,...sinb _,, (21,8)
k,=kcos¥,...sinb

2!

n-2'

de unde :

k= YRR+ i

n’
iar coordonatele sferice variazd intre limitele:
O<hk<ow, 0LpL2m, 0LILT, (21,9)
Formind jacobianul, gdsim expresia cunoscutd a elementului
de volum in coordonate sferice:

(dk), =k dk d sin 6, db, sin26,d9, ... sin"~26 _db . (21,10)

Unghiul solid in spatiu n-dimensional va fi:
2x x

0, = OS dep S sin 6, db, §sin262 db, ... Ssmn—z 6,_,d 2n

n n—2— l'l
” r(z)

Pentru deducerea ultimei relatii s-a finut seamd ca')

=~
-~

.(21,11)

o

x s+1
| (7).
S sin® 6.9 — ———= V. (21,12)
0 r(z+]
Indreptind axa nn dupa vectorul R, avem :
R,=R, R =0 (dacd szn). (21,13)
De aceea:
Z kR =k R=kRcosb _.. (21,14)
s=1

1) P. O. Kysbwnuu, Becceaenn ¢pyukunn, OHTIH, 1935, pag. 10.
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lntégrind egalitatea (21,2) in raport cu ungbiurile ¢,8,,..,8,
avem:

© (AR
n=_—c_n‘-'~)n_1 Sk"'l Sm(C V * 0) dk x
(2r) Vi1
=
X \sin"—20 eikRcoso dfh;  T>0,
§ > (21,15)
G,=0; T<0.
Tinind seam3 mai departe de relatia!):
x j”__z (kR)
gsinn—Zeei/{R C050d6=\/;:_r (ngl) ZE (21,16)
Iz

putem pune functia G, sub forma:

R T sin(cT]/k2+kf,)
k kR = dk; T>0,
SO Jo R =g >

0; T<0. (21,17)

n
2

S4 examindm, finainte de toate, cazul electrostatic generali-
zat. Inacest cag, in locul functiei lui Green G, a ecuatiei unde-
lor n-dimensionale este comod sd introdicem funcfia lui
Green a ecuafiei statice n — dimensionale a lui Laplace:

‘31‘; =—~Anp, a cdrei parte singulard este :
X
s—1 3 ‘
v i % 3 dk
G;‘f=8 GdT =—_,,_S k%j, (kR) o - (21,18)
: M (z1) Kk
(2 R) 0

) E.T.Yurrekepul. H Batcon, Kypc coBpeMenHoro amanusa,
1. II, I'TTH, 1934, pag. 178. : '
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Ultima integrald poate fi calculatd cu ajutorul egalitatii!)

o7k (R).  (21,19)

()

(kR)

o
L
0 ( 2 )
In acest caz gasim functia Iui Green:
n

& —1

st__ 1 ky
= me) K(%_l)(koR). (21,20)

In particular, punind n=3 obfinem functfia lui Green a ecua-
fiei lui Poisson generalizatd in cazul termenului cu masa de repaus:

k2+k2

G§’=W- (21,21)

In aceste rationamente este vorba peste tot de partea singu-

fard. La trecerea citre cazul limitd (k,=0) trebuie luatd in con-
sideratie relatia?).

x* K, (x)=2"""T (s). (21,22
x>0
Atunci
n
r (—2— —1)
Gro= ———— (21,23)
47:_2—Rn-—2

In cazul cind n=3 gdsim din nou funcfia lui Green a ecua-
tiei tridimensionale a lui Poisson:

Gso~= (21,24)

21’7\*
1) Egalitatea (21,19) poéte fi obtlnutd din formula (11,32), punind a=0
n=1si m= ——g_—l.

2) Putem folosi formula (21,22) pentru s>0, de aceea functia lui Green
(21,23) priveste cazul a trei, patru etc. dimensiuni. Pentru s=0 avem K (koR)= —

—In R—ln; Indepirtind factorul infinit dar constant In ? k;—>0, obtinem

functia lui Green a ecuatiei bidimensionale a Iui Poisson [v. relatia (9,7)]

1
GZO= - -5:— InR.
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iar cind n=4, functia lui Green a ecuatiei cvadridimensionale a lui
Laplace-Poisson .
1

47:2R2

La calculul functiei lui Green, trebuie sa deosebim, in cazul
general, cazul cind numdrul dimensiunilor spatiale este impar
(n=2v+1; v=1,2,3,...) si par (n=2v; v=1,2,3,...).

In primul caz (n=3,5,7 etc.), din egalitatea (21,17) gasim:

~ st
(J-l() =

(21,25)

c € vt

(J‘2v+1= ﬁSk X
27(2zR) 20
<] ' (k sin (<7 | +°)dk; T>0 (21,26)
—3 Vi+i
GZv+l=0; T<0.

Luind in considerare relatia:
1

[V p—

Y 1 2 v—1] :
j—i(kR)=v_§_ (—_l)v—l %) ( d SlﬂgR, (21,27)
2

v RdR)"™!
gasim :
_ (___l)v-—lc dv—l 1
GQV-H— zvnv-l-l (RdR)v—l TX
o0 . 9 2
.. sin (cT Vk2+k§)
‘\ ksin k —— ' dk;
xé sin kR N k; T>0 (21,28)
GQ‘/+1=O; T<0
In particular pentru v=1
oe]
in(cT [/K2+43
. [ 7_-2—1?-—gksinkRsm(c Ve+R) g o, .
3= - \/k2+k§ (21,295~
0; T<0.

Ultima integralé'a fost calculatd de noi mai inainte si este -
datd de egalitatea (20,16).
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Dupa cum se vede din relatiile din urmd, funcfia sz+| poate
fi exprimatda prin functia Gj:
. . (_l)v—l dv—l .
a,, = G,. 21,30
2v+1 (27:)'1—1 (RdR)v—l 3 ( )

La fel, in cazul unui numdr par de dimensiuni, functia lui
Green G, va fi:

(—1 v—1 dv—l . .
Go., = )

a,, 21.3
- (2z)""1 (RdRy—! 2 (21,31)

iar functia Iui Green, pentru spatiul bidimensional este data de
expresia (21,5).

In sfirgit, sa examindm problema valabilitatii principiului lui
Huygens in propagarea undelor intr-un spatiu cu un numdr oare-.
care de dimensiuni,

Dupd cum se stie, principiul lui Huygens se reduce la urmd-.
toarea propozitie : dacd sursa emite unde in intervalul de timp 4¢,
atunci acest flux de unde trebuie sa actioneze asupra receptorului
in acelasi interval de timp Af, adicd viteza de propagare a unde-
lor nu trebuie sd depindd de frecventa oscilatiilor sursei gi, in
propagarea lor, undele nu trebuie sd fie supuse deformatiei in
sensul latirii i formadrii unei ,cozi*.

Din punctul de vedere al formalismului functiei 3, aceasta
inseamnd cad functia lui Green corespunzdtoare, trebuie si fie
proportionald sau cu 3(T—R/c) sau cu derivata functiei 3, Dupa
cum se vede din formulele noastre, pentru valabilitatea principiului
lui Huygens, afard de cerinta fundamentald a disparitiei masei de
repaus la unde sau la particulele care corespund undelor (k,=0),

este necesar, de asemenea, ca numdrul dimensiunilor sa fie impar.
Conform egalitatilor (20,16) si (21,30) avem in acest caz

R
Te— —
I et D b 8( C). (21,32)

2v}17 2 (27:)‘; (RdR)v—l R

De aici se vede cd potentialul ¢ va depinde numai de starea
sursei luatd in momentul anterior. In acest caz, diferenfa se deter-
mind prin timpul necesar pentru parcurgerea cu viteza ¢ a distan-
tei R dintre sursd si punctul de observatie, si nu apar nici un fel
de ,cozi“, adicd unde, care sd se miste cu o vitezd mai mica
decit ¢ si care sa ducd la latirea formei trenului de unde.
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Nu este dificil de ardtat ca principiul lui Huygens nu va fi
-satisfacut in cazul unui numdr par de dimensiuni, chiar la o masi
de repaus nuld a particulelor corespunzatoare undei.

In adevdr, din (21,7) si (21,31) rezultd:

(_l)v—l dv—l 1 . T > E
(Zrz)v (RdR)v—l V;E—TP_Z ’ - c
3

G, =

v

(21,33)
0; T< BE'

adicd potentialul ¢ va depinde; in acest caz, de starea sursei nu
numai in momentul # =f— ?, ci i de starea ei in toate momentele

-anterjoare ' <if— —f Cu alte cuvinte, afard de frontul undei, care

se propagad cu viteza ¢, va urma dupd aceasta o intreagd ,coadd“
de unde, care se migcd cu viteze diferite, incepind cu zero si terminind
cu ¢. Dupa cum se vede din formula (20,16), o ,coada“ analoga
trebuie sa apard si in cazul unui numar impar de dimensiuni, daca
masa de repaus k, este diferitd de zero (v. si § 20).

Problema analogd a valabilitdtii principiului lui Huygens,
pentru ecuatiile undelor generalizate n-dimensiorale a fost exa-
minatd de cd.re Hadamard si o serie de matematicieni!). Termenul
suplimentar (insa introdus in ecuatie cu semn schimbat+k§cp) era
tratat pur formal in acest caz, datoritdi necuroasterii interpretarii
lui fizice ca termen cu masd de repaus. De aceea, datoritd motive-
lor indicate, nu s-a putut obtine o interpr-tare fizicd definitivd a
problemei valabilitatii principiului lui Huygens, cu toata corectitudi-
nea formald a rezultatelor lui Hadamard.

§ 22. Propagarea undelor electromagnetice intr-un
mediu conductor

Ecuat'a care descrie propagarea undelor electromagnetice
intr-un mediu conductor, are forma asa numitei ecuatii a telegra-
fistilor:

1

2 2 > >
Lo=|v2— & & —228)e(mn=—tro(nt),  (21)

1) Vezi de exemplu, P. Kypauru J. Tuab6epr, Metoas mMatcMa-
THYecKoH ¢u3HKH, T. 2, pcg. 531, Toctexnsaat, 1945.
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unde coeficientul constant o, in cazul de fatd, este conductibilitatea
mediului.
Pentru partea singularda a functiei lui Green, avem, cu con-
ditii 1a limita naturale >
—1 eier—fth
G =—L""5(R)5(T)= 3 )48

Kk2— x2—24iy.

@R)dx,  (22.2)

unde R=r—r’, T=t—t,
Aplicind teoria reziduurilor, obtinem !):
pieaT Omg—coT SN (cTVE=52) . T>0,
Tl @23
W cox 0; " T<O.
De aici, gdsim pentru func{ia lui Green:
[ce“':T gei R sin (cTVHE=32) (dl-;) . T>0,
G= & Vki—g? (224)
0; T <O.
In multe cercetdri ne putem margini la aceasta forma pentru

functia lui Green. Totusi, integrala (22,4) admite o expresie
explicatd prin functiile lui Bessel.

Integrind mai departe cu ajutorul relatiei (17,15) in raport cu
-unghiurile, avem :

—_ ¢ —o TaF
G= R ¢ R (22,5)
unde F este integrala discontinud a Iui Sonin [v. si (21,7a)],
m . —_—
F= S cos kR 51 (c7V B2—o?) dk =
V=32
0

%Io(c\/ T —RY); T>§,
— (22,6)
0; T< L

dar /, este functia lui Bessel de argument imaginar,

~ 1) Vom nota ca prezenja in ecuatia (22,1) a primei derivate in raport cu
timpul, duce automat la potentialele retardate pentru partea singulard a functiei
lui Green. De eceea, Jimitindu-ne in general n.mai la o solufie cu potentiale
retardate, partea nesingulard G, trebuie si o egalim cu zero. La fel ca si in
ecuatia parabohcé a conductlbllltatu termice (v. § 16) aici nu poate avea loc
solutia numai cu potentialele avansate.
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Tinind seama cd derivata unei funcfii discontinue ne d&
functia &, obtinem

R
T— 2
G= i_c_) e- acT 1.
4R '
sce™ T / ( \/—'z 2 2) . R
—_— 1 G C T —R ’ T > — ’
4n \/ 2T2_p? ¢
R (22,7)
0; T <=

c

Dupd cum se vede din (22,7) principiul lui Huygens nu se
va aplica unui mediu conductor, datoritd formarii unei ,cozi“
amortizate, Aceasta se leagd fizic de faptul cd, in conductori,
numai viteza de propagare a frontului undelor electromagnetice
este egald cu ¢, pe cind semnalul Insdsi se ldteste si viteza de
faza variazd intre limitele O si ¢ (v. mai departe).

In particular, pentru c=0 (dielectric) vom gdsi. valoarea de
mai inainte pentru functia lui Green a ecuatiei lui D’Alembert:

5 ( T— _R—)
c

G=—77

(22,8)

in care au aparut automat numai solutiile cu potentialele retardate.
Intr-un alt caz limita:

5 c
2 — 0, oz =qa=const,

gdsim functia lui Green pentru ecuafia conductibilititii termice in
mediul cu trei dimensiuni:

R2
G= ——t e *T, (22,9)
8110\/7:T3
Am folosit aici urmatoarea expresie asimptoticd pentru functia /=
e\?
I (x)=
W=7
In sfirgit, sd gdsim solufia ecuatiei (21,1) in cazul unei surse
punctuale, care radiazd unde monocromatice de pulsafie w:

-+ > .
e t)=pa(r') e, (22,10}
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Folosind expresia (22,4) a functiei lui Green obtinem:
t

-3
- p Sel Py r(dk) S =it —ac (t—1") sin {c (t~1) V k2—¢?) dt’ (22,11)

2:2 T Vie=gt
sau dupd integrare cu ':
,r_lm‘“’sfi? L & '
P ="\ — . (d k) (22,12)
k2— — =20 —1i
c2 ¢

Astfel, cind existd termenul amortizat legat de coductibilitate,
o simpld impdrtire cu operatorul ne d3 potentialele retardate,
pentru undele monocromatice, fard adaugarea vreunei functii
auxiliare -de tipul Gy, care a fost totusi necesard in cazul ecuati-
ilor lui D’Alembert care admit §i solutiile cu potenfialele avansate
Iv. egalitatea (18,3)].

In sfirsit, calculind integralele (22,12) gdsim
¢=g14%44_5y (22,13)

De aici se vede cd viteza de fazd a propagdrii undelor elec-
tromagnetice intr-un mediu conductor cu coeficientul de conducti-
bilitate o, este:

c

V= —— (22,14)
1 \/ , &
E (l+ 1445 ;5)

si depinde de frecventa oscilatiilor.

Afard de aceasta, dupd cum era de asteptat, undele care se
propagd intr-un mediu conductor sint amortizate, iar coeficientul
de amortizare 3 depinde si el de frecvenid:

)] 1 2 |
i= 2\ L[V ieaS)- 22,15)

In cazul limitd al conductibilitdtii nule ¢=0, adicd al unui
dielectric ideal, viteza undelor devine egald cu mirimea constantd c,
iar coeﬂcnentul de amortizare se anuleazd.




CAPITOLUL 1V
ELECTRODINAMICA CLASICA

§ 23. Bazele electrodinamicii clasice

a) Importanta electrodinamicii clasice in teoria moderng
a particulelor si cimpurilor

Legile electrodinamicii clasice, adicd a toeriei cimpulu
electromagnetic si a particulelor incarcate, sint in general ina-
plicabile, in totalitatea lor, la particule el¢ementare, nuclee, atomi,
molecule. De exemplu, migcarea electronilor in atomi si molecule
si migcarea protonilor in nuclee, la fel ca si radiatia luminii de
citre nuclee, atomi i molecule etc., trebuie sa fie descrise de
catre o teorie cuantici a cimpului si a particulelor, De asemenea
si migcarea electronilor liberi in razele cosmice se supune meca-
nicii cuantice. In toate aceste cazuri, valorile ,actiunii“ pe o
perioadd a procesului sint comparabile cu constanta lui Planck

h=6,6 - 1077 erg.s. Altfel zis, lungimea de undd a lui De Broglie
=%. sau pentru viteze mici A= %, este comparabild cu di-
0

mensiunile domeniilor studiate. In particular, in cazul migcarii
elcctronilor in atomi A va fi de ordinul de mdrime al dimensiu-

nilor orbitelor ~1_0'8 cm. S-ar putea crea o impresie nejustd ca
fizica particulelor elementare trebuie sd fie in intregime numai
cuanticd, in sensul ca teoriile clasice reprezintd o aproximatie
complet neutilizabild. Aceastd exagerare nu corespunde insd re-
alitatii.

Intr-o serie de cazuri, — de exemplu in cazul migcarilor
foa-te rapide, — lungimea d2 undi a 'ui De Broglie a electronului
este mult mai micd decit dimensiunile orbitei sau a intervalulut
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de lungime caracteristic, sau, ceeace se reduce la acelasi lucru
actiunea pentru o perioadd a procesului este sensibil mai mare
decit h. Astfel, pentru A—0, sau 7—0, putem trata pe o cale
clasicdA mute procese in care intra particulele elementare, in timp
ce o solufie cuanticd precisd ne va da, de reguld, doar corectii
neesentiale. Acest lucru este valabil, in particular, pertru migca-
rea particulelor incarcate in acceleratori, atit in cazul nerelativjst
al miscarii protomlor, deuteronilor, particuleler a si a altor 1uclee
intr-un ciclotron, cit §i in cazul miscarii relativisie a particulelor
usoare — a electronilor — in betatroane si sincrotroane. Teoria
migcarii electronjlor in acceleratorii de tipul betatronului si sin-
crotronului, esie unul din domeniile cele mai importante de apli-
catie a teoriei relativiste necuantice a electronului si -a cimpului
electromagnetic. In particular, a fost posib.l sd se prezicd si sd
se elaboreze teoria radiafiei de un tip nou, emisd de electroni
in aceste condifiuni. Aceastd radiatie este uncori in domeniul
vizibil §i se bucurd de o serie de particularitdf{i interesante; este
vorba de efectul electronului ,luminos“ (v. § 43).

Afard de aceasta, teoria relativista clasici a cimpului si a
electronului a permis sd se explice un fenomen nou: efectul
electronului ,supraluminos“ ({efectul Cerenkov), care constd in
radiaiia luminoasd a unui electron, care se migcd un form intr-un
mediu, cu o vitezdi mai mare decit viteza de fazd a luminii
(v. §27).

Aldturi de aceste aplicatii concrete si noi, electrodinamica
relativistd necuantici moderna devine necesard si pentru analiza
unor probleme principiale, in primul rind, problema masei proprii
si problema deducerii ecuatiilor de migcare ale eclect onului,

Nici teoria clacicd si nici cea cuanticd nu au putut inca sa
explice natura masei particulelor elementare $i, cu atit mai putin,
sd deducd valorile numerice ale acestor mase. Pe baza teoriet
clasice a aparut si a fost utilizatd si in mecanica cuanticad ipoteza
unei mase ,de cimp“, conform cdreia energia sau masa proprie
a particulelor este datoritd energiei cimpurilor.

Se iveste aici dificultatea cd fiecare cimp produs de o par-
ticuld punctiformd trebuie si aibd o energie infinitd, dificultate
care nu a fost rezolvatd satisfdcdtor si definitiv nici prin intro-
ducerea unei raze finite a particulei si nici pe calea vreunuj alt
mijloc clasic sau cuantic. Deoarece interactiunea particulelor prin
intermediul unui cimp este in esertd un efect clasic, interpretat
numaiin alt mod de citre mecanica cuanticd, rezultd, in acest caz,
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cd si ,autoactiunea“ sau acfiunea reciprocd a cimpului asupra
particulei care l-a generat si efectul aparitiei unei mase proprii
de cimp, — efect legat de aceasta, — este in esen{d de asemenea
clasic. Aceastd ipotezd isi gdsegte o puternicd justificare in faptul
cd din constanta sarcinii electrice elementare e, a vitezei luminii ¢
si a lungimii ry (,raza clasica“) se poate alcdtui, fard a introduce
constanta lui Planck /4, o mdrime de dimensiunile masei:
- e . 02 )
m= ar (sau, invers ry= @)
Pe de altd parte nu trebuie, desigur, sd uitdm existen{a unei
marimi pur cuantice de dimensiunile unei lungimi, a asa-numitei
lungimi de undd Compton:

_h 2ze? he ,
07 mc mc? T 2ge?

care este de 2wx.a—! =2.7.137,02 ori mai mare decit raza clasica
care caracterizeazd domeniul lungimii de unda sub care apar
efecte cuantice relativiste.

In modul acesta, teoria clasicd pare cd este in stare sd explice
apriori, cel putin in parte, natura masei. Desigur, toate concluziile
ei trebuie supuse unei verificari §i precizdri cu ajutorul mecanicii
cuantice. Pe de altd parte, lisind la o parte problema naturii
masei, putem sd ne punem problema deducerii ecuatiilor de mig-
care relativiste clasice pe baza teoriei necuantice, considerind m
drept o simpld constanta oarecare. In ultimul timp, ambele aceste
pr.bleme : "deducerea ecuatiilor de migcare si problema masei
proprii, au fost destul de mult discutate, atit din punct de vedere
cuantic, cit si clasic,

Oricum ar fi, tratarea clasicd ne permite sa analizdim mai
profund esenta fizici a problemei, s deosebim latura clasicd gi
cuanticd a ei §i. prin aceasta, teoria clasicd, — chiar dacd nu ne
poate da o solufie definitivd, — este capabild in orice caz, sa
pregdteascd terenul pentru aceasta.

Avind in vedere toate cele expuse mai sus, vom examina
in aceastd parte a cdrtii atit un sir de probleme principale, cit
si o serie de aplicatii concrete noi, ale electrodinamicii clasice.
Natural, noi nu ne-am oprit asupra unor fenomene bine cunoscute
de mult si expuse in cursurile de teorie a electronilor si de elec-
trodinamicd clasicd, — fenomene diverse §i numeroase de radiafie,
propagare §i absorbtie a cimpurilor electromagnetice si fenomene
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de migcare a electronilor, toate descrise de cdtre elactrodinamica
necuantica !).

b) Proprietdtile de invariantd si de transformare

Ne vom opri intii asupra proprietdfilor generale de transfor-
mare pe care trebuie sd le satisfacd, — conform teoriei relati-
vitdtii, — oricare ecuatii ale cimpului si ale particulelor ele-
mentare, Intre care i ecuatiile teoriei lui Maxwell-Lorentz, care
descriu cimpul electromagnetic al particulelor incdrcate.

Dupd cum se stie, intr-un univers cvadridimensional (spatiul
plus timpul) trebuie sd distingem legi de transformare pentru
vectori §i tensori contravarlantl si covarlanp

. Trecerea dela un gen de tensori la celilalt se realizeazi cu
a]utorul tensorilor metrici fundamentali (g,,) si (g"), care in cazul

simplu cind gravitatia lipseste, adicd in cazul unui univers plan
(asa-zis pseudoeuclidian) sint determinati de egalitatile:

1 0 00
0—1 0 O

@ =210 0_1 o (23,1)
0 0 0-1

Valorile respective g, =0, =1 se numesc valori galileene. Com-
ponentele spatiale vor fi notate cu indici latini n(n=1,2, 3), iar
componenta temporald prin indicefe O, Trecerea dela vectorii co-
varianti A, la cei contravarianti A,, si invers, se realizeazd cu
ajutorul formulelor:
' A'=g"A,
A=g A,

unde p, v=0, 1, 2, 3, iar pentru indicii care intrd de doud ori
trebuie sd insumdm, adicd:

3
g"A = Z gvA,.
v=0

) . U. dpenkeanb InexkrpoanHamuka, 1 | W 2, OHTU, 1935 JI. O,
Jlangay u E. M. Jlupmnu, Teopusn mons, Tocrexussat, 1948; H. E.
T amm, OcHoBbl Teopuu 3nekTpuyectha, [octexnsiat, 1949; I'. A. JlopeHTUL,
Teopusi anextponoB, I'TTH, 1934; P. be k k e p, daekrponnas Teopus, OHTH.
1936; A6paraM-bBekkep, Teopusn snexrpuuectsa, OHTH, [936.

& — Tecoria clasici a ctmpului
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De aici se vede cd, componentele temporale pentru ambele genuri
de vectori sint egale intré ele (A°=A,), iar cele spatiale difera
prin semn (A = —A").

In particular, produsul scalar a doi vectori, — care reprezintd
un invariant, este:

APA, = Af— AT —AZ—AL

Dacd in locul coordonatei temporale x,=cf vom introduce
mdrimea imaginard x,=ict $i vom pune A,=iA,, atunci putem sa
ne marginim, de exemplu, numai la vectorii covarianti, din care
putem forma produsul scalar invariant:

(A:A)‘—‘AuAu: Ai + A?"l‘ Ag‘{‘Ag: —A3+ AnAnl)-

Se vede ugor cd, in acest caz, componentele vectorilor covarianti
si contravarianfe vor fi egale intre ele, adica componentele tenso-
rului metric formeazd o matrice unitate:

1000
0100

(g“v)=(gw) = O O 1 0 b (23’11 a)
0 0 0 1

Functiile de undd care descriu cimpurile si particulefe ele-
mentare trebuie sd posede anumite proprietdfi de transformare,
adicd sd se schimbe intr-un anumit fel fatd de transformarea co-
ordonatelor sau fatd de miscarile corespunzdtoare ale sistemelor
de referintd. In cazul teoriei relativiste este vorba de transformari
in lumea cvadridimensionald (spatiu — timp); in cazul teoriei
aproximative nerelativiste — valabila numai pentru viteze mici, — este
vorba de transformdri intr-un spatiu tridimensional si, separat, de
transformdri ale timpului, transformdri care se reduc in cazul dat
la o deplasare a originii de referinfd a timpului. Cea mai mare
importantd o au invariantii (scalarii), adica mdrimile care nu se
schimbd la o transformare a sistemelor de coordonate. Ecuatiile
insesi care ne descriu diferite feluri de cimpuri si particule nu
trebuie sd depinda, conform teoriei relativitdtii, de alegerea sis-
temului de referintd si trebuie si-si pistreze forma lor fajd de
diferitele transformari admise.

1) Aici §i in cele ce urmeaz3, literele grecesti parcurg valori de Ja 1
la 4(x,y, z, ict). iar cele latine de la 1 la 3(x, Y, 2).
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Conditia de invarian{d aparfine, in etapa actuald a dezvoltirii
teoriei cimpului, unor legi fizice din cele mai generale si mai pro-
funde care exprimd proprietdtile fundamentale ale spatiului si
timpului, ale migcdrii particulelelor si ale interactiunilor lor.

Sd enumerdm transformdrile care lasd invariante ecuatiile cim-
pului si ale particulelor. Pentru celelalte detalii il trimitem pe
cititor la monografii asupra teoriei relativitatii i teoriei grupurilor '),

1) Inexistenta unui centru absolut in spatiu si a vreunei ori-
gini de referintd a timpului, adicd omogeneitatea spatiul-timpului
duce la o invariantd fata de translatia originii coordonateior (,prin-
cipiul relativitatii originii de referintd“). Prin urmare, toate ecuatiile
trebuie s3 fie diferentiale in raport cu cele patru coordonate.
Transformdrile prin translatia coordonatelor se scriu sub forma
unei transformari liniare omogene :

x.=x+a (x=1,2,3,4),
sau pentru transformadri infinitezimale :
ox =2dx,.

2) Inexistenta vreunor directii preferate sau izotropia spafiului
tridimensional (,,principiul relativitdtii directiilor*) duce la o inva-
riantd fatd de rotatiile spatiale tridimensionale.

Transformadrile ortogona'e liniare corespunzdtoare ale coordc-
natelor au forma:

xr=arsxs’
sau pentru transformdri infinitezimale :

8x =da, X,
unde tensorul g care caracterizeazd rotatia infinitezimala este
antisimetric 3a = —2%a,,.

Dupd cum rezultd din considerafii geometrice intuitive,
distanfa (sau patratul distantei) dintre doud puncte, de exemplu
de coordonate (0,0,0) si (x;,x,,x3) in sistemul vechi de coordo-
nate, respectiv (0,0,0) si (x], x},x}) in noul sistem de coordonate,
ramine invariantd, adica:

x2 4+ x24-x3=x24x2+ X2,

sau
r’=r',
) V. B. [Tayau, Teopua oTHocuTegbHocTH, [cerexusaar, 1947, S ¥
B. MI. Cmupuos, Kypc Boicieii matemarnkn, 1. 111, u. I, Toectexusaar, 1949,
§ 52; B. [laynu, PenaTusucrTckaa TEOPHH 3JIEMEHTAPHbIX UacTHII, WJ1, 1047
®. Mypuaraun, Teopus npeacrasaennii rpynn, WJl, 1950.



11 Elecirodinamica clasici

3) ,Principiul relativitatii migcarilor uniforme si rectilinii“ sau
,principiul relativitdtii restrinse“ (unecori, pentru prescurtare, se
spune simplu ,principiul relativitatii“), stabilit in 1905 de catre
Einstein si Poincaré pe baza lucrarilor lui Lorentz, afirmd echiva-
lenta tuturor — asa-numitelor — sisteme inerfiale de referinta,
care se migcd rectiliniu si uniform unul fatd de altul. Principiul
relativitdtii cere includerea unei a patra coordonate, adicd a tim-
pului, tratat matematic la fel ca si cele trei coordonate spatiale
(x,y,2) si duce la invarianta tuturor ecuaiiilor fatd de asa-numitele
transformdri Lorentz, care din punct de vedere formal se reduc la
rotatii in planurile (x,%), (y,{), (z,f) si exprima trecerea de la un
sistem inertial de refermté la un altul, In acest caz, rdmine inva-
riant intervalul sau pdtratul distanfei dintre doua puncte in universul

cvadridimensional, de exemplu de coordonate r, x,=Iict (in siste-

.-)
mul vechi) si respectiv r’, x;=ict’ (in noul sistem) si originea
coordonatelor (0,0,0,0) :

2 2 2 1 y2 "2 2 2 2
X{+ X5+ X5+ X=X T X+ X+ X5
sau
Cztz_rz - 021"2_,-'2

Datoritd semnelor diferite din faa pdtratelor coordonatelor spatiale
si temporale, acest spafiu cvadridimensional se numeste uneori
pseudoeuclidian.

Astfel ajungem, in mod evident, la izotropia intregului spatiu
— timp cvadridimensional si la conditia de invarianfd a ecuatiilor
fatd de rotafiile cvadridimensionale, care contin atit rotatiile obis-
nuite, cit si transformarile Lorentz in sensul propriu al cuvintului.
Formula generald a transformarilor cvadridimensionale are aceiasi
formd a transformarilor ortogonale liniare, ca si in cazul tridimen-
sional, dacd vom subintelege cd indicii coordonatelor parcurg patru
valori in loc de trei: p=1,2,3,4:

x,=a,x

v y?

(sau pentru transformdri infinit mici 3x, =2%a x,, unde 3a,, este un
tensor de ordinul doi antisimetric cvadridimensional, infinit mic,
care determind rotafia respectivd). In cazul particular al transfor-
mdrilor lui Lorentz, care se reduc la o rotatie a sistemului de
coordonate in planul x;,x,=icf, sau, cu alte cuvinte, in cazul tre-
carii de la un sistem inerfial la un altul care este in migcare
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relativd cu viteza v=fc de-a lungul axei x,, avem urmdtoarele
formule : -

x; = X, -i/—{l‘,x4 ,
X,=Xy,
X3=X,,
o= XaT X

4

unde k=V1—p2
Deci matricea transformarilor Lorentz are, in acest caz parti-
cular, forma:

I i3
7w 00 %

a — 0100
w0010
! 75 1
l—-~/’('—00~k—

Dupd cum se stie, pentru viteze mici, transformdrile Lorentz
trec in transformari galilieene, pentru care timpul rdmine neschimbat :

X;=Xx,+ipx, X;=X,; sau x'=x—vf, U'=t,

4) Libertatea in alegerera unui sistem de coordonate drept
sau sting, ca §i simetria in raport cu trecutul si viitorul duc Ia
invarianfa fatd de oglindiri ale axelor de coordonate (inversiuni)
si de asemenea la invarianta fatd de inversiunea timpului. Aceste

transformdri se scriu sub forma:

’ I_ !_ I— I_
X\=—X, Xo=—X, Xg=—X;, X,=—X, ('=—I).

¥ 4

Este foarte important faptul cd@ toate ecuatiile diferentiale
fundamentale ale mecanicii cuantice relativiste, ca s$i ecuatiile
mecanicii clasice si nerelativiste, sint reversibile in raport cu tim-
pul. Ireversibilitatea insid, care intervine, in general, prin conside-
rafii statistice, poate fi de asemenea consideratd, de exemplu in
cazul emisiunii de radiatii prin conditii suplimentare (in care intervin
potentiale refardate). Desigur ca, in cazul inversiunilor, nu poate
fi vorba de transformdri continue sau transformdri infinitezimale,

5) Putem da cinematicii cimpurilor si particulelor elementare
asa numita forma general — covariantd — scriindu-le, dupd Ein-
stein (1916) sub forma tensoriald cu ajutorul componentelor ten-
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‘sorului metric g 1). Formulele de transformare ale coordonatelor
vor avea, in acest caz, forma'(x=x;, y=X,, 2=Xx3, ict=Xx,):

dx'v= a*dx (nv=1,2,3,4),
unde coeficientii :
ax’t
axv

sint acum functii de punct $i nu coustante, ca in cazurile anterioare
din § 2 si 3. In acest caz rdmine invariant, ca $i inainte, ,inter-
valul“ sau patratul distantei infinit mici dintre doud puncte, dis-
tantd care are acum forma:

o
v

ds?=g dxvdx>.

O astfel de formd a intervalului este caracteristicd pentru
geometria universului curb, in cazul de fatd a universului lui
Lobacevski-Riemann §i nu pentru un spatiu plan, pseudoeuclidian.

Observdm ca in sistemul galileean de coordonate, cu x,=icf,
coeficientul g formeazd matricea unitate.

Coeficientii g,, devin diferiti de matricea unitate, in primul
rind cind sistemul galileean de coordonate incepe sd se migte cu
acceleratie. fapt datoritd cdruia apar asa-numitele ,for{e de inertie“
si, in al doilea rind, in prezenta cimpului gravitational. Aceste
fapte au dus la aparitia orientdrii cinematice in dezvoltarea teoriei
generale a relativitatii, care se reduce la incercdri de a identifica
fortele gravitationale cu ,forfele de ine-tie“ (principiul echivalentei).
Aceastd orientare insd s-a dovedit a fi sterila,

In adevar, in primul caz, tensorul lui Riemann-Christoffel,
adica tensorul de ordinul 4 format intr-un anumit fel din derivatele

1) Dacd nu avem de-a face cu scalari sau vectori si, in general, cu ten-
sori de un ordin intreg, ci avem de-a face cu spinori — prin care sint descrisi,
de exemplu, electronii, conform teoriei cuantice a lui Dirac, precum si toate
particulele de spin semiintreg — atunci pentru scrierea ecuatiei lui Dirac si
a altor ecuatii sub formd general-covariantd cerutd de prezenfa gravitatiei, tre-
buie sd folosim matricile generalizate ale lui Dirac Y, care apar in urma fac-
torizdrii sau descompunerii lui g, @33 cum a fost aritat de citre Fock si
Ivanenko.

Aceste matrici satisfac relatia:
Y, HTT, =28,

. Unaunenko, Mas. AH CCCP, 73, 1929; V. Fock und D. Iwanenko
Phys. Zs., 30, 648, 1929, C. R., Paris, 1929; V. Fock, Zs. f. Phys., 54, 798, 1929
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de ordinul 1 si 2 ale coeficientilor g, se anuleaza R =0, dato-

ritd cdrui fapt, printr-o simpld transformare de coordonate, putem
anula in toate punctele spatiului ,forfele de inerfie“ si putem trece
{a metrica galileeana.

In al doilea caz (adicd in prezenta cimpului gravitational), ten-
sorul Iui Riemann-Christoffel va fi diferit de zero. Si in acest
ultim caz insd, pentru punctul considerat se poate gasi un astfel
de sistem de coordonate in care tensorul g, si formeze matricea

unitate §i primele lui derivate sd se anuleze — e drept numai
intr-un domeniu mic din vecinatatea punctului. Derivatele de ordi-
nul doi vor fi insd diferite de zero in cazul general si ele se
anuleazd numai in cazul particular al unuj cimp gravitational, omo-
gen in domeniul considerat.

In modul acesta, prin alegerea oricdrui alt sistem de coordo-
nate, forfele gravitationale reale nu pot fi compensate si in aceasta
constd deosebirea lor principiald fata de fictivele ,forte de inertie“.
Prin urmare, principiul echivalentei gravitatiei si a cimpului de
acceleratie, are loc numai pentru o regiune micd, in cazul cind
cimpul gravitational este omogen. Incercdrile de a-1 extinde, pentru
cazul general, sint evident gresite.

6) Ecuatiile cimpului nu sint, in general, invariante fatd de
transformari conforme, care pastreazd neschimbatd ecuatia conului
luminos : ¢%2—r2=0, dar pentru care mirimea intervalului nu se
pdstreazd, ci se inmulfeste cu o functie oarecare de coordonate.
Dupd cum a fost ardtat insd de catre Bateman si Cunningham,
ecuatiile electrodinamicii lui Maxwell sint invariante fatd de trans-
formdri conforme si aceasta este strins legat de faptul cd undele
electromagnetice nu au masa de repaus (m=0), Prin urmare, foto-
nilor, care conform teoriei cuantice corespund acestor unde, nu li
se poate atribui o lungime caracteristici de tipul lungimii de unda

Compton AO:T:? ). Dupd cum a ardtat insd Pauli, ecuatiile

cuantice ale lui Dirac pentru electroni nu vor fi totusi invariante fata
de transformdri conforme, in cazul unei mase nule (ceea ce este
valabil probabil pentru neutrino).

Transformdrile de mai sus se refereau directla coordonate.
S4 examindm acum doud tipuri importante de transformdri care se
aplicd chiar functiilor de undd reale sau complexe §i care carac-
terizeazd cimpul.

) H. Bateman, Proc. London Math. Soc. (2), 8, 228, 1909; E.
Bessel-Hagen, Math. Ann., 84, 258, 1921, '
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7) Plecind de la posibilitatea intuitivda de alegere arbitrard a
originii de referin{d a poten{ialelor electromagnetice, cu alte cu-
vinte; de la posibilitatea de a adduga la potentiale fermeni care
nu schimbd intensitdtile cimpului, ajungem la condifia de invarianta
a ecuatiilor electromagnetice si a ecuatiilor tuturor celorlalte par-
ticule care interacf{ioneazda cu acest cimp, fatd de transformadrile
,de etalonare“ (,de calibrare“) ale potentialelor (transformarile de
etalon de speta a doua, dupd nomenclatura lui Pauli) si care au
forma:

A=A+ of sau 71'—?1+ ;
p=Ay = grad f;

oXp

r’—f.—_l—ﬁf_
cl“_ ¢ a[v

unde f este o functie scalard de cele patru coordonate. De aceea
potentialele electromagnetice nu pot intra explicit in ecuatiile lui
Maxwell, care, in conformitate cu cele de mai sus, confin numai
derivate ale acestor potentiale (mai aminuntit v. § 24).

8) Cu toate cd potentialele electromagnetice intrd explicit in
ecuatiile lui Schrodinger, Dirac §i in alte ecuatii cuantice ale cim-
purilor si particulelor, variatia etalondrii (calibrarii) acestora se
compenseazd prin variatia fazei la functiile de unda.

Posibilitatea intuitivd de a schimba faza functiilor de unda
cuantice, ne sugereazd conditia de invarian{d a tuturor asa numi-
telor ecuafii de unda cuantice (printre care $i ecuatia nerelativista
a lui Schrodinger) fati de transformarea de fazd sau ,de cali-
brare“ a functiilor de undd (transformarea de etalon de speta
intfia, dupd nomenclatura lii Pauli):

2xie

Wy =ye "

In adevdr, mdrimile direct observabile sint combinatii biliniare
ale functiilor de unda cuantice, functii in general complexe, de
tipul densitdfii de probabilitate: }p*y, care nu se schimbd la o
astfel de transformare.

Pe de alta parte, functiile de unda reale in mecanica cuantica
si intensitdtile cimpului, constituie in sine marimi fizice masurabile.
In felul acesta, mariini direct masurabile sint marimile invariante
fatd de transformarile de etalonare (calibrare). In teoria clasicd a
cimpului, toate marimile sint reale si toate sint desigur misurabile.
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Teoria cuanticd a particulelor incdrcate diferd de teoria cla-
sicd numai prin invarianta fatd de transformarile de etalon de
speta intfia, adicd fatd de transformadrile de fazd ale functiilor de
undd (pct 8); in teoria cuanticd a particulelor neutre aceasta
transformare nu are desigur loc. In cazul neglijarii influentei gravi-
tatiei, adicd in afara cadrului teoriei generale a relativitatii, trans-
formdrile nu mai au loc (pct. 5). Pozitia speciald a transformari-
lor conforme (pct. 6) a fost subliniatd. Invarianta, sau mai precis
covarianta ecuatiilor fatd de toate celelalte transformari este obli-
gatorie. In aproximatia nerelativistd, valabild in descrierea miscari-
lor lente si a proceselor cu un bilant mic de energie, este evident
ca grupul transformdrilor Lorentz cade (pct. 3).

Vom observa acum ca transformdrile Lorentz (pct. 3), la fel
ca si translatia (pct. 1) si rotatiile tridimensionale (pct. 2), precum
si transformarile de coordonate de tipul de la pct. 5 si 6 si trans-
formarile de etalonare (pct. 7 si 8) formeaza grupuri de transfor-
mari continue, adicd doud transformdri succesive pot fi inlocuite
printr-o transformare de acelasi tip. De exemplu, doud transfor-
mari de rotatie sint echivalente unei singure rotatii, etc. In fiecare
grupd existd o transformare unitate (identicd) si o transformare
inversa.

Pe de altd parte, este evident cd transformdrile de inversiune
nu formeaza in sine, desigur, un grup de transformare, dar impre-
und cu transformdrile ortogonale propriu-zise (pct. 3) sau (pct. 2),
formeazd un grup mai general de transformdri ortogonale reale,
pentru care determinantul format din coeficientii a, este egal
cu -+1, in timp ce, in cazul rotatiilor pure, determinantul este egal
cu +1. ‘

Este foarte important de subliniat cd invariatiei ecuatiilor care
descriu un cimp oarecare si prin urmare, invariatiei langrangeanu-
lui sau a integralei variationale a actiunii respective, fatd de fie-
care grup continuu de transformari in parte, ii corespunde o lege
speciald de conservare (teorema lui Noether)!). De exemplu, din
invarianta tuturor ecuatiilor fafi de translatia originii celor trei
coordonate spatiale si a originii timpului (pct. 1) rezultd legile
universale de conservare a celor trei componente ale cantitatii de-

1) E. Noether, Goettingen Nachrichien, 235, 1918: Bessel-Hagen, Math,
Ann., 84, 258, 1921 (aplicatii la electrcdinemica lui Maxwell): M. A. Markov.
Phys. Zs. der Sowjetunion, 10. 773, 1936 (Aplicatii la teoria electronului lui
Dirac).
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migcare i a energiei (in total patru legi). Invarianfa tuturor ecua-
tiilor fatd de rotatii in spatiu (pct. 2) duce la legea universald a
conservarii momentului cantittii de migcare (trei legi de conser-
vare). Invarianfa tuturor ecuatiilor fatd de transformdrile Lorentz,
adica fatd de rotatiile in planurile (xf), (yf), (2f), duce la legea
generalizatd de conservare a migcdrii centrului de greutate (trei
legi de conservare). Cele zece legi fundamentale de conservare
aratate mai sus corespund unei invarianfe unjversale fa{d de trans-
formdrile continue, in particular — infinitezimale, ale grupului
finit, notat prin G,, si care depinde in total de (44+3+3=10),
zece parametri.

Invarianfa speciald a ecuatiilor lui Maxwell fatd de transfor-
marile conforme duce la relatii noi de tipul legilor de conservare,
care insd nu au vreun sens fizic obisnuit direct, ceea ce subli-
niazd incd odatd pozifia exclusivd a acestui grup!).

Mai jos, in § 30, vom da demonstratia teoremei lui Noether
pentru cazurile particulare ale translatiei $i rotatiei coordonatelor,
cazuri care ne intereseazd.

Sd enumdram acum pe scurt, diferitele tipuri de functiuni de
undd, in general complexe, care pot descrie proprietdfile ondula-
torii ale particulelor elementare i pot constitui acel ,material con-
structiv“, din care, cu ajutorul conditiilor de invariantd aratate
mai sus, se poate construi teoria oricdrui tip de cimpuri.

1. Functia scalard (sau invariantul, adicd tensorul de rang 0).
Scalarul ¢ nu se schimbd la nici o transformare.

2. Vectorul cvadridimensional cu patru componente 1 =4,

A,, A; A, (tensor de rangul I).
3. Tensorul de rang Il, care poate fi obfinut, in particular
luind produsul a doi vectori.

1) Vom mentiona cd grupul general de {ransformiri de coordonate G,
este finit si depinde de zece parametri (;=10). Pe de altd parte, de exemplu,
in cazul transformirii de etalon a potentialelor cimpului electromagnetic (pct. 7)
avem un grup infinit GwQ=Gw1,care este definit de o functie oarecare de

etalonare (p=1). Exact la fel, transformdrile punctuale arbitrare ale teoriei ge-
nerale a relativititii (pct. 5» formeazi un grup infinit, determinat de patru
functii arbitrare: G, ,(,=4) (legate de transformdrile celor patru coordonate).

In cazul invariantei fati de transformirci infinitezimale ale unui grup infinit
oarecare Gy, are loc teorema lui Hilbert, care afirma existenta a , identititi
intre derivatele variationale lagrangeene ale functiei de actiune corespunzitoare
si derivatele ei. De exemplu, datoritd existentei . a patru identititi in teoria
generald a relativitatii, rdmin numai sase potentiale gravifice g,, (D. Hilbert,

Math. Ann., 92, 1, 1924 ; Gesamm. Werke, Bd. III).
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‘ In teorie pot fi importanti atit tensorii antisimetrici de rangul
doi, care au gase componente (hexavectori),
H =—H
By vpr
ca, de exemplu, tensorul cimpului electromagnetic format din de-

rivatele potenfialului vector cuadridimensional, cit i tensorii sime-
trici, de .exemplu, tensorul metric:

g0=8

.care are zece compomnente §i care joaca rolul potentialelor gravifice.

Se pot folosi de asemenea $i tensori de ordin superior pentru
descrierea unor cimpuri oarecare, totusi, pind acum, nu s-a jvit
incid vreo necesitate speciald pentru a recurge la acestia.

4. Se pot folosi, de asemenea, drept functii de unda pentru
cimpuri oricare, functii de unda ,duale“ unui scalar (pseudoscalar)
sau unui vector (pseudovector). Mai amanunfit v. § 46.,

5. Pentru descrierea proprietatilor ondulatorii ale particulelor
.de spin semiintreg (de exemplu electron, proton, neutron) este
necesar si folosim spinorii sau tensorii de rang !/, (se foloseste
de asemenea denumirea de semivectori). Tcnsorii obignuiti $i spi-
norii se pot trata impreund ca spin-tensori sau, dupd Belinfante,
ca undori!). In momentul de fatd se incearcd elaborarea unei
teorii a functiilor de undd, in care aceste functii sint tensori (sau
spinori, v. pag. 118), de rang superior si sint legate, dupa cum
se aratd, de particule de spin superior?).

c) Ecuatiile fundamentale ale electrodinamicii clasice

Dupd ce am obtinut datele de bazd asupra invariantei fa{d de
grupurile de transformdri si asupra caracterului marimilor din care
se construieste teoria unui cimp oarecare, putem trece la analiza
electrodinamicii clasice, adicd a teoriei relativiste necuantice a
cimpului electromagnetic si a particulelor incarcate. Ecuatiile cim-
pului se pot obtine dintr-un principiu variafional, dacd se cunoaste
functia corespunzitoare a lui Lagrange.

1) 3, Kaprawn, Teopus cnusopos, MJI, 1947; F. Belinfante: Teory of.
heavy quanta, Hague, 1940.

2) V. deexemply, I. Teandan1n A. iraom, JXKITP, 18, 703, 1948.
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In paragraful de faid vom nota coordonatele electronului prin:-
.9
E =E, icr.
[

Aceste coordonate depind de timpul propriu s (egal cu 7 intr-
un sistem de coordonate de repaus); vom nota derivata in raport

. dz
cu acest timp propriu printr-un punct, adica & — —;?“ Pentru co-

.—*
ordonatele cimpului electromagnetic vom scrie x = r, icf.

Conform formalismului multitemporal al teoriei relativitatii,.
vom caracteriza particulele i cimpul prin coordonatele lor tempo-
rale individuale.

Noi nu vom lua in considerare acum magnetismul propriu al
particulelor care are, in fond, o paturd cuanticd, iar prin sarcini
vom intelege, pentru a ne fixa ideile, electronii?).

Tensorul cimpului electromagnetic / , este legat de cele patrw
componente ale vectorului cvadridimensional care reprezintd poten—

é
tialul A,= A, iy, prin relatiile
04, 84,

Hy= o = gt (23,2}
iar
(Hza Hj, le) _ (Hx H, Hz) (23,3)
Hy Hyp Hy iE. iE, iE, ’

> -

unde E si H sint vectorii cimpului electric si magnetic. In felul
acesta, mdrimile fundamentale ale electrodinamicii clasice, pe baza
carora se construieste intreaoa teorie a cimpului, sint potentialul

scalar ¢ si potentialul vector A

La baza intregii electrodinamici clasice, ca si in cazul altor
c1mpur1 este mdlcat sd punem principiul varlatlonal sau principiul
minimei actiuni pentru functia actiunii respective (integrala actiu-
nii) S sau pentru functia lui Lagrange L, legatd direct de cea
dintfi. Anularea variatici sectiunii: 8$S=0, ne va da ecuatiile cau-
tate sub forma ecuatiilor lui Euler ale problemei variationale.

) V. mai ceparte § 47, unde este tratatd o problemé analogd asupra le_
gaturii nucleonilor cu mmpul mezonic vectorial, Tn cazul cind particulele po.
sedd sarcini cvasielectrice si momente cvasimagnetice.
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Functia S este constituitd din trei parti:
S=Sl +82+S3. (23,4)

Partea S, este o functie de coordonate §i determind ecuatia
migcdrii libere a electronului; partea S, este o functie de poten-
tialele A, si determind ecuatia cimpului electromagnetic liber in
lipsa surselor, iar ultima parte mixta, S, este o functiune de mdrimi
care caracterizeaza atit cimpul cit si particula, siva descrie inter-
actiunea dintre electron si cimpul electromagnetic. Actiunea S, ca
si fiecare din cele trei parti ale ei, trebuie sa fie un invariant
fatd de toate transformdrile admise, enumerate mai sus, transfor-
mari ale celor patru coordonate $l ale functiilor de undd, adica
ale potentialelor cimpului.

Este important de subliniat cd, in cazul unor proprietd{i de
transformare date ale mirimilor din care se construiesie S, si cu
conditia ca gradul derivatelor sa fie minim i ecuatiile cimpului
sd fie liniare, functiunile S,, S, S, si prin aceasta ecuatiile dife-
rentiale ale cimpului se obfin in mod univoc, iar expresia defini-
tivd pentru S depinde numai de constante arbitrare cu care pot
fi inmultite partile componente ale actiunii. In cazul acesta, con-
stanta care intrd in S, este de fapt masa de repaus m a parti-
culei, a cdrei valoare se ia din experientd; constanta care intrd
in §, este un factor de normare, care determind alegerea unitd-
tllor, in cazul nostru — a unitdfilor Gauss. In sfirsit, constanta
din S; este coeficientul de cuplaj al particulei incdrcate cu cim-
pul sau sarcina electricd (intr-un caz mai general, in S; intrd si
momentul magnetic,” care determma cuplajul particulei ,magnetice“
cu cimpul).

Functia actiunii pentru o particuld liberd, va avea forma unei
integrale, luatd de-a lungul unei linii de univers, dintre doua
puncte oarecare ale lumii cvadridimensionale:

S,=—mc? S ds, (23,5)

deoarece intervalul ds este unicul invariant care se poate forma
din diferentialele coordonatelor unei particule punctiforme. In loc
de aceasta, putem scrie, pentru comoditate :

S, =—mc S \/ ——(g:Ep:is,
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dacd tinem seama cad invariantul (£ &), care reprezintda patratul

vitezei cvadridimensionale, este egal cu —c?, dupd cum va fi arda-
tat mai departe,
Luind in considerare ca:

2
. - . ) CdT, U2
—EE -t E=(2) (1-4)

ds 2

9
> dg . - . < i e . .
unde v= 71:' este viteza tridimensionald a miscdrii particulei, putem:
pune :

v

8 =L

Functia lui Lagrange L,, definitd in felul acesta, este egald, im
cazul unei particule libere, cu expresia cunoscutd din teoria rela-
tivitatii:

L, =mc2—mc? \/l — lc)—; . (23,6)

In expresia din urmd am addugat untermen constant mc?, care nu
modificd ecuatiile de migcare. In aproximatia nerelativistd pentru
viteze mici v <€ ¢, lagrangeanul capdtd forma cunoscutd din me-
canica clasicd a lui Newton,

_ [mv?

L, (23,7

?

2 L 4

ceea ce justificd alegerea constantelor din lagrangean.

Séa trecem la gartea mixtd S, Singurul invariant admisibil,.
din care se poate construi functia de actiune S;, are forma:

Sy= 4 {as{ o (x—8)€ (4, +4) (@n). (23,8)

.)
Aici volumul cvadridimensional este (dx)=(dr) df=dxdy dzdt, iar
A, si A'p sint, respectiv, potentialele generate de electronul insusi

si cele generate de cimpul exterior. Nu este greu de vazut ca
acest invariant se construieste dupd o reguld care va fi utilizatd
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mereu in cele ce urmeaza: vectorul particulei (adica viteza £)) se
inmulteste cu vectorul cimpului (A, + A )",

Madrimea invariantd p, avind caracterul de densitate, poate fi
prezentatd sub forma2):

> e I >
plx—8&= S Dk, k,) eik r—v—ick =) (dk) dk, ,

c
(2x)*
unde factorul de forma D trebuie si fie o functie invarianta de

5

componentele vectorului £ =k, k,, de exemplu o functie a inva-

riantului cvadridimensional care reprezintd pdtratul lungimii:
_)

K2 — k% (dk)=(dKk) dk,.

In particular, pentru un electron punctiform trebuie s3 punem
D=1, In acest caz: ‘

5 (F—8)5 (f—7). (23,9)

. .o
Tinind seamd cad §,=icr, &

P

>. 2
c=v 7 (U este viteza tridimensionald),
expresia S; pentru un electron punctiform poate fi scrisd sub forma:

l-j > -)l. 5
S;=e S [7 (A+A)—g— cp'J dx, (23,8a)
din care putem gasi ugor forfa lui Lorentz. '
In sfirgit partea S, a functiei actiunii, — care se refera la
cimpul insusi, — va fi:
Sy=§ Ly (dx), (23,10)

unde L, este o functie invariantd de cimpurile H .

1) Dacd am lua in considerare magnetismul propriu al particulei, ar tre-
bui s addugidm aici incd un termen, egal cu produsul dintre tensorul mo-
mentului magnetic si electric al particulei p,g i tensorul cimpului H g (v. §47)

. |
adicid 5 ap Hu]S .

2) Noi am introdus a patra coordonafd imaginard numai pentru a defini
cimpurile, pentru a evita necesitatea folosiril simultane a componentelor co-
§i contravariante, a ciror diferentd este neesentiald in lipsa gravitatiei, adici
in afara cadrului teoriei relativititii generale. Dacd insd, timpul intrd in ele-
mentul de volum cvadridimensional sau ca argument pentru densitatea sarci-
nilor, este mai simplu si-l 14sdm real.
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In particular, putem ajunge la ecuatiile lui Maxwell-Lorentz,
ale cimpului electromagnetic, care ne intereseazd (adicd la ecuatii
de ordinul intfi §i liniare in raport cu Huv) numai cu ajutorul in-

variantului lui Larmoor, care este!):

Ly=ly=— 3 H, H, = - (E'—H). (23,11)

167~ “"wv

Alte combinatii invariante fundamentale, alcituite din functii
de cimp, duc fie la ecuatii neliniare (al doilea invariant funda-

-+ -+
mental al cimpului: /,=(E-H)?2), fie la ecuatii care depind ex-
plicit de potentiale, adicd ecuatii care nu satisfac conditia de in-
variantd la etalonare (al treilea invariant fundamental al cimpului
I;=¢*—A’=—A_A). Asupra acestei chestiuni ne vom opri in ce-
lelalte paragrafe (v. § 32, 33 si 47).

Cind facem variatia actiunii in raport cu timpul propriu, —
ceea ce va trebui sd ne ducd la ecuafia de miscare a particulei
in cimpul electromagnetic, — putem ldsa la o parte S,, al carei
integrant nu depinde de timpul propriu s,

) Deoarece nu ne intereseazi acum ecuatiile diferentiale care descriu
numai cimpurile exterioare libere wa, nu introducem in lagrangean {cimpuri
exterioare. In cazul contrar, ar fi trebuit s3 scriem, de exemply, in locul lui Ly:

1 . .
Ly=— o= (Hy+-Hip) (Hy, + Hi,).

Cimpurile exterioare au fost introduse de noi numai in expresia mixt3 a func-
.tiei actiunii pentru a putea determina actiunea cimpului exterior asupra mis-
-cdrii electronului.

2) Invariantul /, se poate scrie sub forma:

1~ 2
12=v (é; euﬂy& HaB HY&

unde g.ays CStE pseudotensorul antisimetric unitate, de ordinul patru cu aju-
torul ciruia putem pune in coresponden{id tensorul antisimetric dat Hg, cu

~ 1 ~
tensorul dual H,= o Cabyd Haﬂ._Atunci produsul tensorului dual cu cel fun-

damental ne va da un pseudoscalar: H; H s (produsul vectorului polar £ cu

vectorul zxial H) al cdrui pitrat va fi un scalar (invariant). Mai aminuntit
v. § 46.
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In modul acesta, pentru aceastd problema, functia actiunii va
cdpata forma:

5= Las, (23,12)

cu lagrangeanul:

L'=—mc \/— 66+ T (e (DU, +A)](d0),  (23,13)

Ecuatia lui Euler a problemei variationale date &S'=0, cu con-
ditia disparitiei variatiilor la ambele limite de integrare (8€),=
=(55v)2=0’ da:

sL_ oL d gL _
Rk e 0. g (2314)
®p

Din (23,3) rezulta:

oL mc éu
a% .\/_éo éo

e e
EE=tE o,

+ ¢ (e -8 @A+ 4) (@x),
unde

de unde

]

d L' mc.é . mc E. (éu .Eo) —~E) = -
T a. = — 2 -l-% S Oe (x——g &) £, (A,+A) (dx).
%, \/ % & (—é, 'EQ) ‘

Luind in considerare mai departe egalitatea:

oL’ i.s 8o (x—8) E (A, +A") (dx),

o, ¢ 3k,
si de asemenea relatia:
Op (X—E) _ _ g of
§ 2 r = e=0 @ (23.15)

9 — Teoria clasici a ctmpului
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gdsim urmatoarea ecuatie de miscare a particulei cu masa de
repaus m:

mecE meg, (. €y _ i
==+ — 5~ h A
Vbl (=g
Aici, asa numita fortd de autoactiune (adicd forta de reac-

fiune a cimpului propriu asupra particulelei) sau forta de inter-
actiune dintre ,elementele“ particulei este:

(23,16)

F,=LE\o—nH, x) (d0. (23,17)

In particular, pentru un electron punctiform avem expresia:
§ e :

F,=—8H . (23,18)

La fel gasim cd forfa care actioneazd asupra particulei din partea
cimpului exterior, este de aceiasi formd si ea coincide ca forma
cu expresia cunoscutd a fortei lui Lorentz:

Fu= 5 &.HLE). (23,19)

Cimpurile H,, si Hﬂv sint tensori antisimetrici. De aceea ele
sint ortogonale cu produsul simetric Ep Ev
Intr-adevdr .
. e l . e 1 .« . l . »
EuEvHuv___ 2 EuEvl_]uv—‘_ 2 Ev Epr_—_ 2 EuEv(Huv_}_Hvu)=0'
De aici rezultd ci fortele F, si F, trebuie si fie ortogonale pe
vectorul vitezd ,éu:
¢EF =EF —0.
pou pop
Luind in considerare ultimele egalitdti, gasim din (23,16) cad vite-
zele si acceleratiile cvadridimensionale sint ortogonale .

EE=0. (23,20)

Cu alte cuvinte, pdtratul vitezei cvadridimensionale trebuie s3 ra-
mind o marime constanta:

é,, Eu= £ E —c212=const. (23,21)
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Mirimea constantd poate fi gdsitd din conditia ca pentru un
electron imobil sa avem £ =0, t=1, adica;

const= —c2,

De aceea ecuatia migcdrii de translatie a unei particule incarcate
capata forma definitiva:

mé, =F. +F)) (23,22)
Sd trecem acum la deducerea ecuatiilor cimpului electro-
magnetic pe calea variafiei acfiunii S in raport cu potentialele

electromagnetice. Acum putem l3sa la o parte partea S,, care nu
depinde de potentiale.

Avem atunci evident.
5= { L(ax), (23,23)
unde lagrangeanul este.

L=Ly+ — Sp (x—E) [, (4,+A))] ds. (23,24)

Din ecuatiile lui Euler:ale principiului variafional 058" =0, si, cu
conditia disparitiei variatiei (dA) la limitele de integrare, gasim;

oL _ 6L _ 4 oL _
E = o4, T ox,3A., 0. (23,25)
Aici, 4
94,
AH.V = a—x_v‘v

Notind tensorul momentelor cimpului (deplasarilor) prin D -

D —4r Sk (23,26)

T ?
v
n aAu, v

gisim ecuatiile diferentiale generale pentru determinarea cimpurilor:

D .
Dy, _ 4_rceS p(x—EE ds. (23,27)

ox, ¢

!y Problema fortei de aﬁtoactiune F, va fi examinatd mai aminuntit mai
departe (v. §§ 31 si 34).
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In particular, conform ecuatiei (23,11), pentru cimpul maxwellian
D, =H,. (23,28)

De aceea, ecuatiile cimpului electromagnetic Maxwell-Lorentz ca-
pitd urmdtoarea forma definitiva.

aHuv 41‘:98 . .

ox, ¢ p(x—%) Eu ds, (23,29)
unde in partea dreaptd, std expresia densitatii curentului cvadri-
dimensional.

Pentru un electron punctiform avem .

o (x—E)=5 (r—B)3 (t—7) (23,30)

Substituind expresia (23,30) in (23,29) si integrind in raport
cu & (f—r), obfinem, cu ajutorul relatiei (6,5):

(primul grup de ecuaﬁi ale lui Maxwell-Lorentz sub forma cva-
dridimensionald) cu condifia ca t={.

Pentru determinarea tensorului A, avem ecuatia (23,2) care
poate fi scrisd sub forma.

oH,, @8H, 6&H,,

ax, T ax, T o,

—0 (23,31)

(al doilea grup de ecuatii ale lui Maxwell, care exprimd dispari-
tia ,ciclului“ tensorului antisimetric al cimpului)!), de unde tre-
cind la forma vectoriald, putem scrie primul grup al ecuatiilor lui
Maxwell, in cazul unei surse punctuale .

>
> 1 aE 41:3_) -
rOt H— T 7: T 05 (r—'E). (23,32)

> -+ -+
div E=4med (r—=),

1) Cu ajutorul simbolului :am (v. § 46) ecuatia (23,31) poate fi scrisd

sub forma:
~ aHuﬂ _

R T
Y
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9
unde v este viteza tridimensionald a particulei, adica

-> dE
U="q:"
Trebuie sd mai addugdm la aceste ecuafii si ecuatia (23,2) care
leagd componentele cimpului de potentiale sau de ecuatia echi-
valentd (23,31).

In notatie tridimensionald, ecuatia (23,2) are forma.

H=rot A, E=-—grad ¢— ~ e (23,33)

In locul ultimelor ecuatii, care definesc intensitafile cimpu-
lui, putem scrie grupul al doilea al ecuatiilor lui Maxwell-Lo-
rentz, care coincide cu cel de mai inainte [v. (23,31)] :

IaH
c ot

ﬂ
div H=0

rot £+ _g, (23,34)

§ 24. Integrarea ecuatiilor lui Maxwell-Lorentz

La integrarea ecuatiilor lui Maxwell-Lorentz, trebuie sa ludm
in considerare, in primul rind, asa numita invariantd fa{d de eta-
lonare (calibrare), care apare in legdturd cu alegerea neunivocd a
potentialelor pentru cimpurile electromagnetice date (v. conditia 7,
§ 23).

Intr-adevar, introducind potentiale noi .

af
A=A+ o, (24,1)

unde f este o functie scalard de etalonare (de calibrare arbitrard)
cimpurile electromagnetice H,, vor fi legate prin aceleasi relatii,

atit cu potentialele A, cit si cu potentialele A .

n
84, 9A, 8A  aA,
=_ Y W __ v___ ¥ 24,2
Hy=5x, o, ~ &, &, (24.2)

Ecuatiile lui Maxwell-Lorentz (23,29), precum si ecuatia de
miscare a electronului (23,22) nu contin sub formd explicitd po-
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tenfialele si de aceea, dupd cum s-a ardtat mai sus, nu trebuie
sd depindad de alegerea functiei de etalonare (de calibrare) f!).

Nedeterminarea in alegerea valorilor potentialelor duce la
faptul cd noi nu putem determina univoc pe A", fard a impune o
conditie suplimentard functiei de etalonare (de calibrare) f. De
eguld, functia de etalonare f se alege in aga fel, incit potentia-
lele sa satisfacd conditia suplimentard a lui Lorentz.

> e
(sau sub forma tridimensionald . div A+ "12' -‘%—‘? =0). Totusi, eta-

lonarea (calibrarea) lui Lorentz nu este unica posibild si in parti-
cular, pentru undele electromagnetice (de lrmind) se aplica o alta
etalonare (calibrare), corespunzdtoare faptului cd existd numai
unde transversale ;

>

divA=0. (24,4)

Sa trecem acum la rezolvarea sistemului de ecuatii Maxwell—
Lorentz (23,29j, cu conditia suplimentara a lui Lorentz (24,3).

Substituind valoarea (23,2) in locul lui H , obtinem ecuatia :

47: =
04,= (V= & 2] A= — 5 ex—DEds.  (249)

C
Rezolvind ecuatia lui D'Alembert, gdsim conform lui (17,20).

AuzeSEpds S o (x'—&)5 (RP—¢ T)(1+em (dx"),
unde
-+ 2> > -+
R=r—r', T=t—t', (dx")=(dr')dt, (24,6)
iar mdrimea ¢ va fi egald respectiv cu +1, —1 sau O, dupd cum

1) In cazul unei transformén de etalonare, se adaugd la functia mixtd a
actiunii §; mirimea:
of 4o

s=§@n§ ce-0g, 5

cere poate fi indepdrtatd, deoarece ea se poate aduce, cu ajutorul egalititii
(23,15) la o diferentiald totald;

de (x—E)

—ds,

= fnr§ 2

§i de aceea nu poate influienta ecuatia de migcare.
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ludm potentiale retardate, avansate sau semisuma potentialelor re-
tardate si avansate.

Pentru un electron punctiform [v. relatia (23.9)], solutia cu
potentialele retardate duce la expresia:

R
_ 8(-:-—t+ CJ
Au=eSEp ——— ds, (24,7)
unde .
> o >
R'=r (H)—E (z).
%
dg
dv

—)
Introducind viteza tridimensionald v= obfinem pentru po-

- >
tentialul scalar ¢= %si potentialul vector A urmdtoarele expresii:

, .
8 [c—t+ c'
o=e\ —%—— &,
, (24,8)
8 u_t+—
-> e - ( ¢
A PR i

§ 25, Potentialele lui Liénard-Wiechert
si formula Jui Breit

Cu ajutorul relafiilor (24,8) pentru potentialele unui electron
punctiform se obfin foarle usor expresiile potentialelor lui Liénard-
Wiechert, precum si forma clasicd a formulei Iui Breit.

Pentru a obtine potentialele lui Liénard-Wiechert ale unei
sarcini p.nctiforme, trebuie sd efectudm integrarea lui (24,8) in
raport cu T, tinind seamd cd R’ depinde de =, fard alte ipoteze
suplimentare asupra distributiei de sarcind a electronilor in spatiu.

Atunci, conform egalitatii (6,5) avem:

e e
¢= — = - (25,1)
’i _ 5 , URI A4
Rar(d_c) R(I_T) g
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In deducerea ultimei formule am luat in considerare cai

>
R (dE Do _
A ——(E-R )——UR,. (25,2)
> B
Aici R'9= 7 este un vector unitar, iar pentru determinarea tim-
RI

pului T ne serveste ecuatia t—i7+ 0.

T =
.9
Intr-un mod analog, gdsim pentru potenfialul vector A:

_)
Ao o0 |

c.’?’(l—lﬁfi
. c

(25,3)

Expresiile (25,1) si (25,3), cunoscute sub denumirea de poten-
tialele lui Liénard-Wiechert, se obtin de obicei cu ajutorul unei
treceri la limita de la electronul, care posedd o densitate distri-
buitd in spatiu, la o particuld punctiforma, ceea ce se ia automat
in considerare in deducerea noastrd, cu ajutorul formalismului func-
tiunii 2.

Sd determindm acum energia de intersecfiune intre doud sar-
cini punctiforme in migcare, pe care le vom nota respectiv cu
indicii 1 si 2.

Dupa cum se stie, aceastd energie de intersectiune este deter-
minatd de expresia [v. (23,8a)].

¢ e > =2
Vie=e, 32— 2 (11 Ap), (25,4)

> >
unde e, si v; sint sarcina §i viteza primului electron, iar ¢, si A,
sint potentialele electromagnetice generate de al doilea electron, in
punctul in care se gdseste primul electron.

Dacéd substituim aici potentialele lui Liénard-Wiechert in locul

9
lui ¢, si Ay, vom vedea cd V,, va depinde de doud timpuri dife-
rite £ i { — R% unde R’ este distanfa dintre cei doi electroni. Vom

determina valoarea aproximativdi a energiei de interactiune V,,,
raportatd la acelasi moment ¢, pind la aproximatia termenilor de

. . v?
ordinul lui —-
(s
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Pentru aceasta, vom dezvolta funcfiunea & dupa puterile mi-
rimii &

'5(T T )_5(—t)+——a( £) + 5; ﬁ_z(r_t)Jr... (25,5)

-Marginindu-ne in calculul lui ¢, la primii trei termeni ai dez-

é
voltarii, iar in calculul lui A, numai Ia primul termen, vom obtine,.
luind in considerare regulile de integrare cu ajutorul funciiei &:
ez e2 a2R
=g tomge T
’ (25,6)
9202 ,
A2 R’
unde R este distanta dintre cei doi electroni, raportatd la acelasi
timp ¢, aceasta datoritd integrdrii in raport cu functia & si cu deri-
vatele ei. '
Sa facem o transformare de etalon (de calibrare) spre a obtine

potentiale noi. Alegind mdrimea f egald cu ;-"C %—‘l; obtfinem: )
' 14
Po=Fr— - 5—{= = (25,7)
a R
Ay = Ap+vf = 532 + v S (25.8)
Tinind seama de relatia (25,2) avem:
> -+ > >y > 5
R __ (,, &) _ RsR) — 0,R* (25,9)
v of 2T R3
de unde
- > 2+
AL = [vs+R" (0, RY)] (25,10)
2 2cR

Substituind (25,10) si (25,7) in egalitatea (25,4), capatam o
formuld importantd, care determind interactiunea dintre cei doi
electroni in miscare, pind la aproximatia mdrimilor de ordinul doi
in v/c:

Vnz—eleQ 11 2c7 [(3132) + (317?0) (Zzﬁo)] } (25,11)

1) V.de exemplu, JI. Tanaay u E. 1ud wnu, Teopus nons, Focrex-
naaat, 1948, pag. 193.
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Aceastd expresie a fost gdsitd pentru prima datd de catre
Breit. Ea este simetiicd in raport cu ambii electroni si fine seama
de retardare cu toate cd toate mdrimile care intrd in formuld se
raportd la unul $i acelasi timp #. Generalizarea corespunzitoare a
formulei Iui Breit a fost obfinutd in mecanicacuanticd. In cazul in-
teractiunii electronilor, descrisi de ecuatiile spinoriale cuantice ale

lui Dirac, pentru a frece la formula cuanticd a Iui Breit, trebuie sa
-+ > > >

inlocuim vitezele v, §i v, respectiv cu operatorii matriciali ce; §i ca,
a lui Dirac §i sd tratdm toatd expresia ca un operator care opereaza
asupra functiilor de undd . Nu este greu sda obtinem generalizarea
cuantici a formulei lui Breitsi pentru cazul interactiunii particulelor
incarcate, descrise prin ecuatii scalare, vectoriale sau de alt tip,
ceea ce trebuie sd aibe o aplicafie in teoria cunanticd a mezonilor, —
care se pare cd sint caracterizati prin astfel de ecuatii.

Formula lui Breit a fost utllizatd cu succes in teoria cuanticad
a atomului, in particular la’ examinarea structurii fine a spectrului
Heliului $i a Litiului ionizat, care posedd doi electroni, precum si
la examinarea dituziei electronilor. Vom observa cd in mecanica
cuanticd, pentru o considerare aproximativd a interactiunii a doud
sarcini se folosesle aldturi de formula lui Breit, formula Iui Moller,
care ia de asemenea in considerare actiunea retardatd si reprezintad
o expresie invariantd in raport cu vitezele, expresie care rezultd
din dezvoltarea dupd puterile constantei structurii fine !).

§ 26. Cimpul unei sarcini punctiforme fn migcare
uniforma si rectilinie

Sa. presupunem cd de-a lungul axei z se miscd o sarcind
punctiformd, cu vitezd constantd v. Atunci, pentru densitatea sar-
cinii p gi pentru densitatea curentului j, avem urmdtoarele expresii

p=e%(x)8y)d (z—vt),

L 26,1
e (26,1)

N I'. Bete, KpanroBas MexaHnka npocreituiux cucrem, OHTH, 1935,
pag. 145 si 305: B. TajiTtne p, KpauroBas teopus uanyuenus. Foctexuanar,
1940, p. 115 (The Quantum Theory of Radiction, Oxford 1936—1944— 1949,
p. 101); M. A. Mapkos, JXITD, 18, 510, 1948.
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In acest caz, ecuatiile undelor pentru determinarea potentialului
scalar si vectorial capata forma:

(vz—}z g_;) o= —4m ed(x) & (y) 8 (z—vt),
(26,2)

(Vz_ ;2. ;TZ) A =—4meps(x 3(y)5 (z—ut),

unde B este egal cu raportul dintre viteza sarcinii, v, i viteza
luminii, ¢, in vid, adicd = —lc’-. si conform teoriei relativitatii tre-
buie sd avem intotdeauna p<l.
In formulele din urmd se vede ca:
AZJ—BCP. (2673)
Afara de aceasta:
A,=A,=0.
Pentru componentele cimpului electromagnetic avem:
Ex= - a—_C.D’ E = ei)

-

ox v ey’
— ao 'aAZ_ — ';—c'o,
2= T 3z ¢ §‘~_(1 r’z)az. (26,4)
H=2%_ _4r H_BE, H=0
=% =—9E, M=, H.=0

Aici am luat in considerare egalitatea (26,3), precum si faptul
ca toate componentele cimpurilor depind numai de diferenta (z—ut),
de aceea:

1 84, 8A,

Pentru a determina potentialul scalar ¢, si punem in partea
dreaptd a ecuatiei (26,2) dezvoltarea in integrald Fourier a functiei
tridimensionale 6:

5 1 .

3(x)8(y)8 (z—vt)= g Sar/cl dky dn ol ketksytx—ebl (o6 6
de unde, facind impdrfirea cu operatorul lui D'Alembert si alegind
solutiile cu potentialele retardate, obfinem:

e : |
= — S el [kix+ksytx (z—ut)] =+
2x? K+ K5+ 2 (1— )

i 28 (ki + K3+ (1— §7) dky dky v, (26,7)
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Cind alegem potentialele avansate trebuie si ludim semnul minus
in fata functiei & din ultimele paranteze pitrate.

In cazul cind B<{1, argumentul de care depinde functia nu va
contine un punct singular, adici nu se va anula si deci putem
ldasa la o parte functia & din paranteze. In felul acesta, atit poten-
tialele retardate, cit si potentialele avansate duc la aceeasi valoare
pentru ¢.

Pentru integrarea expresiei (26,7) sd facem schimbarea de
variabila :
k=% \1—p2 (26,8)
Atunci, gdsim pentru ¢:

1((k1x+ kav k3 _z=ut )
. Vi—pz

> €
272y T—ge S(dk) I+ I+ i

:P:

Ultima expresie este proportionald cu functia lui Green a ecuatiei
lui Poisson, avind solutia gasitd de noi in § 10[v. formula (10,11)]:

p=— (26,9)
unde

r= 1V (1—8%) (x2 +y2) +(z—vt)*

Suprafetele echipotentiale r2=const, vor fi aici elipsoizii de rotatie
turtifi (de-a lungul axei z), studiati pentrit prima datd de Heaviside.

Cu ajutorul formulelor (26,4) putem determina si cimpurile E $i I:)I

Dupd cum se stie, un electron care se miscd in vid cu o vi-
teza constantd nu radiazd energie, ca $i in cazul banal al electro-
nului in repaus. Ne putem imagina intuitiv cd in acest caz cimpul,
legat de electron, se miscd uniform impreund cu acesta, fard sa se
,desprindd“, Aceasta se leagd formal de faptul cd pentru v <c¢
ecuajia lui D’Alembert pentru potentiale, fiind o ecuatie de tip
hiperbolic, poate fi redusd la o ‘ecuatie de tip eliptic, corespunza-
toare potentfialului unei sarcini in repaus. Cu alte cuvinte, cu ajuto-
rul transformdrilor lui Lorentz, putem in totdeauna alege un astfel
de sistem de coordonate, incit fafd de acesta, un electron in mig-
care uniforma si rectilinie sd se gdseascd in repaus §i, prin urmare,
sd nu radieze.

In general, radiafia este un proces ireversibil si de aceea ea
trebuie sa fie legatd de existenfa unor termeni nesimetrici in raport
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cu solutiile relardate i avansate. Un astfel de termen nesimetric
este expresia cu functia & care std sub integrald in ecuatia (26,7).
De aceea radiatia trebuie sd lipseascd, cind termenul acesta nesi-
metric devine nul.

§ 27. Electronul ,supraluminos al lui Cerenkov

Conform teoriei relativitatii, viteza de migcare a electronului
nu poate depdsi viteza luminii in vid (§3= % <1 ) Totusi, in

migcarea unuj electron intr-un mediu oarecare, viteza lui, v, rami-
nind mai micd decit viteza luminii in vid, poate fi totusi mai mare

decit viteza de fazd a luminii din mediul respectiv: ¢'= %<_c
{n este indicele de refractie in mediu), adicd este posibil cazul

cind % < v<c.In acest caz, electronul depaseste cimpul, care,

vorbind intuitiv, ,se desprinde“ de acesta, adicd este emisiv,

Sd ne oprim asupra teoriei acestui fenomen, teorie dezvoltata
prima datd de I. E. Tamm i I. M. Franck pentru migcarea unui
electron intr-un dielectric si care au ardtat cd, in cazul acesta,
electronul va radia !), ceea ce fusese intr-adevdr observat incd din
1934, de citre P. A. Cerenkov (in laboratorul lui S. I. Vavilov) 2?).
Pentru prescurtare, fenomenul amintit al lui Cerenkov este logic
sd fie numit — pe baza sensului siu fizic — ,efectul electronului
snpraluminos*. In acest caz, s-a observat o radiafie vizibild foarte
slabd, provocatd de electroni rapizi care se migcd in diverse lichide
si solide cu un indice de refractie mare (de exemplu in ciclohexan,
in care n=1,4367). Electronii se obfin atit dintr-o sursd exterioara,
cit si datoritd efectului Compton si efectului fotoelectric provocat
de radiatia v a substanfelor radioactive. A prezentat o mare difi-
cultate separarea noii radiatii de celelalte genuri diferite de lumi-
niscentd, precum §i posibilitatea de observare a acestei luminis-
cenfe, care are o intensitate extrem de mica.

Y U M. dbpaux u U E. Tamm, JAH, 14, 107, 1937. O teorie ama-
nuntiti a efectului Cerenkov este datd in articolul lui I. E. Tamm (Ig. Tamm,
Journ. of. Phys. U. S. S. R. 1, 149, 1939).

2) C, U Basuaos, JAH, 2, 457, 1934, 1. A. YUepenkos, IIAH, 2,

451, 1934. Date complete asupra rezultatelor experimentale ale lui Cerenkov
se gisesc in teza lui de doctorat. Tpyan ®usmuyeckoro nucruryta AH CCCP
um. JleGeaesa, 2 No. 4, 1944.
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Sa trecem la teoria efectului Cerenkov. Dacd un electron punc-
tiform se migcd intr-un mediu cu indicele de refractie n=\¢ (¢ este
constanta dielectricd), de-a lungul axei z si cu o vitezd constanti v,
atunci ecuatiile lui Maxwell capatd forma:

otﬁ—%ﬂ’—4 . 27,1)
9
div D=4mrp,
unde:
> >
H=rot A,
o 1 A
E=—grado— — 5t
p=ed (x) % (y) & (z—ut), (27,2)

J,= T o=, j=Jj,=0.

> >
Vectorii D si E sint legati intre ei prin relatia:

>

D=l¢ E)=(n?E). (27,3)

Relatia din urmd are loc atunci cind indicele de refractie n
este o mdrime constantd. In cazul general insd n depinde de pulsa-
tia w. Atunci, egalitatea (27,3) va avea un caracter operafional ')
si va avea loc pentru diferitele componente ale integralei Fourier*
luate aparte, adicd pentru frecvente individuale. Descompunind cim-
purile in integrale Fourier:

> > ) > > .
D={D (v) =it do, E={E@)e=do, etc. (27,4
explicitim sensul egalititii (27,3) din formula:

(n2E) = { n2E (w) e do. (21,5)

1) Pentru a sublinia caracterul operational al egalititii (27,3), noi vom

-+ ->
pune mdrimea n2E in per.nteze mici, adicd vom scrie (n2E).
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De aici gdsim pentru componentele integralei Fourier:

D(m) n2E (w). (27,6»

Vom observa cid impirtirea cu operatorul care contine mari-

mea n?, esie o operafie pe deplin justificatd, la fel ca si imparti-

rea cu operatori liniari alcidtuiti din derivate partiale. Intr-adevar,
din egalitatea (27,3) avem:

1 xd

E= (% D) _ SD‘“’) e=iot o, (27,7)

ceea ce este in deplind concordan{d cu formula (27,6).

In cele ce urmeazd, noi nu vom specifica in mod expres ca-
racterul operational al marimilor care contin indicele de refractie n.

Luind in considerare conditia lui Lorentz:

aAz n2 a‘P
7 Toa=?

A=A,=0,

precum si relagia (27,1), gdsim:

(Vz_ ﬂ_ﬂi)gc: Ter ey a(z—ut, 7 (21.8)
A,=Bn2g.

9
Cimpurile electromagnetice E si l?{ vor fi legate de potentialul
scalar ¢ prin relatiile:
—_% —_ 0% —2 9%
E ox’ £ oy’ E=7"& (27,9)
- 93@ — — @29 - '
r%n H, fn R H, =0,
unde 12=n?f’e=1.
Substituind in membrul doi al ecuatiilor (27,8), in locul func-
tieid expresia ei din formula (26,6), gdsim:

- ¢ i [kyxtkoy4x (z—0h))
¥= er & X

1 . b 4 2_ 2
x ( FrE T T S U+ )) dk,dkydx. (27,10)
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N . - . C - -
In cazul nostru cind electronul se miscd cu viteza v > -7’ marimea

v?2=p%n2—1 va fi mai mare decit zero si de aceea nu putem inde-
parta din expresia de sub integrald, a formulei (27,10), termenul
proportional cu funcfia & si care condifioneaza radiatia.

Pentru integrarea expresiei de mai sus, vom face frecerea la
coordonate cilindrice:

(k= \/kf+k§, qy=arctg'/§—"]’, x)-

Atunci, integrind in raport cu unghiul polar , gdsim conform (21,6)

o0
| -
¢= % S g e F0 dx S kJy (kr) x
0
1 .
X [kz_ e T |’;1 5(k2—x212)] dk, (27,11)
unde \

r=Vx2+y3,

de unde, cu ajutorul relatiilor (18,17), objinem formula pentru po-
tentialul scalar al cimpului electromagnetic generat de un electron
in migcare rectilinie §i uniforma, formuld fundamentald pentru in-
treaga teorie:

= %S;:_zel"z_”"[l:, Jolrt[x )+ iNo(rr] x|)] dx. (27,12)

Acum gutem gisi energia pe care o radiazd electronul in
dmnitatea de timp.

Conform teoremei lui Umov-Poynting:

dU > 5> 9
—_ <t ((ExH)as. (27,13)

Vom efectua integrarea de-a Ilungul suprafetei cilindrice de
razd r, a cdrei axa geometricd este axa z.

-~
Elementul de suprafaid dS va fi:
9

> r
dS=rdydz ra (27,14)
ande :
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Tinind seama de valorile componentelor cimpului (27,9) avem:

(Ex HydS=fr dydz 2 2 2 (22) (27,15)
62 ar 1] r
unde, conform egalitdfii operationale (27,5), avem:
Ao e\ Y% iw(z—
(7237)=_7Sn—ze (z—vt) %
X[l Jo(rr] %))+ ixN, (r dx,
[ l.go(ﬂ ])+7 o (rr|x])] dx (27,16)
P — et —ix' (z—v
)=~ oo
X [x’j(', (rﬂx’ [Y—i %' ]N(; (ry " |)dx'.

Substituind ultima relatie in (27,13), obfinem :
(@ o]

1 42 , ,
— @ = 7 peer S,p- 13 (No Jo— JolNo) dx, (27,17)

0
unde functiile cilindrice depind de produsul 7%, iar accentul in-
seamnd derivata in raport cu acest argument.

Aici s-a tinut seamd cd expresia de sub integrald posedd o
simetrie azimutald; mai departe, in integrarea in raport cu varia-
bilele z si »' am luat in considgrare ca:

S el )z gz =278 (n—x').

In sfirsit, la integrarea in raport cu » de la —c pind la
+ oo am eliminat functiile impare de sub integrald si am inlocuit
functiile pare prin dublul integralei luate inire limitele O §i oo.

Dupd cum se stie, in teoria functiilor Bessel se demonstreazi
relatial) .

2
No (x) Jo (x) — Jg (x) Ny (x) = - (27,18)

De aceea, expresia (27,17) pentru energia radiatid, capati

forma ?)

®m

al  ew 1
0
unde in locul variabilei » s-a introdus pulsafia w==xv. Vom observa

1) P. O. Ky3bmuH, Beccenesn ¢pynkuun, OHTH, 1935, pag. 52.
2) V. de asemenea articolul de sintezd al lui I. M. Frank din , ¥coexwu,

¢u3nuecknx Hayk“, 30, nr. 3—4, p. 149, 1946, unde existd o bibliografie de-
taliata.

10 - Teoria clasici a cimpului
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cd indicele de refractie scade odatd cu cresterea pulsatiei w §i
pentru razele X devine mai mic decit 1. De aceea limita superioara
a integralei in raport cu o {rebuje determinatd din ecuatia:

B (0m) =1. (27,20)

In sfirsit, sd gdsim ecuatia pentru suprafefele echipotentiale in
cazul simplu cind n= const.
Sa transformdm expresia (27,12)

(o]
e

—— & (sine(z—ot) fy(r1m +

n:
0

+ cos x (z—uf) Ny (r 1 %)) dx. (17,21)
Din teoria functiilor Bessel se cunoaste relatia:
o0 [ o]
S sinxa fo(xB)dx = — SCOSZOLNO (%) dx=
0 0
1
T a>$>0,
- [ Vai—g (27,22)
l 0 5 p>a>0,

de unde gdsim potentialul cdutat:

Y _; vi—z>r=1 V)

o=1{ mVt—z2—1r (27,23)
0 ; vt—z<qr.

Si calculdim mai departe, valoarea cimpurilor si directia vec-
torului Umov-Poynting la timpul #=0. Pentru alte valori ale tim-
pului £ va trebui si inlocuim in expresiile gisite valoarea lui z prin
z—ut. ‘

In acest caz:

2e
o= mVE-pR} TE (27,24)
0 ;o —z<r.
Suprafetele echipotentiale pot fi gasite din ecuatia:
22—2r2=const, (27,25)
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care sint hiperboloizi de rotatie (fig. 11), iar dupd cum se vede
din (27,24), potentialul si deci cimpurile sint diferite de zero nu-
mai in regiunea valorilor negative ale lui z(z < 0). Cimpurile vor
exista numai induntrul conului (conul infdsuradtor), ale carui direc-
toare se determind din ecuatia:!)

Cu ajutorul formulelor (27,9)
gdsim valoarea cimpurilor:

E 272e13
= nZ(Rz—ﬁ?r;z—rz)a/ﬁ

1

- > >
H=pn?[v, x E],

(27,26)
unde raza vectoare R are- 1750
componentele x, y, z iar Fig. 11

-
vectorul unitar al vitezei, v°,
este indreptat in directia miscarii particulei, adicd de-a lungul
axei z,

Componentele vectorului Umov-Poynting :

> c 22
| 6= 7 [EH] (27,27)
pe axele de coordonate vor fi:
[
6r= — -4—7; ﬁanrEz>0; Z<0,
6,~ L BP0, (27,28)
unde: '
E=—E=\E+E,
de unde:
6= \6;+6; = - Bn’EE, (27,29)
6~ o
. cos = —é = % . (27,30)

1) Fig, 11 reprezinti o figura fa spatiu, avind o simetrie axiald in jurul
axei z. De aceea thirimea r poate avea numai valori pozitive.
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Dupad cum se vede din formulele (27,26), valorile cimpurilor
si ale vectorului Umov-Poynting, devin infinile pentru:

1
cos b= W (27,31)
De aceea, toatd radiatia se va produce in directiile perpendiculare
pe generatoarele conului care infigoard cimpul (v. fig. 11). Din
punct de vedere fizic, aceasta se leagd de faptul cd, in directiile
definite de conditia (27,31), undele electromagnetice radiate se vor
amplifica, iar in oricare altd directie, ele se vor stinge reciproc.

Dacd vom calcula energia totald pe care o radiazd un electron
punctiform, pentru o valoare constantd a indicelui de refractie,
atunci vom cdpdta o marime infinitd. Acelasi lucru rezultd din for-
mula (27,19), deoarece in cazul n=consi, w, devine infinit. Totusi,
in realitate, conform unei teorii mai riguroase, energia radiatd ra-
mine o mdrime finitd §i aceasta deoarece cazul n=const este un
caz nereal din punct de vedere fizic si, dupd cum am mai aratat,
spectrul se intrerupe la o frecven{d pentru care n incepe sd scadi
rapid [v. relatia (27,20)].

Teoria miscdrii particulelor in diverse medii, cu viteze care s
depdseascd vitezele de fazi ale undelor pe care aceste particule le
genereazd, se examineazd si in alte domenii ale {izicii.

In mecanicd in deosebi au fost descoperite mai demult unde
acustice speciale, care apar la miscarea corpurilor cu viteze super-
sonice, de exemplu a proiectilelor in atmosferd. Efectul electronu-
lui supraluminos este in fond un analog electrodinamic al radiatiei
unor astfel de unde acustice. Experienfele lui Cerenkov se gdsesc
in deplind concordantd cu teoria elaboratd pe baza electrodinamicii
clasice, atit in ceea ce priveste spectrul polarizatiei, cit si depen-
denta unghiulard a radiafiei in efectul electronului supraluminos.

Apare problema unei tratdri cuantice a efectului lui Cerenkov.

Fard sd examindm mai amanuntit deducerea formulelor cuantice
ale acestui fenomen, vom nota ci — in examinarea cuantici a emi-
siei de fotoni —, trebuie, in primul rind, sd fie satisfadcute simultan,
pentru fiecare proces elementar, legile de conservare a energiei si
a impulsului.

Dupad cum se stie, eriergia & a electronului este legatd de
_)
impulsul sdu p si de masa m prin relatia:

E=c\Vm2c2+ p2.
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Pe de altd parte, fotonul posedd o energie Av §i un impuls

.9

T 1 <
hk, unde v este frecventa luminii, iar k= — este numdrul de
unda.

Notind impulsul electronului, inainte si dupd radiatie, respectiv
> -

prin p si p’, vom avea urmatoarele relatii, obtinute din legea de
conservare a energiei:

¢ Vm2c2+pt— hv=c \Jm2c? + p'?

si din legea de conservare a impulsului:

> > 9
p—hk=p'.

Ridicind la pdtrat cele doud egalitdti de mai sus si scdzind
una din alta, gdsim urmatoarea expresie pentru consinusul unghiu-

- >
lui dintre directa inifiald de migcare a electronului p si directiak,
"in care este radiat fotonul:

>
Pk _ v hk( 2,
cos b= pk — cks t Zp(l czkz) (27,32)
Aici am {inut seama cd raportul dintre viteza electronului i

_)
viteza luminii este determinat, in functie de impusul p, prin ex-
presia:

Vom reaminti cd in vid frecventa v a fotonilor este legatd de nu-
madrul de undi k prin relafia:

v=ck.
De aceea rezultatul (27,32) pentru cosinusul unghiului de
radiafie, capdta forma unei inegalitdti absurde:

cos 0= % >1.

Aceasia inseamnd cd electronul, care se miscad conform legii
inertiei, nu poate radia lumini, la fel ca §i intr-o tratare clasica,
deoarece in acest caz nu pot fi satisficute simultan legile de con-
servare ale energiei §i impulsului.
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Mai departe sa examindm in locul unui mediu vid, un dielec-
tic privit ca un mediu continuu, cu indice de refractie n si in care

. . o C . -
se propagd lumina cu viteza de fazd ¢'= —. Atunci, in locul
expresiei de mai inainte, vom obtine urmatoarea relatie dintre v si k:
ck
v=Ck= —.
n

De aceea formula (27,32) capdtd un nou aspect:

1 A | 1
cosO=ﬁ+£(l—ﬁ). (27,32 a)
unde A = —z— este lungimea de undd a lui De Broglie a electro-
nului in migcare, iar A = —;c— este lungimea de undd a luminii radiate.

De aici se vede c3, atunci cind viteza de migcare a electroni-
lor va fi mai mare decit viteza de fazi a propagérii luminii in

mediu, adica ';Er7< 1, atunci — conform teoriei cuantice — radiatia
luminii devine posibild, dar va fi marginitd dinspre partea lungi-
milor de undd mici prin valoarea Ayn, pentru care cosf devine
egal cu unitatea.

Descriind electronul prin ecuafia relativistd cuanticd a Iui Dirac

si aplicind mectodele de calcul cuantice obisnuite, gdsim urmatoarea
expresie pentru energia radiatd de electron in unitatea de timp!)

“m
dU _ e S 1 A 1 A2 )
— %= w[l—rT?Tp?—rT,eI “n—z)—w(‘—— ]d‘”’
0
(27,33)
unde pulsatia w= 2ac
I iy

Conform fomulei de mai sus, chiar pentru n=const,
frecventa maxima a radiafiei, deci §i energia radiatiei, nu devin
infinite,

X 1) A. Cokoumos, JAH, 28, 415, 1940. Teoria cuantic a efectului Cer-
venhkov pentru cele doud cezuri limitd (nerelativist si ultrareletivisi) a fost
elebor~td si de V. Ghinsburg, )K3T®, 10,589, 1940; v. de asemenea articol..l
J. M. Jeuch si K. M. Wetson, Phys. Rev., 74, 1485 1948 in care este dezvol-
tatd schema generald a electredinamicii cuantice fenomenologice.
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Relatiile din urma capdtd o formd mai simpld in cazul cuan-

. P U ca < T .
tic nerelativist — 1. Tinind seama ca radiatia electronului
I - "1 - g Un . ~
»supraluminos“ este posibild numai cu condifia ; >1, trebuie si

punem pentru aproximatia nerelativisti n>1. In acest caz, in lo-
cul formulei (27,32a) si (27,33) avem urmdtoarele relafii mai
simple

cos 0=

du e2 .
_av _ ev 2
== Swsm Hdw.

0

In particular, pentru A>A, care are loc, de exemplu, in
experienfale lui Cerenkov, putem sd neglijam, in general, corec-

tiile cuantice “; =O), ceea ce este echivalent cu neglijarea re-

culului, cdpdtat de electron cind radiazd si formulele cuantice
(27,322) si (27,33)trec respectiv in cele clasice (27,31) si (27,19).

Cauza fizicad a posibilitdtii de inldturare a corectiilor cuan-
tice in cazul radiatiei electronului supraluminos observate in reali-
tate, constd in faptul cd lungimea de undd a lui De Broglie a
electronilor este mai micd decit lungimile de undd pe care le ra-
diaza electronul in migcarea sa in dielectric. Efectele cuantice se
manifestd, dupd cum. se stie, in cazurile cind lungimile de unda
ale lui De Broglie vor fi de ordinul de marime al dimensiunilor
oroitelor, sau de ordinul lungimii de undd a undelor luminoase
radiate de electron (adicdi A~2A). Aceste corectii cuantice insa,
incep sd devind sensibile pentru lungimi de undd ale luminii ra-

diate destul de mici, pentru ca conditia —,:—o <1 sd nu se respecte,
,J

datoritd scdderii rapide a indicelui de refractie odatd cu cregterea
frecvenfei. In general, teoria macroscopicd — examinatd maisus —
a efectului Cerenkov nu este riguroasd nici in cazul examindrii
cuantice, nici in cazul examinarii clasice, $i aceasta, deoarece ra-
diatia electronilor supraluminosi se produce datoritd interactiunii
dintre atomii dielectricului si electronii in migcare, interactiane
care se ia in considerare in cazul nostru prin introducerea for-
mald a unuiindice de refractie mediu n=Ve. Totusi metoda de cal-
cul a radiafiei, examinatd mai sus, s-a aratat a fi foarte eficace
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si a fost ulterior utilizatd de Fermi!) pentru calculul pierderii totale
de energie a electronului care se miscd in mediu, pierdere cau-
zatd atit prin excitarea atomilor mediului, cit §i prin radiatia elec-
tronului supraluminos. Fermi a inldturat condifia ca indicele de
refractie sau constanta dielectrica e sa fie reald, utilizind expresia
complexd obisnuitd din electrodinamicd peutru e, a carei parte
imaginard ia in considerare absorbf{ia energiei undelor electromagne-
tice. S-a gasit, in acest caz, o aproximatie bund pentru formulele care
ne dau pierderile de energie ale sarcinii in migcare, aproximatie
obfinutd in teoria clasicd a Iui Thomas-Bohr si dezvoltati ulte-
rior in mecanica cuanticd de cédtre Bethe si Bloch (v. cartea citata
a lui Heitler).

Ulterior, radiatia de tip supraluminos Cerenkov a fost cerce-
tatd teoretic in multe alte cazuri, in primul rind la tfrecerea parti-
culelor incdrcate nu printr-un dielectric, ci printr-un mediu fero-

magnetic, cind radiatia consideratd incepe la viteze v> £, unde

ko
I, este permeabilitatea magnetica a mediului (cind & este pus egal
cu 1)?). Radiatia de tip supraluminos trebuie s3 aibd evident loc si
in cazul miscdrii particulelor neincarcate, dar magnetice, de pilda
a neutronilor, §i in general in cazul particulelor incarcate i mag-
netice, cum sint protonii sau electronii; daca finem seama de exi-
stenfa la acestia a momentului magnetic propriu ,de vid“ desco-
perit recent, radiatia va fi o combinatie a radiafiei datorite sarcinii
si a celei datorite magnetizarii.

Aldturi de radiatia intr-un mediu, o radiatie analoagd trebuie
sd se observe §i pentru toate particulele incarcate $i magnetice
atunci cind ele trec dintr-un mediu in altul, de exemplu din vid
in dielectric sau metal, sau, atunci cind particulele se migcd in
canale inguste cu dimensiuni mai mici decit lungimea de unda
radiatd, taiate intr-un dielectric sau un mediu feromagnetic. Inten-
sitdfile acestor radiafii sint foarte mici in cazurile care au fost
studiate, (cu electroni de energii nu prea mari).

Observam, in incheiere, cd radiatia de tip supraluminos tre-
buie sd aibd loc, de asemenea, nu numai in electrodinamica, ci $i
in mezodinamicd (v. mai jos cap. V), in procesul de miscare al
nucleonilor, — protonilor sau neutronilor, — printr-un strat de

1} E. Fermi, Phys. Rev. 57, 485, 1940, v. de asemenea articolul luiP.
E. Kunin in culegerea , Me3on*, I'octexusaar, 1947.

) 0. Usasvenko u B. Typrennnae, JAH, 67, 997, 1949.
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substantd de densitate suficient de mare. Atunci, de pildd in cazul
trecerii nucleonului prin nucleul atomic, vor avea loc pierderi atit
prin ciocniri, cit $i prin radiafia de tip supraluminos. Este rafional
atunci sd se caracterizeze mediul dens, in analogie cu electrodina-
mica — prin dezvoltarea mezodinamicii fenomenologice, introdu-
cind o constantd cvasidielectricd §i o permeabilitate cvasimagne-
tica si dind legea corespunzitoare a dispersiei, a carei utilizare
este intotdeauna necesard pentru tratarea efectului Cerenkov.

In felul acesta, efectul Cerenkov, descoperit relativ recent,
se dovedeste a fi un -fenomen foarte important si general, si care

are loc in multe cazuri de migcare a electronului $i a altor par-
“ticule!).

§ 28. Tensorul energie-impuls

S trecem la examinarea unei: noi mdrimi importante care
caracterizeaza cimpul electromagnetic, — tensorul energie-impuls..
Tensorul energie-impuls ne permite, in particular, sa reducem im-
pulsul cvadridimensional al forfei de autoacfiune la o crestere a
cantitdtii de miscare electromagnetice.

Cu ajutorul egalititilor (23,17) si (28,27) gasim:

S Fds= SZ]? H, aa’i ”:

(dx), (28,1)

valorile lui H, si D, fiind determinate de egalitatile (23,2)
si (23,26).
In cazul cimpului maxwellian avem:

D, =H, (28,2)

Expresia de sub integrala din membrul doi al relafii (28,1) se
poate pune sub forma:

1 éH,,
4 Twoox,  éx,

D

1 D, 4 (1
(4 HoPos) = 7 Dy

1) Diversele aspecte ale radiatii supraluminoase sint analizate m cartea

H. Bop u O. bop ..HPOXU)K}IEHHQ aTOMHbIX YacTHL uyepes BewecTtso®, HJI,
1950.
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Folosind ecuatia (23,31), precum gi proprietatea de antisimetrie a
tensorilor D, si A, avem:

1 aHuv . 1 aHpv aH’.u — _l__ aHvl .
- 8z T vr ax,,

vaﬁfﬁubz+m D

In particular, pentru lagrangeanul L, care este funcfie numai

de Huv=Av.u_Au, , » obtinem:
Lo _ alo a1 ot M __ 1 3y
axu - aHVl axll - 2 aA’.,v axll 81’C Dvl axu (28,3)

de unde rezultd:
o7
{ Fus= (52 @0, (28,4)

iar componentele tensorului energie-impuls se gadsesc din ega-
litatea :

1 -~
T,= yis H,D,,—3 L. (28,5)
Mai precis, aceastd mdrime ar trebui numitd tensorul densitatii
energie-impuls=tensiune,

Dupd cum se vede din formula (28,4), tensorul energie-impuls
T, este determinat pind la aproximatia unei marimi T, a carei

divergentd este egald cu zero:

. 0T,
a—xV =O.

Introducind tensorul energie-impuls putem aduce impulsul for-
tei proprii (28,4) la forma: '

§Fas=Sar g1 a5+ LNar 2 (1@, @86)

—>
unde dS este un element al suprafefei care margineste volumul exa-
.9
minat, volum al cdrui element este egal cu (dr).

Pe de altd parte, din egalitatea (23,22) gasim ci:

Sdmg“ ds = SF#'is—}— SFLdS- (28,7)

ds
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Eliminind din ultimele doud ecuatii impulsul for{ei proprii, capatam:
(| mt— LN 7, (a7 | =Fids+ (atf T,a5 28,8
mE— -\ T, (dr)| =F,ds + @ T,.dS,. (28,8)

Marimea m& reprezintd cantitatea de miscare mecanicd. Prin ana-
logie cu aceasta, integrala :

G,=— -\ @ (28,9)

a cdpdtat denumirea de cantitate de miscare sau impulsul cimpului
electromagnetic. Componentele ——;C— T, sint evident componen-
tele densitatii cantitafii de miscare a cimpului electromagnetic.

In membrul doi ttebuie si addugdm la impulsul forfei exte-
rioare SFia's, impulsul fortelor superficiale:

J,=$dt$T ds,. (28,10)

Vom observa cd marimile Gu st /, luate aparte pot, in ge-
neral, s nu formeze vectori cvadridimensionali; numai o combi-
nafie liniard a acestora [v. membrul doi al egalitatii (28,6,] for-
meazad un vector cvadridimensional,

§ 29. Impulsul cimpului electromagnetic

Sd compardm acum proprietifile de transformare ale cantitatii
de miscare mecanice §i electromagnetice.

Existd doud conditii pe lingd care cantitatea de miscare a
cimpului electromagnetic Gu formeaza un cvadridimensional si prin

aceasta, coincide — din punct de vedere al proprietatilor de trans-

formare — cu cantitatea de migcare a particulelor.
1. Dacd avem un spatiu fard sarcini, alicd — dupd cum se
vede din egalitatea (28,4) — divergenta tensorului energie-impuls

. 0T, L '
este nuld: —— =0, atunci marimea:
0x,

" dr 1
G,=<\r ) (29,1)

va fi un vector cvadridimensional.
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Intr-adevdr, in lipsa sarcinilor, cimpul electromagnetic nu va
avea singularitdti si de aceea impulsul fortelor superficiale [v. ega-
litatea (28,10)] trebuie sa dispard dacd indepdridam suprafaja de
integrare la infinit.

Luind in considerare ca suma cantitafii de migcare a cimpulu
electromagnetic Gp si a impulsului fortelor superficiale formeaza
intotdeauna un vector, s$i cd impulsul insusi este nul, ajungem la
concluzia cd mdrimea Gu trebuie sd se comporte ca un vector
cvadridimensional.

La astfel de conditii satisface, de exemplu, cimpul electro-
magnetic care se gdseste intr-un spafiu fird sarcini. In particular,
datoritd acestui fapt, in teoria fotonilor (adicd a cuantelor de lumina,
care corespund — conform teoriei cuantice  undelor electromag-
netice elementare) Einstein a putut caracteriza fotonul nu numai

prin energia e=hv, ci §i prin cantitatea de migcare p= % iar im-
preund aceste marimi formeazd un vector cvadridimensional.

2, Teorema lui Laue exprimd conditia pentru ca energia si
impulsul cimpului electromagnetic si formeze un vector cvadridi-
mensional in cazul prezenfei sarcinilor. Pentru aceasta, sa gdsim
legea de transformare a impulsului cvadridimensional G, in cazuy

unui cimp electromagnetic generat de o particuld incdrcatd, de exem-
plu de un electron.

Inainte de toate, sd alegem un sistem de referin{a, fatd de care

electronul este in repaus si sd notdm in acest sistem de coordonate

tensorul energiei — impuls prin T, iar elementul de volum prin

9
(dry). ‘
In virtutea simetrii sferice putem afirma cad pentru componen-

tele nediagonale (p#v) trebuie totdeauna sd fie satisfacutd ega-
litatea :

{ 78 (dr)=0, (29,2)
in timp ce integralele componentelor diagonale

>
S To. (dro) (nu se insumeazd dupd p) (29,3)

pot fi diferite de zero.



Impulsul cimpului electromagnetic 157

De aceea, conform Iui (29,2) si (28,9), avem:

Gl=0, Gi= ”Z" . (29,4)
unde:

%
Up= { Tau(dro)
reprezintd energia cimpului electrostatic.

Pentru a determina covarianta relativistd a vectorului G, si

facem ftrecerea la un alt sistem de coordonate, faii de carc electro-
nul se miscd cu o viteza constantd v.

Alegind axa x de-a lungul vectorului vitezei, avem conform
transformarilor lui Lorentz-Einstein :

X1 +1Bxy

0 X1+t 0_ 0__ o_ Xa—IBX;
X|= = X=X, X3=X3 Xj=

k ’ (29,9)
unde:

v S
B=—» k=V1—p2
Prin trecerea la sistemul de coordonate in miscare, valorile

_}
noi ale componentelor 7 'si valoarea elementului de volum (dr)
vor fi legate de valorile vechi prin relatiile:

aX a_xﬂ TO
wo ax, ax, P’ (29,6)
9
(dr) =k (dry).

Pastrind pentru tensorul 7 numai termenii diagonali (x=) si
tinind seama cd in cazul miscdrii de-a lungul axei x trebuie sd
lisdim numai componentele pentru care p,v=1,4, avem:

T —ﬁa_x_lT +a4ax4’r0

- 0__T0
1 dx; 0x4 08Xy 0xq4 M kz(T44 T“),
8x1 3"1 6 6x4
T‘M— 55‘: 674 T ax
de unde gdsim:

(29,7)

70 — _( —p? T?l)' (29,8)

= E{(ry—10) (@ro)
G,= o= (To—pTo) (@), (29,9)
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Conform teoriei relativitd{ii cantitatea de migcare electromag-
neticd si energia trebuie sd formeze, impreund, un vector cvadridi-
mensional, a cirui lege de {ransformare are forma:

ax2 ox§ :
= *G0'= 4G 29,10
G= 5 O=z G (29,10)
sau conform cu (28,9):
i 2
G=-% ao= £\ 10, (ary,
i >
G,= £ 70,(ar,. (29,11)

Comparind (29,2) cu (29,11), vedem ci cantitatea de miscare
a cimpului electromagnetic formeazd un vector cvadridimensional in
cazul cind:

{ 79, (ary=o0. (29,12)

Ultima relatie reprezintd teorema lui Laue, conform careia can-
titatea de miscare electromagnetica Gu formeazd un vector cvadri-

dimensional numai in cazul cind, pentru toate componentele ten-
sorului energiei, intr-un sistem de coordonate in repaus fatd de
electron, se respectd relatia:

[y

§ 70, (ary =0, (29,13)

afard de componenta 79,, a cdrei integrald este o marime con-

stantd, egald cu energia totald a cimpului generat de particuld. Pu-

tem egala aceasta energie a cimpului cu energia proprie a parti-

culei, exprimind prin aceasta ideea fundamentald a ipotezei asupra

naturii electromagnetice a masei electronului. Conform acesteia din

urmd, energia proprie a particulei U, impdrtitd prin ¢?, sau masa
ei m¢ este:

el — Uy = : T0 dé

mel= =2 = . 70, (ar). (29,14)

Sd ardtdm cad egalitatea (29,13) formuleazd nu numai conditia

pentru care cantitatea de miscare Gu formeazd un vector cvadridi-

mensional, dar exprimad, de asemenea condifia necesard pentru ca
intreaga sarcind sd se gdseascd in echilibru.
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Intr-adevar, in cazul static (7,,=0) avem in locul relatiei (29,13):

{70 5. (dry=0. (29,15)

nm nm

Tinind seama de egalitatea:

y 0X, -3

’
a xm nm

obtinem in locul relatiei (29,15), relatia:

T3),
_nm - = 29,16
{x, I (dr) =0, (29,16)
5 ) . 875 )
Dupd cum se vede din (28,4), mdrimea T reprezintd o den-

sitate a forfei, iar intreaga expresie (29,16) reprezintd virialul care
— dupd cum se stie — este proportional cu energia cinetici medie
[v. mai amanuntit relatia (44,1)]. Dacd virialul devine nul, atunci
energia cineticdi medie devine pe asemenea nuld, adicd sarcina
totald trebuie si se gdseascd in echilibru. Astfel, teoremele deduse aici si
care ne aratd conditiile in care putem egala vectorul -energie-
impuls al particulei cu vectorul energie-impuls al cimpului, sint
foarte importante in construirea unei teorii de cimp al electronului.

§ 30. Teoria masei electromagnetice in
electrodinamica lui Maxwell-Lorentz

a) Tensorul energie-impuls al cimpului maxwellian
In electrodinamica Iui Maxwell-Lorentz funcfia lui Lagrange
pentru cimp este [v. formula (23,11)]:

1 1 2 2
L0=— ]—G—T-c Hvapv = 8x (E —H )1 (30’1)

iar pentru momentele cimpului avem [v. relafia (23,28)]:
D, =H,. (30,2)
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De aici obtinem pentru componentele tensorului energie-impuls,
conform lui (28,5):

T HH +165HH (30,3)

v pv' “aff” “af”

Tensorul T, contine noud componente spatiale, care formeaza
tensorul tridimensional al tensiunii superficiale:

1 1 2
Tnk= 4—11; EnEk 1 HnHk— Z 5nlcf (H2 + E’))] ; (30’4)
nk=1,2,3,
si sase componente spatio-temporale:
Tnd = —ngn, T4n = % 6"’ (30,5)
‘densitatea cantitdtii de miscare electromagneticd g, fiind legata

de vectorul Umov-Poynting al densitdtii curentului de energie a
~cimpului :

- ¢ >
6= EXH | (30,6)
prin relatia:
> @2_ , (30,7)
[

In sfirgit, componenta temporald T,, este densitatea energiei
cimpului electromagnetic:

1
Ty=u= g (E*+H). (30,8)

Astfel, fensorul energie-impuls are forma:

Ty T, T3 —i.Cgl
T, T,y Ty —ICgy

T,= T3, T T33 —icg, (30,9)
fe-te-te

Relatia (30,7) dintre densitatea impulsului electromagnetic ,g? si flu-
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_)
xul o este o consecinfd a simetriei tensorului energie-impuls in teoria
maxwelliana :

T,=T,".

1) In cazul general Duv ¢HM, avem doi tensori ai cimpului:
H23=Bx- D23=Hx.
H41=iEx, D41=li_
$
Componentele electrice se numesc intensitatea cimpului (E) si inductia

> -> >
(D) ; componentele magnetice se numesc intensitatea () si inductia (B).

> > > >
Pentru vectori (B, E) si (D, H) au loc ecuatii care coincid cu ecuatiile lui
Maxwell pentru un mediu dielectric:

B vt h P gradg. L
=rot 4, = —pgrad g— — —
grad o c ot

5> 18D &+ >
rotH—T E—=4r:j, div D=4z,

unde in cazul unei particule punctiforme [v. (23,30)]:
9

> ev > > > >
j=-z—8(r— E), p=e8(r—g).

In cazul unui mediu material, tensorul energie-impuls ar putea fi si nesi-
metric. Intr-adevar, conform (28,5) avem:

. i > =
T, =—icg,=— ™ (D x B),,
™
i i > >
T4n=—?cn=—4_1t(ExH)n¢Tn4.

Expresia tensorului energie-impuls (28,5 coincide cu definifia datd de
Minkovski si Dallenbach.

Pe de alti parte, Abraham socotea in mod gresit cd tensorul energie-
impuls trebuie si fie intotdeauna simetric si — l3sind pentru componentele

T4, valoarea gisitd de Minkovski (T§,=T,,) a pus:
i> -
Tfn=T4ﬂ = Z‘:EXH.

Argumentatia lui Abraham este evident neconvingitoare si noi trebuie
si riminem [a tensorul lui Minkovscki-Dillenbach, care reprezinty o conse-
cintd necesari a teoriei generale bazate pe principii variationale. O discutie
relativ mai aminuntitd a consecintelor fizice legate de cei doi tensori se poate
gasi in cartea lui I. E. Tamm (v. I. E. Tamm, Bazele teoriei electricitafii, Ed.
Tehnica 1953 § 116).

1l — Teorla clasicd a cimpului
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Sa verificim acum dacd ‘teorema lui Laue (29,13) este inde-
plinitd in teoria lui Maxwell-Lorentz.

Intr-un sistem de coordonate in repaus fatd de electron, cim-
pul magnetic devine nul, iar cimpul electric trebuie s posede o
simetrie sfericd. De aceea, chiar in concordantd cu (29,2) ne pot
interesa numai componentele diagonale ale tensorului energie-impuls
determinate de relatiile:

0 1 2
T44_87tE’

Th= g (Bi— 5 E°. (30,10)
De aici gasim:
0 e 1 2 ->
§ 78 (drg)= - § 2 ar) =, (30,11)

unde U, este energia cimpului electrostatic.
Luind in considerare mai departe simetria sferici a vectorului

E avem:
§ 6 dry= [ B- LBy ar)-—1 U, (012)

adicd teorema lui Laue nu este satisfacutd pentru cimpul electro-
magnetic generat de o sarcind.

In conformitate cu (29,9), gdsim urmadtoarele valori pentru
componentele cantitdfii de miscare a cimpului electromagnetic ge-
nerat de un electron care se misca cu vitezav:

Uy 1 4 Uyw
G =Y (1+3)= 2%,

Gm o1 Lgs]. (30,13)

Astfel, componentele G, nu formeazd un vector cvadridimen-
sional, spre deosebire de componentele impulsului electronului:

p

Vi—oe’
& mycl
c Vl —_ U2/c2
Sa ne ocupam acum de ipoteza masei de cimp in cadrul elec-
trodinamicii clasice. Conform acestei ipoteze, emisd la sfirsitul

Pi=
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secolului al XIX-lea de J. J. Thomson si dezvoltati de Lorentz,
Abraham si Poincaré, energia proprie a electronului (deci si masa
lui) este in intregime condifionatd de energia cimpului electromag-
netic legat de electron, sau — ceea ce ce reduce la acelasi lucru —
inertia particulei se datoreste inerfiei cimpului. Exact la fel si im-
pulsul electronului se presupune cd este datorit impulsului cimpului.

Cu toate cd programul teoriei cimpului n-a fost realizat nici
pind in zilele noastre, ideile ei fizice $i metodele de calcul au jucat
intotdeauna un rol de stimulare. Pentru a avea succes, teoria masei
de cimp trebuie sd satisfaca cel pufin urméatoarele condifii. In pri-
mul rind, trebuie sd se obtina o valoare finitd pentru energia cim-
pului generat de particula, care sd poatd fi egalatd exact cu ener-
gia finitd a particulei (adicd cu masa Inmulfitd cu patratul vitezei
luminii: &=mc?). In al doilea rind, valoarea impulsului cimpului
generat de particuld, trebuie sa fie nu numai finitd, dar sd se ga-
seascd in acelasi timp intr-o relatie corectd cu energia, formind,
impreund cu aceasta din urmd, un vector cvadridimensional. In al
treilea rind, teoria trebuie sa fie in stare sa deducd ecuatiile de
migcare ale electronului,

Intr-o dezvoltare ulterioara a teoriei trebuie sd se ceard pe
deasuprd si deducerea spinului, adicd a momentului cinetic propriu
al electronului, ca spin al cimpului. Aceasta insd priveste genera-
lizarea cuanticd a teoriei masei de cimp, deoarece spinul este un
efect cuantic. Tot asa, obfinerea unei valori nu numai finite, ci si
bine determinate pentru masa electronului si a altor particule cade,
de asemenea, evident, in sfera de actiune a teoriei cuantice. De
aceea, ne mdrginim acum — in cadrul teoriei clasice a masei de
cimp — inainte de toate, cel putin la problema obfinerii unei mase
finite si a unui impuls finit §i la o relatie reciprocd corecta, a carei
posibilitate nu este evidenta.

Intorcindu-ne la electrodinamica maxwelliand si ldsind deo-
camdatd la o parte problema valorii finite a energiei cimpului,
vedem cd masa particulei se poate determina din punct de vedere
al ipotezei de cimp pe doud cdi. In primul rind, plecind dela im-
pulsul electromagnetic G, se poate determina masa ca un coeficient
de proportionalitate intre impulsul cimpului si viteza tridimensionala
a particulei:

_ G, _ 4 U, 4 ¢’ const

me! 0 3¢k EN & 2 - —02. (30,14)
Vi-% Vs
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O astfel de lege de variatie a masei electronului cu viteza
miscdrii a fost intr-adevar confirmatd experimental la inceputul
secolului XX (Kaufmann-Guy si Lavanchy} si aceasta intr-un timp
pdrea sd fie un puternic argument in favoarea ipotezei masei electro-
magnetice de cimp.

In al doilea rind insd, daca considerdm energia proprie a elec-
tronului ca fiind egald sau coincizind cu energia cimpului, iar masa

drept un cit al energiei cimpului C—Cl.;f (adica a componentei a patra

a impulsului) prin patratul vitezei luminii ¢2, atunci obtinem o re-
latie care contrazice ecuatia de mai sus §i datele experimentale:

U 1
met= U1 4 L. (30,15)
Acest rezultat nu coincide nici cu formula corectd cerutd de teoria

relativitatii m® = ,((]—C‘;, nici cu relafia gresitd (30,14):
4 U,
mel = ST (30,16)

In felul acesta masa si impulsul electronului n-au putut § puse
in concordanta intre ele, in teoria de cimp a electrodinamicii max-
welliene clasice. Afard de aceasta, trebuie sid subliniem, cd con-
form teoriei relativitatii restrinse, masa fiecarni corp variazd cu
viteza dupa legea:

unde m, este masa de repaus, iar impulsul este egal cu

->

> mg
p_ —_—

v2
e

Aceste relatii au loc complet independent de vreo concepfie asupra
naturii masei astfel incit confirmarea experimentald a variatiei masei
cu viteza dupd legea

nu poate fi in nici un caz un argument in favoarea unei ipoteze
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de cimp a originii electromagnetice a masei. Exact aceeasi lege de
variafie a masei are loc si pentru particule neincarcate, de exemplu
neutroni.

Mai mult incd, conform teoriei relativitatii, energia fiecarui

&y
corp esle: é)_vl—w , unde &y=myc? este energia proprie de

repaus. Toate acesie formule ale teoriei relativitatii sint excelent
confirmate de experientd. Aparitia factorului suplimentar 4/; in

1 i
expresia (30,14), a impulsului si a factorului (1—}-3 Bz) in

expresia energiei (30,15), factori care nu concordd §i contrazic ex-
perienta si relatiile teoriei relativitdtfii, aratd ca masa, energia, im-
pulsul si prin urmare, comportarea mecanicd a electronului nu pot
fi explicate in teoria lui Maxwell-Lorentz din examinarea cimpului
electromagnetic propriu al acestuia. In felul acesta, in particular
masa electronului nu poate avea o origind pur electromagnetica.

Dupa cum vedem, acest prim insucces al teoriei clasice de
cimp a masei electronului este legat de nerespectarea, examinatd
mai sus, a conditiilor de valabilitate ale teoremei lui Laue. Se con-
statd insd cd componentele impulsului §i a energiei cimpului electro-
magnetic nu formeazd un vector cvadridimensional si prin urmare
nu pot fi egalate cu impulsul si energia electronului care formeaza
un vector. Dacd raminem totusi in cadrul unei teorii de cimp, atunci
trebuie sd introducem un cimp auxiliar oarecare, diferit de cel
maxwellian, pentru ca energia i impulsul acestui cimp sd@ poata
compensa fractiunea suplimentard a cimpului, legatd de coeficientii
/3 din expresia impulsului $i termenul !/; 2 din expresia energiei.
Acest cimp suplimentar duce la asa numrita presiune a lui Poincaré,
presiune care menfine electronul in ,echilibru“ (v. mai jos). Luind
in considerare un astfel de insucces al teoriei clasice de cimp a
electronului, in sensul de punere in concordanti-a valorilor ener-
giei si impulsului particulei i cimpului, sd& ne oprim totusi asupra
analizei urmdtorului punct fundamental, legat de problema valorii
finite a energiei cimpului generat de electron.

Pentru o particuld in repaus avem: =0, k=1; de aceea masa
electronului ar fi, conform uneia sau celeilalte din cele doud defi-
nitii date mai sus m®= % %0 conform (30,14) sau m¢= % con-
form (30,15). AiciU, este energia electrostaticd a sarcinii punctl-
forme. Deoarece energia cimpului U; a unui electron punctiform
este infinitd, pentru eliminarea acestei dificultdfi se propune a se
reprezenta sarcina ca fiind distribuitd intr-un volum oarecare, pe
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care pentru simplificare, sd-1 ludm sferic, de razd ry. Trebuie si
sub iniem de la inceput, cd introducerea — oricare ar fi ea — a
unei raze, distruge inevitabil invarianta relativistd a teoriei si de
aceea poate fi privitd numai ca un procedeu cu totul provizoriu.

In cazul unei sfere incdrcate superficial, de raza r, energia
totald a cimpului electric este:

@ o]
1 2, > e2Sdr 2

V=g § Eun=5{%=2. (30,17)

ryErd T
Pentru—-cazul unei sarcini distribuite uniform in volum, avem:

3 e .y . . .,
Uy= T In general, pentru o distributie oarecare a sarcinilor,
0
avem;
32
Uo—aav .

unde coeficientul o depinde de caracterul distributiei sarcinii si este
de ordinul de madrime al unitatii.

Fard si ddm vreo importan{d formei precise de distribufie a
sarcinii in ,interiorul“ electronului in acest model necuantic cu totul
provizoriu, care afard de aceasta, distruge in orice caz invarian{a
relativistd oricare ar fi distributia, sa incercdm totusi si evaluam
ordinul de mdrime al razei electronului, lasind la o parte tofi coe-
ficienfii de ordinul unitafii. Sd egaldm energia cimpului electrosta-
tic U, cu energia proprie a electronului m® ¢2:

2

m€162= _e_.
o

Substituind in locul iui e, m, ¢ constantele numerice cunos:-ute
pentru electron: masa m=9. 10_28g, sarcina e=4,8-10""" ues CGS,
viteza luminii ¢=3-10"cm/s, gasim

)
ro= ,%C—z ~107"cm | mai precis,—::z?2 =2,8.107" cm)- (30,18_)
Ultima expresie ne di valoarea asa numitei raze clasice a

electronulai. Mai precis, este vorba acum de.,raza electrici“ cla-

sicd deoarece s-ar fi putut, pe o cale cu totul analogd, aplicind
aceeasi conceptie a teoriei masei de cimp, sd calculam si raza

»magneticd“, fard sa ne preocupdm de faptul cd momeatul magne-

tic, la fel ca si spinul electronului, este condifionat de efectele

cuantice,



Teoria masei electromagnetice 167

Egalind energia magnetica, conditionati de momentul dipolar

- 2 . 3 -
al electronului, &,~ Y, cu energia proprie a electronului me?,
r
avem: b

2
me2="
n
de unde rezultd pentru raza magnetica clasicd a electronului:
2,Ys _
r,= (“—) ~107" em

\ITIC‘
deoarece conform datelor empirice, momentul magnetic al electro-

nului este egal cu magnetonul lui Bohr:

__eh
~ “4nmc

Exact la fel pentru raza gravitationala clas;ca a electronului

avem r,= 7— ~107 cm!), deoarece mc2= * —g— (» este constanta
gravificd).

Cu toate defectele mari ale ipotezei masei de cimp, nu se
poate totusi nega un anumit succes al acesteia, constind in faptul
cd valoarea obtinutd pentru raza electricd a electronului (30,18)
corespund2 intr-adevar unor ,dimensiuni“ eficace ale electronului,
(care apar de exemplu in difuzia luminii pe electron), electron care
se considerd punctiform in toate calculele de acest fel. Dupd cum va
fi ardtat mai jos (§ 36), sectiunea eficace clasicA a Iui Thomson
pentra difuzia luminii pe un electron punctiform este determinata
in esentd de marimea cxr3, in concordantd cu experienta, pe cind
teoria cuanticd a difuzii luminii pe un electron punctiform, teoria
necesara pentru cazul lungimilor de undd mici, cind electronul
capdtad un recul apreciabil (efectul Compton), duce la formula lui
Klein-Nishina?) pentru sectiunea eficace, formuld care concordd cu
experienta si care confine de asemenea ca marime fundamentald
pe r2, De aceea, se poate spune cd din punct de vedere al teoriei

de cimp, masa sau energia electronului este intr-adevar datorita

V. O. Usaneuxkou A. CokonoBb, Becruuk MIY, No. 8 1947.

2) Q. Klein und J. Nishina, Zs. f. Phys., 52, 853, 1929. Aceestd formuld
a fost dedusid de asemenea de citre I, E. Tamm (L. Tamm, Zs. f. Phys., 62,
545, 1930).
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in mare parte cimpului electrostatic. Pe de alta parte, deoarece
raza clasicd magneticd sau gravificd nu are nimic comun cu dimen-
siunile eficace ale electronului, dimensiuni care apar in cazul inter-
actiunilor acestuia, a miscdrii acestuia in atomi, etc., trebuie sd
tragem concluzia cd cimpul gravific sau magnetic nu joacd un rol
esenfial in structura electronului, din punctul de vedere al ipotezei
masei de cimp.

Sd ne amintim acum rezultatul mentionat mai sus asupra ne-
cesitdfii de a realiza programul teoriei de cimp a -electronului,
anume introducerea fortelor nemaxwelliene. Nu este dificil de vazut
cauza fizicd intuitivd pentru admiterea unor astfel de forfe.

Deoarece electronul-corpuscul se presupune incircat cu-elec-
tricitate de un singur fel, el trebuie inevitabil si explodeze sub
actiunea fortelor maxwelliene (in cazul de fatd al fortelor coulom-
biene). Prin urmare, pentru a menfine ,pértile“ electronului impre-
una, trebuie sd introducem forfe nemaxwelliene.

Este evident cd, din punctul de vedere al interpretdrii elec-
tronului ca o particuld elementard, nu se poate vorbi despre
,partile“ lui in sensul riguros al cuvintulvi, ceea ce subliniazd
incd o datad caracterul cu totul provizoriu al modelului electronului
corpuscul.

b) Tensorul momentului cinetic al cimpului

Putem ajunge direct la tensorul energiei cimpului electro-
magnetic, precum §i al oricaror altor cimpuri, plecind de la con-
siderarea functiei lui Lagrange L.

Marginindu-ne, pentru simplificare, la cazul unui cimp fari
sarcini, avem — conform lui (23,11) — pentru cazul maxwellian :

1
L=— 15 HH,, (30,19)

Sd derivim pe L in rapori cu coordonatele X,

oL AL 84, 1 04,

3—%:6/‘“ ox,  dn M gx,

, (30,20)

Aici am tinut seami ca:

oL _ 1
aAl, v 4r Hlv'
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Luind in considerare cd in spatiul fard sarcini avem:

i oL _ L aHlv
0x, aAk, v  4n ox,

=0,

putem aduce egalitatea (30,20) la forma :

7*C€ln
aax*” -0, (30,21)

unde componentele asa numitului tensor canonic al energiei (mai
precis tensorul densitate de energie-impuls-tensiune) sint determi-
nate de relatiile :

1 oL _
Ton = yve A, H,—LE, =A v GAL L — L3, (30,22)
Ecuatia (30,21) care exprimd anularea divergentei cvadridimen-
sionale, este echivalentd cu patru legi de conservare obignuite,
care se obfin pentru cele patru valori ale indicelui p=1,2, 3, 4.

Intr-adevdr, pentru p=4; obtinem ecuafia :

-> »
. [ 0Ty _
div T4 c —a—t' —-O,
. 13 - - ->
care exprimd legea de conservare a energiei, deoarece T,, este
densitatea de energie. Sd inmultim ultima ecuafie cu elementul de

9
volum (dr) si sd integrdm pe intregul spatiu. Atunci, transfor-

> o
mind integrala de volum Sdiv T,(dr) intr-o integrald de suprafafa

dupa teorema Iui Ostrogradski i finind seama ca la infinit com-
ponentele 7 dispar, obfinem

GST df)=0, adici ST dr) = const
ot 4 (dr)=0, adic u(dr)= .

Exact la fel se demonstreaza s§i celelalte trei legi de conser-
vare pentru componentele impulsului.

Dupd cum s-a aritat in § 23a, conform teoremei lui Noether,
invarianfei lagrangeanului fati de fiecare grup dat de transformari
continue ii corespunde o lege proprie de transformare penfru o
mirime sau alta. Afard de aceasta, este valabild §i reciproca ace-
stei teoreme, care afirmi existenta unei invarianfe in cazul inde-
plinirii legilor de conservare. Este usor de ardtat ca legea generala
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de conservare (30,21) a tensorului energie-impuls corespunde inva-
riantei ecuatiilor lui Maxwell fatd de grupul translatiilor celor patru
coordonate. Intr-adevdr, pentru o translatie a originii coordonate-
lor, avem urmitoarea variatie a functiei lui Lagrange

oL = oL 8x ,
ax“ N
care se reduce la calculul derivatei C%L - In felul acesta, indepen-

N
denfa lui L fatd de translatiile coordonatelor, duce la anularea in-

tegralei SBL (dx) si, odatd cu aceasta, duce la legile de conser-

'vare pentru energia si impulsul cimpului (30,21). In acest sens, teoria
cimpului este complet analogd teoriei punctului material, in care in-
varianta actiunii sau a lagrangeanului fafd de translatiile celor pa-
tru coordonate, duce de asemenea la patru legi de conservare
pentru componentele vectorului impuls cvadridimensional, adica
pentru cele trei componente ale cantititii de miscare si pentru
ehergie. :
In felul acesta se poate spune cd grupul translatiilor sistemului
de coordonate induce atit construirea unui tensor canonic al ener-
giei, cit si legea lui de conservare, sub forma conditiei de anulare
a divergentei cvadridimensionale $i aceasta cu ajutorul lagrangea-
nului invariant sau respectiv a principiului variational invariant.
Intr-un mod cu totul analog putem ajunge la tensorul energie-
impuls i la legea de conservare a acestuia, nu numai in cazul
ecuatiilor Iui Maxwell, dar si pentru oricare tip de cimpuri: de
exemplu pentru cimpul gravitational, precum si pentru cimpurile
scalare, vectoriale, pseudoscalare si pseudovectoriale, care ar putea
descrie mezonii, apoi pentru cimpul spinorilor lui Dirac etc.,
deoarece ecuatiile tuturor acestor cimpuri sint invariante fa{d de
translatii i aceasta, datoritd omogeneitdfii universului spatiu-timp.
Tensorul canonic al energiei reprezintd in fond o generalizare
pentru cazul cimpului a expresiei functiei lui Hamilton:

. alL
H—=pa —lL ( = 0Ly,
pa—L [p= 5]

-care se referd la un punct material, stiind ca, in cazul cimpului,
functia lui Hamilton este una din componentele tensorului densitate
de energie-impuls (H=T,).
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In sfirgit, este totdeauna posibil sd introducem si un tensor
metric al energiei care este simetric i care — dupd Hilbert — se
obtine prin variatia functiei lui Lagrange in raport cu componen-
tele tensorului metricl):

Tmetr — _Z_RJgL' (30’23)
" Vg ag”

stiind cd in rezultatul final, cind trecem la universul pseudoeuclidian
plan(inlipsa gravitatiei) trebuie si egalim componentele g* (x,=ict)
cu simbolul delta unitate:

g,=¢" ="

]v. de exemplu, relatia (23,1)]. Tot asa, determinantul format din
componentele g*, trebuie pus egal cu unitatea (g=1).

In cazul cimpului lui Maxwell, tensorul metric al energiei
coincide cu tensorul cdpatat mai sus (30,3)?):
1

Tmetr —
v

el

. wu— AL H LB (30,24)
care este simetric (T = Tret) si satisface, in cazul unui spatiu

vid, legile de conservare:

nietr
ST

ox,

Tensorul canonic al energiei insd, nu este simetric §i difera
de cel metric prin mdrimea:

' Tean__Tmetr— _ 1 8 -2
THV_ Tﬁsn T:;':.E F— e axl Aqul— ax" _fp [l

a carei divergen{d este nuld:

’

Ty =0

éx, )
Nesimetria tensorului canonic al energiei se leagd direct de
existenta mai multor componente ale functiilor de undi la toate

1) V. de exempluy, A. C. d13HHITOH, Teopusi OTHOCHTENLHOCTH,
I'TTH, 1934, § 79.

2) Deducerea relatiei (30.24) se di in § 47.
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cimpurile afard de cel scalar (sau pseudoscalar). Altfel zis, aceasta
nesimetrie este legatd de proprietifile de polarizare ale cimpului
sau de existenta spinului particulelor care corespund acestui cimp.

Sd& ne oprim acum asupra momentului cinetic al cimpului
electro-magnetic, reamintind in primul rind expresia momentului
cantitatii de migcare din ‘mecanica punctului material. In notatie
cvadridimensionald, momentul cinetic este egal cu tensorul anti-
simetric de ordinul doi:

Mpv=xupv—xvpu.

Componentele pur spatiale (p,v=1,2,3) ale acestui tensor al -
momentelor au forma cunoscutd a vectorului axial obisnuit al mo-
mentului cinetic:

> > o

M=rxp; Mx=M23=ypz—zpy,

iar celelalte componente spatio-temporale ne dau vectorul cu
componentele :

: X6 . i€
M4n=lc (tpn— %J, (x4=1ct, Ds= .C._J .

Dupd cum s-a mentionat, izotropia universului spatiu-timp duce
la invarianfa integralei de actiune sau a lagrangeanului fati de
rotafii [v. § 23, b), p. 3], de unde, conform teoremei lui

Noether, rezultd legile de conservare ale componentelor tensorului

MW(‘% M, = O). Cele trei legi de conservare ale componentelor

momentului cinetic M,, sint bine cunoscute din mecanica punctului
material. Celelalte trei legi de conservare M, =const reprezintd o
generalizare relativistd a legii de migcare uniforma a centrului de
inerfie, de care ne putem ugor convinge trecind, de exempluy, in
suma EMM—(sumarea se face in rapcrt cu masele sistemului) la
aproximatia vitezelor mici, cind &=~mc??!).

Trimitind pe cititor la literatura mentionata mai sus, in ceea ce
priveste analiza completd a momentului cinetic al cimpului, noi vom

obtine acum direct expresia tensorului momentelor, mai precis a
densitdfii momentului ,orbital“ al cimpului, drept o generalizare a

) V. Bessel-Hagen, Math. Ann. 1921; JI. Jlanaay u E. Jludpwnu
Teopus noas, Tocrexusnar, 1948, §. 13.
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tensorului momentelor din mecanica punctului material, sub forma
urmatoare :

My = ~ Ce To"— %0 TE"), (30,25)
M =—M

™ e
Insd in locul impulsurilor p, trebuie sd substituim acum in ten-

sorul mecanic componentele tensorului canonic al energiei 7,3 ,
tot asa ca si la trecerea cdtre teoria cimpului, in locul aceluiasi
vector energie-impuls (p,=p; ié/c) am obfinut componentele ten-
sorului (densitatii) energie-impuls T, si—in particular —in locul
energiei ¢, componenta 7,, pentru densitatea energiei. Atunci,
componentele momentului ,orbital“ total, al cantitatii de miscare in
sensul obisnuit, se vor exprima ca integrale de volum efectuate
asupra componentetor antisimetrice in coordonatele spatiale ale ten-
sorului densitdfii de moment M[rs]4; de exemplu:

M= M, (dr) etc. (30,26)
Divergenta tensorului momentelor :
aM[uv]A 4 can can
_axl == ? (T\"“ _TI-W )=
== g 0.2
T ax, ¢ YAl i (30,27)

poate fi usor gisitdi daci tinem seamd de legile de conservare
(30,21) precum si de relafia:
ox,,

Th_3
I

X, LI

Aceastd divergentd se va anula, adici momentul cantitdfii de
migcare (30,25) va satisface legea de conservare §i va ramine o
mdrime constantd, numai in cazul cind tensorul canonic al energiei

TS este simetric, adicd numai in cazul unui cimp scalar (sau
pseudoscalar) (f,,;=0)-

Pe de altd parte, lipsa simetriei tensorului canonic al energiei
in cazul unui cimp vectorial (maxwellian) si al tuturor celorlalte
cimpuri, ne aratd cd pentru asigurarea conservarii tensorului mo-
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mentului cinetic, trebuie sa addugdm la momentul ,orbital“ al can-
titdtii de migcare a cimpului, obtinut mai sus, un nou tensor de
ran_ul trei:

M =M+ Sty (30,28)
astfel incit suma lor sd satisfacd legea de conservare, adica
aM,[uv]l _
—ex, O (30,29)

Din egalitatea (30,27) se vede cd in acest scop, trebuie si punem,
S —S

™ =

{ i
= VL) = — 12 (AH—AH ). (30,30)

Atunci divergenta (30,30) sumatd cu divergenta (30,27) va da zero.
Trebuie sd remarcam cd ,simetrizarea“ tensorului energiei, care se
face in toate cursurile obisnuite de teoria cimpului, fird a elucida
relatiile indicate mai sus, nu ldmureste sensul fizic al lipsei de
simetrie.

Marimea S[Ml poate fi privitd drept tensor al densitd{ii mo-
mentului propriu sau de spin al cantititii de miscare a cimpului
(ceea ce corespunde in cazul cimpului electromagnetic, sub aspect
corpuscular, cu spinul fotonului). Legea de conservare (30,29) a
tensorului total al densitdtii momentului cimpulul corespunde,. con-
form teoremei Iui Noether, invarianfei ecuatiilor lui Maxwell, in
cazul nostru, $i — prin urmare — a lagrangeanului fatd de rotatii
cvadridimensionale, altfel zis, corespunde izofropiei universului spa-
tiu-timp. Relafii analoge at loc §i in cazul altor cimpuri.

Prin analogie cu egalitatea (30,26) putem gdsi valoarea totald
pentru spinul cimpului:

— ->

S,= S 8[23]4(dr ),
sau, substituind valoarea (30,30) in locul Iui Spsp, avem:
— > > o
5= { (ExA)@n.

1
4rc

Analiza cuanticd aratd ca spinul fotonilor este egal cu 1, daci se
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ia ca unitate #/2w. Aceasta reiese in mod intuitiv din faptul ca
pentru fotonii de frecven{d v avem:

|E|= L84~ 2 4 E=p,

ot |
> -+
stiind ca in cazul unei polarizafii circulare vectorii £§i Asintper-
pendiculari.
Tinind seama cd energia totald a cimpului se determind cu
ajutorul formulei:

1
c

I 2 >
U= o=\ (B4 %) (@),
gdsim urmatoarea relatie intre vectorul|S| si U:

1
S| = 5| U,

de unde, luind in considerare c&, conform teoriei cuantice, U=hyv,
obtinem
h

NEE-=>

In ceea ce priveste detaliile in legaturd cu tensorul canonic si
cel metric, precum si cu momentul cinetic al cimpului, il trimitem
pe cititor la literatura respectiva!)

§ 31. Deducerea ecuatiei clasice de migcare a masei elec-
tromagnetice dupa metoda lui Lorentz

In afard de determinarea masei electromagnetice prin componente-
le tensorului energiei, se poate obtine aceasta direct din forta de
autoacfiune. Aceastd cale de determinare a fortei de reactiune a
cimpului asupra particulei — este vorba de cimpul generat de ace-
iagi particuld — a fost pentru prima datd indicatd de Lorentz.

1) B. Maynu, PensTuBHcTCKas Teopusa 3aeMeHTapHbix uwacthu, HJI,
Mocksa, 1947, pag. 11; F. Belinfante, 6, Physica, 6, 887, 1939; A. Cokoaon
H A. MyxTtaposn, Becthuk MI'Y No. 8, 1948.

Cu privire la determinarea experimentald a spinului, adicAi a momentului

de rotafie al unei unde electromagnetice, prevdzut in cadrul electrodinamicii
clasice de citre Sadovski, v. . Po3sen6epr, YoH, 40, 328, 1950.
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Ne vom madrgini la cercetarea cazului mai simplu al migcarii
electronului de-a lungul axei x cu o vitezd nerelativista v<€c,
ceea ce reprezintd o marginire neesenfiald pentru elucidarea ideii
.acestei metode.

In acest caz avem:
. i — > >
mx =eE'+e § oy () (dr); (31,1)

unde E' este cimpul electric exterior, iar E este cimpul mediu ge-
nerat de electron insusi:

— > >
E= Epo(™) (dr) (31,2)
Ambele cimpuri sint indreptate de-a lungul axei x. Densitatea

5 >
po(r)= %, care satisface relatia:

S 90(7)(d;3=1, (31,3)

-caracterizeazd distributfia sarcinii electronului in interiorul unui vo-
lum oarecare.

Pentru determinarea cimpului propiu, ne vom folosi de ecuatia:

E=— 9 _ 1%, (31,4)
Conform formulelor (24,8), pentru o sursd punctuald in - mis-

-care cu viteza v de-a lungul axei x, avem urmdtoarele solufii cu
potentialele retardate:

at',

ot —t+ %)
g=e

RI

o K
A=2§o@) dk th+c) dt', (31,5)

X

> > >
unde R'=r —1r'(f') este distanta dintre punctul de observatie si
sursd.

Vom raporta forfa de autoactiune la- acelasi timp f. Pentru
aceasta, sd dezvoltam funcfia & dupa puterile marimii (sensul
fizic al acestei dezvoltdri se va vedea in cele ce urmeazd):
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a(t'—t+ B —se—n+ Ba - _nt

R R
+ 5 a(t'—t)+ &5 0 (t’—t)+... (31,6)

aici punctele puse deasupra functii & inseamnd derivata in raport
cu timpul #.

Substituind dezvoltirile (31,6) in formula (31,5) si folosindu-ne
de regulele de integrare cu functia & si derivatele ei, obtinem:

RT22ar 68 g& T
Ax=%%——%’.+..., (31,7)

e
unde w este accelerafia electronului, iar R =r — r' ().
La derivarea dupa ¢ finem seama de formulele

> > 5 >
r ) =v, r' ({)y=w etc. (31,8)-
iar vy=0v, 0y;=0, vV,=0, etc Atunci,
>
BR__ (R __ R R o) — —
SR T ® Y a —2(Rv) = 2Rxl:
unde '
R =x—x'(t).

Marginindu-ne acum numai la termenii liniari in raport cu vi-
teza si acceleratiile, obtinem

e eRwW eRwW
PTRT R T3S T

e

©

A= p—F W0t (31,9)
de unde, conform (31,4), gasim:
‘ eR, e [ RZ 2e
E- T stnlm wtw )+ B (31,10)

Dupd cum se vede din (31,1) si (31,2), forta de autoactiune
va fi:

F,=e$ o) () § 0o (1 Edar). (3L,11)

12 — Teoria clasicd a cimpului
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Luind in considerare -relatia (31,3), precuin $1 egalitatile care
au loc in cazul unei simetrii sferice,

§eo ) (@) § o0 ) £ (R) R, (@) =0,
§eulr1 (07 §e0 1 1 (R) > (d7)=

=%S90(7')(d7')gpo(7)f(i?) (), (31,12}

gdsim in cele din urmd urmdtoarea ecuatie nerelativistd de miscare
pentru electron, cu considerarea forfei de autoactiune:

2 ...

/ni=eEf—trzf’$£+~§— :Tx+... (31,13)

Coeficientul m¢, care reprezintd masa electromagnetica

> >
’ >
mi= 5 & § () § 200 @ (31,14)
este de ordinul de mdarime
b 1o &
me oo y

0

unde ry este raza clasicd a electronului. Semnificatia unei astfel de
raze, menitd sd asigure o valoare finitd pentru masa electronului
si dificultdtile pe care le-ridicd au fost examinate mai inainte (§ 30).

Pentru ldmurirea sensului fizic al masei electromagnetice, obti-
nutd pe aceastd cale, sd compardm m® cu energia electrostaticd U,
a electronului in repaus.

Dupd cum se stie, putem exprima energia electrostatica a par-
ticulei incdrcate prin potentialul ¢ si densitatea de sarcind o:

Up= 5§20 ()% () (@), (31,15)

.9
Potentialul ¢, generat de densitatea de sarcind electricd ep, (r) este

,
¢ (=e\ 2D (g, (31,16)
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unde
2 >
: R=|r—1"],
de unde avem:
e? > (7)’(7’; >
Uy= § {(ar) {200 (31,17)

De aceea, pentru masa electromagnetica putem scrie in locul
lui (31,14):
4 U,
m = 3 -220. . (31,18)
Ultima mdrime, pentru cazul nerelativist, coincide cu valoarea
masei electromagnetice (30,14) obtinutd din examinarea componen-
telor impulsului tensorului general al energiei cimpului.

Dacd efectudm calculele indicate, in aproximafia relativista,
atunci la numitorul membrului doi al expresiei (31,17) sau (31,18)
va apare factorul caracteristic :

k=\1—p2

In felul acesta, metoda lui Lorentz a dus din nou la rezulatelce
de mai inainte,

Factorul 4/; din formula (31,18), analizat amdnuntit in § 30,
reprezintd o noud madrturie a ,instabilitdtii“ electronului clasic al
lui Lorentz (in sensul teoremei lui Laue) si a necesitatii introducerii
unor tensiuni nemaxwelliene pentru asigurarea echilibrului sdu, daca
dorim sd raminem in cadrul teoriei clasice a cimpului,

In teoria Iui Lorentz, masa electromagneticd apare alaturi de
masa /m nedatoritd cimpului, a cdrei naturd nu a fost precizatd mai
indeaproape. Deoarece in ecuatia (31,13) ambele mase (m si m<)
apar absolut la fel, masa m nedatoritd cimpului se poate egala cu
zero, Prin aceasta ne situdm pe punctul de vedere cd masa elec-
tronului este de naturd pur electromagneticd, in spiritul programului
teoriei cimpului. Atunci ecuatia de miscare a electronului capata
forma:

melx=eE'4 2 S x+ .. (31,19)

Aceasta ecuatie de migcare diferd de forma simpld, mai obisnuitd,
printr-un termen suplimentar cu derivata de ordinul 3, termen care
exprimi forta de frecare prin radiatie, Este important de subliniat
cid acest termen poate fi obtinut absolut independent de rationa-



180 Electrodinamica clasici

mentele de mai sus (adicd absolut independent de orice fel de ipo-
tezd si de metode de calcul legate de teoria cimpului), din exami-
narea bilanfului de energie in radiatia electromagneticd a electronului.
Intr-adevdr, egalind energia medie radiatd de electron intr-o secunda:

O3 {3 £
0
cu lucrul mediu al fortei de frecare prin radiatie :
T
. 1 Iy
1\ Fax=T
0

obtinem in cazul unei miscari periodice a electronului (cu perioada
“de oscilatie 7)) pentru forfa cdutatd F/, valoarea gdsitd mai sus:

2 e
F=2 22X

3 ¢

Metoda lui Lorentz, permite de asemenea gasirea domeniului de
aplicatie a ecuatiei (31,19), madrginitd catre frecvenfele mari de
oscilatie ale electronului,

Séd presupunem cd electronul executd oscilatii armonice de

= . URERN x . C
frecventd v (lunglmea de undd A corespunzitoare va fi —) . Compa-
v

rind intre ei primul $i al doilea termem al forfei de autoactiune,
vedem cd dezvoltarea la care duce egalitatea (31,13) se efectueaza
in raport cu puterile mdrimii :

FoX

cxX

In cazul oscilatiilor armonice avem:

a~ 0. (31,20)
A

Prin urmare, valabilitatea ecuatiei de migcare (31,19) este limi-

tatd ‘de conditia ca 'lungimea de undd a oscilatiei armonice a elec-
tronului, sd fie mult mai mare decit raza Iui. In felul acesta, ecuatia
obtinutd este valabild deocamdatd pentru misciri lente (v<€c) sila
o interactiune cu cimpuri de frecven{d nu prea inaltd (A>>ry). In
cazul unei interactiuni cu cimpuri avind o lungime de undd mai
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mica decit raza electronului, dezvoltarea in raport cu puterile luj =
nu se poate face si caracterul oscilatiei electronului trebuie sd se
modifice apreciabil. Aceastd observatie se referdi si la orice alte
teorii ale masei de cimp, in care se introduce o lungime jucind
rolul razei electronului (v, paragrafele urmatoare).

Ecuatia (31,19) se poale preciza in doud directii. In primul
rind, dacd generalizdm calculul care a dus la deducerea acestei
ecuatii, la viteze relativiste ale electronului v=c, cdpatim expresia
relativistd a forfei de autoactiune F, expresie care va fi dedusa
in § 34 pe o altdi cale, nelorentziand, dar cu acelasi rezultat
[v. (34, 35)]. In al doilea rind, se pot pastra in ecuafie termenii
cu derivatele in raport cu x de ordin mai inalt decit trei. Toti
acesti termeni cu xV), xV), etc., spre deosebire de termenul de

frecare, proportional cu x, conteazi numai la frecvente inalte si
vor depinde explicit i de raza sau forma electronului. Conform
celor de mai sus nu se poate da acestor termeni o semnificafie
fizicd directd, existenta lor reprezentind o deficienfd a ecuatiei
complete de miscare.a electronului a lui Lorentz.

Terminind cu aceasta expunerea teoriei clasice vechi a masei
de cimp a electronujui-corpuscul, vom sublinia cd insuficienta esen-
tiala a acesteia este de asemeni si imposibilitatea unei generalizari
directe in teoria cuantica.

§ 32. Electrodinamica nelineara

Sd trecem acum la examinarea altor teorii ale masei electrc-
magnetice. In primul rind, vom examina ecuatiile neliniare ale elec-
trodinamicii, a cdror posibilitate a fost indicatd prima datd de
G. Mie (1912). ‘

Schema Iui Mie s-a dovedit a fi imperfectd, deoarece in ecua-
tiile Iui intrau explicit potentialele electromagnetice si de aceea
toatd teoria nu era invariantd la etalonare (la calibrare). Totusi,
trebuie sd remarcam cd ideia construirii unei noi electrodinamici
generalizate, prin utilizarea diversilor invarianti ai cimpului, s-a
constatat a fi foarte utild si a fost utilizatd, in particular, la cons-
truirea teoriei generale a relativitdtii. Afard de aceasta, la Mie
gdsim $i o formulare clara a ideii unei teorii ,unitare“ a cimpului,
in care caracteristicile particulei incdrcate trebuiau sd fie obtinute-
din descrierea cimpului. Este de prisos sa vorbim cit de prematura
a fost incercarea lui Mie de a obtine solutia problemei structurii
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electronului, inainte de descoperirea proprictdtilor lui magnetice
si de spin si de crearea mecanicii cuantice.

In 1934, Born a reusit sd dezvolte o {eorie nelineard care
satisface toate conditiile de invarianfd si sd obtind pe baza ei o
valoare finitd pentru masa electro-agneticd a particulei incarcate, ')

Dupi cum s-a ardtat mai sus (v. § 23), din componentele
antisimetrice ale tensorului cimpului, Hw, se pot construi numai doi
invarian{i fundamentali care nu confin potentialele si derivatele
superioare ale acestor potentiale :

hh=—5 HH,= o (E*—H’) (32,1)

167 ~ “wv

I,—(EFY: (32,2)

Deoarece orice funcfie de invariart{i este de asemeni un inva-
riant, este clar cd, pentru construirea teoriei o singurd condifie de
invariantd si conditia de a ne limita la derivatele de primul ordin
este insuficientd, dacd inlaturdm conditia de liniaritate.

Pentru a gdsi ecuatiile neliniare ale cimpului, Born a ales Ia
inceput lagrangeanul sub forma urmadtoarei functii de un singur
invariant /-

E2 T
Ly= 4—:(1—\/1_ 2 (E‘—Hz)), (323)
unde mdrimea E; este aga numitul cimp maxim.

In teoria lui Born e respectat un anumit principiu de cores-
pondentd 2), anume, cind cimpul maxim £, tinde cdtre infinit, altfel
zis, in cazul cimpurilor mult mai-mici decit cel maxim :

Elen. ()<

expresia (32,3) — asa cum se poate vedea ugor — trece in lagran-
geanul electrodinamicii lui Maxwell :

1
L,= g((52-—17(2).

1) M. Born. Proc. Roy. Soc. A. 142, 410, 1934; M. Born and L. Infeld
ibidem, 144, 425, 1934.

2) Despre insemndtatea principiului de corespondenti v. M. B. Ky3ue-,
1 0 B, IIpHHUHD COOTBETCTBHA B COBpeMeHHOH ¢u3HKe U ero (maocodcKoe 3Ha-
uyeHye, [ocrexuanart, 1948.
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Alegerea aradtatd a functiunii lui Lagrange, a fost fdacutd de
Born dupd modelul trecerii de la functia lui Lagrange

2{1_ v
L=mc (1 '\/1 = ),

cunoscutd din mecanica relativistd pentru electronul liber, la cazul
2

clasic [v. relatia (23,6)], L= ﬂ;’_ care se obfine cind c2—»oco. Mai
tirziu, a fost posibil sa se gidseasca alte combinatii ale invariantilor
1, si I, care duc la o valoare finitd pentru energia proprie a
electronului Uj. In particular, Born si Infeld au dezvoltat o teorie
generald a cimpului plecind de la un lagrangean care este o func{iune
de cei doi invarianti /; si /,, de forma:

Ly=p|1—|/1- o &

> >
Eg E2—H? (EH)Z) _

O oarecare justificare formald pentru alegerea unei astfel de combi-
natii de invarianti, arbitrard si ea, este faptul cd acest lagrangean
este asa numitul volum al tensorului H,, egal cu valoarea deter-
minantului construit din elementele:

guv+Hp‘)’

ande g, sint componentele tensorului fundamental, luate in acest

caz cu valorile sale galileene |[v. relatia (23,1)]. Schrodinger a
utilizat o altd combinatie arbitrara-:

EO E?—
L=g I+ 3 J
0

Alegerea 'lagrangeanului trebuie sa asigure, de asemenea, sta-
bilitatea electronului punctiform, deoarece numai in acest caz vom
obtine o relatie corectd intre impulsul cimpului electromagnetic §i
energia lui, adica conform ipotezei teoriei cimpului, intre impulsul
§i energia particulei. Lagrangeanul (32,3) este una din cele mai
simple functii neliniare ale -invariantului /, in care se asigurd atit
valoarea finitd pentru masa electromagneticd, cit si stabilitatea
sarcinii punctiforme,

Ne vom limita Ia examinarea celdi mai important caz al cimpu-
ui electrostatic creat de electronul punctiform, dupa teoria neliniard
clasica.
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Sd construim functia generald a lui Lagrange £ din cel mai
simplu lagrangean neliniar L, (32,3) si din energia potentiald de
interactiune intre cimp i electron.

Punind:
_)

> > >
H=0v E=—grad ¢, p(x—E)=5(r)5(l‘—s),
gdsim conform (23,24):
E’ f E2 2
. . L | —epd
L= [1 \/ 1 EZJ e (r) (32,4)

0
Cu ajutorul principiului variational gdsim (v. relatia (23,25)]:

unde vectorul D, este, conform definitiei, vectorul inductiei electrice
(vectorul de deplasare)

D = 47—95

5
—¥
1——

2
EO

(32,5)

De aici, gasim urmatoarea ecuatie pentru definirea cimpului :

leD 4»e5(r) (32,6)

Punind aici, in locul densitatii sarcinii punctiforme, dezvoltarea
ei in integrald Fourier:

e5(r)= g%\ &% (ak), (32,7)
gasim ca de obicei:

<> ez k r > '

D=— 5 grad { S5 (). (32,8)

Tinind seama de egalitatea (10,11), gdsim solufia cunoscutda din
teoria lui Maxwell:

_er (32,9

adicd din punct de vedere al cimpului D electronul trebuie con-
siderat punctiform.
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Din relatia (32,5) pentru intensitatea cimpului creat de o
sdrcina punctiforma, gasim:

> D 2
Es —me= % (32,10)
\/1+D— PVt
Eg
unde:
e
De aici gasim:
¢ e 3 dx
¢ = SE,dr= FSVT?' (32,11).
r r
Ty

In originea coordonatelor (r=0) cimpul atinge valoarea sa
maxima:

E=-% =E, (32,12),

iar potentialul ¢ rdmine finit si egal cu:

o — LS_""_ :
0 Vi+x
0
Valoarea numerica a acestei integrale eliptice este:
a0
SJE_ —1,8541 ... (32,13):
. I+ x4
De aceea:
w,=(1,8541.. ) rio (32,14)

_)
Din punctul de vedere al analizei cimpului E, electronul nu este
punctiform si densitatea de distributie a sarcinii lui poate fi gdsita
din ecuatia:

s 4
. divE _ erg .
TR T o e (3215)

-
~ Cu alte cuvinte, din punctul de vedere al cimpului E, sarcina
poate fi privitd ca fiind distribuitd in cea mai mare parte in volu-
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mul de razad r,, deoarece pentru r >r, densitatea va tinde foarte
repede cdtre 0. De aceea madrimea r, poate fi privitd drept razad
eficace a particulei incidrcate (in cele ce urmeazd prin particuld
incdrcatd vom infelege, pentru concretizare, elecironul)!). Se poate
-ardta usor ca sarcina totald a particulei este egald cu e.
Intr-adevdr, sarcina totald se determind din egalitatea:

1 .o 1 ¢ .

sl divE@n= L Eds=tmPE()=e. (32,16)

I r->0w0
Existenfa a doud feluri de cimpuri $i cele doud definitii cores-
punzdtoare pentru densitatea sarcinii, au loc, asa cum se stie, in
teoria dielectricilor. In cazul nostru, conform terminologiei electrosta-
ticii dielectricilor, p (sursa punctiformd) reprezintd densitatea sarcini-
lor jadevirate“, iar p' — densitatea sarcinilor ,libere“ (sarcinile

-> -
.adevdrate“ plus cele ,legate“). Raportul dintre D si E poate fi
privit ca o ,constantd dielectricdi“ a vidului, care este o functic de

punct:
D o
- ——E — .\/1 + r1 . (32,17)

. . . . - - I .
La distante mari de sarcina punctiforma, cmd7°—>0, e devine egal
-cit unitatea, la fel ca in electrodinamica obignuitid. Se poate spune

[eal

. - . oe2 e2 ..
cd in Jocul expresiei peniru energie —, Born alege;, si micgora-
rea lui r este compensatd de cresterea lui ¢, astfel incit energia
totald rdmine finitd.
Sa gasim acum tensorul energie-impuls in teoria lui Born.
‘Conform (28,5) avem:

1
Tu = I".:El Dl_Lo:

L ss (32,18)
T44= Z;(ED)_LCH

E2 —
LO=§°(1—\/1—%). (32,19)
0

1) Mai precis, vom in{elege prin raza electronului acea distanf{d maxima
sde la centrul siu de simetrie, de la care incep si aparad in mod practic devia-
‘fiile de la cimpul coulombian obisnuit al sarcinii punctiforme.

-unde :
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- ->
Introducind aci in loc de £ si D valorile lor din (32,10) si
€32,9), si tinind seama de simetria sfericd, vom avea:

5 (32,20)
S Ty(dry= —(B,—B,)
~A1Ci
B — m_ dx
e S '\/1+x4 l
- 0 (32,21)
(21— X 4
5 Sx (1 V1+14) g ]

Integrala B, poate fi transformatd cu ajutorul unei integradri prin
parti

o€r£ e o}
1 x2 2 xidx
B,=—\|1— dx3= S\ —~-
23 S( \/l+x4) S S (14x4)"
&0 0
integrind a doua oara prin pdrti, avem:
€0
] 1 1
Bo— ——~ =B 2,22
2 3§Xd(\/1+x4) 3 (32.22)
de unde gasim cd:
.9
\ 7. (@ =o0.

In felul acesta, in variania examinatd-a teoriei lui Born este satis-
ficutd {eorema stabilititii. Prin urmare, electronul lui Born este
stabil in sensul acesta.

Madrimea masei cimpului electronului poate fi gasitd din egali-

tatea:
\7 dr)
war 2 2 2 e
]ne’= —cz—- = —3- C—ZITO Bl = -—3—?22. (32,23)

Inlocuind aci valoarea potentialului ¢, obtinem

mel=(1,2361...) -2 (32,24)

cry’
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Cunoscind valorile numerice m, e si ¢ gasim de aici raza eficace
a electronului, practic egald cu raza clasicd a electronului:

ro23,5-10"%cm, (32,25)

precum $i valoarea pentru cimpul maxim, adicd cimpul din centrul
electronului (r=0):

Ey,= £ >~4.10ue.5.C.G.S.
T

In felul acesta, plecind de la o generalizare formald neliniara
si ipotetici a electrodinamicii, am reusit sd ob{inem o energie (res-
pectiv masd) proprie finitd pentru particula electrizatd, marime de-
terminatd, in intregime, de energia cimpului generat de aceasta
particula.

In afard de aceasta, in aceastd teorie este satisfdcutd teorema
stabilitd{ii si se obfine o relafie . corectd intre energia §i impulsul
particulei. Toate acestea sint, fira discufie, un rezultat apreciabil
al teoriei, care a realizat, intr-un anumit sens, programul construirii
unei teorii de cimp, pure §i ,unitare“ a masei electromagnetice a
electronului. Totusi, succesele tecriei neliniare se limiteaza, in fond,
la aceste rezultate. O confruntare cu experienta a concluziilor
teoriei nu prezintd un interes deosebit, deoarece teoria Se bazeaza
pe o alegere complect arbitrard a lagrangeanului, ceea ce este un
defect fundamental al teoriei aritate.

Vom sublinia, de asemenea, cd eliminind inir-un fel oarecare
dificultdtile legate de energia proprie ,longitudinald“ infinitd din
teoria clasicd a cimpului, mai este necesar — pe de o parte — ca
acest rezultat sa fie confirmat pe cale cuanticd si — pe de alta parte —
asa cum s-a subliniat mai sus, sd fie eliminatd partea noua ,trans-
versald“, specific cuantici a energiei proprii infinite (v. mai departe
§ 34). Nici una din aceste probleme n-a fost rezolvatd in teoria
lui Born.

Generalizarea cuanticd a teoriei lui Born, atit in cazul simplu
expus mai sus cit §i in alte variante, n-a dus la rezultate fizice noi,
esentiale. Insdsi cuantificarea in cadrul oricdrei teorii neliniare se
limiteazd deocamdata doar la stabilirea citorva relatii generale.

Totusi teoria lui Born, care este cea mai simpld schemd ncli-
niard cunoscutd, s-a dovedit a fi de multe ori utild in analiza
efectelor neliniare caracteristice. Dupd cum se stie, in electrodina~
mica lui Maxwell — care este o teorie liniard — cimpurile electro—
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magnetice posedd proprietatea suprapunerii, adicd a aditivitatii: suma -
solutiilor ecuatiilor este, de asemenea, o solutie a lor (undele trec
unele prin altele fird a interactiona intre ele). In teoria nelinidra,
proprietatea suprapunerii nu se mentine, ceea ce duce Ja faptul ca
aceasta teorie confine efecte neliniare caracteristice; in particular,
difuzia luminii pe luming, difuzia neliniard a luminii pe sarcini, re-
flexia luminii pe lumind, modificarea legii lui Planck pentru radiatia
de echilibru la corpul negru etc., au fost examinate intr-un mod
instructiv cu ajutorul acestei teorii. Toate aceste corectii nelliniare
sint extrem de mici,

Problema eletrodinamicii neliniare a cdpatat o insemndtate reala,
iar nu numai formald, abia dupa descoperirea transformadrii reciproce
a particulelor, prevdzuta pentru prima data in teoria cuanticd rela-
tivistd a electro-pozitronului. Intr-adevdr, conform mecanicii cuantice
relativiste, doi fotoni (sau doud unde elactromagnetice) pot sd dea
nastere, prin ciocnire, la o pereche virtuald de particule (electron-
pozitron sau doi mezoni incdrcati cu sarcini de semn contrar), care,
Ia rindul ei poate sd se anihileze si si dea doi fotoni noi, adica;
in definitiv, avem o ciocnire a doi fotoni care duc la doi fotoni noi
cu alte cuvinté o difuzie a luminii pe lumind. In felul acesta, posi-
bilitatea transformairii reciproce a particulelor duce la efecte ne-
liniare.

Putem si ne intrebdm: cu ce modificari ale teoriei lui Maxwell
-— in sens liniar — va fi echivalentd o asemenea introducere a efec-
telor legate de perechile de particule ? Simbolic, se poate spune ca
tcoria relativistd a vidului a Iui Dirac, plus electrodinamica lui Maxwell,
vor fi echivalente unei anumite electrodinamici neliniare caracterizata
de un anumit lagrangean, Deoarece atunci cind neglijim derivatele
superioare, adicd ne limitdim la cimpuri care variazd lent, lagran-
geanul cdutat este o functie de invariantii /; §i /,, rezultd ca in
cazul cimpurilor de valoare suficient de micd, lagrangeanul poate
fi dezvoltat in serie dupd puterile lui /; i /,:

L=1,+al,+64x2B1i+. ..
Problema se reduce la determinarea coeficientilor =, 3,... Teoria
perechilor lui Dirac duce la coeficientii
1 1 eth
3607{,2 27: 777467'
Este destul de interesant sa observidm ca diferitele variante, arbi-
trare din punct de vedere fizic, ale electrodinamicii neliniare duc

a=T3, B=
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la valori apropiate pentru coeficienti, dacd tinem seamd cad raza
electronului este:

e2 1 h

"= e = 137 2nme

Mirimea diferitelor efecte neliniare care apar conform teoriei
perechilor in ipotezele ardtate, rezultd a fi extem de micd, la fel
ca §i in teoria Iui Born. De exemplu, sectiunea eficace de difuzie

. . « const.
a luminii pe lumind, care este datd de formulac= C

ordinul de mérime ~ 107°° c¢m2, chiar pentru razele <, ceea ce este
sub posibilitatile detectoare experimentale actuale.

Ataturi de efectele enumerate mai sus si de corectiile in teoria.
interactiunii, teoriile neliniare ale cimpului se deosebesc esential de
teoriile liniare, prin aceea cd, in mod principial, permit deducerea
ecuatiilor de migcare ale unei particule din ecuatiile cimpului ge-
nerat de acea particuld. In adevar, in electrodinamica liniard ecuatii:e
de migcare pentru particule incdrcate (sau n.agnetice) se adauga”
in mod independent la ecuafiile cimpului ale lui Maxwell-Lorentz
si nu decurg din ele. Aceasta reiese deosebit de clar din urmdtoruf
exemplu. Dacd avem doud sarcini e; si e, in repaus, ele vor avea
cimpuri egale respectiv cu e/r? si e,/r2. Ca urmare a liniaritagatit
ecuafiilor obisnuite, suma acestor solutii este de asemenea o solu-
tie, adicd ea trebuie sd corespundd unei stdri posibile a sistemului:
de sarcini. In realitate doud sarcini nu pot sd se gdseascd in re-
paus, ele se vor migca respingindu-se sau atragindu-se, Aceastd mis-
care a sarcinifor nu reiese nicidecum din ecuatiile liniare ale cim-
pului, ci este descrisd de ecuatiile suplimentare de miscare, in care
se introduc forfele cu care sarcinile actioneaza asupra sarcinilor.

In teoria gravitafiei, conform teoriei generale a relativitatii,
ecuatiile cimpului sint neliniare. Acest fapt ne-a permis inr-adevédr
sd deducem ecuatiile de migcare pentru particulele sub influenta
forfelor gravifice, din insidsi ecuatiile cimpului generat de aceste
particule?).

De aceea, in teoria neliniard examinati este de asemenea
posibil sd deducem ecuatiile de miscare a particulelor din ecuatiile
cimpului generat de aceste particule, analog cu ceea ce s-a facut
in teoria gravitatiei.

atinge doar

1) V. Fock, Journ. of. Phys. URSS 1, 1, 1939 ; v. de asemenea A, Einsteir
B. Hoffmann, L. Infeld. Ann, of. Math,. 1038,
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‘Vom observa totusi cd electrodinamica neliniard care rezultd din.
mecanica cuanticd relativistd, si care s-a putut construi doar in
ipoteze simplificatoare — ca, de exemplu, cazul cimpurilor variabile
lent — este si ea in imposibilitate de a elimina cel pufin dificulta-
tea legatd de energia proprie longitudinald infinitd a cimpului. Dupa
calculele lui Weisskopf, aceasta divergen{d din teoria vidului lui
Dirac, care este echivalentd in anumitd mdsurda cu introducerea
neliniaritailor — capatd totusi cind r—0 un caracter logaritmic, mai
slab, in locul divergentei de tipul r—.1)

Vom observa chiar aici, cd avem o situatie analogd si in me-
zodinamicd, unde, de exemplu, posibilitatea principald de creare
virtuald a unei perechi de nucleoni de cdtre doi mezoni si dispa-
ritia lor virtuald ulterioard cu eliminarea a doi mezoni noi, ne da un
efect neliniar tipic de difuzie a mezonilor pe mezoni, contrazicind
suprapunerea functiilor \y pentru mezoni.

Mezodinamica neliniard, a cdrei necesilate o semnaldm si care
pina acum n-a depdsit stadinl de program, va trebui sa duca
la o constanta cvasidielectricd i o permeabilitate cvasimagnetica pentru
vid si la efecte ca: polarizarea vidului nucleonic, difuzia neliniara
a mezonilor pe mezoni etc.,, si va putea, probabil, sd aibe ca
urmare micsorarea interactiunii nucleonilor la distante mici, contri-
buind probabil la eliminarea dificultdtilor dipolare in teoria for{elor-
nucleare (v. § 48). In teoria neliniari examinatd, am avut deja o
micgorare analoaga a potentialului electrostatic, micsorare datoritd
polarizdrii vidului.

Deoarece toate particulele pot, intr-un fel sau altul, sd creeze
virtual prin ciocnire perechi de alte particule, care — dupd o anihi-
lare virtualdi — pot sd se {ransforme din nou intr-o pereche de
particule de tipul inifial, trebuie sd conchidem de aici cd ecuatiile
peniru toate particulele, intre care si ecuafiile cimpului generat
de electron, pozitron, nucleon etc., sint neliniare. Ar fi prematur
sd examindm aici aceste probleme noi si dificile. Vom observa doar
cd pentru ecuatiile neliniare ale cimpului, nu mai are sens des-
compunerea in componente separate de tipul seriei Fourier si prin
aceasta, a doua cuantificare isi pierde sensul direct concret
(adicd punerea in evidentd a particulelor cu ajutorul amplitudinilor-
seriei Fourier). In felul acesta, probabil ca igsdsi nofiunea de par-
ticuld capdtd in teoria neliniard un sens nou.

1) H. Euler, Ann. d. Phys., 26, 398, 1936; H. Euler und W. Heisenberg
Zs. f. Phys. 98, 714, 1936; V. Weisskopf, Kgl. Danske Videnskab. Mat. Fys.,
14, 6. 1936 ; Zs. f. Phys., 89, 27, 1934; 90, 817, 1934; Phys. Rev., 56, 72, 1030..

z
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In orice caz trebuie sd subiliniem cd cea mai noud dezvoltare
-a teoriei vidului (v. anexa), care {ine seama de transformarea par-
ticulelor, foloseste pind astdzi numai teoria cuanticd liniard, fdrd a
introduce neliniaritd{i efective.

§ 33. Electrodinamica cimpurilor cu derivate superioare

In ultimul timp, s-a discutat in repetate rinduri problema posi-
bilitatii generalizarii ecuatiilor cimpului electromagnetic pe calea
‘introducerii derivatelor de ordin superior. Cea mai simpld varianta
a unei asemenea teorii care, din punct de vedere formal satisface
toate conditiile de invarianti, este schema lui Bopp si Podolskil).
Introducind derivate de ordin superior lui doi in ecuatiile Iui Maxwell,
-acesti autori au reusit — intr-un anumit sens — sd realizeze ideile
de bazd ale teoriei masei electromagnetice a elecironului, obtinind
-0 valoare finitd pentru masa proprie electromagnetica. -

Pastrind valabild relatia lui Maxwell intre cimp si potentiale:
8A, @A,

wax, 9x, (33,1)
'$i conditia suplimentard a lui Lorentz pentru potentiale:
04,

vom inlocui ecuatia ondulatorie a Iui D’Alembert (24,5) prin ecua-
{ia de ordinul patru:

( 1— ri= ) — & S E p(x—E)ds. (33,3)

Aceasta ecuatie este relativist invariantd si pentru k32— trece
in ecuatia lui D’Alembert.

Dacd functia lui Lagrange L depinde de .potentialele A $l de
.derivatele acestor potentiale

2
o 2% _
T ¢, af 6X,0xp

1) F. Bopp, Ann. d. Phys., 38; 345, 1940 ; Podolsky, Phys., Rev.,62, 68,
1941 ; B. Podolsky and Schwed, Rev. Mod. Phys., 20, 40, 1948.



Electrodinamica cimpurilor cu derivate superioarc 193

atunci principiul variational duce la urmdtoarea ecuafie pentru de-
terminarea cimpurilor

8L dL A aL+a2 .

3A,  9A, X, 04, ., 6xx38A,,5

In particular, vom obtine ecuatiile (33,3), dacd punem:
. 1 H 1 aHuv aHuv
BT 7 16m w6 k% éx, ox,

=0

L

+ (& 40— s

De aici, se poate obtine — ca de obicei — tensorul energie-impuls
si alte mdrimi fundamentale, care caracterizeazd cimpul.

Vom folosi insd acum o altd metodd de cercetare a ecuatiei
de ordinul patru (33,3) si anume vom reduce noul cimp generalizat
la doud cimpuri care vor satisface ecuatii de ordinul al doilea.

Pentru aceasta vom introduce doud potentiale A si A, egale
respecliv cu:

. 1

A= (1 —ED)A“, (33,4)
” 1

Al=— z DA,

De aici se vede cd potentialul nou A, va fi egal cu diferenfa
potentialelor celor doud cimpuri:
A=A—AL (33,5)

Mai departe, dupa cum se vede din (33,3), potentialul AL va
satisface ecuatia lui d’Alembert:

D4, =— 22 (£ p(x—-pys, (33,6)

(4

iar potentialul A:, — ecuatia lui Klein cu membru drept (v. § 20):

Ok a=— 2= (Epx—p ds. (33,7)

In felul acesta cimpul inifial a fost redus la doud cimpuri (un
bi-cimp sui-generis) si anume: la un cimp electromagnetic (adicd

13 — Teoria clasicd a cimpului
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din punct de vedere cuantic, la fotoni cu masa de repaus egald cu
zero) si la un al doilea cimp al cdrui potential — vector satisface

ecuatia lui Klein (adici din punct de vedere cuantic, la un cimp

legat de particule cu masa de repaus diferitd de zero m= gi—"c .
Formind cu ajutorul potentialelor A; si A cimpurile
, oAl 04, . 0A7 84,
wooex,  ex, o ox,  ox,’ (33,8)

vom avea, conform (33,5):
H,=H —H,. (33,9)
Functia lui Lagrange L, care ne duce la ecuatiile (33,6) si
(33,7) trebuie sa fie formatd din doud parfi L' si L":
L=L'—L". * (33,10)

L' este lagrangeanul cimpului maxwellian. De aceea, conform (23,24)
si (23,11), avem :

L=Lj+ 2\ Apx—pds, (33,11)
unde:
’ ] ’ ’
LO=— —lgﬂz—Hl‘VHlW' (33,12)

L" — este lagrangeanul ecuatiilor, care se utilizeazd de asemenea,
in mod special, pentru descrierea mezonilor vectoriali (detalii v.
mai departe § 47) si avem:

r=ri+ <€ Apx—g)ds, (33,13)
unde :
L' — gy 3 A"A" (33,14)
07 16gx  w w8 Twm" ’

Variind lagrangeanul L in raport cu potentialele A si A’ vom
capata drept ecuatii Euler (23,25) pentru cimpurile H;w ecuatiile lui
Maxwell:

H! 4 :
e (o (x—8), as, (33,15)
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far pentru cimpurile ff; — ecuatii, care sint de asemenea utilizate
pentru descrierea mezonilor vectoriali:

HY 4re
aa L Sp(x— JE, ds (33,16)

De aici este usor de aritat cd potentialele vor satisface ecuatiile
initiale (33,6) si (33,7).

Dupd cum se vede din (33,11) si (33,13), energia de lega“ltul‘g1
a cimpului nou, cu particule incarcate, are forma:

UsL—Ly~ )=\ EApx—B) ds, (33,17)

care coincide cu expresia de mai inainte (23,13). De aceea, pentru
forta de autoactiune obfinem expresia (23,17);

Fo= < (o (x-0) H,, () (@), (33,18)

unde s-a luat in considerare ca Hw=H;v—H:v

Pentru determinarea tensorului energiei vom scrie impulsu
fortei de autoactiune.

Luind in considerare relatiile (33,15) (33,16) si (33,18) obtinem :

Sdes= S[;—ﬁH ﬂ_fl,{Hu(aLx: +k3A;’)](dx)- (33,19)

uy axl

De aici se- vede ca tensorul energie-impuls 7, este egal cu
diferenta a doi tensori:

T =T —T". (33,20)
pv ny [

Tensorul cimpului maxwellian T, se determind din egalitatea:

T H'!
O _ Ly S (33,21)

0x, 4z " w 4x,

sau [vezi de asemenea (28,5)]:

T, =+ = HH L —8 L

(33,22)
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in mod analog, pentru gasirea tensorului T"" avem ecuatia:

AT" H”
B g K g (33,23)

8x,  A4r wv o gx, ' d4n T Tmlw
de unde, tinind seamd de identitatea:

H,A = ——A A 8 g LA (33,24)

ax, A ax,

si tinind seamd de trecerea de la egalitatea (33,21) la egalitatea
(33,22) obtinem :

To=g HoHy— - A4 =3, LG (33,23)

ul 4r uv o

Sd examindm acum cazul static. Punind pentru electronul
punctiform in repaus:

.9
vom gdsi pentru potenfialul scalar urmdtoarele ecuatii :

9
V2 = —4med(r),

(V2—K2) ¢ = — 4med (7). (33,27)
Punind in loc de densitatea sarcinii expresia (32,7), vom obtine
e"” e 33,28
e g dF7 i) = &k (33,29)
¢ = —_2 S k2+k2( r (4 .

Potentialul sarcinii punctiforme a noujui cimp este egal cu:

p=¢'—¢"= = (1—e ). (33,30)

Pentru r>>—1:; formula (33,30) trece in potentialul electrostatic
bine cunoscut:

p=—> (33,31)

iar pentru r=0 rdmine finitd i egald cu:
¢ =ek,. (33,32)
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La fel ca si in teoria neliniard, putem aborda problema densi-
tatii sarcinii din doud puncte de vedere.

Intr-adevar, in cazul teoriei de fat{di avem de asemenea doud
tipuri de cimpuri: vectorul cimpului electric

>
E=—grado " (33,33)

si vectorul inductiei electrice:
D— —grad (1 — Vz) % (33,34)

kG
De aceea, alituri de densitatea ,adevaratdi“ a sarcinii:
=4

P= dlv D =€5 (f.'-))’ (33!35)

4z
care este densitatea sarcinilor punctiforme, mai putem introduce
nofiunea de densitate a sarcinilor ,libere“:

->
. divE eE  gkr

) (33,36)

care ne da o sarcind ,extinsd“, distribuitd in mare parte induntrul

. < 1 - . x
sferei de razd ry~ %" In felul acesta, mdrimea r, reprezintd ,raza“
0

efectivd a electronului.

Din egalitafile din urmd se vede cd in teoria examinatd, — ana-
log teoriei neliniare — vidul apare ca si cum ar posedao ,con-
stantd dielectrica“, care, sub formd de operator, are expresia:

e= ¢ =1— r : {(33,37)
Pentru examinarea stabilititii electronului punctiform trebuie si

gdsim componentele tensorului energiei. Conform relatiilor (33,20),
(33,22) si (33,25) avem:

[
l ! ] " 1 n
Ty = E(Elz— TEIZ—E12+ TE”2+ _%’_ ® 2) . (33,38)

- Introducind aici in loc de ¢' i ¢" dezvoltdrile (32,28) si (33,29)
obtinem

1 1 1
KBe—k? e — ke —
I d e2 1 2 1 2 2 0 > 3339
STH (d'>=z—nzg( BT T Ry )“”‘" (%559
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Datorita simetriei sferice putem pune in ultima integrala:

K= ke (33,40)
sau, introducind o variabild noud:
. k=k0x,
gasim:
> 0o
_ ero x2—1
§ 71, (an = § A dx (33,41)

Ultima integrald este egald cu zero, deoarece, facind schimbarea de

L 1
variabile y= — avem:

21 1_y2
ol g (12 gy,
0

-—)
Datorita egalitatii ST” (dr)=0 electronul punctiform va fi stabil.

De aici se vede ca in aceasti teorie, rolul tensiunilor meca-
nice — necesare pentru compensarea respingerii ,partilor“ sarcinii,—
il joacd al doilea cimp liniar, a cdrui energie in cazul examinat
este 0 mdrime negativa (v. § 47).

Energia electrostatici totali a cimpului pentru electronul in
repaus se determina din egalitatea :

2+ k3
. 0

ezkgg dk 52_1_‘9’
2

Uy= S Tt (dr) = ¢ (33,43)

s

de unde gasim pentru energia proprie a electronului, datoritd ener-
giei totale a cimpului si deci pentru masa lui:

Uy ek e

mE[ —_—_ = = = =
c? 2c? 2cry

(33,44)
Punind aici, in loc de masa si sarcind, valorile numerice cu-
noscute, vom gasi pentru valoarea ,razei“ electronului un ordin de
marime acceptabil: )
ro=14-10""%cm.
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In felul acesta,.teoria cimpurilor cu derivate superioare, la fel
ca i teoria neliniard, permite sa construim modele consecvente,
relativist invariante, pentru masa de cimp, si ele aparfin — in acest
sens — celor mai bune teorii clasice,

Totusi teoria cu derivate superioare examinati aici este o
teorie liniard si de aceea nu vom putea obtine cu ajutorul ei, spre
deosebire de teoria lui Born, efecte nelineare caracteristice, de
exemplu, difuzia luminii pe lumind. Generalizarea cuantica a teo-
riei lui Bopp — Podolski nu constituie nici o greutate si nu este
greu sd ne convingem ca aceastd generalizare duce, ca si mai ina-
inte, la 0 masa (longitudinald) finitd pentru particule care creeazd
cimpul. Trebuie sd subliniem din nou cda si in cazul cind partea
longitudinald a masei proprii a particulei este finita, partea trans-
versald a masei conditionatd de energia partii transversale a cim-
pului creat de particuld si care are un caracter pur cuantic, este
totusi infinitd conform mecanicii cuantice. De asemenea, nu este di-
ficil sa generalizdm teoria cu derivate superioare in cazul cind
ambele cimpuri sint legate de anumite mase de repaus m;, m,.
Este interesant cd interactiunea fintre doud particule (de exemplu
nucleoni), transmisd de un cimp mezonic analog, nu va mai pre-
zenta dificultdtile dipolare (v. § 48).

Ecuatiile cu derivate superioare pot fi introduse aldturi de cim-
purile Bose si in teoria particulelor spinoriale. Datorita arbitrariu-
lui in alegerea functiei lui Lagrange precum i datoritd unei serii
de dificultdfi suplimentare, care apar la cuantificarea cimpului si
sint legate de energia negativd a celui de al doilea cimp!), teoria
cimpurilor cu derivate superioare este si ea departe de a fi con-
vingadtoare.

Trebuie remarcat, cd pentru dezvoltarea teoriei cu derivate
superioare, in momentul de fatd punctul cel mai important este
insdsi justificarea fizicd a necesitdtii introducerii derivatelor supe-
rioare §i nu examinarea unor variante particulare concrete care sint
pe deasupra §i neunivoce.

Aceastd justificare trebuie sustinutd cu aceiasi putere de con-
vingere, ca, de exemplu, demonstrarea necesitatii generalizarii ne-
liniare pe baza teoriei transformadrilor perechilor de particule. In
wtimul timp, primii pasi in aceastd directie au fost facufi de
Kramers si, de aseamenea de grupul lui Bhabha care au aratat, pe
baza unor considerente formale generale, cd ecuatiile cu derivate

1) II Heanenkou A. Cokonos, XITO, 14, 3;/9. 1944.
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superioare se obtin in mod natural in cadrul 4ecuatiilor undoriale
(spin — tensoriale) generale. Trebuie observatd o renastere a inte-
resului fafd de teoria cu derivate superioare, in legdturd cu noua
teorie a vidului (vezi anexa), datoritd faptului ca cu ajutorul acestor
ecuafii — asa cum se vede de exemplu din (33,30) (v. de ase-
menea (48,16)], putem scrie functii Green ,regularizate“ genera-
lizate si prin urmare functii care determind relafii de comutare.
Acestea nu vor avea singularitdfi §i putem pune aceste functii la
baza teoriei. La o asemenea metodd se reduc de fapt metodele de
regularizare ale lui Pauli-Villars si Feynman, cu toate ca ele au fost
introduse de autori ca mijloace artificiale, fard legdturd cu teoria
derivatelor superioare. In afard de aceasta, trebuie subliniat ca
ideile si metodele teoriei cu derivate superioare, capabild sd descrie
diverse ,extinderi“ ale sarcinii, vor fi probabil aplicate la extin-
derea sarcinei, in noua teorie a vidului.

In felul acesta, datoritd caracterului arbitrar al teoriei, care se
margineste la derivatele de ordinul patru, §i datoritd unei serii de
dificultati legate de energia negativa, aceastd incercare avind anu-
mite succese, nu este de asemenea definitiv convingitoare si tre-
buie privitd mai degrabd ca o indicatie prealabild asupra unor noi
si interesante posibilitdfi.

§ 34. Teoria masei de altdi natura decit cea de cimp
(ne-eletromagnetica)

Problema naturii masei electromului este in fizica actuald una
din problemele centrale ale teoriei particulelor elementare, In para-
grafele precedente au fost examinate diferite variante ale teoriei
clasice a electronului, bazate pe ipoteza masei de cimp.

Cercetarea experimentald a dependenfei masei de vitezd nu
ne di nici o posibilitate de a rezolva problema naturii ei, deoa-
rece legea de variatie a masei cu viteza are — conform teoriei
relativitdfii — unul i acelasi caracter atit pentru masa de cimp
cit si pentru masa de altd origind:

my

m=——-« 34,1

i (34,1)

Totusi, se constatd cd comportarea electronului in cimpuri al-

ternative de inaltd frecventd depinde in mod esential de felul tra-
tarii masei lui.
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Asa cum am aratat mai sus (v. § 31), teoriile masei de cimp
existente duc — in cazul oscilatiilor electronului cu lungime de
unda mai micd decit raza lui — la ecuatii integro-diferentiale foarte
complicate si cu termeni care depind de ,dimensiunile“ particulei.
Dirac!), plecind de la o serie de ipoteze, a construit o noud va-
riantd a teoriei clasice a electronului punctiform, care are numai
masa nedatoritd cimpului, ecuatiile diferenfiale ale miscirii aces-
tuia avind una gi aceiasi formd, independent de frecventa oscila-
tillor electronului.

In momentul de fatd nu existd insd argumente definitive in
favoarea unuia sau altuia din cele doud puncte de vedere, totusi
teoria propusd mai sus posedd urmdtoarele calitati:

— In primul rind, teoria relativistd clasici a lui Dirac duce
la cea mai simpld ecuatie de miscare a electronului in cimpurile
de inaltd frecventd, ecuafie care coincide cu forma relativisti a
ecuatiilor lui Lorentz, dacd elimindm termenii cu derivatele supe-
rioare ordinului trei,

— In al doilea rind, teoria clasicd (si, prin aceasta, preala--
bild) a masei particulei nedatorite cimpului corespunde intr-un anu-
mit sens cel mai bine teoriei cuantice, deoarece aceasta din urmad,
in stadiul ei actual, se foloseste in mod esential de premiza masei
neelectromagnetice a electronului. Vom remarca totusi, ca la exa-
minarea interactiunii electronului punctiform cu cimpul electromag-
netic apar, conform teoriei cuantice, mase de cimp infinite, de doud
tipuri :

1) masa longitudinald, care apare datoritd interactiunii sarcinii
cu partea longitudinald a cimpului electric si care are drept ana-
log clasic, masa electromagneticd a Iui Lorentz, examinatd detaliat
mai sus, §i -

2) masa transversald, care apare la interacfiunea sarcinii cu
partea transversald a cimpului, adicd cu fotoni propriu-zisi §i care
nu are nici un analog clasic (mai precis, care in aproximafia cla-
sici este egald cu zero). Asa cum se aratd in teoria cuanticd?),
fluctuatiile cimpului electromagnetic reprezintd cauza fizicd, care
condifioneazd aceastid parte transversald a energiei; aceasta din
urmi apare, conform mecanicii cuantice, chiar pentru un electron
in repaus (de care in teoria clasici nu este legat de nici un fel

1y P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A), 167, 148, 1938,

2) B. Teirtnep, Kpanroas Teopus nanyyenus, loctexusgat, 1940,
pag. 201.
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de cimp transversal). Intensitatea cimpului nu dispare chiar in cazul
cind numdrul fotonilor este egal cu zero (v. anexa). Aparitia maselor
infinite aratate reprezinta deocamdata o dificultate de neinvins in con-
.struirea teoriei cuantice a particulelor elementare. Conform ipote-
zei electromagnetice, valorile ambelor mase .trebuie si fie finite i
suma lor egald cu masa particulei respective. Totusi, pind in mo-
mentul de fatd nu avem o teorie cuanticd relativist invariantd a
masei electromagnetice finite care si fie analogd, de exemplu, teo-
riilor clasice a lui Born sau Bopp-Podolski. Intr-adevar, asa cum
s-a subliniat de atitea ori, chiar si in cazul unei generalizdri cuan-
tice reusite a teoriei clasice a masei longitudinale finite, am fi ra-
mas cu toate acestea fatd in fafd cu dificultatea, specific cuantica,
-a masei transversale infinite.

Pe de altd parte, conform punctului de vedere al teoriei masei
neelectromagnetice, trebuie renuntat la ambele mase — atit la cea
longitudinala, cit si la cea transversald — (mai precis vorbind,
trebuie sd construim o teorie in care ambele mase sa devind auto-
mat egale cu zero)!)., Desigur, prin aceasta problema naturii masei
de repaus iese din sfera cercetdrilor actuale urmind sa fie tratata
intr-o teorie viitoare. In felul acesta, dificultatea fundamentala a
construirii unei teorii a particulei punctiforme, este legatda — atit
in examinarea clasicd, cit §i in cea cuanticd, — de aparitia mase-
lor proprii infinite.

Pentru a anula masa de cimp s-au propus in teoria clasicad
citeva cadi:

a) reducerea la zero a masei de cimp infinitd cu ajutorul pro-
cesului la limitd A (Wentzel, Dirac)?), aceasti idee, in ciuda carac-
‘terului neunivoc al introducerii parametrului A, a reusit sd-si atraga
o anumitd atentie, deoarece teoria proceselor A poate fi relativ
usor generalizatd la cazul cuantic;

b) excluderea masei de cimp infinite a electronului cu ajuto-
rul introducerii unui anumit cimp auxiliar (teoria bi-cimpului). Ul-
tima cale3) permite sd ajungem la ecuafia de miscare pentru sar-
cina punctiforma pe drumul cel mai direct.

) A. A. Socolov, Journ. of. Phys. U, R. S. S,, 5, 231, 1941,

2) V.de ex. . BeHnTueab, BeeieHue B KBaHTIBYIO TEOPHIO BOJIHOBHIX
noaefi (nonoJuenus), Toctexusagar, 1947 ; P. A. M. Dirac, The principles of
quantum Mechanics, 3-rd. pcinting Oxford, 1947, § 78; M. A. Mapxkos,
YoH, 29, 269, 1946; 1. 1. Baoxuuues, Bectauk MI'Y, No. 1, 1948.

3 A. A. Cokoaos, Becrungk MI'Y, No. 2, 1947 ; v. de asemenea
JK3TD, 18, 280, 1948.



Teoria masei de altd naturd decit cea de cimp 203

In incheiere, observim cad ultimele succese ale noii teorii cuan-
tice a vidului confirmate de o serie de experiente (mai amanuntit
V. anexa) au ajutat totusi sa se clarifice unele probleme dm teo-
ria masei proprii.

S-a putut ardta efectiv ci o micd parte a masei electronului
poartd un caracter vadit electromagnetic. Aceastd fracfiune de cimp

este aproximativ egald cu Am ~ 137m Cealaltd parte a masei nu

poate fi condifionatd, dupd cit se pare, de energia cimpului electro-
magnetic §i cu atit mai pufin de energia altor cimpuri. Prin urmare
la electroni, ca si la alte particule elementare, trebuie s3 existe o
anumitd masa fundamentald ,reziduala“, la care se adaugd masa de
cimp. Este posibil ca teoria clasici a mesei nedatorite cimpului sa
ajute la rindul ei si intr-o masurd sau alta sd se elucideze problema
naturii mesei ,reziduale“, a particulelor elementare. Aparitia unor te-
orii noi, mai perfectionate, cu privire la natura masei proprii a
particulelor elementare, cit si teoria structurii materiei, va depinde
in mare mdsurd de noile experiente in domeniul fizicii nucleare si
cosmice.

In orice caz, teoriile existente, atit cele clasice cit%icele cuan-
tice, legate de structura particulelor elementare au inca un caracter
provizoriu. Despre inepuizabilitatea problemei structurii materiei
Lenin scria incd in anul 1908; in particular el mentioneazd: ,Dispare
materia, — dispare adica limita pind la care cunoscusem pina acum
materia; cunoasterea noastrd patrunde mii adine, dispar unele in-
susiri ale materiei, care piareau pind acum absolute, imuabile, pri-
mordiale (impenetrabilitatea, iner{ia, masa etc.) si care apar acum ca
fiind relative, inerente numai unor anumite stiri ale materiei. Caici
unica — insusire — a materiei a cdrei recunoagtere implici materi-
lismul filozofic, este aceea cd ea existd ca realitate obiectiva, ca
ea existd in afara constiinfei noastre“?).

a) — Teoria procesului x

Sd prezentim densitatea tridimensionald a sarcinii imobile e
dezvoltatd in integrald Fourier:

1]

p(r —ePo(r)_‘ Po (k) etk (dk),

-+ S 59 -

) V.I.Lenin: Materialism si Empiriocriticism, Ed, PMR, 1948, pag. 293.
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.9
unde amplitudinea Fourier p,(k) caracterizeaza distribufia densitatii
electronului in spatiul impulsurilor, adicd ne da asa-zisul factor de
jormd. Pentru un electron sferic uniform incdrcat, de razd r,,

> -+
densitatea p(r)=const. pentru r Zr, si p(r) =0 pentru r >r,.
->
Pentru un electron punctiform p,(k) =1, de aceea:

> >
p(ry=ed(r).
Expresia potentialului poate fi gasita din ecuatia lui Poisson:
5>

> .
dap(r) e e—ikir

o o
D~ =, (o (0) S i

CP=

> >
unde, in ultima expresie, am inlocuit variabila k prin k'
Energia totald U, a cimpului legat de sarcind este egald cu

Up= o § E2@) =L (o o) (a0,

-+ -
Introducind aici valorile pentru ¢ (r) si p(r) si Iuind in con-
siderare relatia:

1 e 2> 2
Sel(k—k’)r (d )=87C36(k— k,)!
vom gasi:
9

2 7o)
2
Up= 2 § 22 @ab).

T )k

Integrind ultima expresie in cazul simetriei sferice in raport cuun-
-5

ghiurile vectorului k, gdsim:
o o]
2
Uy =2\ 62 (k) dk.
0

Sd cdutdim acum sd alegem factorul de forma p(k) legat de
electron astfel, incit energia cimpului U,, sd devind egald cu zero.
Aceastd problema nu are, evident, o solutie univoca.

Sd ne oprim asupra unuia din variantele posibile pentru care:

p% (k) =cos kA
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Aici parametrul A este, deocamdatd, o madrime constanta
oarecare,

Energia electrostaticda U, a cimpului unei particule incarcate
va fi egald, in acest caz, cu:

e o]
2
U,= — § cos k A dk.
Ultima integrald este proporfionald cu functia 3:

U0=e25 (l),

care se anuleazd pentru toate valorile finite ale Iui A!), afard de
cazul A=0. De aceea, ldsind paramentrul A finit, dar la limitd ori-
cit de mic, vom gdsi cd energia electrostaticd a cimpului, legata
de electronul punctiform. §i deci si de masa electromagneticd de
cimp longitudinald, nu numai ca nu sint infinite, ci se i anuleaza
in cazul necuantic (clasic). Nu este greu de vdzut cd teorema de
stabilitate va fi in acest caz satisfacutd identic, deoarece intr-un

. >
sistem de coordonate in repaus, toate componentele : ST&,(drO) sint

egale cu zero. In felul acesta, densitatea de tipul functiei & in spa-
fiul impulsurilor asigura ,stabilitatea“ sarcinii in sensul examinat
mai sus. Un neajuns evident al procesului A este condifia supli-
mentard ca A sd tindd citre zero doar in ultima etapd a calculelor,
deoarece in caz contrar, se obtin rezultatele divergente de mai
inainte.

) In mod riguros
= o]

1
S(A) = — Scoskxdk
n

0

este o mirime nedeterminatad chiar pentru j 32 0. De aceea, aceastd integrald
trebuie interpretati, — conform " observatiilor ficute mai sus pentru functia §, —
drept o valoare limitd a unei anumite expresii, de exemplu de tipul:

0

1 1
3(A) = — lim Se’“"coslnﬂk:— lim
T a>0 7 020 2422

0

factorul ¢—°f transformi in zero functia cos k), care oscileazi la infinit)-
(Trecind la limitd «—0, vom obtine pentru A £ 0

3(x) =0.
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Vedem cd introducerea factorului de forma este o metodd foarte
generald, care permite dintr-un singur punct de vedere sa formam
modele ale electronului atit de eterogene ca particula-sfericd si
electronul punctiform la limita.

~Avantajul important al factorului de forma X este posibilitaten
prezentdrii lui sub o forma relativist invarianti. Pind acum ne-am
marginit la cazul tridimensional, valabil pentru un electron in re-
paus. Sd introducem acum un vector cvadridimensional A, cucom-

> >
ponentele A, A, unde A, >|A|, adicd vectorul cvadridimensional 2,
trebuie sd fie similitemporal. Atunci in locul produsului kA, care

>
intrd in factorul de formd, vom avea un invariant Ak — X k. Pentru
o valoare finita a lui A teoria nu este invarianta, deoarece vectorul
auxiliar A, determind o anumitd directie preferentiald in universul
cvadridimensional, dar la limiti A—0 teoria devine invarianta.

In sistemul de coordonate legate de electron putem pure

-
Xy =12, A=0 si pentru p2 (k) vom obtine expresia de mai inaintc:
cos kA.

Evident, se pot introduce si alti factori de formd invarianti
care sd ducd la o masd de cimp finitd sau nuld, totusi, printre acestia
factorul de forma A pare a fi cel mai simplu. Noi nu examinidm aici
alti factori care sid ducd la o masid de cimp finitd deoarece
astfel de teorii nu au dus la vreun rezultat convingator sau intere-
sant din punct de vedere fizic.

In teoria A, electronul rdmine punctiform in sensul distribufiei
spatiale, dar i se atribuie initial o anumitid extindere in timp, adica
o duratd care la limitd tinde cdtre zero. Se poate spune cd vecto-
ru] auxiliar A inlocuieste pe o cale sui-generis raza electronului.

Nu este dificil de aratat ca introducerea factorului de forma, A,

>
de tipul cosfkA;— kX) este echivalentd cu urmitoarea modificare a
functiei A [v.relatia (17,13)] sia funcfiei D [relatia (20,4)], care de-
termind parantezele lui Poisson pentru mérimile cimpului din teoria
clasicd (precum si regulile de comutare cvadridimensionale cores-
punzdtoare, ale teoriei cuantice a cimpurilor):

M=o [AG+2) + A (x=))]
si respectiv:
Dy = [D(x+3) + D (x—].
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Intr-adevar, introducind factorul de formd al densitatii din teo--

>
ria A, adicd cos(kA;— k), in dezvoltdrile Fourier ale functiei A
-si functiei D si efectuind integrarile, vom obfine expresiile date
mai sus.

Unul din avantajele teoriei A, la fel ca si al oricirui formalism
relativist invariant, este posibilitatea transpunerii lui in mecanica
cuantica relativistd. In acest caz, regulile cvadridimensionale de co-
mutare ale functiilor de unda si a altor diferite marimi care deter-
mind cimpul, ca de exemplu potentialele electromagnetice, poten-
tialele gravifice i mezonice, vor fi determinate nu de functia A sau
de functia D, ci de functiile modificate A, §i Dy 1).

La fel ca si in teoria clasicd, factorul de formd, A, asigurd in
teoria cuantica disparifia masei de cimp longitudinale sau a ener-
giei proprii a particulei, reducind la zero energia electrostaticd a
cimpului unei sarcini punctiforme.

Vom observa, de altfel, cd nu s-a indicat pind acum nici un.
mijloc rational pentru indepdrtarea energiei transversale infinite.
Intr-un {imp, Dirac a fost de parere cd este necesard, in acest scop,.
introducerea unor fotoni cu energii negative si a probalitatilor ne-
gative, dar aceastd schemd complicatd si infructuoasi a fost para-
sitd chiar de dinsul (v. editia a treia a cartii lui).

Pind acum am examinat teoria A din punctul de vedere al in-
troducerii in teoria clasicd §i cuanfici a noului factor de forma,.
care urma, in primul rind, sd inldture divergenfa in energia longi-
tudinald a cimpului. Totusi, exact la fel ca si in teoria masei de-
cimp clasice, se poate pleca nu numai de la expresia energiei sau
a impulsului, ci se poale Iua drept punct de plecare deducerea
ecuatiei de migcare a lui Lorentz. In -acest caz, teoria procesului A
duce la o altd tratare a acestor ecuatii de miscare. ldeia initiald a
lui Wentzel constd in utilizarea formalismului multilemporal care

> 2
descrie electronii si cimpul prin coordonate deosebite & sir si prin
tipurile © si f£. Atunci, in determinarea acfiunii cimpului asupra elec-

1) Se stie din mecanica cuanticd relativistd, cd regulile cvadridimensionale
de comutare pentru cel mai simplu cimp scalar au forma (v. § 45):

> > 2 > 2ch > 2ch
e o (r.t) —e(r', e (r, )= I_D (r—r', t—1") =_i D (x—x").

In teoria proceselor A trebuie si punem in partea dreaptd a ultimei egalitafi,.
in loc de functia D, functia D,.
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tronului punctiform, la un moment dat, trebuie si efectudm in mod
corect trecerea la limitd t—f. Pentru precizarea acestei treceri la
limitd se introduce un vector auxiliar 4, care apoi se egaleazd
cu zero:

<+ 3> >
r=§+)"

Vom schifa foarte pe scurt dezvoltarea acestor idei. Introdu-
cind potentiale noi. care coincid cu cele maxwelliene in domeniile
din afara conului de lumind si care sint egale cu diferenta poten-
tialelor maxwelliene retarda e si a celor avansate, Wentzel si Dirac
efectuind trecerea t—f cu ajutorul vectorului lu, au obtinut ecua-

tiile relativiste ale migcdrii pentru electronul punctiform fird ter-
menii de cimp inerfiali i fird termenii cu derivate superioare ordi-
nului trei, dar cu termenul de amortizare just. Aceastd ecuafie va
fi dedusd de noi pe altd cale [v. (34,36)]. Pauli si Jauch au aplicat
procesul A in teoria cimpului mezonic, in care caz s-a descoperit
cd masa mezonicd longitudinald de cimp a nucleonului nu va mai
fi egald cu zero, ci va fi egald cu ordin de marime cu masa me-
zonului !), Aceste aplicdri ale teoriei A nu au dat alte rezultate sub-
stantiale.

i) M. Pauli, Phys, Rev. 64, 332, 1943; J. M. Jauch, Phys. Rev., 63,
335, 1943,

In cazul cel mai simplu, potentialul cimpului mezonic scalar (creat de
un nucleon, proton, neutron) se dztermind cu functia lul Green a ecuatiei
Poisson generalizate (v. § 44). Luind in considerare factorul de form3d A vom
avea, in loc de (14,9):

oc

1 S sin kR
= osk) « k dr;
AT omp 3O +2
in particular, pentru potentialul autoactiunii (R—0);
[0 <]
1 \ X2 coska 1 Ko _k2
G Ly 1
h 27!20 k2+kg 2r W 4n ¢
'sau pentru valorile mici ale lui 2
G,=—Ho 2.
4
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