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PREFATA LA EDITIA A TREIA

Editia a treia a ,,Culegerii de probleme de mecanica ratio-
nald@* este mult sporitd in comparatie cu cele precedente.

In capitolul ,,Statica” a fost introdus un paragraf asupra
echilibrului firului elastic inextenstbil. In capitolul ,,Cinematica’
s'a introdus un paragraf asupra wmiscdric unui corp solid cu un
punct fix. In capitolul ,,Dinamica punctului” s’au introdus noi
paragrafe asupra oscilatiilor punctulus material, asupra fortelor
centrale st asupra miscdrii relative a punctidut material. In
capitolul ,,Dinamica sistemelor gt a corpului solid** s’au adaugal
paragrafe asupra miscarii corpului solid cu un punct fir, asupra
ecuatitlor de gradul doi ale lui Lagrange, asupra oscilatiilor mici
ale unui sistem cu unul si doud grade de libertate in jurul pozities
de echilibru si asupra ciocnirilor. Paragrafele ediliilor ante-
rioare au fost in mare mdsurd prelucrate ; unele probleme au jost
tnlocuite st, in afard de acestea, s’auw addugat probleme noi.

Autorii aduc vii mulfumirt tuturor acelora care an ardtat
lipsurile st greselile editiilor anterioare.



STATICA
§. Compunerea si descompunerea fortelor

1. Rezultanta a doua forte, aplicate in punctul O (lig. 1) este reprezentati
prin diagonala paralelogramului construit pe vectorii care reprezinti fortele,
adica,

R=P-L(Q,

prin urmare, mirimea rezultantei se determini prin egalilatea

R=VPirg+2PQ cos (7. Q).
Unghiurile dintlre vectorii F, 5, R se afli din relatiile :
P Q R
'sin (5, I_?) - sin (F, R_) - sin (T’, (5
R = P cos (1—), I—i) ~+ Q cos (a, R_)

i

2. Daca forfa P esle data prin proiectiile ei X, Y, Z, pe axele de coor-
donate atuneci -

P=YXTT Y 52 cos (Ba) = oy (cos P d F2) =

= VX*+ Y24 Z%cos (Pyx) = ——, (cos P,y)=——, cos(P,Z)=—-

N pr ' v rP P

Fig. 1 Fig. 2

3. Dacid in punctul O sunt aplicale mai multe forle, rezultanta lor este
reprezentati prin latura care inchide poligonul vectorial, construit cu vectorii
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care reprezinti for{ele date (fig. 2j, adica
R=Xp

’

proiectia [ a rezultantei pe o directie oarecarc ecste egali cu suma algohm 1 a pro-
iectillor fortelor componente pe aceeasi directie, adicid

R =X P
4. Duca fortele P, (X, Y1, Z,), Po (X, You Zu) e oo Py (X Yo Zp) sunt

date prin proiectiile lor pe axele de coordonate, rezultanta lor se deflineste, ca
marime si orientare, prin cgalititile :

Ry = X, R, =23XY, R, == X7,

R =VEXjF < V) + (T2
h

(R, = G = 2 cos (R )
cos (R, x) =—s cos (R, y)=—y eos (R.z) = —
’ "R V7R R

1. Na se determine uughiul format de doud forte de
mirimile ', = 20 kg si F, = 10 kg, daci mirimea rezultantei
for este de 50 kg.

Raspuns : «.=90°.

2. Doua forte, care au marimea de 5 si 16 kg, formeaza un
unghi de 60%; si se afle miarimea rezultantei si unghiurile pe
care rezultanta le formeazi cu fle(‘(lI'(’ din cele dous tmto.

Raspuns : 19 kg; 13°10°25" i 16°49'35".

3. Sa ce afle raportul mzirimilor a doud forte £, si F,,
stiitnd ¢a ele formeazd un unghi de 135°, iar mirimea rezul-
tantei este egali cu mirimea F, a fortei celei mai miei.

Raspuns: F,:F, =2,

4. Sa se¢ determine unghiul format de doud forte, daci
ele sunt de marimi egale intre ele si egale cu rezultanta lor.

Raspuns : 120°.

Doud forte formeazi un unghi de 50°; raportul mari-
milor lor este 2 : 3. Si se afle unghiurile formate de rezultant:i
cu fiecare forta. '

Raspuns : 30°19°41"" i 1971019,

6. Forta P se descompune in dousi componente. Una are
mirimea fortei P i formeazi cu ea un unghi «. Si se afle
marimea componentei a doua i unghiul g, pe care il formeazé
cu forta P.

- . o
Rdspuns 2 Psin-=- 1 & = 90° — —,
9 9



7. La Moscova componenta orizontald a intensitdtil cim-
pului magnetic terestru este egali cu 0,182 unititi, iar inecli-
natia, adied unghiul pe care il formeazi un ac magnetic, sus-
pendat la mijloe, cu orizontala, este de 68°30". S4 se determine
méirimea [ a intensitdtii cAmpului magnetic tervestru.

Rdspuns : 1 = 0,497 unitati.

8. O grindi, incastrati in perete, este solicitatd de o
fortd P sub un unghi de 40° fati de directia grinzii. Stiind ci
mirimea fortei P este 1000 kg, si se afle forta care inconvoaie

si forta care intinde grinda. .,
Raspuns : 642,79 51 766,04 kg. 2
9. 84 se descompunid forta \/3
F, de mirime F = 14 kg, in doui
forte F, si F,, astfel incat F, 4 F,=
== 16 kg, iar unghiul dintre fortele La problema §

componente si fie a = 60°.
Raspuns : Fy = 6 kg si ¥, = 10 kg.

10. O fortd de marime P = 50 kg, se descompune in
louit componente; o componentd formeazid un unghi de 35°
cu forta ddta, lar mirimea componentei a doua este de 30 kg.
Nd se afle mirimea primei componente sl unghiul format de
componenta a doua cu forta P.

Raspuns : 49,76 si kg 72°4" sau 32,15 kg si 37°56".

11. Si se descompuni forta £ in doud forte P si @, astfel
incat cele doud componente si fie perpendiculare una pe alta
si mérimea lor si satisfacé; relatia F' : Q = m : n.
nR

o

Raspuns : P= ——n- =
[ Vm2+n- 7 Q

12. Si se descompund forta P in doud forte, astfel incat
raportul mirimilor sd fie 2:1 si sd se afle locul geometric al
extremititilor primei componente.

2 . .
Raspuns : Cereul de razi— P cu centrul pe linia de ac-
3
. . e . 4 .
tiune a fortei P, la distanta— P dela punctul de aplicare
’ 3
al acestei forte.

13. Douéd forte, care formeazi un unghi dat. trec prin
doud puncte date A si Bj; rezultanta lor are mirimea P si



este indreptata dupa o dreaptid datdi CD. Si se afle aceste
c forte pe cale graficai.

14. Sunt date trei forte de mii-
rimi egale. Cele doud forte extreme
formeazi un acelasi unghi dat cu forta
cuprinsd intre ele. Rezultanta celor trei
forte este reprezentati printr’un seg-
ment 4B de lungime datid. Si se afle
aceste forte pe cale grafica.

La problema 13 15. Un bustean este tras uniform

cu ajutorul unei funii de lungimea /.
cu o fortda de mirime P. Distanta dela capitul funiei la
pimant este de i m. Si se afle mirimea F a fortei de frecare
2 busteanului de piméant.

Rdspuns : In cazul unei misciri uniforme forta de fre-
carc- ', indreptatd in sensul opus miscirii, trebue si fie de
mirime egali cu com-
ponenta orizontali a
fortei P; de aci ob-

tinem :
Ve = e
F=pP—".
I [

16. Un avion sboard orizontal ecu vitezi constanta.
Presiunea .V a aerului pe aripa avionului este perpendiculari
pe suprafata aripei. Mirimea ei N = 0,42 sv?sin «, unde
este suprafata aripei, « unghiul format de aripid cu directia
miscdrii §i v viteza avionului. Presupunand ci s, « si greutatea
avionului P sunt cunoscute, si se determine mirimea fortei
N g1 viteza v,

La problema 15

)

La problema 16 La problema 17

Raspuns : Intrucat avionul sboari orizontal, mairimea
componentei verticale a fortei N cste egald cu greutatea P a
avionului; de aici se deduce :

P ] P

N=—fy = | —2
cos o 0,21 ssin2a



17. In punctul de imbinare 4 a doud grinzi identice

AB g1 AC dintr’o fermd de acoperis, este suspendatd o greu-

tate P. Si se determine méarimea fortei N, care intinde grinda
orizontald BC, daci BAC = o.

oL . P 4

Raspuns: § = —tg—-

2 2

18. Un stilp de antend DB este sustinut prin doud ca-
bluri de tractiune AB si BC. Sa B
se determine relatia intre tensiunile
T, si T, din cablurile AB i BC,
presupuniand ei stialpul nu se in-
covoaie. Se di: AD=> m, DC =

=9 m si BD =12 m. 12m
y T, 39
Raspuns : - = —
r., 2 D 9m C
. . 7 2 L
19. In punctul € de articulatie -
a doudy bare egale AC i BC este La problema 15

suspendatid greutatea P. Si se afle
reactiunile in articulatiile 4 si B, dacid =5 ACB = a.

gy o P
Raspuns: Ra = Rg=

2 cos X
2
20. O lampd, avand greutatea P = 3 kg, este suspendati
cu ajutorul a doud fire AB si BC, dintre care primul este ori-
zontal. S& se afle tensiunile 7, si 7, din aceste fire, daci
AB=11m, BC =18 m i DC = 2 m.

Raspuns : T, = \/3 kg; T, = 2\/3 kg.

La problema 19 La problema 20

21. Un fir A BC, fixat in punctul 4, trece peste scripetii
mici B §i C. La extremitatea D a firului este suspendatd greu-
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tatea P = 100 kg. Sa se «letelmme presiunca verticald in
~stuportul BE, daci < ao=45" 5 = 3=060".

Raspuns : 50 (1+ 12) k.

La problema 21 La problema 22

22. O greutate P = 100 kg este su.spendaté, de macaraua
ABC.SE se determine eforturile S si 62 in barele AB si BC,
dacd AB=38 m, AC =2 m 31 BC = 2,6 m.

Raspuns : S, =—190 kg, S,= 130 kg (Semnul minus
inseamna un efort de compresiune).

. 23. Diametrul pistonului unei mayini cu abur este de d em.

La problema 23

P'resiunea aburului dintr’o parte a pistonului este egald cu p at,
iar din partea cealalti pg at. (1 atmosferd este presiunea de 1 kg

pe 1 em?). Si se afle marimea fortei 7, care invarteste manivela
04, daca lunglmed 04=r, lunfrlmea bielei 4 B=I si unghiul
de rotatie al manivelel OA D = a.

m (1 rsin «

P kg, unde sin = - .

cos B

. ~d?
Raspuns : T= ——i« (Pp—Do) -

24. Trei fire sunt prinse in nodul (. Doui dintre ele tree
peste seripetii A si B, iar la extremitatile lor sunt suspendate
greutitile P=3 kg si ¢=5 kg. La extremitatea firului al
treilea este suspendati o greutate Y.

10



Na se afle valoarea lui WV gi unghiurile ¢, si 2, Tormate din
Tirele 4C si BC' cu verticala, stiind ¢ sistemul se afld in echi-
libru si ¢d = ACB=
= 60°. )
Raspuns : X' =7
®, = 33713 ;

)]

25. In punctul
A al unui corp sunt

aplicate trei forte: W (%)

- - - ey . A : [ﬁ

A, Hy 511, situate in ‘

acelaxi plan i for- La problema 24 La problema 3

mand intre ecle un-
ghiuri de 105°, 135° si 120°. Sa se determine méarimea si directia
rezultantei  acestor forte, daed F;=18 kg, F, = 24 kg sl
F,=30 kg.

Raspuns : R=1,26 kg. Accasti fortd este situatd intre
Tortele /', si Fy si formeazd cu F, un unghi de 18°5.".

26. Mirimile a trei forte F,, r',, F,, aplicate in acelasi
‘punct, sunt proportionale respectiv cu 1:2:3; aceste forte
sunt situate intr’un singur plan si unghiurile dintre ele sunt
wgale.

Sa se afle marimile acestor forte si orientarea rezultantei
lor, stiind ¢id marimea ei este 2 = 10 kg.

. y 10 ' 2 Y R Y e
Raspuns 2 Iy = Vs kg ; Fy, = % cg; Fyo= 1013 kg

Unghiul dintre ® si ¥, este de 30°.

27. Trei forte, proportionale cu laturile unui triunghi,
sunt aplicate in mijlocurile laturilor corespunzitoare si indrep-
tate in directia perpendicularelor pe aceste laturi spre inte-
riorul triunghiului. Si se demonstreze, cia aceste trei forte
sunt in echilibru, adici rezultanta lor este nuli. Si se genera-
lizeze pentru cazul unui poligon.

28. Se da un sistem plan de patru forfe, aplicate intr’'un
singur punct; sd se inlocuiasci acest sistem prinfr’un sistem
<chivalent de doud forte, aplicate in acelasi punct si paralele
cu doudi drepte date sau avand mirimi date (pe cale graficd).

29. Varfurile unui pitrat atrag un punct material, aflat
in interiorul lui la distanta a de centrul patratului. en forte
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proportionale cu distantele (factorul de proportionalitate este k).
83 se afle rezultanta acestor forte.

Raspuns : Rezultanta are mirimea 4 La y1 este orientati
spre centrul patratului.

30. Sunt date cinei forte, avand mérimile: P,=2 kg,
P,=3) 2 kg, P;=4 kg, P,= 5 kg, P;= 7T kgsi orientate ca in
figuri. Sa se afle rezultanta acestor forte.

Raspuns : R=0.

72 B=3vz
- - [/—\
@.:7 450 %_4 £
A ,]3
Bes g ’
La problema 30 La problema 31.

31. Intr’un cere se duce diametrul AB si doud coarde
egale C'D si EF perpendiculare pe diametru. Si se afle rezul-
tanta I a celor cinci forte, reprezentate prin vectorii AB, AFE,

Raspuns: ’=3 AB.

32. In centrul unui poligon regulat de » laturi, sunt apli-
cate n—1 forte, orientate spre virfuri; méirimea fiecirei forte
cste P. Si se afle mirimea rezultantei.

Raspuns : R=P.

33. S4 se construiased vectorii coplanari, A, P, V, @
si s se afle modulul fiecdrui vector si unghiul pe care il for-
meazd cu axa Oz, dupi urmitoarele date :

A T 1 Q

Proiectiile vectorilor X== -2 3 1 —4

pe axele de coordo- R ) [ U IS

nate Y= 1 1 -3 -3

- e )

Coordonatele punc- T 1 3 0 =
telor de aplicatie R N

y= 1 -3 2 1 1

12



Raspuns: 4=2)5; t r)y= —2 (cadranul al doilea),

= VT()’ tg (Fy &)=

3
= V10; tg (V, x)= —3 (cadranul al patrulea),

g (4
1
— (cadranul intai),

(cadranul al treilea).

Q=>5; tg (Q, r) =

..'..|w

34. O fortd P, avand marimea de 26 kg, este descompusi
in trei componente perpendiculare intre ele; mdirimile com-
ponentelor sunt proportionale respectiv cu 3: 4 : 12, 8 se afle
mirimile acestor componente si unghiurile o, 3, v, formate de

componente cu forta #.

y 3
Rispuns: 6 kg, 8 kg, 21 kg, cosa = ——, cosp =4,
12 i ) 13 13
COS ¥ = E .

35. Asupra unui punct actioneazi patru forte, ale caror
proiectil pe axele rectangulare Ozyz sunt date in tabela :

I I IT ;. III IV
R : |
x= 2, 0ol 2
Y = 10 15 -5 10
7= 3 flo1 ] —2

Si se afle mirimea rezultantei si unghiurile «, B, vy, for-
mate de ca cu axele.

Rdspuns : R=31, «=80°43", B=15°35", y=78°50".

36. Intr’un punct actioncazi trei forte, ale ciiror pro-
icetii pe axele rectangulare Oxyz sunt date in tabela :

] ‘
: ! U010 |
l X= 2! 1| 2 |
v= | 10 i‘_f' =
z= | 6| 1| -2

13



S se afle marimea rezultantei si unghiurvile o, 9,, o4,
formate de rezultantd cu fiecare forta.
5

/r* 0 Raspuns : R==13, cos o, :.V__ .
|
l
I
]
i
|

35
53 ( 7
CON g, — s CON gy =
EEE P el T

~
'v

1373

37. In varful A al paralelipipe-
dului dvept ABCDEF sunt aplicate
AL~ - trei forte, reprezentate prin vectorii
|/ ~~ AB, AC si AD. Sa se afle rezul-
>5-,9 tanta lor.

La problema 27 Raspuns : =2 AE.

38. In origine sunt uaplicate fortele Flz.‘if, Py=— i
Py==tk, care actioneazi in directia axelor =z, y, = yi forta P,,
are are modulul egal cu 3 i formeazd unghiuri egale cu cele
{rei axe. S se afle mirimea rezultantei K a acestor forte xi
unghiurile formate cu axele.

Raspuns : =183 =~ 9,1104, 2=58°40", 8==125°30", v =51".

§$ 2. Echilibrul unui sistem de forge, ale caror linii de actinne
se intersecteaza intr’un singur punct

1. Condifia necesard si suficienta pentru echilibrul unui sislem de forje P,,

P, l,, ale ciror Jinii de actiune se intersecteazd intr’un singur punct, poale
li L\l)lllndld printr'o singuri egalitate vectoriald :

R=2P -0 1
sau prin Lrei egalildti scalare -
IX =0, XY=0, IZ=0, 2)

unde X, Y, 7 inseamna proiectiile forjelor P pe axele de coordonale.

Cand sistemul de for{e este situat intr'unul din plancle de coordonate,
una din ecualiile (2), dispare.

IPentra rezolvarea problemelor de statici se poate folosi Iu metoda ana-
litica [(ccunlulc (2)], fic metoda grafici [ecuatia (1))

Cand direclia reacfiunii este necunoscuta in prealabil (de exemplu in
cazul unei articulalii) la rezolvarea prin metoda analiticd, se descompune reac-
tiunca necunoscutd dupi axele de coordonate si se introduce in ecuatiile de echi-
libru, ca necunoscule, proiectiile acestei reactiuni pe axele de coordonate.

Daci, dupi rezolvarea ecuatiilor, se constati ci o proiectie oarecare a
reacliunii este negativi, aceasta inseamni c¢a componenta respectivi este orien-
tati in partea ncgalivi a axei.

In cazul rezolvirii prin metoda gralici, problema se reduce, conform
ecualicei (1), la constructia unui poligon inchis de forte. L.a rezolvarea proble-
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mei de echilibru a trei forfe neparalele este adescori necesar sa se determine in
prealabil orientarea reactiunii, folosind teorema relativa la interseetia a trei forte
concurente, intr'un singur puncl.

39. O sferd de grentate P este prinsd printr'un fir de
punctul fix B, jar in punctul 4 se sprijind pe un plan inclinat.
Sa se determine mirimea reactiunii N in punetul A i tensiune:
T a firului, fiind cunoscute unghiurile « si 5. Si se cerceteze
cazul: 1. =08 2. a=0.

a
o ///", 7

A
La problema 39 La problema 40
. ] , P sin B - P cos «
Raspuns: N=———7 T = -
cos (x—P) cos (z—f)

40. Un cilindru de razid r si greutate P este legat de un
plan orizontal fix prin cablul ACDB, in care se produce ten-
siunea T. Si se determine mérimea reactiunii .V in punetul F£.
daci distanta AF=FEB=a.

Réaspuns: N=P—+- -i" T

at--r®

41. O greutate P trebue atarnatii de douad fire identice
AC si BC, prinse in punctele fixe A4 :
si B, care se aflii pe aceeasl orizontald.
Ni se determine lungimea firelor,
stiind ¢{ tensiunea maximéi la care
poate rezista firul, fira pericol, este
egald cu T, si cd distanta A B este
cgald cu 2a.

42. Un punct material se afli
in echilibru pe un plan inchinat La problema 41
neted, fie sub actiunea fortei #;, orien-
tati in sus, dealungul liniei de cea mai mare panti, fie sub ac-

15



1iunea unei torte orizontale P,. Si se afle greutatea punctului
material.

I~ P })
Raspuns : P = .

] Piop
43. O culisi de greutate P alunecd pe o bard netedi,
subtire, care se poate misca intr’un
plan \'LI‘th(ll in jurul extremitétii
ei 0. In orice pozitie a barel acmo-
neazdi asupra culisei trei forte, in
afard, de forta gravititii:

A
AT )

1 : < .
Pi= 5 P, orientatd pe verti-

cali in sus,

1 . <
P,=— P, orientatd dealungul
La prableimna 43 3

barei, in sens opus celei spre arti-
culatie,
1 : . R
PazT P, orientatd orizontal spre stangs
Sd se afle pozitia barei, pentru cazul cind culisa este in
cchilibru si si se caleuleze reactiunca barei in acest caz.

~
N

' . 2
Raspuns : 1) o, = 180°; N, = —3—]). 2) o, = arcsin

.,‘]g

A~ R3°TM8"; N, = —
- 3

44. O lampd de greutate P este suspendati de doua fire,
intre doi pereti wverticali. Firul din

v/ Y
stinga formeazi unghiul « cu pere- 7 7
tele, iar cel din dreapta unghiul B. S&

N . . Z

se afle tensiunile 7, si 7, din cele Z

douil fire. 2

i Z

Raspuns: T, = .L"B—, Z

sin (o4-8) %

i 4

r,=p-22* . é

sin (@ 4-B) ) 7

45. Aceleasi conditii ca in pro- “ Y7
blema precedentdi, cu deosebirea ci La problema 44

lampa este fixati de axul unui scripete
foarte mie, care aluneecd liber pe cablul, care este fixat in

16



punctele A yi B. Stiind ¢ AC + (B =1 i cid distanta intre
peretl este d, si se afle tensiunea din cablu.

Indicafie. CAnd scripetele se aflid in cchilibru, unghiurile « $i 3 sunt egale

p Pl

Raspuns : T,=T,= =

p 2 g cosa 2VE—a®
7 /
4 ; o
4 7 ' a T 6 -
Y / U L S
é Z _ )
A 2 ~ »
7 %
7 4

7

7 2 [[ﬂﬂ/ﬁ
7 4

La problema 45 La problema 46

46. Un fir, avand la extremitati doud greutiti P i ) trece
peste doi scripeti mici, situati pe aceeasi orizontald. Intr’un
punct A al firului, situat intre scripeti, este legati o greutate
G (G P4Q). Si se afle raportul in care verticala, ce trece
prin punctul A4, imparte distanta intre scripeti, cand sistemul
se afld in echilibru.

a _Gz—l—Q’— 12 )

Raspuns : —=
b G+ P:—(Q°

47. Trei fire sunt legate in nodul € ; unul dintre fire este
prins de punctul fix
4, al doilea trece
peste scripetele B si
de extremitatea lui
este atarnati o greu-
tate de 5 kg. De ex-
tremitatea firului al
treilea este legati o
ereutate de 9 kg. Un-
ghiul dintre firul AC
si verticald este de La problemna 47 La problemu 45
30°. Sia se afle ten-
siunca T a acestui fir §i unghiul ¢, dintre firul CB si verti-
caldi, in pozitia de echilibru.

Raspuns : ¢, = 34°9'30”, T, = 5,61 kg, 0,=83°30'30",
Ty = 9,97 kg.

2 — Culegore de probleme 17
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8. O sferd de greutate P se sprijind in punctele 4 31 B
pe doud plane fixe, inclinate cu unghiurile « §i § fatd de ori-
zontald. S se afle reactiunile in punctele 4 si B.

Réaspuns : Ny = sin B P, N L P
sin (¢--B) sin (o +-B)

49. Un smeu AB de greutate P, legat printr’un fir de
punctul fix €, este tinut in echilibru de presiunea vantului,
perpendiculard pe planul AB. Si& se determine unghiul o
dintre planul smeului si orizontald $i méirimea presiunii N a
viantului, fiind cunoscute unghiul « dintre fir si orizontali
si tensiunea 7' a firului. S se efectueze caleulul pentru P=2 kg,
T=6 kg, 2=45°.

Ia’t?sp_ uns: N== P2 T2.22 PT sin o; ctg o ==tg m%f-,]‘—::; ,
N =7,55 kg, 0=34"12".

La problema 49 La problemma 50

50. Si se demonstreze ca in sistemul de seripeti din figurd
a caror greutate poate fi neglijatd, raportul dintre mirimea
fortei ¢ si greutatea suspendati P este dat de formula urmi-
toare (dacd neglijim frecarea):

Q___ UL

P €,C4Cy

in care r; sunt razele seripetilor si¢; coardele corespunzitoare
arcelor cuprinse de fire pe scripeti.

a1, Scripetele O de razia r este suspendat pe firul 408 ;
de acest seripete este atirnati o greutate care adunati la cea
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a seripetului da greatatea P. Si se determine tensiunea 1w
firului, dacd AC = OB = a 31 OC = b. Punctele 4 51 I s
aflii pe aceeasi orizontali.

. . P bVavvi-ri-ar
Raspuns : T = = :
2 bi--r?

22. O bard omogend, A B, de lun-
gime 21 5i greutate P, -se afld in echi-
libru intr’un plan vertical sprijinindu-se
cu capetele de doud plane inclinate,
care formeazi intre ele un unghi drept.
Si se afle unghiul ¢ dintre bard si ori-
zontald g1 distanta 40, stiind ¢i unul
din plane formeazi c¢u orizontala un-
ghiul «.

La problemu 51

Raspuns i n = - -2, A0 = 2[sin a.
92

3. O axd netedi, care formeazd cu orizontala unghiul =

A si un seripete fix, se afla
in acelasi plan vertical, ¢
in figurd. Pe axa se misei
liber un corp de greutate P.
De acest corp este fixat un
fir, care trecc peste scri-
pete si poartd la extremi-
tatea liberd greutatea (/.
Nid se afle unghinl 3 dintre
fir si axa si presiunea c¢or-
pului asupra axel pentru
pozitia de echilibru. =i
9°; 2) e=0.

La problema 52 La problemu 53

se  cerceteze cazul: 1) =z

. ) L - . T TR
Raspuns : 1) cos f= — sino; N=|P c¢oso—| ()*— P*sin*o.
Q

2y 2 =90°; 85 = arccos i; N=10z=r2
Q
3) =03 5=90°; N=|P-Q)|

5%. In nodul O al unei ferme. se intilnese patru bare.
Eforturile 8, si ¥y din barele 04 i OC sunt de cate 10 t, barele
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04 si OC fiind supuse la tractiune.Sd se determine eforturile
S, $1 5, in celelalte doui bhare OB si OD. Unghiurile dintre bare
sunt indicate in figura.

NNNNNNNN
La problema 54 La problema 35
Raspuns : S,=--73 1; S3=—2,7 t (semnul minus arati

c¢i barele OB si OD sunt supuse la compresiune).

99, Se di un triunghi dreptunghic A0 B, executat din
sarmi, situat intr’'un plan vertical, ipotenuza fiind asezata
orizontal. Pe catetele triunghiului aluneci douéd sfere, de
greutiati P si @ legate printr’un fir inextensibil.

Si se afle pozitia de echilibru (unghiul OCD = ¢), reac-
tiunile in punctele € si D si tensiunea firului in cazul echili-
brului, stiind ¢d = BAO = o i cd nu existd frecare. Si se ana-
lizeze cazul: 1) P =Q; 2) o = a; 3) a = 1H°,

Raspuns : tg o = % ctg .

Reactiunile: Nec = (P 4 @) cosa; Np = (P - )) sina,

Tensiunea firnlui 7 = P2 sin? & + Q? cos? a.

.+ 56. Un inel 4 poate aluneca liber pe o circumferintd din
sarmi, situatd intr'un plan vertical si avand
centrul in punctul 0. De inel este legatd de
o parte o greutate P, iar de cealaltd parte
un fir, care trece peste un scripete foarte
mic, {ixat in punctul B, cel mai inalt al
circumferintei. Firul poartd la extremitatea
Iui liberd o greutate . Si se afle unghiul
o = AOB si reactiunile din punctele 4 si B
La problema 56  bentru pozitia de cchilibru.

Rdspuns : 1) ¢ =2 aresin %; Npg=DP; Ng=( l/ A ;(f
_,) o= TC; ‘\‘A == () — I), _\'B = :')‘(l)
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a7. O greutate de 6000 kg este suspendatii de douit bare
de fier, cu sectiune dreptunghiulari, care formeazi intre cle
un unghi de 30°. Litimea barelor cste de 7 em. Si se calculeze
grosimea minimd & barelor, stiind c¢id rezistenta admisibili
este de 400 kg/cm?2.

Raspuns: 1,2 e¢m.

28. O platformi rotundi, avand diametrul de 1 m, este
suspendatd de trei cabluri identice, fiecare avand lungimea de
2 m; cablurile se intilnesc intr’un nod. Punctele de fixare ale
cablurilor de platformi se afli pe circumferinta ei, la distante
egale. Greutatea platformei §i a incirciturii aflatd in centrul
ei este de 150 kg.

S se determine diametrul cablului, rezistenta admisibili
fiind de 55 kg/cm2.

Raspuns : d = 1,1 cm.

§ 3. Forte paralele

1. Rezultanta R a doua forte paralele P si Q, orientate in acelasi sens,
este paraleli cu aceste forte, orientatii in acelasi sens, egali in mirime cu suma
Jor si trece prin punctul C, care imparte interior distania A B, Intre punctele de
aplicatic ale forfelor componente, in parfi invers propori{ionale cu mirimea for-
telor (fig. 3).

Fig. 3 Fig. 4

Dacd fortele sunt indreptate in directii opuse, rezultanta este egali cu
diferenta lor, este paraleli cu fortele date, orientatd fn sensul for{ei mai mari
st trece prin punctul C, care imparte exterior distanta AB in pirti invers pro-
portionale cu forfele (fig. 1). Avem, deci, in ambele cazuri :

— — = p
t=P+Q, __:_Q'z—l?_
CB AC AD

2. Fie distantele punctului C la liniile de actiune a forfelor P si Q res-
pectiv egale cu p si ¢ . In acest caz

Pp =@
adicd momentele forielor paralele p i b in raport cu un punct oarccare, situat

pe linia de actiune a rezultantei, sunt egale in marime absoluti.

21



Rezultanta unui sistem de forle paralele . ... , I’,. aplicale in pune-,
tele Ay (. Y. 20 Ay (Tay Yoo Z)ee ooy Ap (Tas Yue Zp)s este paraleldt cu aceste forie
i egalid tn marime cu suma lor ul"cbricﬂ, adica

n g

i=1
coordonatele punclului € (x.. y., =), prin care trece linia de actiunc a rezultantei,
se determind prin formulele :
YPhix; Py _ pr;z
Te== s Yo = ——=, Te W :
R r R
in care R si P; sunt, spre deosebire de notaliile folosile in alte cazuri, valorile

algebrice ale forlelor.
Punctul C se numeste centrul lortelor paralele si nu depinde de orien-

tarea lor.

39. La capetele A 51 B ale unei bhare drepte, in greutate de
I’ = 10 kg, sunt %ll\})('n(ldte doud greutati P, =10 kg si
_P.:: 200 kg. 84 se afle punctul in care bara trebue Sp[‘l_]lnlt(l,

pentru ca sd fie in echilibru.
Rdaspuns : La distanta de e din lungimea barei calculati

dela punctul de suspensie a greutitii mai mari.

60. Forta I de 100 kg, aplicata in punctul 4, se des-
compune in doud forte P st Q, paralele cu forta dati, aplicate
in punctele B §i ¢. Punctele 4, B si ¢ se afli pe aceeasi
dreaptd. P = 130 kg, distanta AB este de 6 dm Sd se afle
forta ¢ 5i distanta A4C.

Raspuns: @ = — 0,3 K&; AC = 26 dm.

61. Sd se descompunii forta P in doui forte paralele
cu ea, astfel incat linia de actiune a uneia dintre ele si fie la
distanta a, iar a celeilalte la distanta b de linia de actiune a
fortei £,

g Pp= P 2.

- a-+-b

Raspuns: P, =P-

a- b

Aceste forte se atli de o parte si de alta a liniei de ae-
viune a fortei F.

62, Si se (lc.soompuna forta P in doui forte P1 $i T’o
paralele i de sensuri opuse, a astfel incat prima sa se afle la
dl\tdllt;a _a. iar o doua la distanta b < a de linia de actiune
a fortei £.

- b - a

Raspuns : P = — P i Py = P

a— b a—h




Ambele forte se afld de aceeayi parte a liniei de actiuue a
fortei date P.

63. In doud varfuri A si € ale unui triunghi sunt apli-
cate doudl forte egale cu P, iar in varful al treilea B este anli-

atd o fortd egald cu 2P. Si se afle s

centrul acestor forte.

Rdspuns : Centrul ciutat se
afli la mijlocul medianei, care por-

neste din varful B. 2P
64. Se dia triunghiul ABC si af c
un punct interior M. In acest punect 3 l;

se aplicd o fortd datd P. Si se des-
compuni aceasti fortd in frei forte
paralele cu ea, orientate in acelasi sens si aplicate in varfurile
4. B si ¢ ale triunghiului (solutie grafied).

65. In varfurile unui tetracdru dat sunt aplicate patru
forte egale si paralele, orientate in acelasi sens. Si se afle centrul
acestor forte paralele.

Raspuns : Centrul ciutat se atli pe segmentul, care
uneste varful tetraedrului cu punctul de intersectie al media-

La problema 63

nelor bazei, la distanta de vart egali cu 2 din lungimea seg-
mentului. !

66. O grindi omogend, de greutate P = 100 kg, se spri-
Jind simetric pe doud punete 4 i B, distanta intre cle fiind
AB=2 m. Intr'un punct (' al grinzii este d§eZJl(l greutatea
0 = 80 kg; distanta AC = 1,5 m. Si se determine presiunea
1 punctele de sprijin.

Raspuns: P, = 70 kg, Pg= 110 kg.

Ypspppsiiiiiiiiy NI
[

c A

:
|7
La problema 67 La problema 65

67. Un atlet sc¢ tine intr’un punet €' al unui trapez 4 B,
lung de 10 em. Greutatea atletului este P=56 kg, distanta



AC = 25 em. Si se caleuleze tensiunea funiilor trape-
zulul.
Raspuns: Ty = 21 kg, 1Tp = 35 kg.

68. O bari A B, de care este legati o greutate P in punctul
7, este suspendatd de doud fire de cauciue CA si DB, care au
in stare neintinsd aceeasi lungime [,. FForta
de intindere a firului se considerd direct
— 10

proportionali cu alungirea relativa

- factorul de proportionalitate fiind k. Ne-
P glijand greutatea barei A B, si se deter-
mine lungimile firelor CA i DB, daci
AE =a si EB = b.

bl, P

Raspuns : CA =1y + ————
dspuns o + P

al,P
k(a+0b)
69. O mufli constd dintr’un scripete
fix A si trei scripeti mobili B, €C si D. O
‘I greutate ), atirnati la scripetele inferior D),
h“ este sustinutd de for{a P, aplicatdi la extre-
La problema 69 mitatea firului, care trece peste scripetele
fix A. Neglijind frecarea, si se determine
dependenta intre P si @, daci greutatea proprie a fiecdrui
scripete este ¢. Si se generalizeze problema pentru cazul a
n scripeti mobili.
o - __Q 1.
Raspuns : P o + q( 1 2n)
70. Un palan constd din trei scripeti fixati de o tra-
versd fixd AB si trei scripeti fixati de o traversi mobili CD.

DB =1, +

AN LN O 8077 28 =
i) %
pr
T ; —

e

La problema 70 La problema 71

Toti acesti scripeti sunt cuprinsi de un fir, care este fixat cu
un capit de traversa fixi in punctul B iar in celilalt capait
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actioneazi forta P. De traversa interioardi mobila este atar-
nati greutatea . Si se determine dependenta intre mirimile
P 51 @ in pozitia de echilibru, neglijind frecarea si greutatea
proprie a seripetilor gi traverselor si consideriand c¢i toate por-
tiunile firului, aflate intre scripeti, sunt paralele intre ele. Ri
se generalizeze problema pentru cazul a n scripeti mobili

Raspuns : P:—g—; pentru » scripeti P ____22_,
’ n

71. O grindd de formi cilindried, in greutate de P = 60
kg, este suspendati de doud cabluri. Si se afle tensiunile 7',
si Ty din cabluri, daci AC =1, m si CB = 0,5 m.

Raspuns: T, =175 kg, Tg=22,5 kg.

72. O grindd neomogeni AB. de greutate P este sus-
pendatd la capéitul A de un fir, fixat in punctul O. In punctul ¢’
ea se sprijind pe talerul unui cintar Roberval, pastrand o
pozitie orizontald. Cantarul se mentine in echilibru prin greu-
tatea €. Si se determine distanta dela centrul de greutate a
grinzii la extremitatea 4, stiind ci distanta AC = a.

Raspuns : @
P

272
40

La problema 72 La problema 73

73. Forta 17, aplicatd in punctul 4, se descompune in
trei forte paralele cu ea, P,. P, si P,, aplicate in punctele B. C
si D). Si se afle mirimile fortelor componente, stiind c¢i AB =
=15 dm, AD = 20 dm, AC= 5 dm, P= 50 kg & P, = 2P,.

Rdspuns : P, = 20 kg, P, = 20 kg, P; = 10 kg.

74. In varfurile 4, B, C si D ale unui dreptunghi ABCD
sunt aplicate forte de 5, 15, 35 si 45 kg. In punctul O de inter-
sectie al diagonalelor este aplicati o forti de 20 kg. Toate
aceste forte sunt perpendiculare pe planul dreptunghiului si
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orientate in acelaxi sens. S se afle pozitia centrului acestor
torte, stiind ¢i AB =1 cm §i AD = 10 em.

Rdaspuns : Luand laturile A0 §i 4B drept axe de coor-
donate »r si y, coordonatele centrului ciautat sunt r = 7,5 cm,
y=2 cm. :

75. Pe o grindi orizontald actioneazia 10 forte verticale.
orientate in jos, aviand mirimea de 10, 20, 30, 10, 50, 60, 70,
R0, 90 si 100 kg. Punctele lor de aplicatie se afld la distante
egale. Sa se afle centrul acestor forte paralele.

Raspuns : Centrul ciutat coincide cu punctul de apli-
catie al fortei de 70 kg.
76. Asupra unui corp actioneazd cinei forte paralele :

P, = 10 kg aplicata in punctul 4, (1; 2; 3
P, =15 A b " e A2

=1 (

Py=30 . . ., d3(3;1;¢2

Py =15 RE s " M) A; ( 1;

P; =--10kg . o w4y (15 =15 0).
Sa se afle marimea rezultantei acestor forte si coordonatele’

centrului lor.

Réspuns : I =60 kg, » =2 y =2 =z =22,

§ 4. Teoria cuplurilor si momentelor

1. Se numeste cuplu de forte un sistem de doui forle egale, paralele, orien-
tate in sensuri opuse, ale ciiror linii de actiune nu coincid (fig 5). Momentul unui
cuplu este o marime vecto-
riald, a cdrei valoare nu-
mericd este egalit cu pro-
dusul dintre marimea unci
———-—p~ """ forfe a cuplului si distania

/ | V7 fulre liniile de actiune ale
ts A /

fortelor acestui cuplu (bratul
Fig. 5 Fig. ¢

ﬁl Myt (/_?I; ’)

cuplului) adici
IMOM (P, P = P,

orienlarea lui fiind perpen-
dicularii pe planul cuplului
si avand sensul astfel, incat
un ovservator ajezat in direclia acestui vector, sa vada rotaiia, provocalia de
cuplu, orientatd in sens invers miscirii acelor de ceasornic (adica directia mo-
mentului se defineste dupd regula surubului drept, fig. G).

Cuplul poate si fie schimbat oricum, cu conditia ca si-si pistreze neschim-
bate mirimea si orientarea momentului siu ; momentul unui cuplu este un vector
{iber. adici orice punct poate fi luat ca origine.
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Un sistem de mai multe cupluri, care actionecazi fn acclasi plan. sau in
planc paralele esle echivalent cu un cuplu al carui moment este egal cu suma
algebrici a momentelor cuplurilor componente. Daci cuplurile aclioneazi in
plane neparalele. momentul cuplului rezullant este egal cu suma geometrici a
momentelor cuplurilor componente.

2. Momentul unei forte I’ in raport cu centrul G cste vectorul. aplicat
in centrul O si perpendicular pe planul triunghiului OAB (fig. 7); sensul acestui
vector se delermind, ca si in cazul unui cuplu, dupi regula surubului drept, iar
modulul (lungimea) lui este cgal cu produsul dintre marimea fortei si distanta p

dela centrul O la linia de actiune a forfei, adicd
‘MOMg P, = Pp.
Valoarea numericd a momentului este egald cu dublu ariei triunghiului OAFE

(fig. 7). Daca A (z, y, O) este punctul de aplicatie al fortei. iar X, Y si Z=0 pro-
icctiile loriei pe axele de coordonate, mirimea algebrici a momentului fortei,

HOM(P)
1 y Aflry)
8§ _ \_
P P
0 4 of fap)
‘ 0 P’
Fig. 7 Fig. §

fafit de origine, va fi egali cu zY-—-yX (fig. 8). Mirimea algebrici a2 momen-
tului fortei P in raport cu centrul O, («, b, O) este egali cu
(* ~a) Y — (y—-bh X.

3. Se numeste momentul fortei P fali de axa x, valoarca algebricd a mo-
mentului proiectiei fortei pe planul &, perpendicular pe axa. in raport cu punctul
de intersectic al axei cu acest plan, adica (fig. 9).

MOM,P = MOMgp |prs P|

O
-
S
‘X
-1
AT

Fig. 9 Iig. 10 Fig, 11

Proicclia momentului forlei /2, in raport cu centrul O, pe oricare axi .
care trece prin O (fig. 10), c¢ste egali cu momentul fortei P In raport cu aceasta

axa, adici prg| MOMoP| = MOM, P.



4. Daci forta r (X, Y, Z) este aplicatd in punclul A (x, y, 2) (fig. 11) avem
prz |MOMg P} == MOM P = yZ =Y,
pry [MOMgP] = MOM, P = X — zZ,
pr; [MOMgP] = MOM.P = z¥ — yX.

sau, cu alte cuvinte, momentele fortei P fatd de axele de coordonate, sunt egale
cu determinantii minori corespunzitori din tabela

T Y oz

[ X, v, z
77. Pe laturile unui dreptunghi A BCD, in care AD=«
$1 A B=b, actioneazi forte, care formeazi

a b =
8 — ¢ doui cupluri (P, P’) si(Q, ¢'), cum re-
5 zultd din figurd. Ce relatie trebue si.
\ -~ existe intre P §i @ pentru ca aceste
P doud cupluri si se echilibreze reciproc 2
A Ly 0 b

y . P
a Rdaspuns : Relatia —= —.
La problema 77 a

78. Sase cupluri actioneazd intr’un plan. Méirimile for-
. . 1. . -
telor lor sunt: 5, 3, 2, 3, > si 1, iar bratele corespunzitoare :

.
2,1, 4, x, 6 si 3. S se afle bratul z, cunoscind ci sistemul
acestor cupluri este echilibrat cu zero i cd primele trei cu-
pluri au momentele pozitive, iar celelalte cupluri au momentele
negative.

Raspuns : x=>5.

79. Una din fortele unui cuplu, situat in planul zOy,
este aplicatd in punctul (2,2). Proiectiile acestei forte sunt
cgale cu: X'=1, ¥Y=—5. A doua fortd a cuplului este aplicati
in punctul (4, 3). 34 se afle mirimea momentului acestui cuplu.

Raspuns : L = 11.

80. Si se afle mirimea momentului L al cuplului, echi-
valent cu doud cupluri, situate in plane perpendiculare intre
¢le, daci mirimile fortelor acestor cupluri sunt P, = P;=4
si P,=P,=>5, iar bratele lor sunt: d;,=2 si d,=3.

Raspuns : L = J(Pydy)? -F (Pod,)? = 17.

81. Douidsprezece forte egale ca mirime, formand sase
perechi, actioneazd dealungul muchiilor cubului ABCD, ca
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in figurd. S& se determine marimea si orientarea momentului
cuplului rezultant, daci mirimea ficedrei forte este P.

Raspuns : Momentul cuplului rezultant
este ortentat dupd diagonala DA si numeric
cgal cu 24D P.

82. Si se compunid patru cupluri, age-
zate in cele patru fete ale unui tetraedru
regulat stiind cid momentele lor sunt cgale
xi orientate spre interiorul tetraedrului.

Raspuns : Sistemul de cupluri esto 8
cchivalent cu zero. La problema 81

83. Asupra unui corp actioneazi trei cupluri. Proiectiile
momentelor pe axele de coordonate sunt cuprinse in tabela :

} = 2| 4| o
| L= 4| 2| 2
I, = ‘18 10 | —4

S& se determine mirimea L a momentului cuplului rezul-
tant si unghiurile «, 3, v formate de el cu axele.
Rdspuns : L=26,0.=76°39"27",=72°4"16"", y=22°37'12"".

84. Una din fortele unui cuplu este aplicatd in punctul
(5, 3, 10). Proiectiile acestei forte pe axele de coordonate sunt
A =12, Y= — 8, Z = 0. A doua fortd a cuplului este apli-
catd in punctul (4, 4, 10). Si se determine mirimea L a mo-
mentului cuplului §i unghiurile «, 8, vy formate cu axele.

Raspuns: L = 4, a = § = 90°, y=0.

85. Asupra unui corp actioneazd trei cupluri. Fortele
primului cuplu sunt aplieate in punctele (1, 4, 7) s1 (—1, —4,
—7). Proiectiile primei forte pe axele de coordonate sunt:
X,=-10, Y;=10, Z,=0. Fortele cuplului al doilea sunt apli-
cate in punctele (2, 5, 8) si (—2, —5, —8.) Proiectiile primei
forte ale acestui cuplu sunt: X,=8, Y,=0, Z,=12. Fortele
cuplului al treilea sunt aplicate in punctele (3, 6, 9) si (—3,
—6, —9), iar proiectiile primei forte sunt : .Y3=0, ¥3=0, Z;=15.
/ S4 se determine mirimea momentului cuplului rezultant si
unghiurile formate de el cu axele de coordonate.

Raspuns : L = 10} 485=220,23 ; a = 43°24', B = 132°56’,
T = 84°47".
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86. Din teoria cuplurilor este cunoscut c¢a o forti nu
poate echilibra un cuplu. Cum se explicd atunci, ¢d la presa
¢u surub (partea ci esentiald este ard-
tatd in figurd) cuplul (P, () pare sia
fic echilibrat de puterea de rezistenti
N a corpulul presat?

37. Un paralelipiped drept A BCD,
in greutate de P =10 kg si cu di-
mensiunile AB =6 dm, AD =28 dm,
este astfel inclinat, incat baza lui for-
meazi cu orizontala un unghi ¢ = 30°.
Sd se determine momentul greutitii lu
in raport ¢u muchia 4. Pentru ce va-
loare a unghiului 5 se anuleazi acest
La problema 86 moment ?

Raspuns: MOM, P = 598 kg dm, MOMj4P | = 0 pentru
o = 36732117,

88. Un fir de lungime a, legat de un stalp, sub un unghie,
este intins cu o fortd. a cirel marime este P. Si se determine
momentul acestei forte in raport cu punctul 4 (moment de
rasturnare). Pentru ce valoare a unghiului o acest moment
atinge valoarea maxin ? '

y ‘ 1 .
Rispuns : MOMy Pl — - a P sin 2« ; acest moment are va-

loaren maximd pentru o=:45°.

c

La problema 87 La problema 88 La problema 89

89. Greutatea unui tavilug cilindric este P, raza lui
este egaldt cu r. Sa se determine forta orizontali 7T, necesari
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pentru rostogolirea tiviluguhn peste earimida, a carei inal-
time este h.

P Yi@r—ny

r—h

Péaspuns : T =

90. O forti de mirimea P = 10 kg este orientati dea-
lungul dreptei 344y —10=0. Si se determine mirimen abso-
lutd a momentului ei in raport cu originea.

Raspuns : 20.

91. Sa se afle locul geometric al extremitatilor veeto-
rilor, care reprezinti forte aplicate intr'un punet dat A, care
au momentul dat L in raport cu un centru dat 0.

Raspuns : O dreaptd, paraleli eu 40, situatid in planul

perpendicular pe L la distanta ——% de dreapta A0,

92. In punctul (1,2) sunt aplicate trei forte, ale ciror
proiectii pe axele de coordonate sunt: Y, =5, ¥V,;=12, Y,=1.
Y,=3, Y3=10, Y3=0. Si se afle mirimea momentului rezul-
tantel lor, in raport cu originea.

Raspuns : 22,

93. Mérimile a trei forte, aplicate in cele trei varfuri ale
unui triunghi dat, sunt proportionale cu laturile opuse. Fortele
sunt orientate dupid perpendicularele la aceste laturi, inspre
interiorul triunghiului. Aplicind teorema lui Varignon, si se
demonstreze cd aceste trei forte se echilibreazi intre ele.

Indicafie. 'Trecbue demonsiral ci momentul rezultantei, in raport cu
fiecare varf al triunghiului, este egal cu zero.

94. Asupra unei usi, care se roteste in jurul axei A K.
actioneazd o fortd de mirimea P=2 kg,
sitnatid  intr'un  plan  perpendicular
pe AB si formand un unghi « = 45°
cu planul ugil. S se afle momentul
acestel forte fatd de axa A4 B, stiind ¢i
litimea usii a = 0,5 m.

L AL

N

re
RN

Raspuns: 0,71 kgm. 2287

95. Si se afle marimea momen-
tulul in raport cu originea a unei forte
P, aplicatd in punctul (x, y, 2) si for-
mand unghiurile o, 8, v cu directiile pozitive ale axclor de
coordonate.

‘\\
\g\\\\\\\\\\\\&
"t
1
/E'ﬂl
N

La problema §4
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Rispuns :

,l‘l"(// cos v -3 cox B (2 cos a—x co8 Y)2-b (2 cos By cox @),

96. Se dda o fortd reprezentatd prin vectorul 4B s un
Tascicol de drepte cu centrul intr’un punct oarecare 0, care nu
se afld pe linia de actiune a fortei date. Considerand momen-
tele acestei forte fatd de dreptele fascicolului dat, drept vee-
tori, aplicati in punctul O si orientati dealungul dreptelor
corespunzitoare, si se afle locul geometric al extremititilor
acestor  vecetorl.

Réaspuns : Sfera tangentd la planul triunghiului OA4B
in punctul O si avand diametrul egal cu dublul ariei acestui
triunghi.

97. Si se afle, in spatiu, locul geometric al extremititilor
vectorilor, aplicati intr’'un punct dat A si avand momentele,
in raport cu un alt punct O, aflat la distanta a de A, identice
ca mirime si egale cu L.

y - . . L A
Rdaspuns : Un cilindru circular de razd —, avand dreapta
a
04 ca axid de rotatie.

¥ 5. Reducerea unui sistem de forte la forma eca mai simpla

1. Orice [or{i P, aplicatid in punctul A, este echivalentd cu o forfa P iden-
lici ca mirime si orientare, aplicatii in punctul B si un cuplu (P, P’’) al cirui
moment este egal cu momentul forfei P in raport cu punctul B (fig. 12). Dea-
ccea punctele de aplicatie ale tuturor forfelor siluate intr'un plan, pot fi mutate

. in orice punct O al acestui

P bt . plan (centru de reducere), ob-

| {indndu-se ca rezultat o sin-

gurd forta R = X P; (for{d re-
zultanld sau veclor principul)
si un cuplu, al cirui moment

I L cste egal, ca mirime, cu

P suma momentelor tuturor for-

‘lelor date, in raport cu cen-

P trul de reducere O (moment

Fig. 12 FFig. 13 rezultant sau principal) (fig. 13).

2. Schimbidnd centrul

o de reducere, forta rezultanti

R ramdine neschimbald, adicd este un invariani al sistemului plan de [forle,

iar momentul rezultant L suportd o creslere egalid cu momentul fortei R in raport
cu noul centru de reducere 0,, adici

[

L, = L =+ MOMg,R.



Dacd R = LPﬁtO se¢ poate gisi Intotdeauna un astfe} de centru e redu-
cere 0%, fncat momcntul rezultant in raport Mo+ cu acest centru sa fie nul, adica
* = T MOMo+P; = 0
astfel, forla rezultantd R* = I—(, aplicala In centrul 0*, va fi rezullanta sistemului
de forte in plan, intruecil sistemul se reduce numai la aceastd for{d. Linia de
acliune a rezultantei R* se numeste axd cenfrald a sistemului plan de forte.

Daci It = ZP; = 0, atunci momentul rezullant I, nu se schimba in cazul
schimbarii centrului de reducere; in acest caz sistemul de for{e se reduce la un

cuplu, cu momentul L.

Daca R = 0 si L = = 0, sisleinul de forfe s¢ aflla in echilibru.
3. In mod .umlog, toate forlele unui sistem din spatiu pot fie reduse intr'un

centru O, ales arbitrar, obtinAndu-se ca rezultat : 1) o forta rezultanta R. egali
cu suma tuturor forlelor date (vector principal). si 2) un cuplu rezultant, al cirui

vector-moment £ este egal cu suma veclorilor-moment a, forjelor date 5 n
raport cu centrul O (momentul principal al sistemului de for{e dat). Astfel (fig. 1-H)

R=XP;, I =3IMOMoP;

« Daeit se muta Lentrul de reducere din punclul O intr'un punct oarecare
O, forL'l rezultanli R rimane neschimbald, iar vectorul-moment rezultant I

primeste o crestere, egali cu MOMp, R adici

L, = L-+MOMg, R.

Prin urmare, in cazul mutdarii centrului de reduccere, momentul rezultant
I se modificd, atat in privinta marimii, cit §i in privin{a directici. Dacd vectorul
1. esle descompus in douil commponente: una pe directia R, de mirime egala
cu i, cos a, iar a doua perpendiculari pe R, avand mérimea L sin @, x fiind
voghiul dintre R si Zprima componentﬁ nu se modifici prin schimbarea cen-
trului de reducere intrucat Mo, R modilicii numai componenta a doua, perpen-
diculari pe R. deoarece acest moment este perpendicular e R. P’rin urmare,
invariantii unui sistem in spatiu sunt : 1) forta rezultanti iy si 2) proiectia mo-

mentului rezultant L pe directia R, adicd L cos «. .
5. Daci R =0, se poate gisi intotdeauna un astfel de centru de redu-

cere 0*, incit componenta vectorului I3 perpendicularia pe R, si se anuleze si

prin urmare, tot sistemul dec forte si se reduci la forta

R si la cuplul, al cirui vector-moment L * este paralel L

cu aceastid for|a (fig. 14). In acest caz veclorul-moment

rezultant are cea mai micd valoare absoluti L* egali cu

11 cos af. l)rcapla care trece prin punctul O* si are direclia

vectorilor R si L* se numeste axra cenlrala a sistemului
e forfe in spaliu.

6. Totalitatea foriei si a cuplului, al cirui vector-
moment este paralel cu forta, se numesle dinam. Prin
urmare, in cazul general, un sistem de forte in spaliu
poate fi redus la un dinam.

. Dacd I. cos & = 0, sistemul de forie se reduce

numai ]d forla It, adicii are o rezultantd. Dacia R = 0. sistemul de forfe se
reduce numai la un cuplu, In acesl caz 1. == consl.

8. In cazul general orice sistem de for{e poate fi redus la doudi forte se.
cante si neparalele, dintre care una are punctul de aplicatie i orientarca datd-

3 Cwegere de probleme 39



98. Unui corp absolut rigid ii sunt aplicate in punctele
A, B, C si D situate in acelasi plan, forte reprezentate prin
vectorii AB, BC, CD, DE. Si se
mute acest sistem de forte in
punctul A.

Rdspuns :  Vectorul prin-
cipal al sistemului este egal cu
vectorul AE, iar momentul prin-
cipal este egal (numeric) cu dublul
La problema 95 ariei poligonului A BCDE.

99. Este cunoscut, c¢& un
sistem de fortc in plan este echivalent cu forta rezultanti

R. Si se afle ‘locul geometric al extremitétilor vectorilor,
care reprezinti momentele principale ale acestui sistem in
raport cu toate punctele din planul lui.

Rdspuns : Un plan, care intersecteazd planul sistemului
de forte dat dupi linia de actiune a fortei K.

100. Un sistem de forte dat in plan, este echivalent cu o

singurd fortd I. Si se afle in planul acestui sistem, locul geo-
metric al centrelor de reducere, in raport cu care momentele
lui principale au o valoare algebricd datd L.

Rdspuns : Dreapta paraleli cu linia de actiune a fortei R,
dusi la distanta % de aceasta.

_ 101. Se di in plan un sistem de patru forte P,, P,, P,
81 Py ; proiectiile X si ¥ ale acestor forte si coordonatele x, y
ale punctelor lor de aplicatie, sunt cuprinse in urmitoarea
tabela.

p, | P, | Py | P
x | 1| -2 31 —4
Y 4 1 -3 —3
x 2 ~2 3 —4
y 1 -1 -3 —6

S4 se reducd acest sistem in origine si s se afle ecuatia
axel centrale (a liniei de actiune a rezultantei).

34



Raspuns : Modulul vectornlni principal R= V5 ; modulul
momentului principal Ly = 9; ecuatia axei centrale este:
s —2y-+9=0.

102. Si se mute forta P cu proiectiile P, =1, P, =—2,
P;=3, din punctul ei de aplicatie (2, 2, 2) in punctul (—1, 4, 2),
fard & modifica efectul ei.

Rdspuns : Ca rezultat al mutarii se obtine forta P si cuplul
cu un moment, al cirui modunl este L=)133, iar cosinusurile
directoare sunt :

6 9 4

Visa® Vi3’ V133

103. Se dau trei forte:

P, (3, 5, 4) cu punctul de aplicatie (0, 2, 1),

P, (—2, 2, —6) cu punctul de aplicatie (1, —1, 3),

P, (—1, —17, 2) cu punctul de aplicatie (2, 3, 1).

S4 se mute acest sistem in origine.

Rdspuns : In urma mutérii sistemului se obtine un cuplu
cu un moment, al eirui modul este L=3V6—1z23,43, lar cosi-
nusurile directoare sunt :

16 2 17
sfel’  3fer’ 3y61

104. Pe muchiile unui cub actioneazi sase forte, cum se
aratd in figuri, fiecare avand mirimea P. S84 se afle momentul
principal minim Lpyi,, forta rezul- z
tanti R, axa centrali, precum si !
parametrul dinamului, stiind cd lun- I

gimea muchei cubului este a. !
Rdspuns : Lgjn = Pa; R =4P.
Axa centrali este paraleld cu axa =z | N V- WY VR 4
yi trece prin centrele fetelor orizon- 0
tale ale cubului. Parametrul dina-

] a ,
mului este egal cu —. d
4 La problema 104

~ 105. Si se demonstreze teorema : proiectiile momentelor
principale ale sistemului de forte dat, fati de doud puncte
oarecare din spafiu, pe axa, care trece prin aceste puncte, sunt
cgale.



106. Sunt date: doua puncte, momentul prineipal al
unui sistem oarecare de forte in raport enunul din aceste puncte
si orientarca momentului principal al aceluiasi sistem, in
raport cu punctul al doilea. Ni se afle mirimea acestui  al
doilea moment.

Raspuns : Se folozeste teorema din problema prece-
dentd. Notind cu a vectorul care uneste punctele date, si cu
f; si L, momentele principale in raport cu aceste puncte, se
oisegte
L,-a

[l:) e

I
~
e ©
2

nunde LY este versorul, cave determind direetia lui L,.

107. Un sistem de forte dat in spatiu este redus la doud
lorte. Si se demonstreze, ei perpendiculara comuné pe liniile
de actiune ale acestor forte intersecteazi axa centrald a sis-
temului dat, sub un unghi drept. '

108. Pe doui muchii ale unui cub, actioneazd, cum se
aratd in figurd, doud forte, fiecare avind marimea P. Si s¢
afle marimea fortei rezultante [, 2 momentului rezultant
minim Ly, pozitia axei eentrale, precum si parametrul risu-
citorului, stiind ¢id muchea cubului este a.

2z
' p £
| £ £ >
' |
|
) L ¢
|
————— i R S < o 1l-———226
0 y s e
L’ i 1]
P s
X A 2
La problema 108 L« problema 109
. P 1 [ -
Rispuns : ‘]{ = r l 2y Lgin = e Pa l/ 2. Parametrul risu-

. . 1 < .
citorului este cgal cu——da. Axa centrald trece prin punctul

1 . .
(0,—a, 0) si centrul cubulni.

109. Trei forte P, @, 8 actioneazd in lungul muchiilor
EF=a, GB=b, AD=c ale unui paralelipiped dreptunghi. Si
se afle conditia de existentd a' rezultantei acestor trei forte,
precum si marimea  ei.
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Raspuns : Marimea rezultantei este L=} PP Q2182
Conditia ei de existentdd : aQS+bSP - PQ =0.

110. Si se afle locul geometrie al eentrelor de reducere
ale unui sistem de forte in spatiu, in raport eu care momentul
rezultant al acestui sistem are méarimea dati L.

Ve 12

. s . mi a
Raspuus : Un cilindru cireular curaza i =-— r-—R—'" ", avind
drept axd de rotatie axa centrali a sistemului de forte dat,

I fiind marimea vectorului principal al acestui sistem.

§ 6. Echilibrul unui sistem de forte in plan

1. Pentru ca un sistem de for{e in plan sit se afle in echilibru. este necesar

si suficient, ca forfele sistemului si satisfacit conditiile :

R=XP:=0si XMg P - 0.
O fiind un cenlru arbitrar. Din prima ecuatie rezulti ei in caz de echilibru
Ry=XDP, 0 si 1c,=21».uzo; deaceea condifiile de echilibru ale unui sistem de
forte in plan se exprimd prin urmiitoarele trei ecualii:

SP,=0, XP,=0. ZMgP -0,

La rczolvarea problemelor trebue avul in vedere consideratiile generale,
expuse In § 2, tindnd secama c¢d este convenabil sd se aleagd drepl centru al nio-
mentelor punctul in care se intersecteazi un numaéar mai are de forte.

2. .Daed intr'un sistem de forte in plan suma momentelor forielor in raport
cu fiecare centru din trei centre arbitrare, care nu sunt situate pe aceeasi  deapli,
este egali cu ~ero, sistemul se afli in-echilibru si invers.

a) Eehilibrul péarghiei (o ecuatie de echilibru)

111, Un sistem invariabil, care constd din doud bare
omogene A (' de lungime 2a i CB de lun- -
gime 2), nnite solidar in punetul C, for-
mand un unghi o, este suspendat de firul
CO. R4 se afle pozitia de echilibru (unghiul
o format de AC cu orizontala). Si se de-
monstreze, c¢i in caz de echilibru, centrul
de greutate al liniei frante ACB se afld
pe verticala care trece prin punetul .

Raspuns : tg o = e

b2sin o

112, Douid bare omogene A B i BC,

una fiind jumitate din cealalti (A B =

s . . .
= ?BC =:2[), sunt unite solidar intre ele,

La problema 111

formand ununghi ¢ = 60°. Sistemul ob-
tinut este suspendat de-un fir la extremitatea . Sa se



determine unghiul dintre bara CB i orizontald in pozitia de
echilibru.
< 4 — 3 cos /3
Rasp“"b’ M tg A€ = __—',_‘_?_Z lf.
S5 sin @ B}

La problema 112 La problema 113

113. Un sistem invariabil constd din 2 bare omogene
AC si CB, unite solidar in punctul € gi formand un unghi
drept. Sistemul se afl& in echilibru intr’un plan vertical, spri-
jinindu-se pe un eilindru fix, absolut neted, cu razi r, a cdrui
axd este orizontald. Si se afle pozitia de echilibru (unghiul «
dintre latura AC si verticald). AC= 2a si CB=2).

Rdaspuns : tg o = flatbyr=b
(a+b) r—a?

114. Greutatea @ este atarnatd la marginea unei emis-
fere omogene de razd r §i greutate P, asezati cu partea con-
vexd pe un plan orizontal. Si se afle unghiul ¢, dintre axa
de simetrie a emisferei §i verticald, in pozitia de echilibru.

Indicafie. Distanta intre centrul de greutate C al emisferei §i centrul ei

O este egalil cu T r.

Rdspuns : tg » = % : —g .

115. Doué fire sunt prinse de un punet fix 4; de unul
din fire, avand lungimea ! = 18 dm, atirni o sferi omogeni
de razd r=22 dm gi greutate P=2 kg, de al doilea este sus-
pendatd o greutate ¢ = 20 kg; firul al doilea atinge sfera
dealungul unui arce oarecare, abitind-o intr'o parte. Stiind
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ed sistemnul se afli in echilibru, si se afle unghiul o dintre
verticald si firul de care atarnd sfera.

Indicafie. Se va scrie ecuatla momentelor in raport cu punctul de suspensic 4.
or 30°

Rdspuns : o = are sin ————— = |
(P+Q)(r+-

La problema 114 La problema 115

116. Intr’un plan vertical se afli o sarmi orizontali
MN si tubul A0 de lungime I, care se roteste in jurul axei O
si este la distanta 00’ = a de sarmi. De capitul O al tubului
este fixat in interiorul lui, un fir de caucine, a cdrui lungime

? M 4, 0’
T
0

La problema 116 La problema 117

in stare initiald este egali cu lungimea tubului; de capitul
liber al firului este fixat un carlig. Carligul se prinde de sirmi,
in punctul 4, astfel incat 4,0’ = A0 =1, apoi se prinde
undeva de tub o greutate, astfel incat tubul sa fie in pozitie
orizontali. Cum va varia unghiul, dintre axa tubului si ori-
zontald, dacd se deplaseazii carligul dealungul sarmei? Se
presupune ci forta de intindere a firului de cauciue este pro-
portionali cu lungimea lui.

Rdspuns : Tubul va riméne orizontal, indiferent de
punctul in care se afli carligul de sarma.
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117. La o transmisie de curele, raza rotii conducatoare
este egald cu p. Pe axa rotii conduse este fixati solidar o roatd
de razi R. Pe roata conducitoare actioneazi forta P, aplicati
in punctul N al circumferintei si dirijata in directia tangentei la
aceastdi circumferinti. In punetul M de pe circumferinta rotii
conduse este atarnati o greutate Q. Si se¢ atle relatia intre P
gi @, in pozitia de echilibru.

Rispuns : P = @ R
r

118. La capetele unei parghii drepte AB de lungime «a,

s care se roteste in jurul punctului
A& o 28 O, actioneazd fortele P si @, care

a 0 - )/ formeazi cu parghia unghiurile «
= a s1 B. Si se afle distanta 40 in po-
i zitia de echilibru si reactiunea I’
La problema 11 din articulatia O.
Raspuns :
A0 = a@ sin B
Psina 4+ Qsinf

119. Asupra unei parghii actioneazi trei forte. Coordo-
natele punctelor de aplicatie ale acestor forte, intr’un sistem
rectangular, al cirui origine este in punctul fix al parghiei,
sunt : (0, 2), (1, —1), (1, 1). Proeictiile acestor forte pe ace-
leasi axe sunt: (3, 0), (5, 1) si (3, —3).

Sd se determine mirimea fortei care trebue aplicatd in
punctul (1, 2), pentru ca parghia si fie in echilibru, cand tan-
genta unghiului dintre aceastd fortd si directia pozitivd a axel

By = V PEFQE—2 PQ cos(o+B).

3
x este—.
4

Raspuns : 10.

120. Trei bare identice, a ciror greu-
tate poate fi neglijati, sunt legate inva-
riabil intre ele in punctul O, forméand intre
ele unghiuri de 120°. La extremititile lor se
afli centrele sferelor A, B si C, ale ciror
greutiti sunt proportionale respectiveul: 2:
: 3. Tot sistemul se poate invarti in jurul unei
axe orizontale O, perpendiculard pe planul,
in care se afli centrele sferelor. Sd se determine unghiul =z
dintre bara OC si verticald, in pozitia de echilibru.

Raspuns: a = 30°,

La problemma 120
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121. O parghie A B lungia de 20 dm se roteste in jurul
articulatiei 0. In punctele A, C 5i B ale pirghiei sunt aplicate
forte de 15,5, 10 si 25,5 kg, perpendiculare pe A B. 8i se¢  deter-
mine marimea §i orientarea fortei perpendiculare pe A B, care
trebue aplicatd in punctul D, pentru ca parghia =i fie in echi-
libru, daci AC=C0=0D=DB.

Raspuns : O fortd de 10 kg, orientatd in sus.

4
8
p—— Y 7
. W
| I
oS
] 25543 1
La problema 121 La problema 12?2

122, Un ventil de sigurantd al unui cazan cu abur este
legat prin articulatia 4 de parghia OB lungd de 40 ¢m, in greu-
tate de 1 kg. Parghia se roteste in jurul articulatiei O, distanta
0A fiind de 5 ¢m. In punctul € al parghiei este atirnati o
greutate P’ = 32,5 kg. Suprafata ventilului este 25 em? Si
se determine distanta OC pentru ca ventilul si se desehidi
la o presiune in cazan mai mare de 10 at. O atmosferi este
egali cu 1,03 kg pe 1 em?® Greutatea ventilului poate fi ne-
glijata.

Raspuns : OC = 39 em.

123. Unghiul de inclinare al unui ae magnetic este de
60°. Daci se atirnd la eapitul lui superior o greutate de 1 g,
unghiul de inclinare se micsoreazid la 30°. Ce greutate trebue
sd se atidrne la capitul acului, pentru ca el si ocupe pozitia
orizontald ? ‘

Raspuns: 1Y/, g.

124. O parghie 4 CBD simetrici 3iin formi de T se poate
roti in jurul unei axe orizontale . Pozitia extremititii I) se in-
registreazd pe un arc de cerc gradat. Se cere si se gradeze arcul
astfel, incit aparatul s poatit servi la cantirirea greutditilor,
fixate de extremitatea B. Se di: ('B-=a, distanta €S dela
axa de rotatic la centrul de greutate N al bratului CD este
egalll cu b, greutatea bratului €D este egali cu Q.

l}

. 1 . .
Raspuns : tg =z = , —;-' unde 2 este unghinl dintre
i { )
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bratul €D si verticali. Deaceea gradarea arculut poate fi ficuta
astfel : se atarnd in B o greutate egali cu unitatea §i se pre-
lungeste CI) pand la intersectia cu
orizontala Ox in punctul Ay Se¢ im-
parte apoi dreapta Oxr In scgmente
egale :

Ok, = kiky = koliy=...

Unind prin drepte punctele k,, k.,
ks.... cu punctul C, se va obtine pe
scard punctele corespunzitoare la 1,
2, 3 ... unititi de greutate. °

La problema 124 125. Scripetele diferential, re-
prezentat schematic in figurd, consta
din scripetele mobil O,ED si din doi seripeti ficsi OAF i
OB(, legati solidar intre ei, care se rotesc in jurul axului
comun O. Marginile scripetilor sunt previzute
cu dinti peste care trec zalele unui lant inchis
CBDEFA. O parte a acestui lant atiarnd liber
«de pe scripetele OAF, iar pe partea cealalti,
care atirnid pe scripetele OBC se aplicd forta
P. De scripetele O, ED atarnd greutatea Q. Sa
se afle relatia intre P si @, in pozitia de echi-
libru, stiind ¢ OB=R si OA=». Se va ne-
glija frecarea si greutatea scripetelui O,ED.

Rdspuns : Se observi, ci tensiunea lan-
tului in pirtile FE si BD este egali cu 1/, @ si
se scrie ecuatia momentelor fatd de punctul O.
Se obtine :

R—r
2R

P =

Q- La problema 125

126. Si se determine pentru scripetele diferential (dela
problema precedentd): 1) mirimea fortei P, cind @=600 kg,
R=30 cm gi r=29 cm; 2) raportul razelor R :r astfel incét
mirimea P si fie egali cu L.

n

Raspuns: 1) P = 10 kg; Q)i___ _no.

r n—2
b) Echilibrul unui sistem de forte paralele (doud ecuatii de echilibru)
127. O grindd omogend A B lungd de 1,5 m i in greu-
tate  de 80 kg, este agezati intre doud reazime C si D. La
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capiitul B al grinzii este suspendatd o greutate de 200 kg. Si
se afle reactiunile punctelor de sprijin C si D, daci A(' = 25 cm

81 CD = 30 cm. %
Raspuns : N:=686 2/, kg, 4¢ e — —p
Np= 966 2/; kg. 3 % M
128. O grindd omogeni,
orizontald, de lungime /=5 m -
5i greutate P = 30 kg, este (k)
asezatd simetric pe doud rea- La problema 127

zime A si B, distanta dintre

cle fiind d—3 m. La capetele libere ale grinzii actloneflz:‘i,
fortele verticale, F;= 10 kg si Fz__,O kg ; infre reaz1me, la
distantal/,d de punctul 4, seaseazi pe grindi o greutate @ =20 kg.
Sd se afle reactiunile reazimelor.

Raspuns : N, = 36 2/, kg, Ng = 431, kg.

(- 204g)
A 8 ¥

A B

J 94»7‘; : 7/%/7 .y -4-(4— e
d : lﬂﬂf@/t» \
{ ,-_:z p 2 -

La problema 12% La problema 129

[ "~

129. O grindd omogeni A B de lungime 2! si greutate P,
«<ste agezatd orizontal, sprijinindu-se liber pe doud reazime (’
si D, aflate la distanta d de capétul grinzii. La capiatul 4 al
grinzii este suspendatdi o greutate @, iar pe portiunea DB,
gunda poarti o greutate repartizati uniform, egald cu p, pe
unitatea de lungime. S se afle reactiunile reazimelor C si D).
2P (I—d)+2Q (2l—d)—pd?
4 (I—d)
2P (I—d)—2Qd+pd (4{—3d)
4(I—d)

. . Y
Rdspuns : No =

b

_L\'sz

130. In nodurile B, H, C, F i D, ale unei ferme simetrice,
sunt aplicate forte verticale de 1, 2, 3, 4, 5i H t. S4 se deter-
mine reactiunile reazimelor A4 si E, gtiind, cd triunghiurile
isoscele ABH, HCF si FDE au baze egale.

Raspuns: Ny = 5,83 t; Ng = 9,17 t.

131. Trei saibe C, D si E, in greutate de 10, 12 si 18 kg,
sc¢ afli pe o axd comund, la distanta de 10 cm intre cle. Si
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se determine la ce distantd de lagarul A trebue agezata gaiba ¢
pentru ca presiunile pe lagirele 4 si 3 «id fie egale. Distant:
AB =1 m.

Raspuns : x=38 cm.

8 [ 2]

2t

ot
La problemua 130 L« problema 13

¢) Trei ecuatii de echilibru

132. O scard A B, in greutate de 15 kg, este agezati sub un
unghi de 60° 5i se sprijind pe un perete neted,vertical si o podea
orizontali car¢ nu este netedi. Ea se mentine in echilibru
prin forta de frecare F, orientatd in directia BC. Presupunind
¢i centrul de greutate al scirii este la mijlocul ei, si se afle
presiunea scirii pe podea si pe perete si mirimea fortei de
frecare F.

Raspuns: Ny =F = 4,33 kg, Np = 15 kg.

L

-L.a problema 132 La problemua 133

133. Pe o scandurd A B, de lungime 2a = 2 m si greutate
P = 20 kg, care formeazi cu planul orizontal un unghi «a=30~,
merge un om de greutate Q=64 kg. Kl se atli in punctul D
(AD=ur). S se determine yeactiunile in punctele 4 si €, in
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o . - B .

functie de r, daci AC = b -2 — m. Pentru ce valoare a lui
i

.r, echilibrul va fi imposibil?

Raspuns : X4 =083 (160 2.5), ¥ == 72 — 3842, Np-=
-= 1,6 '3 (16 x + 5). Echilibral este imposibil pentru.r > 17/g m.

134. O grindd omogeni A B, asezatd intr'un plan ver-
tical, este fixatd de podea cu capiatul inferior, prin articulatia
<A, iar cu capitul superior B sc sprijind. de un perete neted,
vertical. Se dau greutatea P a grinzii, lungimea ei 2a si unghiul
de inclinare «. S& se afle reactiunca totald a articulatiei gi
reactiunea peretelui.

Raspuns : Reactiunea peretelni este orizontala si egali

r . . . r
ou—z— ctg o. Reactiunea articulatiei este R, = ——‘/ 44+ ctg? a.
‘)

-

['nghiul ei cu orizontala se determina din ecuatia : tg o = 2 tg a.

135. Datele problemei precedente, cu deosebirea ci arti-
culatia se afld la capitul B al grinzii, care se sprijind cu capitul
inferior pe o podea nectedi. Si se afle reactiunea podelei si
reactiunea totala a articulatiei.

Rdspuns : Ambele reactiuni sunt orientate vertical in sus

>

si sunt egale cu =

La problema 134 La problema 136

136. O bard omogeni de lungime 2! si greutate P este
fixatd prin articulatia £ de perete, iar,in punctul 1 se sprijnid
pe muchea unui alt perete. Sa se afle reactiunile in punectele A
si B, stiind cd punetul A se afla la distanta a de primul perete,
st la indltimea b deasupra articulatiei B.
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Raspuns :
la abl - al
N, = Xg = P— Yg=P(1 - ——— "
N,=P e Xg=P - Yp ( _ 3)

(@ + b?) (a* + b

o] &

137. Aceleasi date ca in problema precedentd, cu deose
birea ci nu existd articulatie, iar bara se sprijini cu capitu
de un perete neted.

Si se afle unghiul « gi reactiunile in punctele 4 gi B,
pentru pozitia de echilibru.

P

3
. a ,
Rdaspunsg : cos o = V—— y Ny = , g = Ptga
] CoS x

\

La problema 137 La problema 138

- 138. O bari omogeni, de lungime 21 si greutate P, este
fixatd prin articulatia B de un perete, iar in punctul 4 ea se
sprijind pe un cilindru cireular, fix, de razi », al céirui centru se
afld la distanta d de perete. Si se afle reactiunile in punctele A
$i B, fiind cunoscut unghiul «, dintre bard si orizontald. Si se
analizeze cazurile particulare: 1) cind bara atinge cilindrul la
mijlocul ei; 2) cand «=0; 3) cind punctele B si O (centrul
cilindrului) se afld la acelasi nivel.

Rdspuns :
- { cos? . l costa sinu { costa
Ny=pP—-2 y —p ey _ply_ Lo
d—rsina d—rsina d—rsina

Cazurile particulare :
1) lcos e+ r8ina =d, Ny = Pcosa, Rg= Psina;

forta Ry (reactia totali a articulatiei) este orientatd in di-
rectia BA
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Y a=0, Ny=P——, Xyz=0, Y,=r"";
d d
3) = d si o pl oy Py P VaE— .
8) r=dsing, N=P— X =—2, ¥ =—( 1 Vaz—=r2).

139. Aceleasi date ca in problema precedenti, cu deose-
birea ci nu existd articulatie, iar bara se sprijini cu capitul
B de un perete vertical, neted. Si se afle unghiul « pentru po-
zitia de echilibru, si reactiunile in punctele A si B.

Raspuns : Unghiul « se determind din ecuatia
P

Cos

leosd @ + rsine—d=0, N, = y Ng = P tg o

140. O bari omogeni AB, de greutate P si lungime 21
este fixatd cu extremitatea inferioard de podea, printr’o arti-
culatie, iar cu extremitatea superioari se sprijini de un plan
inclinat, neted, care formeazi cu orizontala unghiul B. Si se
afle reactiunea articulatiei si reactiunea peretelui, stiind ci
unghiul dintre bara si podea este egal cu «.

Raspuns : _ ]
- P cos . P cos asin® cosa cos B
Npmo Loz oy Pesswsing o pfy  _sesacosp ]
2 cos (B—a) 2 cos (B—nx) 2cos B —a)

y

La problema 140 La problema 141

141. Datele problemei precedente, cu deosebirea ci bara
se sprijind liber pe podea si este mentinuts in echilibru cu aju-
torul unui fir fixat de capitul ei superior si trecut peste scri-
petele C. De capitul liber al firului atirnd o greutate @.

S& se afle unghiul « dintre bard si podea, in pozitia de
echilibru, si reactiunile in punctele A si B.

Rdaspuns : Dacd existd echilibru, el este indiferent de
unghiul «, conditia de echilibru se exprimi prin egalitatea

P .
Q:-z—sm B;



. . . r .

reactiunea pevetelui este Vg == oo COR B, reactiunca podek
: P -

AW N

» 142. O bari omogena AB, de lungime 2a == 3 m s
greutate P=30 Lg. se sprijindi cu capdtul A pe o podea ori
zontald, netedd si pe doud role € s1 J). Distanta intre role. est
CD=b= 1,4 m. Rola I este situatdi cu h=0,95 m mai su
decit rola ('. Si se¢ determine presiunea barei pe podea si pe
cele doud role.

= e
Raspuns: N =P=30kg. Np-=Np =P abt = 08.61kg,

b‘l

\

007 ﬁ‘
La problema 142 La problema 143

143. O bari omogend A D de greutate P2 se reazimi pe
doui plane fixe, care formeazii cu orizontala unghiurile o« si 8.
Si se determine reactiunile punctelor 4 si B si unghiul o in
pozitia de echilibru.

Rdspuns :
. sin 8 . sin o 2 sin ¢
N, o sin P, N - s g te o - - sinoe cte .
sin (a-+-B) sin (x-+B) ’ sin b sin (x--B)

14%. O bard omogenit A I este fixati de podea cu capitul
ei inferior A4, printr’o articulatie si se mentine, sub unghiul o
fata de orizontald, cu ajutorul wunui fir legat cu o extremitate de
capitul superior B al barei si cu cealaltd extremitate de perete.
Unghiul dintre fir si orizontalii este egal cu B. Si se afle ten-
siunea 7' a firului si reactiunea articulatiei, stuml cd grentatea
barei este P,

taspuns :
7' = I-) - k()s * )'1 i _,Ij, 2 (‘”\.,F“_ji]_l@_
2 sin (8- ‘ 2 sin (B —9)
- r Cos @ cos <
N, Dosaen

2 sin (3 %)
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145. O bari omogend A B de lungime 2a, si greutate P,
exte fixatd la capitul ei .superlor printr’o artwul@tle. de un
punct fix 4. De capatul ei inferior este prins un fir, trecut
peste un scripete mic (¢, agezat pe aceeasi orizontald cu punctul
A. Firul poartd la extremitatea lui liberd greutatea ). Sa se
afle unghiul a= << CA B si reactiunea articulatici in pozitia deo
echilibru, stiind ei CA=BA.

\ﬁ

°
TN \\\\\\\ NSNS “\\S\\

Le problema 144 La problema 145

. o °P"%Q . . x
Raspuns i cos - = \Q Py S U ¢ sin -,
Y o

- a
Ya= P ) cox -

E

146. Datele din problema precedentd cu deosebirea ca
punctele A si C se afli pe aceeasi verticali. Si se afle pozitia
ile echilibru si reactiunca articulatiei.

Raspuns : o, = L CAB =2 arcsin ](: x, = 180°. In

primul caz reactiunea articulatiei este N, -=] P --Q* si orien-
tatd in directia bisectoarei unghiului CAB. In cazul al doilea
ea este egald cu |Q — Pl

147. O baridi omogeni de greutate £ i lungime 2a  se
reazimil, cu capatul ei superior 4, de un perete absolut neted ;
e capitul ei inferior B este prins un firinextensibil B, fixat
de perete in punctul C, care se afld deasupra punctului A4 pe
aceeasi verticald ungluul dintre bari si perete este egal cu a,
anghiul dintre fir §i perete este egal cu B. Sd se afle relatia
intre « si B in pozitia de echilibru, daci planul 4 BC este ver-
tical i perpendicular pe perete.

Raspuns : tgo = 2tgh.

t Culeg e de prohleme 19



148. Scara A B se sprijind cu capdtul ei inferior de p
deaua orizontald si netedd, iar la capidtul ei superior este pr
vizutd cu doud carlige, agitate de o bari metalicd, intin
dealungul peretelui paralel cu podeaua. Si se afle reactiune
barei si reactiunea podelei, dacdi greutatea scirii este ega

La problema 146

La problema 147 La problema 143

cu P, lungimea ei egald en l, iar pe scardi sti un om de greutat
G, la distanta a de capitul ei superior.

. - P a P | l-a
Raspuns: N, = -+ — G, Np = — + —G.

!

< 149, O scandurd patratd ABCD, de greutate P est

La problema 149

*/

atarnatd de firul BE; cu varful 4 ea s
sprijind de un perete neted, fix §i vertica
FEA. Si se determine reactiunea peretelu
in punctul 4, tensiunea 7' a firului gi un-
ghiul ¢, daci AB= BE = a.

Rdaspuns : tg ¢ = _;_ , N,= %P_
T = yio P.
3

150. O bard omogeni AB de lum
gime 2a si greutate P se reazimi cu ca
petele ei pe doud plane fixe absolut ne-
tede. Unghiul dintre plane este egal cu
x, unghiul dintre planul orizontal gi bari
este egal cu B. Bara se mentine in echr
libru prin firul DC, legat in punctul D !

barei si in punctul fix ¢ de pe linia de intersectia planelor.
Unghiul dintre directia firului si orizontald este egal cu .
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Sd se determine tensiunea 7' a firului §i reactiunile in punctele
A §i B.

Ce conditic trebue si satisfacit unghiul v, pentru ca echi-
librul si fie posibil? S& se cerceteze cazurile particulare ale
acestel probleme: 1) v = 0; 2) « = 90°.

Rdaspuns :
Psineacos B v P cos % cosy
2cos@+p—vy) A 2cos (@ +B— )

v, — pl1 _cosScos(a—T) .
T B 2cos(x+ B—¥)

T = —

Conditia posibilitatii echilibrului : v < <C ACF 51 CF | A L.

i Y

M

La problema 150 La problemu 151

A 151, Intr’un vas emisferic neted, de razi OC = r, este
agezati o bard omogeni AB de lungime 2a si greutate P. Si
se determine unghiul ¢ si reactiunile in punctele 4 si € in
pozitia de echilibru. Si se afle deasemenea conditia posibilittii
echilibrului. .

a-- Vm

Raspuns.: cos o= ; Ne= P-

a
8r 2r

Echilibrul este posibil pentru a<<2r.

152. Un vagonet de greutate P = 100 kg este mentinut
pe un plan inclinat cu unghiul « = 30° printr’'un cablu trecut
peste scripetele O si paralel cu planul. Si se determine pre-
siunea. rotilor vagonetului pe plan in punctele 4 i B si ten-
siunea 7 a cablului, daci AD = DB =a = 0,75 m (D este
proiectia centrului de greutate C al vagonetului pe planul
inclinat), CE = b = 0,3 m.

Rdaspuns: T = 50 kg. \'A = 33,30 kg, Ngp = 3,30 kg.

~ 153, Axa AB a unei macarale, a cdrei greutate este
1500 kg, se roteste in pivotul B siin lagiirul 4. De macara este
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atdrnatd in punctul ¢, o greutate de 800 kg. Sid s¢ determir
reactiunile in A ¢i B, daci 4B = 4 m, distanta dela centrul¢
greutate a macaralei G la axa A B este de 1m si distanta del
punctul € la aceiasi axi este de 2 m.

Raspuns : X 4= - 770 kg, Y ,=0,Xp=770 kg, YV p=2300K

’/;,
A 4
T
V/ 6 /
A T
24 4m
: 6?0.7@)
Z
A,
7570

u e
I AR T

La problema 152

154. O macara consta dintr'o bari omogeni 4C de greu
fate I’ care se roteste in jurul articulatici d, si este fixati de
punctul fix £ printr’un lant BC. Dc capiatul ¢ al barei este
atarnatid o greutate (). Si se determine
tensiunea 7' a lantului §i reactiunea in
articulatia A dacd unghiurile « i £ sunt
cunoscute. Cum se va modifica mérimea
tensiunii 7.jn cazul cand lantul va deveni
ovizontal ?

(20 P)sina

Raspuns: T
2sin f8

v, o (2Q  Pysinx sin(z +p)
AT L

2sin H

La problema 154

. , (20 - Pysinacos (a +- 3
Y, P4 @3 Dinxeosif)
2 sin B
155. La problema precedentid s se determine tensiunea
Jantului, precum si méirimea si directia reactiunii totale R,
a articulatiei, neglijind greutatea barei AC.
Raspuns : Reactiunca R, este orientatd dupia A€,
s (x<-B)

H’A JEREE et Sl il (), T sin a Q

sin 8 sin 8




d) Echilibrul mai wmultor corpuri

La rezolvarea problemelor de cchilibru a unui sisten. care consta din mai
mulite corpuri, trebue consideral separal echilibrul ficcirui corp, sub actiuneca
for{elor, carei se aplicd direct si a reactiunilor corpurilor aliturate lor, {indndu-sc¢
seami de legea egalilitii actiunii $i reacliunii.

156. O scard consti din doud parti identice legate prin
articulatia C i lantul DE. Si se afle reactiunea podelei, ten-
siunea T a lantului si reactiunea articulatiei, daci pe scari

se afld un om in punctul H. Se di: AC = BC=2l; (H = x;

AD = BE = a; greutatea scirii este 2P; greutatea omului

este @; XCAB = X (CBA = a.
Raspuns: N, = P -+ T_l ). Ng-po 2Ty,
: I

. 2Pl @I— 1) Q . b 2=
-7 T =~ — ('t S L. _‘ i ‘. ~ T= .-
22— a) & ¢ I‘ )( 3

(0.

La problema 156 La problema 157

157. Doud bare, firi greutate, asezate intr'un plan ver-
tical, au aceeasi lungime AC = BC = a si sunt imbinate in
punctul C printr’o articulatie, de care este atarnati greutaten
P. Barele s¢ reazimd pe o podea orizontald, netedi.

Capetele A si B sunt legate printr’un fir elastic A B, a
cdrui lungime este /,; in stare liberd, tensiunea firului este con-
sideratd proportionali cu lungimea lui (factorul de proportio-
nalitate k). Si se afle relatia dintre greutatea P siunghiul 2 ¢
din punctul C. Si se afle valoarea lui P, pentru cazul cand
unghiul ACB este drept.

Rdspuns : P si ¢ sunt legate in ecuatia P=2K (2a cosg —
— I, ctg @), de unde se deduce pentru ¢ = 45°

P =2k@) 2-1).

(]
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/158, Doua sfere omogene, identice, de razi », fiecar
avind greutatea P, sunt agezate in interiorul unui -cilindn
drept, de razi R, deschis la ambele capete, si care std pe (
masd orizontald, asprd. Si se determine greutatea minimi :
cilindrului, necesari pentru .ca el si nu se ristoarne, neglijang
grosimea peretilor lui.

Indicafie. Se determinid presiunca sferci superioare §i a celei inferioan
pe peretii cilindrului, in pozitia de echilibru.
P(R-1)

M=N = yRe-R

Apoi sc foloseste egalitatea dintre momentul cuplului (Xf,, N.) si momentul forei
Q latd de punctul A.

Raspuns : Quin = QP(J _ ’_R)

Z
A

N

A, l
~afmnd

A
AN ;\\\\\\ N
)

Y

‘A o

La problema 158

© 159. Douit emisfere omogene sunt legate printr’o bari
omogend fixatd de ele prin articulatii. Greutatea emisferei mai
mari este P,, raza ei », lar greutatea si raza emisferei mai
mici sunt P, si r,; lungimea barei este /, greutatea ei Q. Si se

La problema 159

afle pozitia de echilibru a acestui sistem, dacd el este agezat
pe un plan orizontal neted, adicd si se afle unghiurile @, §i @,
dintre bazele emisferelor §i orizontali si unghiul ¢ dintre bari
s1 orizontald. (Se stie ci distanta intre centrul de greutate al
unei emisfere de razi r gi centrul ei este 3/g 7).
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Rdspuns : tg @, =
3

e

1 ¢Q
y 18 @y = T 7.’
sin o = % [y, (1—sin ¢,) — 7, (1 — sin g,)].

160. Intr’un punet A al tavanului este atédrnati de un
fir de lungime b, o sferi de razi » si greutatea P; in acelagi
punct A este fixatd printr’o articulatie o
bari omogend de lungime 2a si greutate Q.
In pozitia de echilibru, reprezentatd in fi-
guri, firul gi bara formeazi cu verticala un-
ghiurile ¢ si «. Si se afle aceste unghiuri.

Indicatie: Se va exprima sin (¢ 4 a )in functic
de b si r gi se va aplica ecuatia momentelor in raport
cu punctul de suspensie A.

Raspuns : ctg o = Vo +20 + o
Pr
. YbG+2) |, P+t
g = r + _Q_ T La problema 160

161. Doud sfere netede identice sunt atdrnate de punctul
fix O prin doud fire identice si sustin o a treia sferi de aceeasi
greutate ca si primele doud. Si se
afle relatia dintre unghiurile o i 8.

Raspuns : tgf = 3tga.

162. O bari, fardi greutate, A B,
de lungime I, este introdusi cu un
capdt intr’'un vas cilindrie, avand
indltimea b, diametrul a si greutatea
P. S4 se afle greutatea minimi @,
care, atarnatd de capitul B al barei,
este in stare si ristoarne vasul. Sa
se afle deasemenca reactiunile punc-
telor A si D §i momentul de ristur;
nare initial. '

Se presupune, c¢i bara nu poate
aluneca cu capitul ei pe peretele AC
La problema 161 si cd grosimile peretilor si fundului
cilindrului pot fi neglijate.

Indicufie, Considerind Dbara si vasul ca un intreg se va scrie ecuatia
momenlelor fortelor P si Q fati de punctul O. Mai departe se obtin conditiile
din problema 136, intrucat Q este determinat.

|
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Raspuns : Qg = Quin = T(lﬂ% unde d = A = l"ﬁ"—?»r h?

- Q.la Pal . lab . [ la®
N, Qe R YL SR U
b £ o -ay A BRI ( )

d:l

La problema 162. La problema 163

163. Pe o masid orizontali este agsezat un cilindru, al
solut neted in interior, de diametru a si greutate F.

In cilindru se introduce o bari omogeni de lungime !
i greutate @, care ocupd o pozitie de echilibru oarecare, unghin
dintre bard si orizontald este egal cu 7.

Sd se afle greutatea minima @, care este in stare si ras
toarne cilindrul, unghiul ¢, dintre bari si orizontald si reac
tiunile in. punctele A4 si D in momentul initial de rdasturnare
Grosimea peretilor cilindrului poate fi neglijata.

Raspuns i Qg == Qpy ==

Pa Vi ’
I Il/(l_al/l.(()hyo—]/-.

3 7 V 2 3
I —u"

(c)o V'”“ y V= (1)0
« l/ au

164. Aproape de capetele 4 si B ale unei hare omogene,
orizontale, de greutate P, sunt doud gauri mici, distanta intre
ele fiind Z2a. Prin aceste giurt trece un fir de lungime 21, h
mijlocul ciruia este atarnati greutatea €, iar capetele M si N
ale firului sunt fixate la acelasi nivel, avand distanta 2a intre ele.

Ni se afle unghiul @ in pozitia de echilibru a xistemului,
precum si forta Noecare comprima bara.

Raspuns : sin o = v N o= VP20 P)

pPrg’ 2

lJ'v—‘

26



¥ 165. Doui sfere tangente, cu razele r; si r,, avind grou-
tatile P; respectiv P,, s¢ afli in echilibru, fiind suspendate
de un fir, care trece peste un scripete mic 0. 84 se afle conditiu
de echilibru.

ERAEAAT ATTTEER

4 2a -

= = 8

c
Q)
L.a problema 164 La problema 165
. 00, >, . - .
Raspuns :WZ —. Dacid sferele sunt ficute din
2 1

acelagl material, aceasti conditie devine :
00, (rY\
00, r, )

166. Douid bare omogene A B de lungime 2a si CE, de
lungime 2b si greutate se pot roti intr’un plan vertical:
- A . .. . ’., I A . p . . .
prima in jurul mijlocului sau D, a doua in jurul articulatiei (.

b

g LY
L s i A

La problemu 166 La problema 167

ayezatdi pe aceeasi verticali cu I la distanta CD = a. De¢
capdtul B al barei A B este legatd o greutate P. Bara A B spri-
jinindu-se cu capitul A4 pe bara CE, o inclind din pozitia ci

b7



verticald. Sa se afle unghiul CAB = o in pozitia de echilib
a sistemului.
Rdspuns : o poate avea doudi valori: o« =0 s§i o, :
Qb

4aPlP

167. Un triunghi articulat A BC, firi greutate, est
agezat intr’un plan vertical pe latura AB; de articulatia
este atdrnatd o greutate P. Si se afle reactiunile verticale s
orizontale in punctele 4 i B, stiind ci 3T C4B = «, ia
X CBA = 8.

Raspwns : Y, =

= arccos

» Sin a cos cos o sin 3
el p= P————
sin («+B)’ sin (a48)

X,——Xg=P

cos a cos 3
sin(a4-B) '

168. Se¢ da triunghiul din problema precedentd cu deo-
scbirea cd el are greutate, este construit din bare omogene ; in
punctul C lipseste articulatia yi existi o suprafatd de atingere
foarte micé, verticali si netedd intre cele dou# bare.

S4 se afle relatia dintre unghiurile « §i 8 in pozitia de
cchilibru, dacii greutatea barei AC este P, si greutatca
barei BC cste P,.

Raspuns : B2= 1"
g P,

c ' \

Vg,éa N}
S

La problema 168 La problema 169

169. Intr'o cupa emisfericd netedd, avand raza R = 30 dm
51 centrul in punctul O sunt agezate doud sfere O, si 0, cu
aceeagl razd » = 10 dm, insd de greutdti diferite; prima sferd
cantireste 10 kg, a doua 5 kg. Si se determine unghiul ¢.
dintre dreapta 00, si planul orizontal, precum si reactiunile
in punctele 4, B si C.

Raspuns : » = 19°6'24"", N4 = 11,34 kg, Ng= 5,67 kg.

A.NTC - 3,78 (€2

md
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" 170. Doud bare omogene AC &i BD, fiecare de greutate

P, se rotesc in jurul articulatiilor 4 si B si sunt imbinate cu
o a treia bard CD, prin articulatiile C si .D. Bara CD este-ori-
zontald §i are greutatea ().

Tot sistemul se afli in echilibru intr'un [plan vertical.
S3i se determine reactiunile artlculamlor A 51 C, eand unghml o
cste cunoscut. . .

Raspuns i+ X4 = — 1 (P + Q) ctg «, Yp=DP+ 1? Q.

La problema 170 La problema 171

171. Patru bare de lungimi si greutdti egale sunt imbi-
nate intre ele prin articulatiile ¢, D si E. Cele doud bare
extreme se rotesc in articulatii in jurul punctelor fixe A si B
situate pe aceeasi orizontali. Tot sistemul este in echilibru
intr'un plan vertical. Si se demonstreze ci unghiurile « si {3
sunt legate prin relatia tga = 3 tgp.

172. Doud scanduri identice perfect netede AB si AC,
fiecare de lungime 2a si greutate P, sunt imbinate prin arti-
culatia A §i se reazimd pe
marginea unei mese in pune-
tele D si E, fiind agezate si-
metric fatd de verticala, care
trece prin 4. Si se determine
unghiul ¢ dintre secindurd si
verticald si reactiunile in
punctele D i E, dacd la-
timea mesei DE este egald
cu 2b. '

3 3

_ T e o
Rispuns :sing = || —y Np=Ng= VT

a

o
=,



173. Doud bare omogene, fiecare avand lungimea 21
si greutatea P, sunt imbinate prin articulatia ¢ si se sprijing
pe un cilindru neted, fix, de rvazi r, cu axa orizontald. S se
afleunghinl ACB=2
pentru  pozitia  de
echilibru a sistemului,
reactiunile N, 51 N,
ale cilindrului si reac-
tiunea articulatiei.

¢

Rdaspuns: TUn
ghiul ¢ se determini
3 din  ecuatia 1 sin®

La problema 173 La problema 174 9 — I'€08 =0, Reac-
P tiunile ale cilindrului
sunt: V;=.\N,= + Reactiunea articulatiei este orizontald i

sin ¢
c¢galii ca marime en P etg o.

174. Doud bare omogene, agezate intr'un plan vertical
s¢ sprijind cu capetele inferioare pe un plan neted orizontal
si intre ele, iar cu capetele superioare se sprijinii de doi pereti
verticali netezi. Lungimile barelor sunt 2a, si 2a,, greutiitile
lor P, si P,. Sd se afle relatia intre unghiurile o, si «, de in-
clinare a barelor fatd de orizontald, in pozitia de echilibru.

Raspuns : tgo, :tgo, = P;: P,.

173. In conditiile problemei precedente si se afle dis-
tanta intre pereti, astfel ca unghiul dintre bare si fie drept.
N "x\/}’z‘%'tl:VR
ToVrEe

Raspuns : d =

176. O pand are forma unei prisme, care are ca sectiune
transversali triunghiul isoscel A BC, ¢u unghiul la varf 2e
Pana se¢ sprijini cu una din fetele
laterale AC, pe prisma fixd DE, iar
cu cealaltd fatd BC pe prisma FG,
care poate aluneca pe planul ori-
zontal, neted KNH.

Asupra penei lucrcaza  forta
verticald P, asupra prismei F@, forta La problema 176
orizontald Q. Si se afle dependenta
intre aceste forte pentru pozitia de echilibru, neglijand fre-
carea si greutatea propriec a penei.

Raspuns : P = 20 tg «.

G0



177. Doi cilindri identici, netezi, de raza r si greutate P
llc care, sunt asezati pc o podea netedi orizontali intre douid
plane netede verticale AC si BD. Peste acesti cilindri este
asezat un al treilea cilindru identic, cum se aratd in figuri.
=3 se determine reactiunile din punctele A si B, dacd D = 2a.

. . . a-r
Raspuns: Ng = Np— - P- ——
2 | (u YR -a)
C G
Qg —10 __40
(244
| P
J N
N AR R Y
La problema 177 La problema 178

178. Un sistem de parghii constd din doud parghii ori-
zontale OB i CD cu axele de rotatie in O si 0, si sunt imbinate
prin artieulatiile ¢ 3i B c¢n bara verticali CB. De parghia OB
cste atarnati, in punctul 4, greutatea @; de extremitatea
parghiei CD actioneaza forta verticali P. Si se afle relatia
intre fortele P si ¢ in pozitia de echilibru a sistemului, precum

si forfa §, care intinde bara BC, in cazul cand 04 = a, 0 B=b,
0 € =¢, 0 D = d. Greutatea parghulm st a barei CB poqto f1
n(-gh]&ta

ace u

Rdaspuns: P= —@Q, N - - (.
bed b
179. Un stalp de telegrat A5 de greutate I’ are prop-
teaua DC de greutate ). Tensiunea firului _ A
telegrafic este egald cu 7'. T 8
S4 se afle reactiunile .in punctele .4 y
1D §1 reactiunca pmptelm asupra stalpului }C
in punctul ¢, fiind cunoscute unghiul =, //
AC = a i BC=:). Imbinirile din punecteie /4
A, C si D se presupun articnlate.
Réspuns :
. oy 1 N
Ny=Lr v,=r-Lo  "riga A y
«u 2 o W. r’//yﬁ/ //’
. S T 1 b
A D = L 1. )I) S () R T to =z, La problema 179
a 2 “ -
. N 1 Y -
B R 7' Y = (-7(,; e lrg-/.).
« 2 7 )
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) 180. Si se afle in mod analitic eforturile din barele ferme
dle cidrei dimensiuni sunt date in figura.

Rdspuns :
Nr. barei 1 2 3 4 5
Efortul P —L_' PP — L‘ B

2 ) -
semnul plus insemnéind intindere, semnul minus comprimar

' paniingy
i 1
2= )4 L ?
L1 4 1
p R -
|
27 5" Cle ] -
i ) i 1
_1 }-7/ l/ v "q a 7
f T 2 y - Scara \3 1
5\‘-3,.3 #’l *P '
1117 ] Vi

La problema 180 La problema 181 «

181. Si se afle pe cale analiticd reactlmule articulatie
A 5i reazimului B din fermele reprezentate in figuri. Sareinil
in tone yi dimensiunile sunt date in figuri.

Raspuns : a) reactiunen ‘bl‘tlcul&t‘(‘l : B = }562~23,71 t:

- S
i : CA 21 = ,
reactiuneareazimulm N =24t ;tg (R, r)= i 1,9L{ R, )=~ 62°21"

[N 4
Rl
'_‘_3\ % o N
; TS
c ™G g
P 0D
-
'—4 r w -
7 - 6' 7 il
T a L
Tt++11
L Scara HE tga ,)_%T'
Ll 3y |~ | .

La problema 181 b

cea  orizontala
Roactmnm reazimului

b) proiectiile reactiunei articulatiei:
A=1,24 t, cea verticali ¥ =~ 7.8¢ t.
este N =~ 10,21 t.
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I82. B4 se afle pe cale analiticd eforturile in sectiunea
ab din barele fermelor reprezentate in figuri.
Fortele din figura 182 b sunt date in tone.

Raspuns : a) X =—15 P, Y =— V.'“ P. 7= - 1 P.

20 5

b) X=—06t, ¥ =22t Z =4)5t.

? CEl T
: ——- 1! C RN I
. THT e e
- TN T
/]
\ pANR P4 \\ t;
ARE : \
) T
™ H* ! 7 ':> | '
A L ‘ LA Slaxlgs 17
AT Tit AT I
Scara A T 120 B4 22
R S ‘ Y ETFR_|
La problema 182 a * La problema 182 b

Semnul plus fnseamnd intindere, semnul minus com-
primare.

’

§ 7. Echilibrul unui sistem de ferge in spatiu

Pentru echilibrul unui sistem de forfe in spatiu este necesar si suficient

ca pentru un centru de reducere si fie valabile egalitatile R = 0 si L = 0 (vezi
§ 5). Daci se ia ca origine a unui sistem rectangular de coordonate (zyz) centrul
de reducere O, atunci conditiile de echilibru se exprima in mod analitic prin urma-
toarele sase ecuatii:

R;=YXX=0, Ry=XY=0, R.=23XZ =0,
L,,=EMOM;(?)=E(yZ——:Y)=0, Ly= SMOM(P)= X (:X — zZ) = 0,
L;=XMOM/(P) = X (zY—yX) = 0.

183. Si se demonstreze teorema lui Varignon pentru un
sistem de forte oarecare, care se reduce la o singury rezultant:i.
(momentul rezultantei este egal cu suma momentelor com-
ponentelor), introducand o fortd, care echilibreazi sistemul dat
s1 folosind ecuatiile generale de echilibru.

184. O placid de greutate P, aviand forma unui triunghi

echilateral A BC cu latura a, se sprijind cu varfurile 4, B §i €
pe trei plane perpendiculare intre ele @0y, yOz si 20.r. In viarful
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A placa este legati de punctul O printriun fir de lungime |
care imparte unghiul Oy in doud parti cgale. Si se afle reae
tinnile in punctele 4, B, C ¢
tensiunea. 7' o firului, dadg
0OD==0L. -
Raspuns :

. “\'A ) l,. -

20—

3l et T2 2

Ng = Np= P

[
-
'
_
[\~]
i
~
2
>

)
’I‘ Dz [_‘ .

/
=
~
B

185. Pe un plan orizontal
sunt agsezate trei sfere identie
tangente doui cite doud si in
apnjurate la nivelul centrelo
lor, cu un fir inextensibil.

Pe aceste trei sfere se aseazil a patra sferd identicid. Si s
afle tensiunea T a firului, daci greutatea fiecirei stere este P

\<<
i)

La problema 184

. /
. 6
Raspuns : T = — P.
18
186. Bara AB de greutate P este atarnati de doud fin
37 A

paralele CA si DB. Se di barei o pozitie noudi A’B’ in care estt
mentinutd in echilibru de un cuplu orizontal de forte, avand w

-

s

La problema 186 La problema 187

moment dat M. Sd se afle unghiul ¢, de rotire al barei, daci
(A =DB=AB =1
g . 2M
Rdspuns : sin .
2 Pt
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187. O masd rotundd de raza » are trei picioare, ale ciror
capete formeazd un triunghi echilateral A BC, cu latura a.
Greutatea mesei este egali cu P si aplicatd in punctul G, aflat
pe axa mesei. Pe marginea din fatd a mesei in punectul D se
afld greutatea ), OD fiind perpendicular pe AC. Si se afle
presiunea picioarelor meseli pe podea. Pentru ce valoare @,
se¢ va risturna masa?

Raspuns :

. . P r - P 20
Nyg=Ne=TH0 Oy THe 0
3 al 3 3 al 3
Daci r > , masa se va rasturna pentru Q> P 7 .
2Y3 2Y3 r—a

188. O placd omogeni de greutate P, in forma de semi-
cere de razd r, se poate roti liber pe articulatiile 4 si A, in
jurul axei orizontale . La extremitatea M «a razei, care for-
meazd unghiul « cu axa y, este aplicatd forta ¢ perpendiculard
pe planul plicii. Si se afle mirimea acestei forte, dacd ca men-
tine placa in pozitia de echilibru sub un unghi ¢, fatd de ori-
zontald. Si se afle deasemenea reactiunile articulatiilor.

4r
Indicafie. Distanfa intre centrul de greutate al semicercului i centru este —-

3

GYP

Wi !

La problema 188 La problema 189

v 4 cos
aspuns : @ = — — ® P
3r sin a.

; . - . o - . . X
Reactinnile X = @ sin ¢ 0032—2—, X, = @ sin ¢ sin? —,

«

N~

r s .,
7z =—?—QCOSCPCOS - Z, =

Ml'g

s sin2>
— @ cos p Sin®—.

5 Culegere de probleme



189. Usa A BCD se inchide cu ajutorul greutitii €, ath
natd de firul AEF, care trece peste scripetii K si F. Usa fiin

deschissi cu unghinl «, se mentine in echilibru prin forta F
aplicatd in punctul I si perpendiculard pe planul usii. S
afle relatia intre mérimile P si @).

Réaspuns : P = Q cos ——Z-

190. Pe platforma unui cirucior cu trei roti se afli i
punctul M greutatea P = 100 kg. Pozitia punctului M est
determinatd de coordona
tele *x = 1,1 m, y = 0,7
m. Si se afle presiune
fiecdrei roti a ciaruciorulu
asupra podelel, neglijand
greutatea lui proprie §
fiind cunoscute A B=1m,
La problema 190 CE=0,2 m $l cD = ..4’.3 n.

Rdaspuns : N; = 2,5 kg, N, = 52,0 kg, N; = 45 kg.

191. Un tablou de greutate P, in formi de dreptunghi e
laturile 2a si 2b, este atarnat de doud fire AO si BO sise sprijini
pe doi opritori rotunzi gi netezi D si F. Si se afle tensiunea
firelor si presiunea verticald a tabloului asupra fiecdrui opritor.
daci AK=BL=b, K(=Cl=a,0C=c¢, AO=BO=l3i DC=CLE.

Ra",Spuns: T1 = _T2 ZT——P’ ]\r NE— 1 a2+b2+c._1.P
¢

c®

0

K p € ¢ rﬂna

La problema 191 La problema 192

192. O macara constd dintr’un tambur de razdi » si o
roatd de razd R, care se invarteste pe acelasi arbore AB. Pe
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tambur este Infasurat cablul D, la capitul ciruia atarni greu-
tatea ). Roata este deasemenea infisuratd de un cablu, la al
cirui capiit este aplicatdi forta orizontald P. S se afle relatiu
dintre marimile P si @ in pozitia de echilibru si reactiunile iu
lagirele A si B, dacit AB =1, AC =asi AD = b.

. r - . - -
Rdspuns : P = "y () ; daca se orienteazid axa ydupid A B.

axa x paralel cu forta P si axa z vertical in sus, atunci :

- . 1—b . b
Xp= — — =P 2,= l Q,AB=_—‘I’—P,ZB=—IQ.

193. De un arbore de transmisie orizontal sunt fixate
solidar doud saibe de razi R = 0,4 m si » = 0,2 m. Se dau
tensiunile din capetele curelei, care este trecuti peste prima
saibd : I} = 340 kg si T, = 200 kg ; primul capit este vertical.
iar unghiul dintre al doilea capit si verticald este egal cu 45°.
Tensiunile din capetele curelei, care este trecutd peste a doua
saibd, sunt T, si T, capetele {fiind paralele si formand cu ver-
ticala unghiuri de 30°. Si se determine reactiunea lagirelor
4 si B si tensiunile Ty 51 T, stiind cd T3 = 2 T4 si cd fortele
de tensiune din curele si reactiunile lagirelor se echilibreaza
intre ele (arborele se mised uniform sinu existd rezistentd).
Dimensiunile sunt date pe figuri.

Raspuns : T, =560 kg, T, = 280 kg, X, =257 kg.
Z, = 643 kg, X, = 304 kg, Z, = 565 kg.

7.
“l

La problema 193

19%. Un inel rotund, greu, este suspendat in punctul 4
cu ajutorul unui anumit numair de fire inextensibile, de lun-
gime egald, fixate in mod simetric de inel. Pe conul de fire
format astfel, se aseazd un al doilea inel rotund cu raza mai
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micd, insi de aceeasi greutate ca si primul. Se constatd, o
sistemul se afli in echilibru, cand inelul al doilea se afld L
mijlocul firelor. Si se afle raportul distantelor celor doud inel
la punctul de suspensie A.

Indicatie. Se presupune cii numirul firclor este cunoscut si egal cu n.

Raspuns : 2 @ 3.

195. Un troliu diferential constd dintr’un tambur N

de razid I’ siun alt tambur .V de razd r, care se rotesc pe acelas
arbore AA4,. Pe cei doi tam
buri este mfﬁsurat un cablu,
—>(, care sustine un scripete mobil
,[_ de care este atdrnatd greutates

)

»M 3
J ?i = \§_! . Cablul este astfel infisurat,
L incat la rotirea arborelui, el s
“ N o & desfisoari de pe un tambur i
Q?x P : se infiagsoard pe celilalt tambur.
N C;\', Portiunile de cablu, care atirni
A it sub tamburi sunt paralele. Pe
ﬁ"' ) ménerul BC se aplica o forti de
s marimea P, perpendicularia pe
La problema 193 planul A BC. O fortd de aceeasi

mirime P, perpendiculari pe
planul A, B,C, este aplicati si pe minerul B,C;. Si se afle
relatia dintre mirimile P si @ in pozitia de echilibru, stiind ci
lungimea maéanerelor A B si A; B; este [

Rdspuns : Observand cii tensiunea din portiunile de cabluy,

\ " . - « 1 ¢
coborite de pe tamburii M si N, este egald cu—~ Q, seegaleazi.

cu zero suma momentelor tuturor fortelor, care actioneazi pe
troliu, in raport ¢n axva 4.4, si din ecuatia obtinutd se afld

R—r
P = " Q.

196. La un troliu diferential (problema precedentd) raze
tamburului mare & = 25 cm, iar lungimea ménerelor = 0,4 m.
Cat de mare trebue si fie raza r a tamburului mie, pentru ca
forta P sid fie a suta parte din greutatea ¢ ?

Raspuns : r = 23,4 em.

§ 8. Echilibru cu frecare
Dacid un corp solid A (fig. 15), care se aflit sub acfiunca unui sistem de

forte, se sprijind pe suprafata unui corp fix B, atunci in punctul de contact ia
nastere o reac{iune oarecare R din partea corpului B asupra corpului A.
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In cazul cind suprafetele de contact sunt netede, reacliunea ecste nor-
mala pe acesle suprafele. In cazul cind suprafetele sunt aspre reactiuneca este
orientatd sub un unghi ascutit « fata de normala co-
mund la suprafclele de contact si poate fi des-
compusi inlr'o componenti normald N (reacfiunea
normalid) si o componentd tangentiala F (forfa de
frecare la alunecare). In starca de repaus relativ
a corpurilor In contact, forta de frecare poate avea
orice direclie in planul tangent la suprafetele de
contact. Accasti directic se determind prin fortele
active, care actioneazd pe corpul A. Mirimea fortei
de frecare se determini deasemenea prin fortele
active, insd ea nu depdseste o anumitid valoare
la limiti, care este proportionali cu miirimea reac-
tiunii normale, adici

<N,

Fig. 15

factorul de proportionalitate f, fiind un numar
abstract, care depinde de materialul §i starea suprafetelor care se aling; el se

numeste coeficient de [recare la alunecare, in repaus sau coeficienl static de frecare
la alunecare.

Intruecat
F = Ntgux,

tga <</ =tg o $i a9

@, fiind unghiul de frecare in repaus. Dacii am construi un con circular cu virful
in punctul de contact K al corpurilor §i cu unghiul la varf 2 ¢, reactiunea tolala
It se afla fic in interiorul acestui con, Ixe pe suprafata lui. Acest con se numeste
con de frecare in repaus.

Daca are loc o alunecare relativa a corpurilor in contact, forta de fre-
care are o orientare opusia sensului vitezei relative de alunecare, iar marimea
forfei de frecare este proportionali cu reactiunea normali, adici

F={N,

in care factorul dc proportionalitate f este coeficientul
de frecare la alunecare in miscare sau coeficientul di-
namic de frecare la alunecare. Coeficientul frecirii di-
namice cste mai mic deciat coeficientul frecirii statice

[ <t

In cazul alunecdrii, unghiul ¢ dintre reactiunea
totali si normala se numeste unghi de frecare dina-
mici. El satisface ecuatia

f=1tg?.

Fig. 16 Iteactiunea totald este orientatd dupi una din
o gencratoarcle conului circular, care are drept axa nor-
mala comunii la suprafetele corpurilor in contact, iar
unghiul la virf este egal cu 2 (con de frecare) (fig. 16).

rezulti ci

197. Un corp A de greutate P este agezat pe un plan
orizontal. Corpului i se aplici forta ). "Unghiul dintre fortd si
orizontald este egal cu «. Ce mirime trebue si aibd f()rm 0,
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pentru ca ea s poatd pune in miscare corpul 4, cand coefi
cientul de frecare al corpului pe plan este f?

1P

cosa+fsma

Rdspuns : () >

A
--a—W’/ ~Jx _
Z;,;//T‘J//,v / T
V5
La problema 197 L.a problema 198

198. P’¢ un plan inclinat cu unghiul « se afli un corp A
de greutate P. Acestui corp i se aplicd forta ¢ care formeazi
cu planul inclinat unghiul . Ce mirime va avca forta ¢ in caz
de echilibru al corpului, dacd unghiul de frecare al corpului
pe plan este o?

sin (a4 sin «—Q
psin ( <P)> 0> P ( ‘ ).
cos (B—9) " cos(B+9)

199. Care este coeficientul de frecare f, pentru care este
mai usor a ridica direct un corp greu, decat a-l trage pe un plan
inclinat, cu unghiul « fati de orizontald.

Raspuns :

Rdspuns : Pentru f > tg (45° — _;‘_)

200. Scara AB de lungime 2a i grentate P se sprijind
cu extremititile ei de un perete vertical si de podeaua ori-
zontald. Coeficientul de frecare in punctul 4 este 0,4, iar in
punctul B este 0,5. Si se determine unghiul « dintre scard si
verticalid, pentru care echilibrul este posibil, stiind ca centrul
e greutate al scirii se afli la mijlocul ei.

Raspuns : 145° > a > 0.

201. O scandurd omogend AB de lungime 2a si greutate
I’ se sprijind pe un plan orizontal i pe un punet fix D, distanta
DE dela punctul D la planul orizontal fiind cgald cu h. Si se
arate, ¢ unghiul limitd de inclinare «, pentru care echilibrul
este posibil se determind din ecuatia

ho.
cos® & — o8 & 4 —sin 2 g = 0,

In care p este unghiul de trecare in punctele A si 0.

0



202. Doud sarcini, ale ciror greutiti sunt P si @, legate
printr’un fir trecut peste un scripete, sunt agezate pe plane
inclinate cu unghiurile « gi f ca in figurd. S& sc afle raportul

P pentru pozitia de echilibru, cind unghiul de frecare a sar-
cinilor pe plan este .
sin (B + 9) P sin@-9

Raspung : —2 P TP - 7
p sin (x — @) >Q = sin (¢ + @)

)
7 A
i ~
] 2 A /g 8

a " G //
La problema 200 La problema 201 La problema 202

203. Un lant omogen de lungime [, care are greutatea
» pe unitatea de lungime, atirnd de pe masi si este mentinut
in echilibru prin forta de frecare. Sid se afle coeficientnl de
frecare f, stiind cd lungimea partii, care atarni de pe masai,
este  a.
a

Réaspuns : >

l—a

204. O scandurd omogeni se sprijind prin doud reazime
pe un plan orizontal, aspru. 5

Greutatea scindurii este g ) . 4 q
P, coeficientii de frecare ;

dintre reazime si planul
fix sunt f, si f,; dimen- 7/7///////////-4( A

siunile sunt date in fi- P
gurd. Si se afle forta La problema 204
maximi orizontald @, sub

actiunea cdreia scindura va riamine in echilibru.

Raspuns: Q= ;ﬁ% b

205. O bari omogeni AB, de greutate P, este asezata
intre doud reazime fixe D si C. Coeficientul de frecare intre
bard si reazime este f. Care va fi lungimea I a barei pentru a fi
i echilibru, ¢And unghiul dintre bard si orizontald este egal
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cn a; se di DO = a, BC=b, iar grosimea barei poate i1 ne-
glijati.

a
Raspuns: 1> a + 20 4 —tga

La problema 205 La problema 206

206. O hardi omogend se sprijind cu capdtul ei inferior
pe un plan orizontal, aspru §i se mentine in echilibru cuajutorul
unui fir, legat cu o extremitate de capétul ei superior si trecut
peste un scripete fix ideal, de cealalti extremitate a firului
este atdrnatd o greutate oarecare. Si se afle valoarea maximi a
acestel greutiiti, cunoscand coeficientul de frecare f al bardi
pe plan, unghiul « dintre bard siorizontald si grentatea barei P.

Raspuns: @ = Pw
2 +kph

Daci f = 0 atunci Q@ = %— P.

, 1n eare k = tg a.

207. O bari omogend 4B, de lungime 2a si greutate P
se¢ sprijind pe un plan orizontal si pe un cilindru fix de razi r-
Coeticientul de frecare al barei cu cilindrul si cu planul este J-

Na se afle valoarea maximid a unghiului «, pentru care bara
este in echilibru.

R dspuns : sin & = I L
1+ /Ma

La problema 207

La problema 208

208. O bara omogeni AB de greutate P, se sprijini pe
doud plane perpendiculare intre ele. Unghiul dintre unul din
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plane si orizontald este egal cu % Cat de mare va fi unghiul 2
in pozitia de echilibru, dacd unghiul de frecare al barei cu
planul este egal cu ¢?

Rdaspuns: o +2¢>pf>a — 20,

209. Corpul A4, de greutate P, este asezat pe un plan in-
clinat eun unghiul «. De acest corp este legat un fir paralel cu
planul si trecut peste scripetele B; de capitul firului este
legat un taler cu greutiti. In clipa cand corpul A incepe si se
miste pe plan in sus, pe taler se atli greutatea . Si se deter-
mine coeficientul de frecare al corpului cu planul.

Q— Psina
P cosa

Raspuns : f =

La problema 209 La problema 210

210. Scandura 04, care se roteste in articulatia 0O, se
sprijind in punctul B de o sferd, avind greutatea P, si asezati
pe un plan fix orizontal. La capitul A4 al sedndurii este atar-
nati greutatea ¢. Greutatea scandurii poate fi neglijati. Si
se determine unghiul « in pozitia de echilibru, stiind, e¢id un-
ghiul de frecare al sferei cu scindura si cu planul orizontal
este egal cu o. '

Raspuns : a2 e.

211. Un punet material, aflat sub actiunea fortei gravi-
titil, se poate deplasa, cu frecare, pe un cerc de razi r, asezat:
intrun plan vertical. La ce diferentd de nivel, fati de centrul
cercului, punctul material poate fi in echilibru, daci coeficientul
de frecare este f?

- r . . r
Rdspuns : h < — -~ N B R e

Vier ymer

212. Un sertar de dulap arc lungimea « si litimea b;
pe peretele siu frontal se afli doud ménere 4 51 B, agezate
simetrice, distanta intre ele fiind k. 8 se afle ¢it de mare trebue



«<i fie coeficientul de frecare f, incat si fie imposibil scoaterea

sertarului trigand de un singur méner, oricat de mare ar fi

forta cu care am trage normal pe peretele frontal al sertarului.
a

Raspuns: | > e
1

e

La problema 212 La problema 213

213. Un paralelipiped dreptunghic omogen ABCD de
greutate P se sprijind cu suprafata AB pe un plan inclinat
aspru M N, al cirui unghi cu orizontala creste mereu. Care va fi
valoarea unghiului « in momentul cind paralelipipedul va incepe
51 alunece pe plan in jos sau se va risturna in jurul muchiei A ?

- a - <
Raspuns : Dzm;‘i—b——<f se va produce o rasturnare pentru

a . a .
o == arctg 7 dacd T)v]‘, se va produce o alunecare pentru
a == arctg f, unde f este coeficientul de frecare.

214. O placd omogend A BCD de formd pitratd si greu-
tate P, agezatd intr’un plan vertical, se sprijind cu varful D de
un perete vertical aspru, iar cu latura 4 B de un punct fix F.
Coeficientul de frecare f este acelasi pentru percte si pentru
reazimul K. Si se afle valoarea minimd a lui f in pozitia de
echilibru, neglijand unghiul mic « dintre latura AD si verti-
<ald si distanta mici BFE.

Raspuns : fuin =12 - 1 = 0,4142.

215. Un cilindru circular drept A se mentine in echilibru
pe un plan inclinat aspru, c¢u ajutorul unui fir fird greutate,
inextensibil gi perfect flexibil care este fixat cu un ecapit pe
supragata cilindrului, apoi intins, paralel cu planul, trecut
peste”seripetele B 51 purtand la celilalt capit greutatea Q.
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Si se atle conditiile de echilibru, dacd greutatea cilindrului
este P, unghiul de inclinare al planului este o, iar coeficientul
de frecare este f.

- . - . . s .
Rdspuns : Echilibrul are loc in conditiile tg oo < 2f si

P .
Q:TSU] a.

{#////////,//////////%

La problema 214 La problema 215 La problema 216

216. O grindd omogend de lungime 2! si greutate P se
sprijinii eu capdtul inferior pe un plan aspru, orizontal si in
punctul € pe un punct fix, aflat la indltimea h deasupra pla-
nului. Valoarea minimi a unghiului ¢ = 0A4C, pentru care grinda
mai poate fi in echilibru in pozitia descrisi, este ¢,. Si se afle
<oeficientul de frecare f in punctul 4 (frecarea in punctul (' se
neglijeazi).

I sin® ¢, cos g,

Raspuns : f =

h—1sin g4 cos? ¢,

217. Doudh pene 4 si B, avand coeficientul de frecare
intre ele egal cu f = tg ¢, se pot misca fird frecare in ghidajele
lor. 84 se rezolve si si se discute urmitoarele probleme :
1) penei A i se aplicd forta Py ; ce fortd ¢, trebue aplicatii penei B,
penttn ca pana 4 sid se deplaseze uniform in directia actiunii
fortei P;; 2) penei B 1 se aplicid forta ¢,: ce fortd I, trebue
aplicatd penei 4, pentru ca pana B si se¢ deplaseze uniform in
directia actiunii fortei Q,? Fortele P si @ sunt paralele cu ghi-
dajele corespunzitoare.



Réaspuns: 1) () = I silﬁ_:'—q—)z; solutia este  posibili

"sin (@+9)
pentru orice valoare ¢.
2y Py, TP entru g <o forta P, actioneazd,
) sin (B —-9)

impotriva misciivii penei A ; pentru g=a, P, = 0; pentru
a<n<B forta P, are directia migcirii penei 4 (impinare),
pentru >{ miscarea uniformd nu este posibild pentru nicio
valoare u fortei P,.

La problema 217

218. Un cilindru omogen, rezemat in punctul B de un
plan vertical aspru, este tinut in echilibru, printr’ un fir elastic,
fixat de cilindru in punctul € si de perete in punctul 4. Si&
se afle unghiul cel mai mie a dintre fir si perete, in pozitia de
echilibru, precum si tensiunea firului $i reactiunea corespunzi-
toare a peretelul, stiind, c¢i greutatea cilindrului _este P si
coeficientul de frecare in punetul B este f.

La preblema 218 La problema 219
Raspuns :

. 1 , f . 1
SIS = —— I'Z—T]). Ne=—T7 1).
I 1+ \Vr—1 / iy
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219. O saibd de razid r este franati enajutorul a doi saboti
A 81 B. Bara KF este articulatd in punctul F de sabhotul staing,
iar in punctul £ de capétul unei parghii in unghi drept. Parghia
se poate roti in jurul axei D, prinsi de sabotul drept. La capatul
(' al acestei parghii este aplicatd forta P. Unghiul dintre P
si bratul DC, paralel cu bara EF este drept. CunosciAnd lun-
g_lmlle ry by Loy 1y, l,,,Als, lg st unghi}u'ilg a §i B, precum si coefi-
cientul de frecare f intre saboti si saibi, si se afle momentul
de frinare al saibei.

Rdaspuns: Pfr H‘— (sin & +- -i‘- Cos @) + L cos B}-
4 2 28
220. Doud sfere mici A si B, fiecare de greutate P, sunt
legate printr’un fir inextensibil si asezate pe un semicilindru
fix. Unghiul la centru « al arcului AB este cunoscut. Unghiul
de frecare al sferelor de cilindru este . Care vu fi valoarea
unghiului ¢ in pozitia de echilibru?

Raspuns : 90° — — L o > ¢ > 90° — %_ .

La problema 220 La problema 221

221. Sa sc afle forta verticali S, care trebue aplicatd
<ubului de jos, pentru a-1 trage in sus. Se stie ci unghiurile
dintre planele fixe si orizontald sunt de 45°, cd toate trei cubu-
rile an aceeasi greutate P si cd coeficientul de frecare al cubu-
rilor cu planurile inclinate este f, iar cel intre cuburi este f,.

24f+h+2 p
1+ 11

222. Un dispozitiv de ridicat constd din doud parghii
identice in unghi drept 4B, fixate prin articulatii de traversa
CC. Pernitele superioare 4 si A se pot roti la capetele bra-
telor CA si se depirteazd prin pana 3, iar pernitele inferioare,
-care se rotesc pe axele B si B, strang greutatea P, care trebue

Raspuns : § =

1



ridicatd. Cunoseand lungimile [; si I, unghiurile « si 3, precumn
si unghiul de frecare ¢ intre pernitele superioare i pand, si
se afle coeficientul de frecare f,,
intre pernitele inferioare i pe-
retii sarcinii, astfel incit ea si
poatd fi tinutd intre pernite. Se
va neglija greutatea dispoziti-
vului.
Raspuns :
l,
/1 > L+ [htg (e — @) — 1.]tgPB
223. Un cilindru drept cir-
cular de razi R si greutate
avand la mijloc o prelungire cir-
culari cu raza r, este mentinut in
echilibru pe un plan inelinat aspru
prin forta de frecare §i o greutate
P, atarnati de capitul liber al
Lu problema 222 unui cablu, infisurat pe prelun-
girea cilindricé. Dacé unghiul dintre
plan si orizontald este egal cu «, iar coeficientul de frecare
cu f, si se afle: 1) conditiile de echilibru, 2) greutatea P,
care echilibreazi si 3) presiunea cilindrului pe plan in pozitia
de echilibru.

Raspuns : 1) Conditiile de echilibru : tg o < f, R sin o< r.

2y p oo QRSNE oy Or ot

. y )4 )
r— R sin a r— R sin «

La problema 223 La problema 225

) . .

z.g.. Un punct material, de greutate P, este agezat pe un
plan orizontal, aspru; el este respins de un centru fix 0, situat
pe acest plan, cu o fortd proportionali cu distanta, factorul de
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proportionalitate fiind k. S& se determine domeniul de echi-
libru al punctului, cand coeficientul de frecare este f.

Rdaspuns : Un cerc cu centrul O si raza —%’— :

225. Arborele unei macarale se rotegte in jurul unei axe
fixe 4 si se afld in echilibru, sub actiunea unei forte tangen-
tiale @ si a fortelor de frecare, provocate de o bandi de fra-
nare, care este intinsi cu ajutorul unei parghii cu axi fixd B.
la capitul ciireia este aplicatd forta P. Si se afle mirimea
fortei P, cunoscind coeficientul de frecare f si unghiul de
infisurare « al benzii.

Dimensiunile sunt indicate in figuri.

Indicafie. Se va utiliza formula lui Euler: T, = T,ela in care T, si T,
sunt mirimile forielor aplicate la capetele benzii de franare.

(ela + 1) b 0.
(efa — 1)ya

226. Un cablu care coboard pe un tambur A, este trecut
peste scripetele B, asezat liber pe bratul péarghiei EF; apoi
peste scripetele fix @. Saiba H,

care formeazd un tot cu tam- /\”
burul, este infisuratid de o bandi / @
de franare ; capetele benzii sunt

fixate de parghia EF, de care  _ #
atdrnd greutatea P. Si se afle @

Raspuns: P =

tensiunea ) a cablului, negli- W

jaind frecarea la scripetii A, f= === : £
B, 51 G si greutatea péarghiei; J}ﬂ L I

coeficientul de frecare intre & i : L gt
banda de frinare si saibd este :L_ na— =

cunoscut si egal cu f, dimen-
siunile si unghiul « sunt ari-
tate pe figurd. Sid se cerceteze cazul f = 0.

ID (¢* — 1)

La problema 226

Ldaspuns : Q = P (v. indicatia

2¢D (e*—1) cos'_%a— (ae/*—b) d
la problema 225).

§ 9. Centrul de greutate

1. Dacid se divide un corp in mai multe pirti si se noteazi cu p greu-
tatea unei pir{i si cu x, y, z coordonatele centrului de greutate al acestei parti.
atunci coordonatele centrului de greutate a intregului corp sunt:

¥ px T py . Z pz

Ty =———, = » ~0

Zp ° Zp EP

7Y



Daci corpul este omogen, greutiddile piriilor din corp sunt proportionale
cu voluincle lor, adicd p=: -;Au, unde y este greutatea unititii de volum. In cazul
acesla cenlrul de greutate al corpului coincide cu centrul de greutate al volu-
mului, care va avea coordonatcle

Ty Av
. o = —» ~0

r n v

Sz Av

Xy o

TrAv
s

Expresiile LxAv, SyAv. Z:zAv se numesc momenle slatice ale volumului
in raport cu planecle de coordonate corespunzitoare (yz), (zx) si (zy).

In cazul uneci figuri omogene plane, tindnd seama de faptul ci greutatile
sunt proportionale cu ariile, se ob{ine : :

T As Iy As
Ly = — , Yy = ————
s . s

in care As sunt ariile partilor din figuri, s aria intregii figuri. lixpresiile ZxAs,
XyAs sc numesc momente slatice ale suprafetei In raport cu axele y si x.
In mod analog se oblin expresiile :

Tr Al Sy Al ) Tz Al
== T Yo = - . <0 T ]

{ { {

Lo

ale coordonatelor centrului de greutate al unei linii curbe omogenc.

2. T'entru a afla centrul de greutate al unui volum, al unei suprafete sau
al unei curbe, se¢ imparte figura geometrici dalia in parli, ale ciiror centre de
greulale sunt cunoscule si apoi se determinid momentele statice corespunziitoare.

Trebue si sc¢ {ind seama de urmatoarele : 1) cind corpul are un plan de

simetrie, centrul de greutate sc aflid in acest plan: 2) cind corpul are o axi de

simetrie, centrul de greutate se alli pce aceasli

' axii; 3) cind corpul este simetric in raport cu

un punct, centrul de greutate coincide cu cen-
irul de simetric.

Cind corpul are goluri (scobituri), vo-
lumul acestora se socoleste negativ, la aflarca
centrului de greutate; In mod analog se deter-

x mind centrul de.greutate pentru suprafete cu
goluri.

De exemplu, centrul de greutate al su-
praletei unui cerc de razi R cu un gol rotund
de razi r si distanta ¢ fntre centre (fig. 17), se afla
la distanta

_ wm R O—rr% rec
Ly = ——— = — —
~(R*—r?) ne—re

de centrul cercului O.
3. Dacd volumul, suprafata sau linia se fmparte in elemente infinit de

mici, sumele din expresiile coordonatelor centrului de greutale se inlocuesc in
mod corespunzitor prin integrale e volum, de suprafati sau curbilinii.
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Teoremele Guldin-Pappus

1. Aria suprafetei, obtinutd prin rotatia unui arc de curbi plani in jurul
unei axe, situatd in planul acestei linii §i care nu o intersecteazi, este egalii cu
produsul dintre lungimea arcului, care se roteste si lungimea circumferintei,
descrisd dt centrul de greutate al arcului.

II. Volumul unui corp de rotatie, format prin rotirea unei figuri plane in
jurul unei axe, situatd in planul figurii §i care nu o intersecteazii, este egal cu
produsul dintre aria figurii §i lungimea circumferintei, descrisi de centrul ei de
greutate.

a) Centrul de greutate al unei linii

227. O sarmid omogend este indoitdé in formd de unghi
drept cu laturile a si b. Si se afle pozifia centrului sin de
greutate. ,

Rdspuns : Luand laturile unghiului drept axe de coordo-
nate, coordonatele centrului de greutate ciautat vor fi

. a? b2
€ = Y=
2(a+b) 2 (a + b)

228. Si se determine pozitia centrului de greutate al semi-

perimetrului unui exagon

regulat cu latura a. a
. Raspuns : Centrul de
greutate se afld pe axa de a
simetrie la distanta —— de
E La problema 227 La problema 228

centrul exagonului. .

229. Aplicind teorema lui Guldin, sa se determine su-
prafata torului, adici a corpului, obtinut prin rotatia unet cir-
cumferinte de razi R in jurul unei axe, situati la distanta {
de centrul cercului, ! fiind mai mare ca R.

Raspuns : S = 4n2RI.

230. Si se determine dupid teorema lui Guldin, supra-

c fata corpului, obtinut prin ro-
tatia unui arc de cer¢ cu un-
ghiul la centru 2e §i raza R, in
jurul coardei sale.

Raspuns :
N = 47 R? (sinax—a cos o).

231. S se afle pozitia
centrului de greutate al unei
ferme simetrice, A BCD, barele
avand urmitoarele dimensiunt :
AB = 6m, CD =3m i DE =1m.

ILa problema 231

# Culegere de probleme 51



Rdaspuns : Centrul de greutate se afli pe dreapta EC la
distanta de 1,587 m de punctul E.

232, S4 se determine distanta intre centrul cercului i
centrul de greutate al perimetrului unui sector circular cu
unghiul la centru de 90° gi raza R.
3V2 o,

Rdspuns :
n+ 4

Tr =

b) Centrul de greutate al suprafetelor

233. S4 se determine coordonatele in centimetri
centrelor de greutate ale figurilor plane date in figuri.
Rdaspuns :

ale

r ?
x 0,1 ¢
x ]2
a

1 |
c»—u—no
i

L

1)
2)
3)
1)

b
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La problema 233
234. Si se arate cd distanta dela centrul de greutate al
supl;a,tetel unui segment circular la centrul cercului este egali
3
mm_A unde ! este lungimea coardei segmentuluisi A aria lui.

235. Aplicand teorema lui Guldin,
torului (problema 229).

Rdspuns : V' = 2=2R.
236. Si se determine prin teorema lui Guldin, volumul

unui corp, obtinut prin rotatia in jurul coardei salc a unul
segment circular cu unghiul la centru 2« si raza R.

sd se afle volumuil

Raspuns : V = 27R® (sin @ — & cos o — —— sind a).
3
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237. Sa se afle pozitia centrului de greutate al unei figuri.
formatd dintr’un triunghi dreptunghic isoscel si pitratele con-
struite pe ipotenuza si catetele sale.

Riaspuns : Centrul de greutate se atli pe indltimea,
coboritd din véarful unghiului drept pe ipotenuzi, la distanta
de — din aceastd indltime socotiti dela ipotenuzi.

238. Dintr'un cerc de razi R se taie un cerc tangent
2
al portiunii rimase.

interior cu raza—. Si se afle pozitia centrului de greutate

Raspuns : Centrul de greutate se afli pe dreapta care
cului mai mare.

. . R
uneste centrele cercurilor, la distanta de— dela centrul cer-

La problema 238

La problema 240
239. Coordonatele varfurilor patrulaterului 4 BCD sunt :
A (4, 4), B (b, 7), C (10, 10), D (12, 4). Sa se calculeze coor-
donatele centrului siu de greutate.

Raspuns: ¢ = §,2; y = 6,2.
240. Pe

segmentul 4B
intre ele.

doua

semi-

sunt construite
cercuri cu razele R sir. Si se afle distanta dela centrul O comun a
4(R*~+-r*+ Rr)

semicercurilor, la centrul de greutate al suprafetei inchise
Rdspuns : y
p 3x (R-tr)

241. O figurd constdi din semicercul de razia I si dintr'un
dreptunghi cu baza egald cu diametrul semicercului si cu inal-

. . . h
timea h. Care trebue si fie valoarea raportului — pentru ca

o
v



centrul de greatate al intregei figuri sa coincidd cu centrul
semicercului O ?

h 6
Rdspuns : —= Yo,
R 3

.
4

La problema 241 La problema 242 La problema 243

42. Dimensiunile figurei ACDEFBA sunt date pe
schitd. bd se afle pe cale graficd pozitia centrului de greutate
al acestei figuri si apoi si se calculeze coordonatele lui, lndnd
ca axe de coordonate laturile 4 B si AC.

Raspuns: x = 7; y = 8.

243. Si se afle coordonatele centrului de greutate al
ficurii, care reprezintd trei sferturi din cercul de razi R.
y 4R
Raspuns: r=y=— —=~ —0,14 R.
9
2%44. Sa se demonstreze ci centrele de greutate ale supra-
fetei $i conturului unui poligon circumsecris unui cerc se afld
pe acelasi diametru si cd distantele lor la centrul cercului sunt
proportionale cu 2: 3.
245. O placd omogend triunghiulard, de greutate P
este asezatd orizontal, sprijinindu-se cu varfurile pe trei puncte
fixe. Sa se determine presiunea pe reazime.

y P
Raspuns : —
3

246. Patru oameni trebue s ridice o placd triunghiulard
omogeni A BC. Doi dintre ei apuci placa de varfurile B si C.
In care puncte ) si N ale laturilor AB si AC trebue si ‘gini
placa ceilalti doi oameni, pentru ca greutatea ei s& se distribue
egal intre toti patru oumeni

Raspuns : A M -- AL, AN = Loae.
.3 3



247. Trei oameni trebue si ridice o scandurd omogend,
avand forma unui paralelogram, astfel incat greutatea ei sd
se impartd in mod egal intre oameni. Unul apuci scandura
de un varf. Unde trebue si tindi scandura ceilalti doi?

Raspuns : In mijlocurile laturilor paralelogramului care
se intersecteazd in varful opus celui apucat.

248. Dintr’o sciandurd dreptunghiulari omogenid trebue
tdiatd din margine cu ferestriul o
deschizituri care si aibid litimea dati [
¢, o lungime oarecare h si si fie ase- // 7 /// Z
zatd simetric dealungul axei longitu- Z Z

dinale. S# se determine lungimea #, b7 /j . ¢
astfel incat : | W
1) centrul de greutate al supra- i‘_ A %

fetel rimase sd fie cAt mai apropiat de
marginea LM a scindurii, 2) centrul La problema 248
de greutate si fie chiar pe marginea

AB a deschiziturii.

Rdspuns : In ambele cazurilh = %[[, — Vo b =c)).

249. O figurd (suprafatd) plani dati este impdrtitd in
trei parti, care au centrele de greutate in punctele C,, C, si
C3. In ce caz centrul de greutate al intregei figuri date va
coincide cu centrul de greutate al suprafetei triunghiului
Gy Cp O3

Raspuns : Cand suprafetele celor trei parti, in care este
impértitd figura, sunt egale.

250. O placii rotundi omogeni se atld in echilibru, fiind
sprijinitd in centrul O. In care puncte A,, A,, 4, ale circum-
ferintei trebue asezate trei sarcini diferite, cu greutitile I.
pP,, P,, pentru ca placa sii-si pistreze echilibrul ?

Raspuns : Unghiurile 4, 04,, 4, 044, A; 04, sunt ace-
leagi ca §i cAnd fortele Py, P,, P, actionind dupa liniile O4,,
04,, 04,, $ar afla in echilibru.

¢) Centrul de greutate al volumelor

251. Pe o semisferdi, care se sprijini cu suprafata con-
vexd pe un plan orizontal, se ageazi un con circular, avand
raza bazei r egali cu raza semisferei. Pentru care valori ale indl-
timii A a conului, echilibrul va fi stabil?

Raspuns : h < r)/3.
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252. Un corp constd dintr'un cilindru i un con, legate
prin bazele lor egale. Iniltimea cilindrului este H, indltimea

A

;\.\m\ NN

(1]

al

°ly /

/

La problema 251

S}

La problema 254

conului . Si se determine

h o A
1'ap01'tru17{-, astfel incit cen-

trul de greutate al acestui
corp si coincidd cu centrul
bazei eonului?

V5.

253. S& se arate ci
distanta intre centrul de greu-
tate al volumului unui seg-
ment de sferd si centrul sferei

o h
Riaspuns : —=
H

. mdd
este egald cua—, unde d este
1

diametrul bazei segmentului
si ¢ volumul segmentului.

254. Dintr’un cilindru rotund cu raza bazei R §i indltimea
H se taic un cilindru, care are axa comuni §i baza in acelasi

. - . . 1 .
plan cu una din bazele cilindrului dat iar raza r = — R si
2

X 1 o - .
indltimea h = —2-H. N4 seafle pozitia centrului de greutate

. al portiunii rimase.
Rdspuns : Centrul de greutate se afli pe axa de simetrie

la distanta

13

. H de baza inferioari a cilindrului.

_253. Un corp omogen constdi dintr’un cilindru cu raza
bazeir = 5 cm i indltime a l = 30 em si doudt sfere fixate de el,

1T ; 1 o x . "
cu razele R =13 ¢m §i R, = 7-4— cm. S se determine pozitia

- centrului de greutate al acestui corp.

-

3

G

La problema 256

- Rdaspuns: Centrul de greutate se aflj pe
distanta 10,37 em de punctul 0.

|

T £33+~ h—m
= 28
= T 4
- zagen =
22—
La problema 256
axa 00, la



256. Un corp omogen constd din doud saibe cilindrice
cu razele R §i R, si indltimile 2a si 2a,, care sunt fixate la ca-
petele unui arbore cilindric cu raza 7, distanta intre saibe fiind
2h. Si se afle pozitia centrului de greutate al acestui corp.

Rdspuns : Distanta « intre centrul de greutate ciutat si
mijlocul intervalului intre saibe este datd de:

a(a+h) R* — a, (a,+h) R}
aR*—{-—alRi+IU'2 ’

257. Si se demonstreze cd centrul de greutate al unui
trunchi de piramidi se afli pe dreapta care uneste centrul de
greutate al bazei inferioare cu cel al bazei superioare, la distanta

_ H S+2|Ss+3s
4  S+VSsts
de baza inferioard, S fiind aria bazei inferioare, s aria bazei
superioare si H iniltimea piramidei.

258. Si se determine distanta dela centrul de greutate al
unui trunchi de con la baza inferioard, stiind ci razele bazelor
sunt R si 7, iar indltimea lui este H.

Rdaspuns :

H R*+2Rr+-3r*
4 R3-- Rr+r®
259. Se di un sector sferic cu raza R. Si se determine
iniltimea h a segmentului siu, astfel ca distanta intre centrul
. C e 1
de greutate al sectorului gi centrul sferei si fie egald cu — R.
3n—4
3n

Rdspuns : h = 2R

260. Dintr’un trunchi de con, cu razele bazelor R si r si
iniltimea H, se taie un cilindru circular cu raza p care are axa
comuny cu conul §i aceeagi indltime H. Si se afle distanta dela
centrul de greutate al corpului rimas la baza inferioari a
trunchiului de con.

R® + 2Rr+3r* — 6p*
4 (R + Rr+4r* — 3¢7)

Rispuns : z = H

261. Prin centrul O al unei sfere cu raza I se duc trei
plane de coordonate perpendiculare intre ele. Si se determine
coordonatele si distanta r dela punctul O la centrul de greu-
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tate al volumului, cuprins intre aceste trei plane si suprafata
sferel. _
3/3

3
Raspuns: r =y =2 = —8—1{, — . R.

262. Si se afle prin teorema lui Guldin, volumul i supra-
fata unei zone sferice simetrice, avind indltimea h, stiind ci
raza sferei este I, iar raza bazelor zonei este 7.

Rdspuns : v = %nh (6r2 L h?), s = 2whR.

263. Si se afle prin teorema lui Guldin, volumul corpu-
lui, format prin rotatia unui triunghi dreptunghie, care are
catetele a si b in jurul ipotenuzei sale ec.

. ~  ab?
Raspuns : v= Y

c

26%. S4 se determine pozitia centrului de greutate al
unui corp, care constd din douid conuri, care au baza comuni
cu raza R si indltimile k; si h,.

Raspuns : Centrul de greutate se afli pe axa de simetrie,

. h,— h, . .
la distanta = 7 * dela centrul O al bazei conurilor.

§ 10. Firul flexihil inextensibil

1. Dacd asupra unui fir flexibil inextensibil, fixat la capetele sale A i
B, actioneazi forte distribuite continuu pe toati lungimea firului, el ia in pozifia
de echilibru, forma unei anumite curbe (fig. 18). In

o fiecare punct firul este supus tensiunii 7'. dirijatd pe
T tangenta la accasti curbid. Dacd forta, raportati la
unitatea de lungime a firului va fi tntr'un punct
.- VY e dat M egali cu F, ecuatia de echilibru a firului, in
N F forma sa vectoriald, va fi :
' o —
. a7 =
Fig. 18 —+F=0, (1)
ds
sau
AT -~ T - —
— '+ — n°+F=0, 1)
ds p

T i n® fiingl veclorii unitari ai directiilor tangentei si normalei principale in
punctul M, iar p raza de curburi in acest punct. In proiectii pe axele de coordo-
nate, aceste ecuatii capita forma

d dr

—\| T—}+Fz=0, cte. 2
ds( ds) z @
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satl

17T dzx 12
X L E o, ete )
ds ds ds?

Proiecltind ecuatia vectoriali (1’) pe tangentd, normala principala i
binormalii. se obtin ecuatiile de echilibru ale firului in forma naturall -

dTr
— +F; =0, (3
ds
T
E— _%’ F1l= 01 (4)
P
Fp=0. 5)

Din ecualiile (5) se vede, ci, in pozitia de echilibru, firul se aseaza astfel,
Inciil forta F se afld fn planul osculator.

2. Dacit F este o fortd centrald, adici linia ei de actiune pentru oricare
punct al firului, trece printr’un punct fix, atunci firul se ayeazd in pozitia de

echilibru in forma unei curbe plane. Dacii forfa F este derivata potentialului U,
adied ¥ = grad U, ecuatia (1) di integrala scalari
T + U = const. (6)
3. Dacéa directia fortei F este constanta firul ia, In pozilia de echilibru
forma unei curbe plane, al cirei plan este paralel cu F; in afari de aceasta, pro-
fectia tensiunii firului pe direc{ia perpendicu- y
lari pe forli este o mirime constanti pentiru
teate punctele firului.

4. Dacii firul se afli in echilibru intr'un B
cAmp gravitational omogen (fix greu) atunci

F =1y, v fiind greutatea raportali la unitatea 4
de lungime in punctul dal. c
Daci firul este omogen si suprafala sec-

tiunii este aceeasi in toate punctele, atunci 2

"

x)

T = const pentru toate punctele. In cazul X
acesta, orientind axa y verlical in sus (fig. 19) [‘
ecualiile de echilibru ale firului (2) capiti forma Iig. 19
d d -
i T_d_x.=0. _— T—'-l— = . (7)
ds ds ds ds

Descompunand tensiunea T a firului in componentele orizontali si verti-
cali H si V incat

e T=H+V,

iar
dr dy
= = T—, V=Tsina=T—, &
H T cos o 7 ds » ds
ecualiile (7) pot fi scrise in forma
(_lLl =0, ﬂ =, (t)
ds ds



de unde
H = const, V=vs+4¢, (10)

adicil proiectia orizontald a tensiunii firului este constanti in toate punctele (comp.
Nr. 3).

In cazul acesta, in pozitia de echilibru, firul ia forma lantisorului, a
<iirui ecuatie, raportati la sistemul dc coordonate din fig. 19, este

X X

!I:i-(ed + e “), sau y = ach —— (11)
2 a
in care

H

Y

este 0 mirime constantd liniard (parametrul lantisorului). Daci sigeata firului
este suficient de mici, lantisorul poate fi reprezentat cu aproximatie, printr’o
parabold, a ciirei ecualie cste

a

1

Ecuatia a doua (10) di posibilitatea si se determine proicctia verticala a
tensiunii 7 si anume : calculind lungimea s a firului, dela punctul lui cel mai
jos C (adicii,, daca s = CM), atunci in baza faptului ca in acest punct V =0
si § = 0 si din constanta arbitrari ¢ = 0 rezulti

V=xys (11)
adici componenta verticala V a tensiunii este egali cu greutatea portiunii CM
a firului. Pe baza, ecuatiilor (8):

H=Vetga=-1sctg a, !
—_— 15
T=HV1+tg'—'a=Hseca= Y3 1%
sin a ]
Lui T i se poate da altii expresie. Intrucat din (11) rezulti
d L
tg « =4 - %,
drx a
urmeazi
T=H |[1+she-2 = Heh =,
a a
sau {indnd seama de (11) si (12) e
T=vy, (16)

adica tensiunca in fiecare punct al firului este egali cu greutatea portiunii de fir,
a cdrei lungime este egald cu ordonata lintisorului.

2(?5.. Un la,r_lp omogen de greutate ) este atarnat pe
doud carlige A §i B, aflate pe aceeasi orizontald si fixate in
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pereti verticali. Cunoscand unghiul «, format de tangenta
la lantisor in punctul B cu orizontala, si se determine forta
care tinde si scoatd carligul B din perete.
y 1
Raspuns : T =— - 9

2 sin a«

266. Un lant greu omogen de lungime 21 i greutate @
este atarnal de capete in douid puncte, situate pe aceeasi ori-
zontald. Cunoscand sigeata f, si se determine tensiunea la
capete.

ELp g,

Raspuns : T =
‘ 4lf

267. Un lant greu omogen de lungime 2! este atarnat de
capete in doud puncte 4 si B, situate pe aceeasi orizontali.
Unghiul dintre tangenta in punctul B si orizontald este de 45°.
S& se afle sigeata lantului.

Raspuns: f = (12 — 1)L

268. Un fir greu omogen de lungime ! este atirnat de
capete in doud puncte A si B care nu se afli pe aceeagi ori-
zontald, unghiurile dintre tangentele la fir duse in aceste puncte
sl verticala sunt egale cu « respectiv 8. S& se afle diferenta de
indltime a punctelor A i B.

«—p
2

sin
Rdspuns :
sin

l.

rz—}—{;

2

269. Un lant avand lungimea [ = 33 m, este atirnat in
doud puncte situate pe aceeasi orizontald: distanta intre
aceste puncte este d = 32,4 m. Si se arate, ci tensiunca in
punctul cel mai de jos al lantului este aproximativ de 1,5 ori
mai mare decit greutatea lantului.

270. La ce distanti trebue alese punctele de suspensie ale
unui lant greu omogen de lungime 2 I, situate pe aceeag§l Orl-
zontald, pentru ca tensiunea lantului in fiecare din aceste
puncte si fie egali cu greutatea intregului lant? Si se afle
deasemenea unghiul « dintre tangenta la lant §i orizontald, in
punctele de atirnare.

Raspuns: d =13 m3; « = %
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271. Un lant omogen de greutate ¢ este atdrnat in doud
puncte A si B. Tensiunea lantului in punctul ei cel mai de jos
¢ are o valoare datdi H.Portiunea AC alantului are lungimea [,
jar portiunea CB lungimea l,. Si se determine coordonatele
punctelor A si B, presupunind cd axa y trece prin punctul C,
iar axa @ coincide cu baza lintiyorului ACB.

Q%+ (I, + 1,)2H? — 1
Rispuns : ca= oG+ ’2)]ny 1@+ G+ 1) 1Q

¢ H(l+ 1)
o=+ O
rg= M In V.IEQ2 + (O +LPH 4 L0
Q H{, -+ 1)
Vs =V gy EGi

272. Un lant omogen de lungime 21 este atarnat in douid
puncte A si B, situate pe aceeasi orizontali. Greutatea uni-
tatii de lungime a lantului este egald cu ¢. In punctul de mijloe
(' al lantului este atarnati o sarcind de greutate P, distanta
punctului ¢ la linia AB fiind h.

' S se determine: 1) tensiunile 7, si 7', in punctele ¢
si B; 2) unghiul ¢ dintre tangentele, duse in C la lintisoarele
AC si CB; 3) parametrul e al lintisoarelor AC §i CB. ’

Pl 4 q(1? — h?) T — PlL+ g (2 4 h?)
y 42 =

Raspuns : T) =
2h 2h

’

)
COS ja_: Ph

2 Pl+q@—n2y

[ R Ea

273. Un lant greu omogen de lungime 1 este atirnat cu
capetele sale de o bard fixid orizontalid prin intermediul a doud
inele mici, care pot aluneca, cu frecare, pe bari. Cunoseind
unghiul de frecare ¢, si se determine distanta d intre inele
pentru care este posibil echilibrul lantului.

Raspuns : d L 1tg o ln ctgi.
2

‘)-’ 3 . 3 L4
o '-1'1._Ul’.1 fu‘_omogen greu este trecut peste doi seripeti
mici ideali, situati la acelagi nivel, la distanta a unul de altul.



In felul acesta capetele firului atarni liber. Si se afle lungimea
minim4 a firului pentru care este posibil echilibrul.

Rdspuns : | = ae, e fiind baza logaritmilor naturali.

275. Un fir greu, neomogen este atarnat in doui puncte.
Ni se dedued urmitoarea formuli pentru raza de curburi @
firului
T?
- b

YoH

in care 1 este tensiunea intr’'un punct dat al firului, v densi-
tatea liniard-a firului in acelasi punet si  tensiunea in punctul
¢el mai de jos al firului

276. Un fir greu, neomogen este atarnat in doud puncte.
N3 se determine legea variatiei greutitii specifice pe fir, astfel
a el si capete forma unui are de cerc.cu raza R. Greutatea
specificd a firului'in punctul cel mai de jos este 7, Si se afle
dcasemenea tensiunea firului intr’'un punect oarecare al lui.

- oI R
Raspuns : v =—2 T = Y92

S §
cos? |— cos | —
R R
in care ¢ este lungimea arcului de fir, socotit dela punctul cel
mai de jos.

277. Un fir omogen, cu greutatea specifici variabili se
afld in echilibru in cimpul fortei de gravitate. Variatia den-
sitdtii dealungul firului este dati de ecuatia y = f(s), unde
s este arcul firului. Si se arate, ci ecuatia diferentiald a figurii
de echilibru poate fi prezentatd in forma

B — Af(s),
ds
in care
d
A = const, p = d—y.
X

278. Un fir neomogen, aflat in echilibru in campul fortei
de gravitate are forma unei cicloide, exprimatii prin ecuatiile :

r =R (¢ + sin ¢);
y = R (1 — cos o),

axa y avand directia verticald. Si se afle legea -ariatiel den-
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sititii dealungul firului, ¢ind densitatea in punctul cel mai de
jos este v,.

o] w

27— .
S se e . -
Raspuns : v = v (1 —-(EH , ¢ fiind lungimea arculut

de cicloidd, caleulat dela punctul cel mai de jos.

279. Un fir omogen, a cirui densitate liniard este v,
se afld in echilibru intr’un cAmp de forte de directie constantd,
paraleli cu axa y; mirimea tensiunii eaAmpului este o functie
oarccare de y, adiei ¥ = f(y). Si se afle forma functiei f,
daci firul are forma unei parabole cu ecuatia '

1
;U:T+a;29

si dacd tensiunew in punctul cel mai de jos al firului este egali
cu T,. Si se determine deasemenea tensiunea in fiecare punct
al firului.

_ . A T,
Raspuns: Y = — ——, in care 4 = =2
Vy Y
280. Un fir omogen se afli in echilibru in cimpul unci
forte centrale, care este functie de distanta » la centru. S se
dedued formula urmitoare pentru méirimea fortei

Fo oY
' dr

in care ¢ = const, iar h este lungimea perpendicularei, cobo-
riti din centrul fortei pe tangenta la fir.

T=2T,Vy.

H

281. Aplicand formula din problema precedentd, sid se
arate urmitoarele: 1) daci un fir omogen, care se afli in
echilibru in campul unei forte centrale, are forma unui cerc,
centrul fortei fiind pe acest cere, forta este invers proportlo-
nali cu cubul distantei; 2) dacd un fir omogen, aflat in echi-
libru in campul unei torte centrale, are forma unel spirale loga-

ritmice cu polul in centrul fortel, forta este invers proportio-
nald cu péitratul distantei.

282. Un fir omogen, c¢u densitatea liniard v, se afla in
echilibru in campul unei forte centrale de atractie, tensiunea.
campului avand o valoare constanti k. Si se afle figura de
echilibru a firului, ytiind ¢i intr’un punct al firului, aflat la
distanta r, de centru, tensiunea firului este 7, = Ay,

Raspuns : hiperbold echilaters
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CINEMATICA
I. CINEMATICA PUNCTULUI

§ 11. Misearea rectilinie uniforma si uniform variata

Miscarea uniformi a unui punct se numeste o migcare cu vitezi constanti.

Dacid mirimea vitezei intr'o miscare uniformi este egali cu v, atunci drumul s,
parcurs in intervalul de timp {, va fi

s = ot. (1)

Ciand punctul se misci astfel, incit marimea vitezei sale variazd propor-
tional cu timpul, miscarea se numeste miscare uniform variatia. In cazul acesta
viteza punctului in momentu ! va fi

v=1ry+ al, 2)

In care v, este viteza initiali, a accelerafia miscirii uniform variate. Dacd a §iv
au aceeasi directie miscarea se numeste uniform acceleratd, daca directiile lor
sunt opuse, ea se numeste uniform intarziati. Drumul s, parcurs de punct tn inter-
valul de timp ¢ intr’o migcare uniform variati se exprima astfel :

8=Uol+ ?' (3)

Elimindnd pe ¢ din (2) si (3) se obtine dependenta dintre v si s in forma
U=V og+2as. H

Penlru vy == 0, ultima formuli devine
o —
v = \'2 as.

In cazul misciirii unui corp vitezele si acceleratiile punctelor sale sunt
in general diferite; deacecea se poate spbune ci ,,un corp se mised uniform sau
uniform accelerat’” numai in cazul cind toate punclele corpului se misci cu viteze
i aceleratii egale, adici atunci cidnd corpul are o miscare de lranslafie, intrucit
In acest caz miscarea corpului se determini prin miscarea unui punct oarecarc
al siu.

283. Treuul Nr. 1 pleaca din statia A la ora 3 si soseste
In statia B la ora 5 si 30 minute; trenul Nr. 2 pleacd din statiw
B la ora 4 si 30 minute si ajunge in statia 4 1a ora 7.
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Distanta intre 4 si B este de 75 km. Sd se determine pe
ale grafied locul si timpul intalnirii trenurilor.
Raspuns : La ora 5. la distanta de 60 km de 1.

28%4. Graficul unei miseari uniforme este o dreapta, care
1aie segmentul @ = — 2 ¢m pe axa timpilor, iar pe axa distan-
telor segmentul b =5 ¢m. Pe prima axd, 1 cm corespunde
unui interval de timp de 1 ora; pe axa a doua, 1 em cores-
punde distantei de 10 km. Si se afle viteza acestel miseari.

Raspuns : v = 25 km/ori.

285. Loviturile unui ciocan se repetd la interval de »
secunde. S se determine intervalul de timp care separd doud
lovituri succesive ale ciocanului, pentru un om, care se depar-
teazi de el cu viteza de v m/s, dacd viteza sunetului este egald
cu ¢ m/s? (Si se rezolve pe cale graficd).

2~ > 14 ) — c
Raspuns : ny = n

c—0

286. Mceanicii de tren folosese uneori urmétoarea metoda
pentru  determinarea  vitezei trenului; calculeazi numirul
turelor rotii conducitoare a locomotivei in timpul 9/8 I se-
cunde, D fiind mirimea diametrului rotii in decimetri. Acest
numir este aproape egal cu viteza trenului, exprimatd in
km/ora. Si se demonstreze exactitatea acestui calcul.

287. Un avion shoari cu o vitezi constantd orizontald
+; din avion se observd printr’'un tub un obiect fix 4. Intr'un
moment dat unghiul dintre tubul de observatie si verticald
este egal cu @;. Dupil ¢ secunde, acelasi unghi devine egal cu @, .
NA se afle indltimea de sbor b,

- t
Rdspuns : h = s .
te 92 -t g

288. Doud puncte pleacd simultan din 4 si B si se miycd
uniform in linie dreaptd. Viteza primului punct este datd ca
méirime §i orientare; viteza punctului al doilea este datd ca
mdrime. Sd se afle (prin constructie) orientarea acestei viteze
astfel incit punctele si se intilneasci.

(Problema poate avea una, doud sau nicio solutie).
289. Douit drumuri rectilinii se intretaiec in punctul €

sub un unghi drept. Pe drumuri se deplaseazi dowlt masini
spre punctul ¢, plecind simultan din punctele 4 si B cu vi-
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teze constante ¢, yi vy, Si se afle momentul ), cand distanta [
intre masini va fi minimd i momentul ¢,, cand va fi din nou
egalii cu Cistanta Initiald A B =, daci

e .1 T __
A0 =a si BC =b. AN
~
. avy - bo, AN
Raspuns @t == ——‘—2 R 20 b
v 4 v, T N
1 2 ~
av, — boy ] ~
Imin = —*"‘,_—_q,':—‘—iz’ * LI Y I
| »? ot 0} La problema 289

290. Un proiectil, pornind dintr’o teava de 1 m lungime.
are in momentul pdrdsirii tevii, viteza de 400 m/s. Presupunand.
¢i miscarea proiectilului in interiorul tevii este uniform acce-
lerati, si se determine acceleratia si durata acestei miseari.

Rdaspuns 1 1 = 0,005 g, acceleratia este egali cu 30 000
my/s2,

291. O piatrd este aruncatd intr'un put. fara viteza
initiald ; sunetul provocat de lovirea pietrei de pimant se aude
dupi 7,7 s dela inceputul ciderii pietrei. Si se determine adan-
cimea putului, dacd viteza sanetulni este de 350 m/s, iar
acceleratia ciderii g = 10 m/s%

Raspuns : 245 m.

292. O sferd, care se rostogoleste intr'un jghiab inclinat,
parcurge 2 m in timp de trei secunde consecutive, iar in cele
trei secunde urmitoare distanta de 1 m. S se determine acce-
leratia sferei.

Réaspuns : 2/9 m/s>

293. O locomotivd merge cu viteza ry = 15 m/s. Pe un
parcurs s = 34 m se di contrapresiune, in urma cireia viteza
locomotivei scade dela vy la v = 5 m/s. Si se afle in ce interval
de timp s’a dat contrapresiune.

Réspuns 1 1==- LI N

Do+ 0

294. Sa se determine viteza actiunii unui declansator
fotografic, dacit in urma fotografierii unei sfere, carve cade tari
vitezd initiald, in dreptul unei sciri impéartitd in em. s'a produs
pe negativ o dungd intre diviziunile iy $in,.

> P VUt Gt WL I | KO W
Raspuns : 1 = / ~ (Jns - 1) = ” (1 wy =10

7 Culegere de probleme

-
-
-1



295. Un corp este aruneat vertical insus, ingol, in cimpul
fortei gravitatiei. Si se serie formula pentru drumul pareurs
de corp in timp de ¢ secunde calculate dela inceputul misearii.

Raspuns : Drumul parcurs de corp, pand intr’un moment
cuprins in intervalul

1
0t L
g
se determind cu ajutorul formulei
-
{2
G = Iyt — T,
2
lar pentru
D
t > -
g
prin formula
9
vy 2
6= 0 (.,0 _ ﬂ).
g 2

296. Si se determine viteza initiald v, si indltimea 7 la
care se ridied un proiectil, care cade la pimant dupd 7 secunde
dela tragerea executatii vertical in sus (nu se va tine seama de
rezistenta aerului).

< 1 ;
Raspuns : vy = 59 T; h= %g 12,

297. O siniutd porneste din punctul A fird vitezd ini-
tiald si alunecd uniform accelerat pe dealul AB, apoi uniform
intarziat pe un plan orizontal,
pand la oprire in punctul (.
Cunoscand lungimea AB = &,
distanta BC = s, si timpul ¢,

o 727 In care siniuta parcurge tof
La problema 297 drumul ABC, si se afle accele-

ratia a, si intarzierea a, la mis-
carea sdniutei pe AB si BC.
:2(sl+s._.)'-=_ a __2(8 + su)?
5,2 ’ 2 5,2
2 - N . a « . . .t eie ve -
298. LnA(,mp cade in gol fird vitezd initiald; dupa i
secunde dela inceputul ciderii un al doilea corp este aruncat
dease{penqu fard vitezd initiali. In cat timp dela inceputul
cideril pr%mulm corp, distanta intre cele doud corpuri va fi
de a metri?

i x
Rdaspuns : a,

< t
Raspuns : t = 2 o .
2 glo



299. Un corp este aruncat, in gol, vertical in sus. cu

. Coale 1o « 2v . e .

viteza initiald v, ; dupd 1, <= s dela ineceputul miscirii Iui.
g

un al doilea corp este aruncat in sus cu aceeasi viteza initiali
To. Dupd -cate secunde dela inceputul misedirii primului corp
si la ce distantid de pozitia lui initiald <e vor intalni cele doui
corpuri?
IYZ
. 1 D 1 0 1 2
Raspuns :  =—1t, + 2 h = -— (—— — — gy}
2 q 2 19 4

300. Doud corpuri, aflate in momentul initial la distanta
de 100 m, se miscd unul spre celilalt : primul in mod uniform cu
viteza v; = 3 m/s, al doilea uniform accelerat cu viteza ini-
tiald vy = 7 m/s si acceleratia a = 4 m/s% Si se afle locul si
timpul intalnirii aecestor corpuri.

Rdaspuns : Dupi 5 secunde la distanta de 15 m de pozitia
initiald a primului corp.

301. Doud puncte se migcit in linie dreapti unul spre
celilalt cu acceleratiile a;=6 m/s? sia, =4 m/s? si cu vitezele
initiale vy = 10 m/s si vy = 15 m/s. Distanta initiald intre
ele este de 750 m. Dupd cat timp se vor intalni?

Raspuns : Dupa 10 s.

302. Doud puncte se miscd pe o linie dreaptd in acelazt
sens, avand acceleratiile a, si a, si vitezele initiale v 3i teo:

distanta initiald intre puncte este s. Dupit cat timp vor coin-
cide punctele? Cite solutii poate avea problema’

Raspuns : Timpul ciautat t se afld din ecuatia
(@, — ap) t2 - 2 (v; — 1rp) 1 — 28 = 0.
Pentru a,>>a, este o singurd solutie; pentru a,<Zda, xi

©<(¥y punctele nu vor coincide niciodatd; pentru a;<Zd..
Ty > ry8i (1, —15)? L 28 (a;—@,) >> 0 problema are doui solutii.

303. Linia franti OAB reprezinti o diagramid de viteza.
Si se determine din aceastii diagrami, drumul parcurs in
Intervalul de timp dela ¢ = 0 la { = 60 minute.

Rdaspuns : 15 km.

304. Diagrama de vitezd a unei misciri umiolm variata
este prezentatd pe figuri prin dreapta A B; 04 =2 cm,0C=5cm
si (B =31, cm. Pe axa absciselor 1 cm repremnt:‘m un
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interval de timp de 10 minute, iar pe axa ordonatelor 1 em
reprezinti o vitezd de 1 km/minut. Si se determine acceleratia
acestei misedri in m/s2

< 1 9
Ldaspuns © — mjs=
144

Km o\ 7 v
ory
iy
e A4 [
' J !
251 ' !
| |
01 l !
' ! !
(
FE— I V: P ; ¢
00 3 w 50 8 mMa ! i T T 5
La problema 305 La problema 304

305, Doui statii de tramvai se afld la distanta de 400 m.
in timpnl primelor 10 secunde dela pornire vagonul se misci
nniform accelerat ; apoi el merge uniform cu 36 km/ori ; ulti-
mele 10 secunde, inainte de oprire, vagonul se mised uniform
intarziat.

S# se construiased graficul vitezei vagonului si si se
determine  viteza  lui
medie.

Raspins :

t = 8 1/s.

so 306. Un om de

Tan inaltimea /i, m trece cu

: WINNY viteza constanti ¢ sub

Do A RN un felinar, -care se afli
1‘}777’7%77 , A la indltimea h, m dea-
il/d; /7 (i . 2y - - . § -
La problema 305 supra pimantului. Si

. se afle, cu ce vitezd v
st mizea pe pamant extremitatea 3/ a umbrei omului.

- h
Raspuns: r = —L . ¢,
hy—h,

§ 12, Miscarea reetilinie variata

Daci un punct se deplaseazd pe o dreaptii dupi legea

r= £ (), (1)
valoarea algebricid a vitezel punctului xe exprimd prin formula
dx " .
== == [" (), (2)
dt

10



iar valoarea algebricd a aceeleratiei prin formula :

= {" (1). (3

do r
dt ds

Graficele functiilor » = f(f) si » = ' {{) se numese, res-
pectiv, diagrama misedrii (san curba distantelor) si diagrama
citezel (sau curba vitezelor).

Acceleratia punctului mai poate fi dati sub forma :

dv dz do

nw = = r . (4
dx ¢ dx

Dacit punctul executd o oscilatie rectilinie armoniea dupi
legea
L= a fin (ot),

perioada oscilatiei este

o 2=
== (i
(O3
iar freeventa .
1 (O] .
O S it)
T 2=

307.. Un punet se deplaseazi in linie dreaptd dupi legen :
r =0t + 612 Si se afle viteza medie v* a punctului in inter-
valul de timp dintre inceputul secundei a 10-a si sfarsitul se-
cundei a 12-a, precum si viteza lui adevaratd in ficcare din
aceste momente.

Rdaspuns: v = 131 m/s; v; = 113 m/s; ¢, = 149 m;x.

303. Un punct se miscd in linie dreapti dupd legea:
T =18 — {12 L 10t 4 1. S se afle viteza »i acceleratia Ini
in momentele: t = 0, t = 1, 5i t = 2. Sd se determine deare-
menea viteza minimd a punctului si sa se construiased dia-
grama vitezei.

Raspuns : vy == 10; ¢y = 350y = 63 tmin = 1255 wo= - X:
wy = — 2w, = 1. Diagrama vitezei este o paraboli.

309. Diagrama vitezei este reprezentatid prin primul sfert
al unui cerc cu raza de 5 em. Pe axa absciselor 1 ¢ reprezinti
20 s, pe axa ordonatelor 1 ¢m reprezintda 10 m/s, Si se deter-
mine drumul parcurs de corp piand la oprive.

Pdspuns : s = 3926 m.

310. Pentru o miscare datid a unui corp. diagrama vite-
zelor este o paraboli cu axa verticald, indreptatid cu coneavi-
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tatea in sus si trecand prin origine. Si se determine timpul in
care corpul va parcurge un drum de méarime datd s, si viteza v,
a corpului la sfarsitul drumului, dacid in momentul initial. acce-
leratia corpului este i, lar la sfarsitul drumului ¢; acceleratia
are mirimea w,.
Raspuns : 1, = l/—_U_SL—’ v, = wq 4 10, l/ Gs,
2wy + w 2 2w+ w

.
1 1

311. Un punct se mised in linie dreapti pe axa x; acce-
leratia este proportionald cu abscisa lui, adicd, w=~k%r, unde £
este un coeficient constant. Si se afle legea misedrii punctului
stiind ¢d in momentul initial x=0 si =1,

Raspuns : = "2 (& — ¢—H),

J312. Un punct se mised cu viteza variabild v = 1 (¢). S
s¢ afle viteza lui medie in intervalul de timp dela t; la t,.

[
- . 1 ,
Riaspuns : v* = : gt () .
t,— 1
f
313. Un punct se miscd in linie dreapti cu acceleratia
variabild negativi w = — f () si se opreste dupid 7' secunde

dela inceputul misedrii. S4 se arate c¢i mirimea  drumului
parcurs de punet se exprimd astfel :

’
s = (1.£(t) Q1.
)

314. Un punct executd o oscilatie armonici dupi legea :

. 2r
LS o= a sin | == {]-
"

Pentru x = ry §i 2 = r, viteza punctului este respectiv
egali cu v §i v, Ni se afle amplitudinea a si perioada 7' @
acestel oscilatii.

1/, 22 22 2 2
1)< Vo) vy, - T, — Iy
Raspuns : a = || ————= s T =22 =——--

315. Un punct se mised in linie dreaptdi dupid legea

a ol —o! . . . . .o , :
o= (7 - e 7). Nd se afle viteza si acceleratia Iui in functie
de o

» e ceog ) T o .

Rispuns: r = o | a2—a?; w=0? r.



316. Legea misecarii armonice a coliviel de mind., este
exprimati prin formula urméitoare :
_ H
h=— (1 — cos o),
2
in care H este indltimea totald la care se ridicit colivia de mind,
2a - . o . .
= ?1 a=const. Si sc¢ determine viteza si acceleratia
coliviei in functie de 5, preecum si timpul de ridicare 7 a coli-
viei la indltimea H.
i

2a

Rdspuns: v I/—— sin ;10 =a cos ¢; I'=m=

317. Acceleratia variabild a unei colivii de mind in timpul
miscirii accelerate, se exprimi prin formula urmitoare :

. =t
w =a|l — sin—|s
2.

in care « i ¢, sunt mirimi constante. Si se afle viteza coliviei
de mind si drumul parcurs in ¢ secunde dupd inceputul mis-
carii, stiind cd viteza ei initiald este egalid cu zero.

2 3 .
Rdspuns: r =a [t—}— i(cos 1‘;— — l)] ;

i -[1

£ 21 [ 2 wt
s =a|— 4+ 2L sin - — .|}
2 n\l= 21

318. Un fir AMC este fixat cu un capit de un punet fix
A, apoi este trecut printr’un ochi al culisei J si legat cu celd-
lalt capiit de culisa €, Culisa M se miscil cu o vitezd constantd

2L, f’(“‘l“l ““( Y7740

s Yo T
gﬂ Mz\ £ ¥4
\\ d

o c ,
D 1777, ”’
La problema 318 La problema 319

dati vy, lungimea firului este /. segmentul AE este egal cu h
sl pmpomllcular pe DE. Si se afle viteza culisei (" in func tie de
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distanta A VY = r. Ce valoare are aceasti viteza cind ceulisa
M trece prin punctul E? »

v l—h
Raspuns : | re | = I/_A S

{--h—2x

319. La extremitdtile unui fir, trecut peste dol scripeti
A si B sunt atirndate greutitile M, si M,. Punctul C al firului,
care in momentul initial coincide cu punctul D, este tras in jos.
pe verticala DC, cu viteza constantd . Si sc¢ afle viteza cu
care s¢ mised greutitile, daci AD = DB = a.
Raspuns : v = el

Vi 23 a2

320. Un om aleargii pe pimant si trage cu o funie o
cirutid, care se afli pe un teren
orizontal. Si se afle viteza r
s1 acceleratia w a ciirutei, stiind
cd viteza omului este con-
stantd si egald cu w, iar dife-
renta de indlfime intre extremi-
tatea funiei si cirutd este egali
cu a. Si se afle deasemenca
viteza clrutei pe cale geome-
trici (prin constructie).

La problema 320

- sn 2 42
Raspuns: r = -2 . p = T |
Var s 3
(a® 4 892

s fiind lungimea drumului parcurs de om.

P - . < . <

sonstructia vitezei: viteza cdrutei este egali cu pro-
lectla vectorului « pe directia funiei.

3:.! . O bard subtire OL se roteste in jurul unui punect fis
0, cu vitezd unghiulard constanty o si misci inelul M pe sarma
fixd, aflatd la distanta ¢ de punctul 0. Si se exprime viteza
$1 acceleratia inelului in functie de distanta O0'M = S.

- . o, . [ G2
Raspuns: e =a o 2 2w =2 02% (1 L _t“_),
« ’ 2

o=

32:.2. O bari OAB indoitd in formi de ‘unghi drept. se
roteste in planul sin, in jurul punctului fix (). cu viteza un-
ghiulard constantd o. In acelasi plan se afli dreapta tixa L.N.
departatd de punctul 0 la distanta 00’ = a. Si se afle viteza
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si acceleratia punctului M, de intersectie al barei cu dreapta
LN, stiind, ¢d OA=r.

. a—r cosn s 2acosg — (1 - cost )
Raspuns: r=w —==73 w = o* - -7 - - .
sin? o sin? o
in care o este unghinl A00'.
4 ,_—%
g9 - - 4 [ # 8 ¥
/r{//i ~ ‘& -—— I/«’W:
i | 4
& a
(Y . |
e LSS
La problema 321 La problema 322

323. Ecuatia miscarii rectilinii 2 unui punet, care executi
o oscilatie amortisatdi este de forma: r=ae-"-sin (ki4-2).
Ni se arate, ci intre abscisa «x, viteza ¢ si acceleratia « a acestui
punet, existd relatia urmitoare :

w4 2ne4-(k2 4 n?) x==0.

324. Bara O4 se roteste in jurul unui punet fix O cu
viteza unghiulari . La extremitatea 4 a barei este legat un
fir trecut peste un scripete mie B,
fir care poartd la extremitatea li-
beri greutatea I/. Sd. se arate ¢il
viteza greutitii este datdi de for-
mula v=~ o sin «. in care h=0RB
si o = g OBA.

325. Manivela OA se roteste
in jurul unui punct fix O cu vi- 4
teza unghiulard constanti o i

8

pune in miscare bara BC cu care 7
este legatd printr’o articulatic in %)
RRET iop A
punctul A. Extremititile C si B 7 problemu 324 La problema 327

ale barei aluneci pe doud drepte
fixe Ox i Oy. Sa se determine vi- _
teza si acceleratin punctelor B i ' in functie de unghiul de
rotire » al manivelei, dacd

N4 = B4 = A0 = .

- . . 2 Q -
Riaspuns : pe =-—2a @ sin i we = - 24 €7 COS 7.
rg == 2@ 0 Ccos @i g = 20 0F < g
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326. Manivela 04 =» se roteste uniform in jurul unui

punet fix O si face o invartiturd in T secunde. Prin intermedinl

4 bielei 4 B=I ea pune in miscare o

culisd, astfel incdt punctul B se

deplaseazd pe dreapta Orx. Sa se

afle viteza culisei in funetie de un-
ghiurile 40B = ¢ si A BO=vy.

La problema 5226

o sin (@ -- ) 2w .
Raspuns: r = —r (@ ' v , unde @ = —  (viteza un-
cos 'y 1

ghiulard a manivelei).

327. In conditiile problemei precedente sa se afle expre-
siile aproximative ale vitezei si acceleratiei culisei presupunand
- r . . . - - -
i raportul - este mic si, prin urmare, unghiul ¢ pistreazi o

valoare mici.
Indicalie : Se va pune prin aproximatic cos ¢ = 1.
Rdspuns :
. ro. g r .
= —ro(sin g — -7 Sin 20); 10 =—r w?(cose + —cos 20).
328. Culisa A este pusd in miscare dealungul barei KB
cu ajutorul firului AC, trecut peste o roatd fixd C; acest fir

se infagoard pe roata, care se roteste cu o vitezd unghiulara
constantd . Sa se afle viteza culisei in funetie de distanta A B ==,

dacd BC = a, iar raza rotii este I,
) fa® o~ 2

Raspuns: vr=1I o Vat i = .
x
N

. X
@ -
p 4
La problema 328 La problema 329

329. Culisa B este pusd in miscare prin intermediul nnui
fir, care sc infiyoard pe o saibd de razi K. Sit se afle viteza
culisei in functie de distanta OB = x, dacit viteza unghiularda
a rotii este o,

Raspuns i r = o ——"—

Vot — e
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330. Bara 04 se roteste cu viteza unghinlard constants
o in jurul extremititii sale 0. De ccalaltii extremitate este legat
un fir, care trece peste un scripete mic B §i poarti la extremi-
tatea liberd o greutate D. Ni se afle viteza cu care se miscd
greutatea, in functie de unghiul ¢, fiind date: 04 = R, OC= a,
CB =b.

b cos @ — asin ¢

' s e ge —
Raspuns : rp =

A ,
x : b4
‘\\\ ] e i
N\ )
ANETN
N‘o)o ™~
.
3 ~
™~
%G T
2 ™
2 ™~ 8
i é .
e O O L L L AP 4
o )
La probleimna 330 La problema 331

331. Punctele 4 si B sunt legate printr’o bari. Punctul
-4 se mised pe un cerc cu centrul pe axa Oz, intr’un plan paralel
cu planul 20y ; punctul B poate aluneca pe dreapta Cy,, para-
leli cu axa Oy. Si-se afle viteza punctului B in functie de
unghiul ¢, fiind date Q0;= h, OC= a, O, 4 =R, A B= lsiviteza
¢4 a punctului 4.

S4 se cerceteze cazul cand h = a.

(a — R cos @) sin @ '
V&2 — 12 -~ (¢ — R cos g)*

Raspuns: rg = [oos o+

332. O bari 04 de lungime 2R se roteste cu viteza un-
ghiulari constanti  in jurul extre-
mititii sale 0. A doua extremitate A
este fixatd pe periferia unui disc de
razd R, care poate aluneca liber intre
doud glisiere OB si DE. Si se afle vi-
teza centrului € al discului in functie

de {AOB = &, lLa problema 352
< . , . cos a
Raspuns : r = o R |2sine -~ (25ina - 1) —————].
Vsina (1—sin a)
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§ 13. Determinarea traectoriei, vitezei si acceleratiei unui
punet din ecuatiile miseirii, in coordonate carteziene
1. Miscarea unui punct este cunosculd cind sunl cunoscule coordonatele
lui In orice moment, adicd, daca sunt dale ecualiile :
RO P () R/ B P () N PR ) S (H

tn care expresiile din membrii doi sunt funciii uniforme, counlinve ;i dilerentia-
bile ale timpului,

IZcuatiile (1) pot fi considerate ca ecuatii ale traiectoriei punctului in forma
parametricii, in care timpul ¢ are rolul de parametru. LElimindind pe ¢ intre ccua-
tiile (1) se oblin ccuatiile traiectoriei de forma

20 =0, §(y 2)=0.

Ciand punctul se misea in planul (x, ), miscarea lui este definitii prin dou:
ecualii :

v,y == (). (2
Eliminand pe ¢ din ccualiile (2), se obline ecuatia traiectoriei
I (v, y) = 0.

2. Deriviand coordonatele 2, y, = in raport cu timpul ¢ se obiin proicciiite
corespunziloare cle vilezei

da dy dz

", N T L 3)
ot ! !

de unde

Spdr o pdgyE asy Y

P
Pt ¢ Cdt

1 dr — 1 dy - 1 ds

cos (v, ) . S COS(P YY) e oS (0, 2) T I
0 ! v dl rodl

Ridicand la piitrat ccuatiile (3) si adunindu-le se obtine

dr? ! dy? d:2 ds?

e Cae
de unde

. ds
= —d-t\. (H

In care .ds cfte (.-lel!lenlul de are al (raiecloriei. Din ecualiile (3) rezultd, ca orien-
Larea \ll.('ZCI conm:xde cu direclia elementului de arc al traiectoriei, adici viteza
punctului este orientata dupa tangenta la traiectorie.

. 3. l)en\'ul'ul de doud ori coordenatele in raporl cu timpul se oblin proiec-
tiile corespunziloare ale acceleratici :

d?r d2y 1E
w, J— w, - — ..

> ’ v - *
= df?
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d2xy2 iy d: 2
‘ ) ((u: '

o

de de
— 1 d%x — 1 d%y 1 d?-
cos (w, xv) = - DCos oo y) - ot =1 cos (. T) —_—
w d#? o de? m o di?

1. Daci dinlr'un punct oarecare () (pol) se duc vectori egali din punct de
vedere geometric cu viteza punctului in iscare, extremititile acestor vectori
vor descric o curbd, care s¢ numeste hodograful vitezei. Insemnind cu &, 7, §
coordonatele punctelor hodografului, atunci

- dx . dy . - d: ’
=y — = /l . 7, =y = LU I‘Z (., 7 - p.-= —/— - f:,' (.
' dl di

Fliminand pe ( din aceste ecua{ii se obtin ecuaiiile hodografului in forma
DE =0 T (. H--0.

Observalie. In Loate problemele din acesl puragraf unitatea de masurd pentru
lungimi este metrul. iar pentru timp secunda. in afari de cazurile in care se dau

alte indiecatii.

333. In problemele urmitoare sa se afle traiectoria,
viteza gi acceleratia din ecuatiile de miseare date :
e =152 y=1 — 201%;

st se afle deasemenea intervalul de timp 7', in care punctul
va parcurge portiunea din tracctorie, cuprinsi intre axele de
coordonate.

Raspuns : Traiectoria 4r + 3y — 12 = 0; v = 50 L.
- : .- 4 - -- :
COS (ror) == -;— COX (ry ) == — - 3w =20, cos(w,r) = —,
D b b
1 R O
COs (i, ) == — I = —
) ]
. 2
2) = — By = e 3o,
i T 5
Raspuns : Traiectoria 2r—y  2=0:r == Vot cos(ear) - 5
- 2 = - - l D 2 -
COs (roy) = —| D=2 SleosQeor) == o cos (i ) = )
D ! ) )
3w =2eh -1, oy =2 l.
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- ] : H . “ ot ,T‘ ,t
daspuns : Traiectoria o -y -2 =0, r = _]/.’, ¢
2

— \) — I/

COS (£, i) =", COR(ry i) =" w=2) 2 e cos (e, r) =

9

2

I r

cos(uw, y)=

1) & = a cos (b), y= ¢ — a cos (bt) (7> 0, b> 0).
Raspuns : Traiectoria r 4y =c¢; 0 = ab V2 isin (bt):;

COs n )= — sin (bD (1 )= sin (b)) .
sle, )= 12| sin (bt)] V2 sinn)’
w = ab?)/2 cos (bt)],
cos (bh) cos (bh)

cos (w, 1) = — os (1, )= v

V2 eos (b)) 2 |cos (bt) |

5 & =acos*t, y=>bxin%t, (a>0,0>0).

o . .o { .
Rdaspuns :  Tralectoria -——‘,———;— =1; r =e¢|sin 2t|;
a

w = 2¢| cos 2], in care ¢ = Vaz + b2.

Punctul executd o miscare oscilatorie pe segmentul de
traiectorie, cuprins intre axele de coordonate.

6) & = a cos (wt), y = a sin (wt) (a > 0, & > 0).
(Cum =e va modifica miscarea punetului, daci se pune:
s =a sin (0t), y =a cos (0t)?

Raspuns : Traiectoria este un cere cu raza « si eun centrul
in origine ; miscarea punetului va avea loe pe acest cerc in sens

! N . . . a2 2m -
contrar misedrii acelor de ceaxornic §i are perioada —. Vi-
w

feza 1 =
cercului.

Modificand ecuatiile miscarii, se va obtine acee easi tra-
iectorie si ponu.ula, insid misecarea ]mnctulm se produc in
sensul misearil acelor de ceasornie.

a o; acceleratia w = a w?® $i orientatd spre centrul

) =acos(wt), y =>b sin (ot) (a, h si o sunt pozitive).
Sa se afle 31 hodograful vitezei.

- r . . . 22 2
Rdaspuns : Traiectoria este elipsa 12 SRE AT
a b?
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Miscarca punctului se produce in sens contrar miscari
9

. Viteza este
[O]

acelor de ceasornice, si are perioada
w 1.9 1 14 9
r= 2 aty? - bt

ab

acceleratia w = w? ji orientatd spre centrul elipsei, »r fiind
modulul razei vectoare a punctului mobil dusi din origine.

"
19,
>

. . . N E
ITodograful vitezei este elipsa = + -%— = w2,
bﬂ

i ]

[

-~

8) v =12 — 61,y = 2,0 1.

Raspuns : Traicctoria este parabola 1y2 — 60y — 25 =0
(axa parabolei este paraleld cu axa x); r=| 4224t + 4225 ;
w = 2 (acceleratia este paraleld cu axa ).
’ —kt

9) = aeX, y = be

Rdspuns : Traiectoria este hiperbola xy = ab; v = kr, r
fiind modulul razei vectoare a punctului mobil ; w = k¥ (acce-
leratia are directia razei vectoare).

10) = — (M o),y = (¢ — ),

P

Sd se afle deasemenca hodograful miscirii.
Rdaspuns : Traiectoria este hiperbola

a2 y? k - : :
T 1y or=—V0%22 Faty®; o= kA

T T, T o

a? h? ab

r fiind raza vectoare a punctului mobil ; acceleratia cste orien-
tatd din centrul hiperbolei in directia razei vectoare.

2 2
S” o2
a? b2

¥

Hodograful vitezei este hiperbola

11) x = af3, y = bt?; si se atle si hodograful vitezei.

Réaspuns : Traiectoria este parabola semicubici

J— 2b
BRat = a%y®; =t Y9aHt o 4%, g, ) ==
T o2 1 J1 b
w o= 2)9at* 4 b g (i, ) =
. Jat

Hodograful vitezei este o paraboli.



12) o 2a cos® (K)o y == wa sin (201,

Raspuns : Traiectoria este un cerc ¢n raza a, care lrece
prin origine si este tangent la axa y; +r = 2 kaj; w = 4L%.,
acceleratia este orientati pe directia razei cercului spre centru,

13) v = 28, y = 3%, = WL

Réspuns : Miscarea uniform accelerati pe dreapta 4y ==
= 6o = 32, cu acceleratin e = 2]/24,

14) & =2 cos (3t), y = 2 sin (31), 2 = At

Raspuns : Miscarea uniformé cu viteza ¢ = QVTK pe o
linie elicoidald, care se afli pe supratata unui cilindru circular
cu raza o = 2, avand axa 2 ca axd de rotatie. Acceleratia este
== 185 ea este perpendiculari pe axa 2 si o intersecteazi.

15) == 0 sin® (Kt), y = B cos (k). * = A (24t).

Raspuns : Traiectoria are forma cifrei opt asezatd pe o
sferdt cu raza R si reprezintid linia de
intersectie a sferei en cilindrul para-
holic,

yE o= R R
sau cu cilindrul cireular
Prat— Rr=0;
o= kR VT sin® (kD) 5

i == K2RV T+ cost (k).

Punctul se deplaseazi pe traiec-
La problema 535 (15) torie in sensul abedecta.

16) oo £(1),  y=b-1-8-1 (1), + = c+v-f(1).
)

_ Nise determine functia f (¢) astfel, inedt miscarea i fie
uniform variata.

-« . . T — — b I—-c
Réaspuns: Traicctoria este dreapta - L4
ed B T
[ R > . 02 . e
o t a.! ‘”‘.@" +_-:,l t’ (’) ; T l O('! _{_Bﬁ»%_.},_’ l”(t) :

migearea va ti uniform varviatd cand f () este un polinom de
gradul al doilea.

334 Un punet se mised pe coniea :

LY T T |



cu viteza ¢, constantd ca mirime. Si se afle proiectiile viteze
acestui punct pe axele de coordonate.

” \ [ m-+-nx
Raspuns : ¢, = £ et vy =T ——.
Vor+ (m + nz) y

335. Pe figurd este reprezentat un mecanism cu arti-
culatii, care constd din barele OA,, OB,, C4,, CB,, de lungimea
a 5i din barele A, B,, B,A,, A,B;, B,4,, A,B,;, By4, de lungime
2a. S& se afle traiectoriile descrise de articulatiile 4,, 4, A4,.
A, cand articulatia € se miged dealungul axei ..

o

2]

x
Raspuns : Elipsele —— + v 1.
(2n — 1)%a? a?

33

# tiind numérul de ordine al articulatiei (n=1, 2, 3, ).
~ ¥

x

4 4

La problema 335 La problema 336

336. Bara A B a unui.eclipsograf aluneci cu extremititile
ei A 5si B pe doud drepte dircctoare Ox si Oy, astfel incat punctul
B se deplaseazd cu vitezi constanti ¢. Sid se afle viteza si
acceleratia punetului I al barei, stiind ca MA=a, MB=) si
“OBA=o.

— - 1,2
) % . ¢ 2 2 2L e hie*
. S . = T ' Lg « == "—_“ .
Rispuirs : r == Jat+b*etg2 o u
a-L+b ' (a--b)2y?

337. Manivela 04 se roteste cu viteza unghiulard con-
stantd « in jurul unui punct fix O §i pune in miycare culisa
B prin intermediul bielei 4B, de care este legatd printrio
articulatic in punctul A. S se determine traiectoria, viteza
si acceleratia unui punct € al bielei, daci OAd =4 B=Isi AC=a.
ARSI M r=w0 - 00,
(+u)? (—u)

(" fiind punctul de pe bield, simetrie Iui € fati de punctul A5
w=w?- 0C,

Rdspuns : Traicctoria este

~ Culesere de probleme 113



338, Extremitatea 4 & unei bare, alunecd pe o dreapti
fixd O cu viteza constantd ¢; bara trece printr’o culisd, care
se roteste intr’o articulatie in jurul punctului fix B. S se de-
termine traiectoria, viteza si acceleratia unui punct M al barei
in functic de unghiul o dacd AM=0B=a.

Y

La problema 337 La problema 338

Raspuns : Traiectoria este (y—a)?(y? — a®) + r2y?=0;

= : ) . — e i
v =¢)1—2sind0 L+ sin* 9jw =— sin® 9 143 cos® o.
a

339. Manivela O =17 se roteste in jurul unui punct
fix O cu viteza unghiulard con-
stanti . Prin intermediul bielei
4B ea pune in miscare o culisi

.:é_x astfel ineat punctul B se mised pe

dreapta Ox. Si se afle traice-

toria punctului C al bielei, pentru

_ care AC=CB=a. Si se determine

deasemenea viteza acestui punct in funetie de unghiurile

X AOB=0o si <ABO=1. '

P 2 . S ] a1 MOt 2!
Raspuns : Iicuatia traiectoriei este : 4a2 (a2 —y?)=(x243y*+

La problema 339

22 . TO . .
+ a® — r¥)?se = q)[/cos2 ® + 4 sin @-cos ¢-sin (o-+9).

- ’ . .o s ~
(340, In conditiile problemei precedente si se afle ex-
presia aproximativia a proiectiilor vitezei gi acceleratiei punc-
] /' X ) v, . J 5 3 r
tului ' pe axele de coordonate, presupunind, ci raportul —
- . . -ll
este mic §i, prin urmare, ci unghiul ¢ rimine miec, astfel ca
se poate pune tg ¢ = sin ¢.

i R P roo 1
Raspuns : v, = — ) w(bln'p—}—g— sin 2 cp), Ty=— 1 0-C08 9}
a 2 b

2

- — . v r e
Wy = — 16 (CO-S ?+ o eo 2 cp), w,= — L retsing.
<a
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J41. Un lant omogen, de lungime 1, se deplaseazi pe o
dreapti orizontald A0 31 apoi pe o dreapti inelinati OB, care
formeazd wunghiul 2« cu prima
dreaptil. Si se afle {raiectoria cen-
trului de greutate al lantului.

Raspuns : Luand drept axe de
coordonate bisectoarcle unghinlui 2«
si a celui adiacent, ccuatia traice-
toriei cautate va fi: La problema 341

sin o 2

.
y = S NN,
4 :

\cos?e
adicd ecuatia unei parabole, inscrisd in unghiul A0 B.

3420 O sferd, de razd I, se rostogoleste pe doud drepte.
care se taie’sub unghiul 2 4 i
sunt egal inclinate fati de ori-
zontald. 83 se afle traiectoria
centrului sferei.

Raspuns : Un sfert al elipsel

x2? .
2, pentru care

Ry R
g ( sin 9 )
\/ axa . este  Dbisectoarea un-
ghiului dintre dreptele date.
La problema 342 axa ¥ este perpendiculari pe
planul acestor drepte, iar ori-
ginea este in punctul lor de intersectie.

343. O tiji AB, de lungime 2a, aluneci cu capitul B
pe axa y si cu capitul A pe o curbd datéi prin ecuatia y=f ().

S se afle traiectoria mijlocului tijei. Si se studieze ca-
zurile particulare : a) cind tija alunecd cu capitul 4 pe axa
absciselor; b) cand alunecd cu capitul A4 pe elipsa

22 n ye 1
Ja? «®

Raspuns : y = £ (20) = Va® — 42

Cazurile particularve: a) »? - y®> = a*; b)) y=0 sau
=
?_T— 4t

344. Dreapta I/ se roteste eu viteza unghiulard constant:i
@ In planul unei elipse date, in jurul focarntui ' al acesteia.
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S4 se afle viteza punctului de intersectic M al acestei drepte
cu  elipsa.
v or, T . , . .
Rdspuns : v = —}r(2a—r), In care r = FM, tar a si b
b

sunt semiaxele elipsei.

345. Un punet descrie o cicloidd cu viteza ¢, constantd
ca marime. Si se arate, ci proiectia acestui punct pe axa ¥
se miged cu o acceleratie constantd. Ecuatiile cicloidei sunt :

o= R —sin o), o= I (1- coso)

Problema inversi: Un punet se mised pe o curbd cu
viteza ¢ constantd ca marime. Proiectia punctului pe o dreapti
narecare carc o intersecteazi si se afli in planul curbei, are
acceleratia constanti a. S& se afle ecuatia curbel.

Raspuns : Luand dreapta dati ca axd », iar punctul ei
de intersectie cu curba drept originea unor axe rectangulare,
se va afla cd curba ciuntati este cicloida :.

— I

R

¥ = R arccos (R )' \1(—_’[.’_—_—,)

a

. c= - .
In care 1(:4—. Prin urmare, cercul generator are raza R
a

i1 se rostogoleste pe dreapta » = 2R.

§ 14, Determinarea traiectoriei, vitezei si aceceleratiei unui
punet din ceuatiile miscirii, in coordonate polare
Cand miscarea unui punct este datia prin ecualii in coordonate polare:
P, o=
~¢ obtine prin eliminarea Llimpului ¢, ecualia traicctorici in coordonate polare
I (r, ) = 0.
Marimea vitezei punctului se determinii prin lormula

p I‘r-.' e

in care r este proiectia vitezei pe directia razei vectoare (vitezii radiald), iarro
oroieclia vitezei pe directia perpendiculari pe raza vecetoare (viteza transversald);
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o este viteza unghiulard de rotatie a razei vectoare. Unghiul dintre viteza

si
raza vectoare se determiné prin formula
— — ry rd
lg (o, r) = — = _?.
: dr

r
Mirimea acceleratici punctului se determina cu ajutorul formulei

VaT s wt
) = ) -
" i r lUQ

.- . . 1 d .

in care w, = r — r ¢ (acceleralia radiald), we =2r ¢-iro = —I(r‘-’ @) (acce-
r

leralie transversald).

Unghiul format de acceleralie cu raza vectoare se determinid cu ajutorul
formulei

—_— ’“Q
g (w, r)=—.
w,
Viteza areolari se numeste derivata in raport cu timpul a suprafeiei s.
descrisi de raza vectoare r a unui punct in timpul {, in care s’a rolit cu unghiul ¢ :

6 =—1 o
o 9
346. In problemele urmitoare, unde sunt date ecuatiile
de miycare ale unui punct, si se afle traiectoria, viteza i
acceleratia miscirii respective.
1) » = at, o=D.

1 . . , a
Raspuns : Spirala lui Arhimede r= -

vy t=afl+b* 3,
== I T — 2 2
tg (v, 1) = bt = 51w = ab)4 - B2 1y (w.7) —

bt B ? )
!
2) r =al, » = =
!
Rdspuns : Traiectoria este spirala hiperbolica »r

—— — — t b2 — —
0= liV[ﬂ_*_tz, ng(l", r) =— T) = —7 0= %3—7 tg (".7 r)=r.

3) r=¢; g = bt. T

Raspuns : Traiectoria este spirala logaritmicd r = e b
v =|a®+b%.r, tg (e, 7)

2 ab

= = const.
a? — p2

= — =const; w = (a®+b)r, tg(w, r)=
a




e 2 2
) r=Ja(a+ 2et), o :l — 1t — arctg (l/ t).
a «
Raspuns : Miscarea uniformd cu viteza ¢ pe desfisurata
unui cere cu raza a, a carei ecuatie in coordonate polare are
forma

To

y &
1+

Raspuns : Traiectoria este spirala hiperbolicd » =

cdrei asimptotd se afli la distanta r, de pol. Unghiul dintre
asimptotd gi directia pozitiva g axei polare este egal cu = — 1
(in radiani);

__ar, - —— - 70 atr,
I Al g (e,r) :__;:,,, (‘1+r_p); w = =3 .

347. Se dau ccuatiile de miscare ale unui punct :

Yy = bty o = al.

Sd se afle ecuatiile traiectoriei in coordonate polare i
carteziene.

< b o] a
Raspuns: r=——T—: »r=y ctg|—y|; aceasta este
a sin 9 b
. . . . b
ccuatia unei cuadrice cu asimptota y = —mw.
a

348. Un punct descrie o traiectorie plani ; viteza radiald
# punctului este pozitivit si constantd, iar acceleratia radiald
este negativl si invers proportionald cu cubul distantei la pol,
adied :

~. (12
L | T

(a>0).

r'.l
Sd se afle traiectoria si viteza areolarit a punctului. stiind

cd pentru ¢ egal cu zero, r=ry; 9 =19, i ¢t >0,
ar,

a—crg (@ — @)

Raspuns : r = G = = const.

IOIR
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349. Un punct descrie o traiectorie plani. Se stie c¢i
viteza areolard este proportionali cu modulul razei vectoare
sied viteza radiald este constantid, adicd

: 1
6 =—ar, v, =b, (a0, b>>0).

2
sted =0 §l r=r, pentru t=0. Si se afle traiectoria punctului
st ecuatiile misedrii.

Rdspuns : Traiectoria este spirala logaritmici r=rje*
ecuatiile misedrii sunt

r=ry+ b, ©=-- 111(~1'-t—!—1)-
b ro
350, In miscarea unui punet modulul vitezei este o
mirime constantd, egali cu ¢, iar viteza unghiulari de rotatie
a1 razei vectoare este deasemenea constantd si egali cu o,
Nd se afle ecuatiile migedrii si traiectoria punctului, cand » = 0
pentru o = 0.
Raspuns : Un cere cu raza —c—, tangent in pol la axa
2w,
polara.

351, Si se demonstreze urm:atoarea metodid de construetie
a tangentei la spirala lui Arhimede (v. problema 346,1): se
tneste un punet mobil M cu polul O, se ridicd din O o perpen-
diculard pe O M si pe aceastd perpendiculard spre partea in care

a
se roteste raza vectoare se masoard un segment 04 egal cn el

Dreapta dusd prin M, perpendicular pe I .4 este tangenta la
spirald in punctul Jf.

352. Un punet descriec o elipsd. IFolosind proprietatea
ci suma razelor vectoare, care unesc acest punct cu focarele
elipsei, este o mirime constantd, sid se arate c¢d normala Ia
elipsi imparte in pirti egale unghiul dintre razele vectoare.
Tot asa si se arate ci tangenta la hiperbold imparte in pairti
cgale unghiul dintre razele vectoare, care unese punctul de
tangentd cu focarele hiperbolei.

353. Un punct descrie o paraboli. Folosind proprietatea
cd distantele lui la directoare si la focarul parabolei sunt mereu
egale intre ele, si se arate cd tangenta la parabold formeaza
unghiuri egale cu raza vectoare si cu axa parabolei.
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354. O bari rectilinie se roteste in jurul capitului e
fix, O, cu viteza unghiulari constanti o,.Dealungul barei
alunced o culisd cu viteza constantd v, Si se afle traiectoria
§i viteza culisei, dacd in momentul initial (pentru ¢t = 0) » =0
i1 = 0.

< v PR
Raspuns : r = -2 ¢ :-:a-(,]/ 1 - oyt
Wy

355. O bard rectilinie se roteste in jurul capatului ei fix

0. cu viteza unghiulari constantd w,; dealungul barei aluneci
o culisd cu o vitezd proportionali cu distanta culisei la axa de
rotatie, factorul de proportionalitate fiind k. Si se afle tra-
lectoria 51 viteza culisel, stiind ed » = ry si @ = 0 pentru f = 0.
K

@0

s ? 79 4 2
Raspuns: r =ry e° 5 r=r \//,-2 + .

356. Ecuatia polard a profilului unui execentric OF rapor-
tatd la axa polard O P, solidari cu exeentricul, este

4 r=T(q)
Excentricul se roteste cu viteza unghiulari
w0 = '1’ = I (1)

y in jurul punctului fix O si impinge tija AB, «
cirei axd trece mereu prin punctul 0. Si se
afle viteza si acceleratia tijei. Si se cerceteze
razul particular al unui excentric cu profil

3 rectilinin a cdrui ecuatie are forma .
La problema 356 r="F () = a (a=>0)
C()_S (0]

cu conditia, ¢i © = const.

. dr 12
Raspuns: v = —ow; w =04 Ar da,

—_ -
dp '’ a7y do dt
In cazul excentricului cu profil rectiliniu
a sin -i- sin?
. ] o - . 1 -~ sin :?(

2

cos® o cosd g
~357. Un punet se mised pe suprafata unui cilindru drept
-eliptic pe o elice. Unghiul dintre elice si generatoarea cilindrului
este egal cu a. Viteza areolard a proiectiei acestui punct pe un
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plan perpendicular pe generatoarea cilindrului este constanta
si egald cu e. S se afle viteza punctului.
. 2¢ . .
Raspuns : r = in care b este lungimea perpen-
. hcosa

dicularei,  coboritd din centrul sectiunii perpendiculare a
cilindrului pe tangenta la aceastd sectiune, dnsi prin proiectia
punctului mobil.

358. Plecand dela expresiile generale pentru acceleratia
radiald si transversald, si se arate ed, in cazul cand nu existd
acceleratie, miscarea punctului este rectilinie si uniformi.

§ 15. Proiectiile acceleratiei pe axele intrinseci
(tangenta, normala principalid si hinormala)

1. In fiecare punct al traiectoriei sc pot construi trei drepte perpendi-
culare intre cle, legate direct de traiectorie : tangenta, normala principala si binor-
mala. Aceste drepte formeazii axele inlrinseci, it ciiror origine se afli in punctul
mobil. Intrucat un veclor este complect determinat prin proieciiile sale pe trei
directii perpendiculare, rezulti cd w este determinal fie prin proiectiile sale pe
axcle de coordonate fixe (z, y, z), ca in § 13, fie prin proiectiile pe tangenti, nor-
mald principald si binormala, adici pe axele intrinseci (7, n, b)

Vectorul w este intotdeauna situat in planul osculator al traiectoriei (adici
tn planul care trece prin trei puncte infinit vecine ale traiectoriei) §i, intruc:it
binormala este perpendiculara ridicatit in punctul dat al traiectoriei pe planul

osculator, proicctia lui w pe binormalid este intoldeauna egalii cu zero, adici

wy = 0.

(Cind curba esle pland, planul osculator este planul aceslei curbe).
Proiectia lui w pe ltangenta este egali cu derivata modulului vitezei in
raport cu limpul, adica

do
wy = ——

dt

(cu condilia ca axa ¢ si fic orientald inspre parlea migcirii) iar proieciia pe nor-
mala principald este
D2
Wy, = —,

p

p fiind raza de curburi a traiectoriei in punctul dat.

Urmeazi ci
do }2 v* )'3
w = —_— JI— b ’
( dl’ L P

— = w
tg (w, v) = L.
we
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2. Dacid miscarea punclului este dati in coordonate carleziene, raza de
curbura a traiectoriei poate [i determinata in felul urmitor:
din ecuatiile miscirii
x="M0 ), y="0L0, z=1I;(0

T G-
VT Gl - ()

I dz |2 lyy2 | [(dz)?
(1 :-d_v_ —_— _(_ _l_.) + ,il_ ,*_ (,_ y
df dt dt dt df

se alla

v 5
wp = 1 w — o =
T
e
de unde se determini g.
3. Dacd punctul se miscit pe un cerc cu raza IR, atunci

ds Rli?.

v = |
(A 1ot

=Rlo,.

in care w este viteza unghiulari de rotatie a razei vecloare a punctului.
Proiectiile acceleratiei punctului pe tangentii si normali sunt

Wy = R—y wy = Re?,
dt

(cu coundilia, ca sensul pozitiv al tangenlei si coincidd cu sensul pozitiv la caleu-
larea unghiarilor si arcurilor) si prin urmare

(lm — ?
w =R ~}- w!, g (w,0)= "

(ll [5)

339. Si se demonstreze cid, alegind in mod corespunzitor
scala unghiurilor, unghiul, sub care se vede acceleratia nor-
mald din extremitatea vectorului vitezei, este egal cu un-
ghiul sub care vectorul vitezei este vizut din centrul de
(,mbur al traiectoriei in punctul dat.

360. Un punct descric o traiectorie pland ca viteza To
constanta ca mdirime ; pr elungnel vectorului acceleratiei pune-
rulm trece mereu prmtl un punct fix dat O ; (11.~t'mta initiald

a punctului mobil la O este a. Si se determme traiectoria.

Rdspuns : Un cerc cu raza a si centrul in punctul O.

361. Si se arate ¢d in cazul unei miyciri plane mirimea
vitezei punctului poate fi exprimati astfel :



unde p este raza de curbura a traiectoriei, iar » unghiul dintre
vitezd s1 0 dreapta oarecare {fixi, asezata in acelasi plan in care
s mised punctul.

362. In cazul miscdrii unui punet in plan, unghiul =,
dintre vitezd si acceleratic este constant. Si se arate cd, in
cazul acesta, mirimea vitezei punctului poate fi exprimati
prin formula urmitoare :

A— I'O(’i c(cp—?o)'
in care o este unghiul dintre vitezi si o dreapti oarecare, fixi,
situatd in planul misedrii; o si ¢ sunt valorile initiale ale
acestui unghi si al vitezei si ¢ = ctg o.

363. Si se arate cd atunei cand miscarea unui punct
este datd in coordonate carteziene prin ecuatiile :
=1 (0. g =1Lt =)

acceleratiile tangentiald si normald se pot exprima prin for-
mulele urmatoare :

e
[RI
e

1 * ae ) . oo .
we =—(re +yy -3
D

T EINEY ) R P S

In cazul particular al unei miseari in plan:

Tyl Ry -y
’N.r == = —, W,y = _—_‘/T,—_-'_,_" .
|22+ o? [

lar raza de curburd a traiectoriei

oGt

(x5 —yx)
364. Un punct descrie o curbi pland astfel, ineat dreapta,
~ . - . - . K
dupid care este orientatd acceleratia e, trece mereu printrun
punct fix . Si se arate, ¢ in acest caz:

In eare ¢ este marimea vitezei punctului, iar r este nl(NllAlllll
razei vectoare in raport cu 0. Semnul plus se ia in cazul cind



acceleratia este orientatd dela punetul ¢ inafard i semnul
minus in cazul contrar.

365. Un punct descrie o traiectorie pland astfel, incit
proiectia vitezei pe axa x arc¢ mereu o valoare constanti e
5S4 se arate c¢d, in cazul acesta, mirimea acceleratiel se exprimi
astfel :

pd
H - - .

cp

v fiind marimea vitezei punctului, iar g raza de curburda a
traiectoriei.

366. Punctul M descrie o curbid pland. Linia de actiune

~ @ acceleratiel formeazd prin  intersectia cu
cercul de curburd, coarda WA = [ Si se ex-
4 prime marimea acceleratiei in functie de mii-
rimea vitezel si lungimea acestei coarde.
Raspuns . w = 2
l.a problema 366 !

367. Un punct deserie fie elipsa :

£o==a cos (K, y = b sin (kt),
fie hiperbola :

L R ) -k ) a ¢ —kt
4o —2 (8 - € ) s Y= ?(8 — € ) ]
fie parabola :

S£o= —é}tz, Yy = ])t.

Sd se arate, ¢fi raza de curburd in oricare punct al acestor
curbe este egald cu

u?b?

3

in eazul elipsei si hiperbolei si cu

p 3

n
in cazul parabolei; marimea b inseamna in primele doui cazuri
distanta dela tangenta in punctul ales la centrul elipsei sau

hli)ex]'b_olei, jar in ultimul caz distanta tangentei la varful pa-
rabolei.
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368. Un punct s¢ mised pe o linie elicoidald cu viteza vy
constantd ca marime. Si se determine mérimea si directia
acceleratiel i raza de curburd a traiectoriei.

Rdspuns : Acceleratia este orientati pe normala inte-
rioard a cilindrului, pe care este situati elicea si este egald ca

. ) vg cos® & . R
marmme cu w= ————; raza de curburd este g =
R

y ’
cos® a

R fiind raza cilindrului si o unghiul de inclinare al elicei.

369. Ecuatiile de miscare ale unui punct material aruncat
in gol cu viteza v, sub un unghi « fatii de orizontald sunt de
forma :

1 .
aro==al, y = bt — —gt?  (a=ryCco5 oy b = vysin o).
2

Ni se afle raza de curburid a traiectoriei in functie de abscisa x;
caz particular penfru varful traiectoriei.

SR

5>y
- 1 q -
Raspuns : ¢ —= — |a® = |b — g, ) :
ag « I

pentru vart

P cos? &, ab
& = —et pentru s —
9 9
370. Un pod are forma parabolei y = — 0,005 7%, » si y

fiind exprimati in metri. O locomotivi se deplaseazi cu .vit-ezﬁ,
constanti de 72 km/ori. Si se afle mirimea acceleratiei loco-
motivei in varful parabolei.

Raspuns : w = 4 m/s

371. Se dau ecuatiile de miseare ale unui puncet :
o= af. y=—( - e N=a-chi;
si xe afle traiectoria si raza de curburd a traiectoriei in functie

de ordonata y.
Raspuns : Traiectoria este lantisorul :

y = ach (—I—)~
u

raza de curbura este

©
1



372, Un punct deserie un cere derazi If cu viteza initiali
vo- Unghiul dintre acceleratia si viteza punetului este constan
siegal cu o Ni se afle marimea vitezel punctuluiin funetie de timp.

o, R
R — pyp-etg -t

Réispuns : r =

373. Un punct se miscd pe un cere cu raza R dupd legea

1
8= gl o at?.

Sid se determine marimea acceleratiei punctului. Cind va fi

aceastd mirime egald ¢u «a si cate rotatii face punctul pand in
acel moment?

[ /-¥7 o, Iy
Raspuns e = "2 ! (cg—aty*; e == a pentrut= ->;
’ R? a
2
o .. . vy
numiirul rotatiilor este V= ———.
N dma R

374. Pe o saiba de razii ® = 0,5 m este infisurat un fir,
care poartd o greutate la capitul liber.
Greutatea se lasd in jos dupd legea : $=0,6 1
sl pune in miscare saiba. S se afle acce-
leratia punctului M, situat pe. cirecumfe-
rinta saibei dupd 1 s dela inceputul misedrii.

Raspuns : w; = 3,12 m/s%

375. Un pendul matematic de lungime
[ == 10 ¢m oscileazi conform legii :

La problema 34 2 = 0,01 = cos (10 1),

in care ¢ este unghiul de inclinare al pendulului fati de ver-

ticald. Sd se afle acceleratia tangentiali, normald si totali a
pendulului.

Raspuns ;e = li;)-]’?-'-’ sint (10 1) + 10 000 cos? (10 1) cmis®

376. Un punct pornind din starea de repaus, se misci
pe un cerc cu raza Ity avand acceleratia tangentiald constanti a.
Dupd cite secunde dela inceputul miseirii :l.cl',eleratia tangen-
tiald va fi numeric egald cu cea normali ?

Rispuns: t = TR,
/ a



§ 16. Miyearca compusi a punctului

1. Cdnd un punct se miged in raport cu sistemul de referintd carc la rindul
sau este deasemenea in miscare, se obfine o miscare compusi a punctului. In
cazul acesta miscarea punctului in raport cu sistemul mobil se numeste miscare
relativd ; miscarea punctului fmpreuni cu sistemul mobil se numeste miscare de
transpor{, iar miscarea fat,a de sistemul de referinla L()Il\l(l(‘l’l[ fix, se numeste

miscare absolutu Daca p, este viteza miscarii relalive, v( viteza miscarii de trans-
port si v viteza miscirii absolute, atunci

U= v; 5 D

Invers, dacd se dau vitezele migcirii absolule si a celei de transport i
trebue aflatia viteza miscirii relative, se scade (geometric) viteza migcarii de

transport sau, cceace este acelasi lucru, se aduni (geomelric) vectorul (—ny) la
vectorul v, dcoarece

=T o = - (D).

2. Dacad acceleratia miscarii relalive esle w;, a miscirii de transporl wy

si a miscdrii absolute w si dacd sistemul de referinfd ure o miscare de translafic,
atunci :

w = w, - wy.

Dacii sislemul de referinl:i mobil nu are o miscare de translatie. ci intr'un

moment dat executii o rotalie cu o vitezi unghiulara o, atunci ia nastere pe langa
acceleratia relati\.'l si de transport si o acccleratie

compllmentarl w;_, astfel inciat tn cazul acesta avem,
w = w,- + wy - wy (teorema lui Coriolis). Acceleratia
wk se determini din formula

El__C__

)

w =20 X 0y

Modulul vectorului u_vk este egal cu

zT'k = 2w v, sin (m, _v,)

iar direclia lui este perpendiculari pe planul, care

trece prin vectorul 1-),; si este paralel cu axa rotalici .
translatoare (fig. 20). Fig. 20

377. Un vapor parcurge distanta ! = 216 km in directia
curentului unui fluviu in #, = 10 ore, si aceeasi distantd impo-
triva curentului in ¢, = 15 ore. Si se atle viteza vy -aporului
in raport cu apa si viteza v; a curentului apei.

g [(t, —t o . 1ty 1
Raspuns ;. r| = LA Sl VR 3,6 kmord, ry=—= - =
24, 24,

= 13 kmj/ori.



378. Cat timp ecilitorul dintr’un tren, care merge eu
viteza r; = 10 km/ord va vedea un alt tren care trece in sens
contrar cu viteza v, = 35 km/ori si are lungimea / = 150 m,

361 -

Réspuns : | = - — = .2 N
10(p, = vy

379. Un biciclist merge cu viteza w. Sd se afle vitezele
absolute v; 51 v, ale pedalelor, pentru pozitia verticali si ori-
zontald a manivelei pedalelor, stiind ci lungimea acestei ma-
nivele este a si c¢ii viteza ei unghiulari este .

Rdspuns : 1 In pozitia verticald v,=w-+a w; vy=n—ao0.

. In pozitia orvizontaldi r,=v,= fu®+ael

380. Doud puncte se miged uniform pe dreptele paralele

7 " I 5i 1L eu viteze de sens opus v §i v, iar
) un al treilea punet se miscid pe o a treia
\ % 4 Daraleld ecu viteza v,.
Y Distantele dintre drepte sunt m §i ».
_ N Si se afle valoarea vitezei v,, daci in orice
S /' moment al miscdrii cele trei puncte se
La problema 380 afld in linie dreapt:i.

o m
Raspuns : v, == —- (r,4-t4) -+ .

381. Un glonte a trecut printr'un vagon, care merge cu
viteza v, km/ora pe drum drept. Se stie ci 1mpu>catura s’a
P\ooutat perpeundicular pe directia miscirii Vagonului sied
gaura de iesire a glontelui se afli cu a metri mai departo de
peretele frontal 111 vagonului (socotind dupi directia misciril

vagonului), decit gaura de intrare. Sa se afle viteza nlontehlh
dacd litimea vagonulm este b m.

- S bo
Raspuns : ry — 220 nis,

18 «
82, Dreapta 4B executa o miscare de translatie cu
viteza r perpendiculari pe 4 B, iar dreapta Y]

'D o miscare de translatie cu viteza r,.
perpendiculard pe ('D. Si se afle miri- 4 g

mea vitezel 11 a punctului ) de inter- /
sectie a acestor drepte. daci cle tformeazai ¢

un unghi egal cu =x. ' La problema 352

- 1 Tl
I])"-?p””-\' P A ,;,_., — l " ‘ -1 ’ 3 - Doy )~ COX A,
S



383. Punctul B se miyci pe dreapta Ay cu viteza eon-
stantd v, iar luneta CD are o migcare de translatie cu viteza

v, paraleldi cu dreapta Az. Sub ce unghi ¢ trebue asezatsd
luneta, ?pentru ca punctul B si fie mereu in cimpul vizual al
lunetei ?

Rdspuns : tg p = —L-
Uy

3 ]

|

b
& N

1N

. \ ly

\ AN ———

Y

.| N

| .
.—!_-—__-.._-f\--}_—x

La problema 383 La problema 385

384. O corabie se migcd in linie dreapti cu viteza ini-
tiald 5; Un om aflat pe covertd, arunci o minge vertical in
5us cu viteza initiald v,. Neglijind rezistenta aerului, si se afle
tralectoria mingii §i viteza ei absoluti.

Rdaspuns : Traiectoria este o paraboli cu axa verticald

2
. v —_—
si parametrul — - Viteza absoluti v = V (rg— qt)> + vi-
g

385. Pirticelele de apd trec de pe roata directoare a unei
turbine pe roata motoare, cu viteza % = 7,57 m/s. Unghiul «
dintre viteza si directia tangentei la cercul interior al rotii
directoare este de 40°. Si se determine unghiul  dintre lopetile
rotii motoare si directia tangentei la circumferinta acestei roti,
la locul de intrare al apei, considerdnd ci apa intrd in roata
motoare firi lovire. Diametrul exterior al rotii motoare este
D = 450 mm, iar numirul turelor turbinei pe minut_este n =320.

60 u sin « B:T]o.

Rdspuns : tg f =

7 Dn—60 u cos «

386. O barci traverseazd un rau de litime d. In timpnl
traversdrii viteza ei relativi are mirimea u. Unghiul dintre
viteza relativi w si malul raului este egal cu «.

Si se determine durata traversirii, presupunand ci
viteza curentului apei este aceeasi pe toatd litimea riului.

d

u sin «

Rdspuns : 1 =

9. Culegere de probloms 129



387. O barcd se afli in punctul A ; in ce directie trebue
si se traverseze raul pentru a atinge malul opus in punectul B,
dacs viteza relativi a bircii este ¥ = 2 m/s, iar viteza curen-
tului raului este ¢ = 0,5 m/s pe toatd litimea lui?

Rdspuns : cos ¢ = 0,25.

La problema 386 La problema 387

388. Si se afle conditia pentru traversarea cea mai
rapidd a unui rau, de litime d, dacd viteza curentului v este
constantd pe toatd litimea rdului §i mirimea vitezei relative
a bdrcii este egald cu w.

Raspuns : Viteza « trebue si fie perpendiculari pe malul
raului.

389. Viteza curentului unui rau de litime d este egald
cu zero la mal s§i creste proportional cu distanta dela mal,
atingand valoarea ¢ la mijlocul raului.

Barca se deplaseazi pe rau cu viteza relativi constanta u,
perpendlculara pe directia curentului. Si se afle traiectoria
bércii si locul in care barca va atinge malul opus.

Rdspuns : Luidnd punctul O drept origine de pornire a
bireii §i orientdnd axa x paralel cu curentul apei, iar axa ¥y
perpendicular pe el, se giseste ci ecuatia traiectoriei dela-
punctul O pani la mljlocul raului este

ud

y=x\|y—=z
c

(parabold); cealalti jumitate a traiectoriei este simetricd cu

prima in raport cu punctul (—cfl—, 1.
du 2
cd
Locul de atingere a malului opus are abscisa: ¥ = ;—
u

_ 390. Pe figuri se arati schema mecanismului motor a
unui conveior oscilant c¢u culise. Manivela 04 = 204 mm face
70 ture pe minut. Distanta OC = 565 mm; bratul parghiei
oscilante R = 196 mm. Si se determine v1tezele capetelor
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D si E ale parghiei DE pentru acea pozitia mecanismului
cand <L = 30°.

Raspuns : v = 0,52 m/s.

391. Dreapta AB este imobili. Un cerc cu raza r se
roteste in planul figurii in jurul punctului O al dreptei cu viteza
unghiulard constanti . Si se afle vitezele si acceleratiile
punctului de intersectie .M ale cercului cu dreapta AB, in
timpul deplasirii lui : 1) pe dreapta 4B, 2) pe cerc.

/'/ )
/ w

La problema 390 La problema 391
Raspuns :
1) vl=c-)l/41'2 — 82 =oh, w, = 0?s (indreptat spre 0);
2) v vy = = 2rw; w, = 4rw? (indreptat spre centru) in care

$ =0M i h este lungimea coardei, care trece prin M perpen-
dicular pe AB.

392. Dreapta AB are o miscare de translatie cu viteza
constantd ¢, perpendiculari pe AB, in
planul unui cerc fix cu raza ». Si se ET / TN ‘A
afle viteza v si acceleratia w a punc-

r$//‘
tului de intersectie M al cercului cu ( v
dreapta A4 B. \
v c c?
Rdspuns : v = — jw=—— .
(indreptat dealungul dreptei AB dela La problema 392
M spre B).
398. O cami are o miscare de translatie dela dreapta
1 spre stinga cu viteza constanti
T vo. Se di ecuatia profilului siu
]

fatd de axele O, xy, cu care este
{ solidari. Si se afle viteza unghiu-
7. \ lard o a unei tije de lungime [
e X_care este legatd printr’o articulatie
de punctul fix O si se sprijind
cu capidtul liber pe cama.
Si se afle forma camei (ecuatia conturului) pentru care
tija si se roteascdi cu viteza unghiulari constanti w,.

La problema 393
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Yo

Rdspuns: 1) o =
dzr 3
y+—Ver—y

dy

2) r = —2 aresin ( y—) +VeE—y — L
W, l
39%. O barci M, dusi de curentul apei, este trasid cu o
funie spre punctul 4 de pe mal. Si
se afle traiectoria béreii, conside-
rind-o ca un punct §i presupunand
cd: viteza ¢; a curentului apei este
constanti pe toatd lifimea el, viteza
de infisurare a funiei este constanti
si egald cu ¢, si viteza relativd a
bireii este orientatdi dealungul funiei.

Raspuns : r =r, ctgh «, tek o

c
unde k = 2, a=_2.
La problema 394 ¢ 2

395. In conditiile problemei precedente, cu deosebirea
cd nu existd funie, vaslasul indreapti mereu barca spre punctul
A al malului, dand astfel bircii o vitezi relativi constantd c,.
S4 se afle traiectoria bircii. Si se cerceteze cazul ¢, = ¢;.
cosk+1 % sin*+1 o

s k—1 —
sin %o cosk—1 o

Rdspuns : r =, , In care a = —:—,

_ %

Ca

In cazul ¢,=c¢, traiectoria este parabolicai.

~ 396. Un regulator centrifugal Watt se roteste in jurul
unei axe verticale fixe OC cu viteza unghiu-
lard o,.
Sferele A §i B se depérteazi in acelasi timp
de axi, rotindu-se in jurul lui C, cu viteza un-
. o de
hiulari w,= — -
g 2=
54 se afle viteza absolutd a sferelor in functie
de unghiul ¢, daci CA=CB=a.

Rdspuns : v=a V(of sin? ¢ + ;.

La problema 396

397. O dreaptd se roteste intr’un plan imobil in jurul
extremitdtii sale O cu viteza unghiulari constanti o. Cand
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dreapta este in pozitia Ox, punctul M incepe si se miste din
punctul O dealungul dreptei. Si se determine astfel legea mis-
cirii punctului pe dreaptéi, incit el si aibd viteza absolutd, cu
modul constant v. 84 se afle traiectoria §i acceleratia punctului.

Raspuns : 1) OM =r= — sin wt. 2) Traiectoria este un
w

14 ~ . .
cerc cu raza —, tangent in punctul O la axa Ox. 3) Acceleratia
«

este w = 2vw (orientati spre centrul cerculul).

M
r V!
v,
0 x 7 L x
La problema 397 La problema 398

398. Punctul M participd simultan la doud migcari,
earacterizate prin vitezele v, §i v,. Viteza v, este perpendiculari
pe Oz, viteza v, este perpendiculari pe raza vectoare OM a
punctului, iar modulii #; §i v, ai vitezelor, sunt constanti. Si
se afle traiectoria §i acceleratia w a punctului:

const

vy + 0, cOs @

Raspuns : 1) traiectoria este r = (conici).

const

r?

399. Un cerc O cu raza a se roteste in planul siu in jurul

unui punet fix €, cu vi- o

teza unghiulard constantd SR\
©, contrar miscdrii acelor y| M
de ceasornic. Un punect PA

M se miscd pe acest cerc
cu viteza unghiulari 2w,
in sensul misedrii acelor
de ceasornic. In momentul
mitial punctele M, O 5i C se
afla pe aceeasi dreaptd. S& 1, proplema 399 La problema 400
x¢ determine traiectoria

absoluti a punctului M, viteza §i acceleratia lui.

Raspuns : traiectoria este dreapta MC; v = 2aw sin of;
w=«w?7r, in care » este distanta dela M la C.
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400. Un punct se mised pe suprafata unei sfere cu viteza

v. Unghiul dintre viteza v §i meridianul care trece prin punect
este constant §i egal cu «. Si se determine traiectoria punctului.

Rezolvare : Miscarea punctului pe suprafata sferei poate fi considerati
ca rezultanta a doud misciri : o migcare pe meridian cu viteza w §i a douna pe para-

leli cu viteza u. Dac3 tnsemnam latitudinea §i longitudinea punctului mobil cu
0 5i @, atunci aceste viteze se exprima astfel :

d d
w=R— §i u= RcosH e,
dt dat

R fiind raza sferei. Intrucat vitezele u §i w sunt perpendiculare tntre ele, vom
avea, {inidnd seama de condifia problemei

W=1DCOS &, U =21V sin &,
sau
d0

do .
R— =vcosa si Rcos9— = vsin «;
dat di
tmpir{ind prima ecuatie prin a doua, obtinem :

1 df .
— = ctg « sau
cos 9 do g cos 0

tn care m = ctg «; prin integrare aflim

=m deo,

B _(ma n tg [ — c
cos 0 mdo 4+ ¢ sau ng(4r 2) me + C.

Daci presupunem, cd pentru ¢ = 0, unghiul O este deasemenea egal cu
zero, atunci C = 0 si obtinem in fine

T 0
tg (— — — | =e—me,

4
Aceasta este ecuatia traiectoriei ciutate, In coordonate sferice. Aceastd
T
curbd se numeste loxodromd. Cind @ creste, unghiul 0 creste deasemenea : 0 = —2—

pentru @= o ; aceasta inseamni, ci punctul atinge polul, tnconjurandu-l de un
numdr infinit de ori. Proiectia loxodromei pe planul ecuatorului este o spirald,
pentru care centrul sferei O este un punct asimptotic.

401. Un punct descrie o traiectorie plan3, in formé de

opt, in sensul aritat pe figurd prin sigeti. Insigi traiectoria
. — se roteste, in sensul acelor de ceasornic,

in jurul unei axe, perpendiculari pe planul

traiectoriei, care trece printr’un punct

== = oarecare fix O al acestui plan. Si se in-
0), dice, cum este orientatii acceleratia com-
La problema 401 plimentars a punctului in diferitele lui

pozitii pe traiectorie.

Raspuns : Pe bucla din dreapta acceleratia complimen-

tard este orientatd spre interior, iar pe cea stangﬁ spre exterior
(pe normala la traiectorie).
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402. Un punct M se miscd uniform pe un cerc cu raza r,
in sensul acelor de ceasornic, ficand »; ture pe secundi ; cercul
se roteste in acelasi timp in jurul centrului siu, in sens opus
mizcdril acelor de ceasornic, ficand » ture pe secundi. Si se
afle acceleratia absolutid a punctului M.

Rdspuns : w = 47% (n — ny)%

403. Un punct descrie o curbd oarecare plani. Conside-
ram migcarea punectului ca o miscare compusid din doud mis-
cdri : 0 migcare relativi de alunecare pe raza vectoare si a doua
miscare de rotatie a razei vectoare in jurul polului. Si se arate,
aplicind teorema lui Coriolis, ci proiectiile acceleratiei totale
pe raza vectoare si pe perpendiculara la aceasta sunt respectiv

egale cu
d2 dpy . 1 d d
—f — .2_ $l [ ’.2 i ’
dee dt rodt de

r §i ¢ fiind coordonatele polare.

404. Pe coarda unui dise, care se roteste uniform in
jurul unei axe, care trece prin centrul siu si este perpendicu-
lard pe planul siu, se miged un punct M cu o
vitezd relativd constantd, pornind din mijlocul ~ _— g
coardei. Si se afle viteza §i acceleratia abso-
lutd a punctului M in functie de pozitia lui pe
coardd. Sunt date: viteza unghiulard o a
discului, viteza relativi « a punctului M, di-
stanta a dela centrul discului la coardi si
distanta z a punctului M la mijlocul coardei. La problema 404

Rdaspuns : 1) v = Vieo £ u)2 + 22w?;
Dw = o) (e £ 2u)? + rle?;

unghiul dintre acceleratie si perpendiculara pe coardi este egal
2

. I
cu aresin =2-.
w

405. Un triunghi dreptunghic isoscel OAB se roteste in
planul s#u, in jurul varfului O, cu viteza unghiulard con-
stanti «, §i un punct oarecare M se mised cu vitezd relatlYﬁ,
constants, dealungul laturii 4 B, parcurgand distanta AB in

timpul unei rotatii complecte a triunghiului. .
Si se afle viteza si acceleratia absolutd a punctului in

momentul cind el se afli in 4, dacdi A B = a.
Raspuns : Viteza este egald ca mirime cu

v =28 L 4w 1
2r




si este indreptatd sub unghiul @ = arctg (4= + 1) fatd de ipo-
tenuza triunghiului, la dreapta ei. Acceleratia este egald ca
4 mérime cu

aw?
w = - |om? 4 om + 1
T

si indreptatd sub unghiul f = arctg (2 +1}
™
fatd de ipotenuzi, la stanga ei.

406. Un tub drept orizontal se roteste
in jurul unei axe verticale cu viteza un-
ghiulard constanti . O sferd care se

La problema 405

afla in tub, se miged in interiorul lui dupé legea r= —;— (et 4e7 o),

in care » este distanta sferei la axa de rotatie a tubului. S&
se afle modulii vitezei si acceleratiei absolute a sferei in
functie de r.

Rispuns: © = o J27% — a*; w=2w2)7? — a=

407. Un disc de razi R se roteste cu viteza unghiulard
comstanti w in jurul unei axe, care trece prin centrul siu i
este perpendicular pe planul siu. Pe diametrul discului se
migcd un punct, care porneste din centru, dupid legea

8 = R sin (wt).

Si se afle traiectoria, viteza si acceleratia absolutd a
punctului.

« . . R
Raspuns-: Traiectoria este un cerc curaza —, care trece
2

prin centrul discului. Viteza absolutd este egali cu R, iar
acceleratia absolutd este egali cu 2R w?.

408. Un plan Oxy se roteste in jurul originii O cu viteza
unghiulard variabili . Miscarea unui punct in acest plan este
datd prin ecuatiile : w=1,(t), y=f, (t). S& se afle proiectiile
acceleratiei absolute a punctului pe axele mobile Oz si 0y-

d2x

Raspuns : w,=— — 24 e A S i @,
. de dt Tat
. dzy dz dw

Wy= —" . D —— 2y+ c—-
dez dt ' dt

409. In problema precedentd, presupunind ci o=const,
sd se afle migcarea absolutd a punetului in douit cazuri:
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1) acceleratia absolutd a punctului coincide cu acceleratia ei
purtitoare, 2) acceleratia absoluti coincide cu aecceleratia
relativa.

Raspuns : 1) Traiectoria este un cere, descris cu viteza
unghiulard 2w ; 2) traiectoria este un cerc cu centrul in origine,

. . . . W
deseris cu viteza unghiulari -

410.’ Ciruciorul B, al unei macarale, se deplaseazi pe o
grindé orizontald OA cu viteza » = 2 m/s. Macaraua se roteste
in acelagi timp, in jurul axei verticale Oz, cu viteza unghiu-
lard ©=0,3 1/s. Si se determine acceleratia absoluti a ciru-
ciorului in momentul cand distanta OB= 5%/ m.

Raspuns : w = 1,3 m/s%

411. Punctul M porneste din varful O al unui con, si se

migcd uniform pe generatoarea conului cu viteza v; conul
insugi se roteste in jurul axei sale cu viteza unghiulari con-
stantd . Si se afle mirimea acceleratiei absolute a punctului
M dupii ts dela inceputul miscérii.

Rdspuns : w = vo sin a]/o>2t2+4.

k'f‘,’
.

g

eRY

La problema 411 La problema 412

412. Punctul M se miscd uniform cu viteza v pe meri-
dianul unei sfere cu raza R, iar sfera se roteste in jurul diame-
trului vertical eu viteza unghiulari constanti w. Sa se afle
acceleratia absolutd a punctului M in functie de unghiul 5.

Raspuns : w = = 4= 202R? (1 - sin%g) *- Wt cos®o.
R
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I1. CINEMATICA CORPURILOR PERFECT RIGIDE

§ 17. Rotatia unui corp rigid fn jurul unei axe fixe

Se numeste rotatia unui corp rigid fn jurul unei axe fixe, acea migcare a
<corpului la care doud puncte ale corpului riam:in fixe. Rezultd cd toate punctele
dreptei, care trec prin aceste doui puncte fixe, vor fi deasemenea fixe. Aceastd
dreaptd sec numeste axd de rolatie. La rotatia in jurul unei axe
fixe, toate punctele corpului descriu cercuri, ale ciror plane
< sunt perpendiculare pe axa de rolafie, iar centrele lor sc
C L3 v afli pe axa de rotatie.

— /M Miscarca de rotatic este definitd Intr'un moment dat

prin axa de rotatie si viteza unghiulard de rotatie w. Viteza

r unghiulara este un vector, indreptat in directia 'axei de ro-
tatie astfel incat privind dela extremitatea vectorului se vede
rotatia invers miscarii acelor de ceasornic. Viteza unghiular
este un vector alunecitor.

ey

Fig. 21 Un punct M al corpului (tig. 21), aflat la distanta R
de axa de rotatie, are mirimea vitezei
v = wR.

Viteza punctului M, ca vector, poate fi definitd prin formula

v=wXr.
Marimea acceleratici punctului M este dati de

R (dm)2+ S, tg(w, R ©
w = - w?, s ==
dt glw, R w?

413. Un corp porneste din starea de repaus gi incepe sd
se roteascd uniform accelerat cu acceleratia unghiulars e 1/s®.
Ni se afle care va fi viteza lui unghiulary precum si numirul
corespunzator n de ture pe minut dup4 ¢" minute sau "’ secunde
dela inceputul migedrii. Si se afle deasemenea deplasarea un-
ghiulard N a corpului, in ture, in acelasi interval de timp.

Raspuns: o =¢et'"'=60c¢t'; n = 30 gprr — 1800 et’,
T k13
Nom Logyrre 900 et'2.
4r ' T

414. O roati, care primeste viteza unghiulari initiald e,
a facut n ture si s’a oprit ca urmare a unei rezistente la mis-
care. S se afle acceleratia unghiulari e, presupu'nélnd\ cd
rotatia este uniform intarziats.

. 2
3 m-‘
Raspuns : e = — 2

4rtn

~ 415. Un corp, care se roteste uniform accelerat pornind
din starea dde repaus, atinge in decurs de 10 s viteza unghiu-
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lari ©=30 1/s. Cate ture a ficut corpul in aceste 10 se-
cunde ?

Rdspuns : Aproximativ 24 ture.

416. Un ventilator face 4200 ture/minut. Cit de mare
poate fi diametrul siu, daci viteza periferici a ventilatorului
nu trebue s& depidseascd 88 m/s?

Raspuns : D < 0,4 m.

417. Si se determine viteza punctelor de pe suprafata
pimantului, situate pe latitudinea Moscovei (~ 33°), ca urmare
4 misedrii zilnice a pdméantului.

Rdaspuns : Aproximativ 950 km/ori.

418. Punctul A al unei roti se miscd cu viteza v,, iar
punctul B, situat pe aceeasi razi cu 4, la distanta I de el, are
0 vitezd v,>v,. Si se afle viteza unghiulard a rotii.

Up — Uy,
!

419. Doudi roti A si B sunt legate printr'o curea de
transmisie fird sfarsit ; diametrul primei roti d,=1m, diametrul
rotiia doua d, = 1,5 m.. Roata B face 100 ture pe minut. S&
se afle viteza v a punctelor curelei si vitezele unghiulare ale
ambelor roti.

Rdspuns : v=7,854 m/s; w;=15,708 1/s, ©,=10,472 1/s.

420. Pe figuri este reprezentati schema unei transmisii
prin curele. Rotile 11 si I11 se afld pe
acelagi ax §i sunt solidar legate intre
ele. Diametrele rotilor sunt : d, = 200
mm, d, =500 mm, d; =300 mm §i
d,=100 mm. Cate ture face pe minut
roata cu diametrul d,, daci roata
cu diametrul d, face 500 ture pe
minut ?

Rdspuns : n,=600 ture 'minut. La problema 420

421, O roatd dintatd, care are z; dinti §i face n, ture pe
minut, este angrenatd cu altd roatd, care arve z, dinti. Pe axul
acestei ultime roti se afly fixatd o roatid dintatd, care are =,
dinti. La rindul ei, aceasti roati este angrenati cu a patra
roatd dintati cu 2, dinti. Si sc determine numdirul de ture pe

minut al ultimei roti.

Rdaspuns : o =

- Zy 2
Raspuns : n, = 22 p,.

Z9 74
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; . . , .
422. Si se afle raportul de transmisie k = —* al vite-
Oy
zelor unghiulare pentru rotile dintate cu razele ry, 75, 75 74
care compun angrenajul din fi-

’//‘\ N guri.
Y AR )
\\-., K:/ Raspuns : k = ( — 1)n—1:_:’

La problema 422 n fiind numirul rotilor dintate.

423. Roata O, de razi r; face n, ture pe minut; ea este
legatd printr’o curea de transmisie cu roata O, 4
de razi r,. S4 se¢ determine viteza liniard a
punctului A de pe roata a treia 0,4 =R, care
este prinsid de roata O,. ( 0,
nr R

30r,

Raspuns : v =

424. Si se determine acceleratia unui |
punet, care se afli la distanta » de axul unui
corp, care se roteste uniform in jurul acestui 1 -g /
ax, ficand » ture pe minut.

Rdspuns : w=0,011 rn. La problema 423

425. Sa se afle acceleratia centripetd in migcarea zilnied.
a unui punct de pe suprafata piméantului, situat pe latitu-
dinea ¢°.
2

Réaspuns : w, = —~— Rcos «a53-10-10 R cos o m/s?,
P " 4322 108 ¥ B ‘ v /s

unde R este raza pimantului in metri.

426, Roata unei magini are raza de 0,3 m si se roteste
uniform cu 1000 ture pe minut. Si se afle viteza ei unghiulari.
precum si vitezele §i acceleratiile punctelor, situate pe circum-
ferinta rotii.

Raspuns : @ = 104,7 1/s, v= 31,41 m/s, w = 3289,9 m/s.

427, O greutate, legatd de un fir infisurat pe un arbore
orizontal, este ldsati in jos uniform accelerat, firi vitezi
mitiali. In primele ¢ secunde ea a parcurs o distanti de h m.
5S4 se afle acceleratia unghiulari a arborelui, daci raza lui
este de » m.

Raspuns : € = 2R e,
ri2
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428. O colivie de mini se ridici uniform accelerat din
starea de repaus, cu acceleratia de 2 m/s2. La cite ture pe
minut va corespunde viteza unghiulari a tamburului instalatiei
de ridicat, dupa 4 s dela inceputul miscéirii, §i care va fi acce-
leratia punctelor situate pe periferia tamburului, daci dia-
metrul lui este d ='56 m?

Rdaspuns : n = 30,67 ture/minut; w = 25,15 m/s?

429. Pe obada unei roti, care are un ax orizontal, este
infisurat un fir, care poartd o sarcini la ecapitul lui liber.
Intr’'un anumit moment sarcina incepe si se lase in jos uni-
form accelerat, punind roata in migcare. Si se afle acceleratia
unui punct de pe obadi in funectie de iniltimea h, dela care a
coborit sarcina, dacd raza rotii este R si acceleratia sarcinii
este a.

. . —— R
Raspuns : 'w = -%V1€2+4h2, tg (w, B) = —-.

§ 18. Misearca unui corp rigid eu un punet fix

1. Daci un corp rigid are un punct fix, atunci conform teoremei lui d’Alemn-
bert, existd in fiecare moment o axi de rotatie instantanee, care trece prin punctul
fix si o vitezii unghiulari instantance w. Viteza unui punct oarecare M al corpului
va fi

v=w Xr, U=uwd, (1)
unde r si d au semnilicatia aritata tn fig. 22. Proiectiile vitezei » pe axele de coor-
donate fixe ryz, se obtin, conform formulelor lui Iluler, din

i j ok ‘
V=wxr=| wg Wy Wy (2)
T y =

Expresia acceleratiei punctului A se obtine
diferentiind ecualia (1) tn raport cu timpul:

b= Ftox D=+ 0ax.  (3)
dt
Intrucat do _ € este acceleratia unghiulari, Fig. 22
dt

care, evident, este egald cu viteza extremititii vectorului w, componenta wy, a
acceleratiei, numita acceleratiec de rotatie se exprimi astfel:
P

e =€XTr, Wp=crsin (g r). (4)

Aceastia componenti este perpendiculari pe planul care trece prin € §i r.
Componenta

(5)
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se numeste acceleratic axipeld si este indreptatid perpendicular pe vectorul © dela
M la 0,

2. La miscarea unui corp rigid cu un punct fix O, axa instantanee de ro-

tatie, determinati prin vectorul «, descrie tn spafiul imobil un con cu varful in
punctul O, care se numeste axoida fixa; In spatiul mobil, legat direct de corpul
in miscare, axa instantance descrie deasemenea un con cu varful tn punctul 0;
acest con se numeste axoidi mobild. In timpul miscarii corpului axoida mobili
se rostogoleste fard alunecare pe cea fixa.

3. Daci un corp rigid, invariabil legat de un triedru mobil z=’y’z’, se misca
1n jurul unui punct fix O, pozitia corpului poate fi determinatd in fiecare moment
prin unghiurile lui Euler ¢, ¢, si 0, ca tn figura 23. Unghiul
¢ se numeste unghiul de rotafie proprie a corpului, unghiul
¢ unghi de precesie, iar 0 unghi de nulafie. In mod co-
respunzator, miscarea unui corp in timpul cireia variazi
. numai @, se numeste rotaiie proprie a corpului; miscarea

, in timpul cireia variaza ¢, se numeste precesie §i migearea
Y in timpul cireia variazi unghiul 6, se numeste nutafie.

Daca O=const §i ¢ = const miscarea corpului se numeste

precesie regulald. IntrucAt unghiurile @, ¢ si 0 definesc

perfect pozitia unui corp rigid cu un punct fix, miscarea
Fig. 23 unui astfel de corp poate fi datid prin ecuatiile :

=180, ¢=16@1), 6=1f(©O. (6)

430. Un con circular suspendat de varf intr’un punct
fix O, se roteste in jurul axei sale geometrice Of cu viteza un-
ghiunlard constantd o, si, pe langi aceasta, oscileazdi, ca un
pendul, in jurul unei axe orizontale Oy perpendiculari pe OE.
In ce moment, adici pentru care vitezi unghiulari de oscilatie
w,, aXa Instantance de rotatie se afli pe suprafata conului
stiind cd indltimea lui este & si raza bazei R ?

y R
Raspuns : v, = e

NN

RN

La problema 430 La problema 431
431. Un disc vertical de razi r, se rostogoleste, fird

alu_r}ecare pe un plan cu viteza unghiulari constanti o, de-
scrilnd un cerc cu raza R. Si se afle acceleratia axipetd Was
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si acceleratia de rotatie w,, & unui punct M, a ciirui pozitie pe
marginea discului este determinati prin unghiul o, aritat
pe figuri.

_ 20} P ¢
Raspuns : wax = — (7'2+1ﬁ2)(R2+r2 00827) sin 7
r

2
Rw1

’ —
uro -

VB2 +7% cos? ¢.

r

432. Un con circular cu indltimea h si unghiul la varf 2«

se rostogoleste, fird alunecare, pe un plan, care se roteste in

jurul axei Oz cu viteza unghiulari constanti «,. Si se afle
acceleratiile w,, §i wa.y ale punctului A de pe baza conului.

h 2
©] , Wex = 2

0, cos? «,

Raspuns : w,, =

sin o

La problema 432

433. Un triedru de coordonate Oxyz se roteste cu viteza
unghiulari o in jurul unei axe, care trece prin punctul O si
formeazi cu axele de coordonate unghiuri egale. Si se afle
vitezele a trei puncte, situate pe bisectoarele celor trei un-
ghiuri de coordonate, pozitive, la distanta » de O.

Ra DV = Uy = Vg = o

SPUNS : Ty = Uy = V3 = 73

43%. Un corp se roteste in jurul unei axe, care trece prin
origine. Viteza punctului M (1, 0, 1) a corpului este egali cu
9, = 4 m/s. Unghiul «, dintre viteza punctului M $i axa absci-
selor este de 45°; unghiul dintre viteza punctului i/, (3, 4, 0)
51 axa absciselor este egal cu «,, pentru care cos «, =—0,8.
S4 se afle ecuatia axei instantanee de rotatie, viteza unghiulard
instantanee  si viteza v, a punctului ,.

Raspuns : © = —%y:z, mzyi—T 1/8, t,=7,5- V§ m/s.
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%35. Un corp se roteste in jurul unei axe, care trece prin
punctul M, (2, 1, 3), cu viteza unghiulari ©=25 1/s, cosinu-
surile directoare ale vectorului o fiind: 0,60; 0,48; 0,64.
Si se determine viteza punctului M (10, 7, 11) a corpului.

Raspuns : v = 10 m/s.

436. Si se arate, cd in cazul precesiei regulate, adici in

cazul cand unghiurile lui Euler se exprimé prin :
o=at, $=bt, O=c,

in care a, b, ¢ sunt mirimi constante, atunci proiectiile acce-
leratiei unghiulare a corpului pe axele mobile se exprimi
astfel :

e,=ab sin ¢ - cos (at), e,= —ab sin ¢ - sin (at), ,=0.

437. Si se arate c¢d viteza punctului (unui corp) ale cérui
coordonate mobile sunt intr’'un anumit moment egale cu z=
=—a ¢os ¢, Yy=a sin ¢, 2=a (a este constanti), are in acel mo-
ment urmitoarele proiectii pe axele mobile :

Ty=d H" sin (0—¢) — (‘P+6) sin o],
ry=—a |{ cos (0 — o)+ (e+8) cos o],
rp=a ¥ sin 9,
sl ¢d mirimea acestei viteze nu depinde de ¢ ; ¢ este unghiul
4 rotatiei proprii, ¢ unghiul de pre-
we P 4  cesie, O unghiul de nutatie.

e ' 438. Aplicand formula v=wX 7
la vitezele punctelor M gi N ale
unei roti planetare dintr’un meca-
nism diferential, reprezentat pe fi-
gurd, s& se arate, cii vitezele un-
ghiulare de rotatie ale acestei rofl
in jurul axelor AB si OC se exprimi
prin formulele urméitoare :

+ o, —w, R
La problema 438 Q= u’ w = e B )
2 r r
o, §1 w, fiind vitezele unghiulare ale rotilor orizontale.

§ 19. Miscarca plan paraleli a unui corp rigid

1. Daca un corp rigid se migca paralel cu un plan (adici astfel, incat distan-
tele punctelor sale la acest plan sunt constante), atunci orice dreaptd, dusd in
corp, perpendiculari pe plan, are o miscare de translatie cu viteza si acceleratia
pafalele cu planul director. Urmeazi de aici ci pentru a defini o migcare plan
paraleld a unui corp, este suficient si se considere miscarea sectiunii corpului cu

144



un plan oarecare, paralel cu planul director, reducindu-se astfel miscarea, la
migscarca unei figuri plane fn planul ei, adicd la o asa numitd miscare plana.

Pozitia unei figuri plane invariabile tn planul ei se defineste perfect prin
pozilia a doud puncte ale figurii, A si B, sau prin pozi{ia unui segment ADB"
prin urmare, miscarca unei figuri invariabile se reduce la miscarea unui segment
de linie dreaptad, de care figura este legala solidar.

Orice deplasare a unei figuri plane, dintr’o pozifie dati in alti pozitie data,
poate fi realizatd prin rotirea figurii in jurul unui centru oarecare P, care se nu-
meste centrul (sau polul) de rotafie finitd. In, mod analog, deplasarea figurii dintr’'o
pozitie data intr’o pozitie invecinatd (infinit apropiat), poate fi oblinuta printr'o
rotatie infinit de micd a figurii in jurul centrului P, care se numesle centru (pol)
inslantaneu de rotatie; prin urmare, centrul instantancu de rotatie este punctul
in jurul cdruia figura se roteste in momentul dat; viteza centrului instantancu
este nuli.

Yy,

- -y

N

Y

Fig. 24

FFig. 26

Miscarea unei figuri plane consta dintr’'o succesiune continua de deplasari
dintr'o pozitie fn alta, infinit de apropiata ; deaceca aceastd miscare poate fi con-
sideratd ca o succesiune continui de rotatii infinit de apropiate. Locul geometric
al centrelor instantanee, pe un plan fix, este o curbid continud, care se numeste
bazd (centroidd) ; locul geometric al centrelor instantance, pe planul figurii mobile,
se numeste rostogoliloare. Miscarea figurii plane poate fi ob}inuti, daca rostogoli-
toarea (care este solidar legatd de figura tn miscare) sc rostogoleste fira alunecare
pe bazid (care este legati solidar pe planul fix) (Teorema lui Poinsot). Punctul de
contact al bazei si rostogolitoarei este centrul instantaneu de rotatie al figurii in
momentul dat (fig. 24).

2. Pentru a determina centrul instantaneu de rotatie al figurii este suficient
sd se cunoasci directiile vitezelor a doud puncte oarecare ale acestei figuri; cen-
trul instantaneu va fi fn punctul de intersectie al perpendicularelor. ridicate tn
aceste puncte, pe directiile vitezelor lor (fig. 25).

3. Cand se cunoaste viteza unui punct oarecare al figurii §i directia vitezei
unui alt punct al ei, se pot determina vitezele tuturor punclelor figurii. Intr’a-
devir, dacid se construeste centrul instantaneu P, pe baza directiilor date ale
vitezelor punctelor 4 si B. se va obtine (fig. 26)

vg = -AP,

in care w este viteza unghiulard instantanee a figurii. Mai deparle, viteza punc-
tului M

v p MP FMP
Dpf = -, = D4q - - Sl Op ¢ .
M A" ap

4. Proiecliile vilezelor extremitililor segmentului solidar pe directia seg-
mentului sunt egale.
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439. Si se afle viteza si acceleratia absolutd a unui punct
pe bandajul unei roti de razéd r, care se rostogolegte fird alune-
care cu viteza constanti w pe o §ind dreapta.

Raspuns : 1) viteza v = 2 u cos —g , In care ¢ este unghiul

dintre razele care trec prin punctul dat si raza care trece prin
punctul cel mai de sus al bandajului; v trece intotdeauna prin
punctul cel mai de sus;

z .
2) acceleratia w= — si este orientatd citre centrul rotii.
r

440. Si se afle viteza absolutd v a extremitatilor unui
diametru orizontal al unei roti de automobil, care se depla-
seazd in linie dreaptd cu viteza u.

Raspuns : v=u|/2; vitezele sunt orientate sub unghiuri
de 45° 51 —45° fatd de acest diametru.

441. Un cilindru asezat pe un plan orizontal, este infd-
surat de un fir; un capit al firului este fixat de cilindru, iar
celilalt capit este liber. Si se afle viteza unghiulard a cilin-
drului §i viteza centrului lui, cind capitul liber al firului este
tras paralel cu planul §i perpendicular pe axa cilindrului, cu

vitezd constantd ¢ §i cand cilindrul se rostogoleste, fird alu-
necare.

Rdspuns : Insemnand raza cilindrului cu 7, se giseste:

. . v c . . c
viteza unghiulari o = > viteza centrului v = re
r

442. Un mecanism articulat plan consti din patru bare
¢ AD=B(C=2a, AB=CD=2c<2a,

legate prin articulatii in punctele 4, B, C i

D, AB fiind bara fix4 (antiparalelogram

agezat pe o laturd micd). Si4 se afle baza §1
rostogolitoarea barei C.D.

La problema 442 Raspuns : Baza si rostogolitoarea sunt

elipse identice, cu semiaxele a si | a?—¢*

Focarele primei elipse sunt in 4 §i B, focarele elipsei a doua

in ¢ §si D. Punctul de tangentd al bazei si rostogolitoarel
este P (centrul instantaneu de rotatie).

_!.43. In antiparalelogramul din problema precedentd si
se afle raporturile dintre unghiul ¢, = < PAB §i unghiul
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9,=180°— L PBA, precum si raportul dintre vitezele unghiulare

. d . .
o= P1gi w,= 2 ale laturilor AD si BC.
T a TP a

5 sin a r BD a® 4 ¢t — 2ac cos .
Rdspuns : i 7 R DL N i / x ®in
sin @, ©, ry AC a* + ¢? 4 2ac cos @,

care r,=AP,r,=BP.

444. Si se afle baza si rostogolitoarea antiparalelogramu-
lui (vezi problema 442) asezat pe bara ,
mare A B. Se di x

AB=CD=2¢>AC=BD=2a.

Rdspuns : Doud hiperbole iden-
tice cu axa reald egali cu 2a, prima
cu focarele in 4 si B, a doua cu fo-
carele in C si D.

445. Un unghi drept A M C se miscd in planul sau astfel,
incit extremitatea A alunecd pe axa coordonatelor, iar latura
MC trece mereu prin punctul B, situat pe Oz la distanta a de
0. Si se afle baza si rostogolitoarea, daci 4 M =0B.

Raspuns : Ecuatia bazei este y*= (2zx—a)a, adici o
parabold cu directoarea Oy, focarul in punctul B si parametrul
a. Ecuatia rostogolitoarei este yi=(22,—a)a, in care x; §i ¥,
sunt coordonatele sistemului mobil cu originea in M sl axa x,
orientati dupd MA. Rostogolitoarea este, prin urmare, o
paraboli cu directoarea MC, foecarul in A si parametrul a.

La problema 444

La problema 445 La problema 446

446. Un mecanism articulat (,,inversorul’” lui Lipkin)
are constructia aritatd in figurd, in care

OM=0A=r; MC=MD=I;
AC=CB=BD=AD=a.
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Si se afle traiectoria punctului B cand mecanismul este
in miscare.
Rispuns : O dreapta perpendiculard pe MO la distanta
de M.

22— at

2r

A47. Si se demonstreze, ci extremititile vectorilor care
reprezintd vitezele punctelor unui segment de dreapti, care
se miscd intr’un plan fix, sunt asezate in linie dreapti.

Indicafie. Vitezele extremitafilor vectorilor se vor descompune in compo-
nenle longiludinale gi perpendiculare faii de segmentul dat. Se va analiza separat
deplasarea longitudinali si rotalia segmenlului.

448. Pe un segment de dreapti 4 B, care se miscd intr'un
plan fix, si se afle punctul M, a cirui vitezd este orientati
dealungul segmentului. Si se afle mirimea acestei viteze,
distanta h a centrului instantaneu la segment si viteza instan-
tanee unghiulari o a segmentului 4 B.

Sunt cunoscute méirimile v, si v, ale vitezelor extremita-
tilor segmentului, unghiurile &, si «, dintre aceste viteze si seg-
mentul dat §i lungimea ! a segmentului.

Raspuns : AM —|neicoso !

sin (o, — @) ’ tga, — tg a,’

\ . \ v
V=10 COS X =1, COS &y, W= s (tg o, —tg «y).

. 449. O tija se mised in planul Oy astfel, incat capitul el
inferior A alunecd pe axa Oz, iar tija este tangentd la un cere
cu raza r si centrul in O.

. Sd se afle: viteza de modificare a unghiului OAB (dacd
viteza capitului A este egali cu v), baza si rostogolitoarea
ti)ei precum i viteza ei unghiulars instantanee .

Rdaspuns : 1) e _ _ L—, unde x=0A4, p= JO0AB;
d¢ IV 22 — r2
2) ecuatia bazei este x*—r2x2—r2y2=0;
3) rostogolitoarea este parabola yi=rx,, axa tijei fiind
axa y; lar originea axelor mobile in punctul 4.

d
4) 0="2.
dt

450. O tija se miged in planul Owxy astfel incat capatul A
aluneci pe O, iar tija trece mereu prin punctul M (O, h).
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Si se afle baza, rostogolitoarea si viteza unghiulard in-
stantanee a tijei, dacd viteza capitului 4 este ¢ (comp. cu
problema 449).

Raspuns : 1) se alege originea axelor fixe (ry, ¥,) in pune-
tul M iar axele, paralele cu Ox si Oy. Se alege originea axel(n-
mobile in 4, iar axa & 1ndreptatd dealungul tijei. In acest ca
ecuatia bazei este acf:hyl, adicd o parabold iar ecuatia 1'0st0»
golitoarei £4—h? (£2+4-12)=0

2) viteza unghiulari instantanee este

ho

W = -, in care r = 0A4.
2L h?

La problema 449 La problema 450

451. Tija AB de lungime ! aluneca cu extremititile ei pe
laturile unui unghi drept xOy. Si se afle baza, rostogohtoarea

st traiectoriile punctelor tijei. Si se afle deasemenea viteza ¢
$1 acceleratia w a unui punct oarecare M al tijei, aflat la dis-
tanta m de extremitatea A, in ipoteza cd viteza extremitatii

4 PSte constanti Ql egala ca u.
u?
(I—m)? m?

Rdaspuns : 1) traiectoriile sunt elipsele

2) baza este cercul cu centrul in O si raza l. Rostogoli-
toarea este cercul cu raza— si centrul in mijlocul tijel;
2

. I —m m : ) .
3) rp = Ny Uy =— o woetg oo, tg (v, ) == —
. !
m
- - clg o
[—n m
mu? i o
1) we=0, wy=— ———, w=|wy|, acceleratia este para-
) 2sind @

leld cu axa y, ¢ este unghiul dintre tiji si axa .
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452. Un unghi rigid AOB=¢ se miscd in planul siu
astfel, incit latura OA trece mereu printr’un punect fix M, iar
latura a doua printr’un punct fix N.

S3 se afle baza si rostogolitoarea acestei migcari.

Raspuns : Baza este cercul care trece prin O, M si Ny
rostogolitoarea este un cerc cu razi de dou# ori mai mare
decat raza bazei, cu centrul in O. Centrul instantaneu de
rotatie (punctul de contact al bazei si rostogolitoarei) se afld
pe bazd in punctul diametral opus punctului O.

453. O tijd AB de lungime ! se miscd pe un plan fix astfel,
incit capitul ei A alunecd pe partea interioarid a unui cerc fix

P 1 . .
7 cu raza r (r<—2— l), lar tija trece mereu

prin punctul M al acestui cerec.

Séd se afle traiectoriile punctelor tijei
Z precum s§i baza si rostogolitoarea miscérii
La problema 453 tijei.

Rdspuns : 1) traiectoria unui punct
situat la distanta a de capitul A, este melcul lui Pascal,
cu ecuatia polard p = 2»cos 6 —a, polul fiind punctul M, si
axa polard trecand prin O ;

2) baza este cercul dat. Rostogolitoarea este un cerc
cu raza 2r, cu centrul in 4.

454. Dreapta AB se roteste intr’un plan in jurul unui
punct oarecare O, care se afli la distanta 0C = —’2)— de dreapta.

Sa se afle infisuritoarea vitezelor instantanee a tuturor punc-
telor dreptei.

Rdspuns : Parabola y® = 2px, raportati la axele CO si
AD cu originea in C.

455. Manivela 04 se roteste in jurul punctului 0 cu
vileza unghiulari constanti ; prin intermediul bielei AB ea

La problema 455 La problema 456

pune in migcare culisa B. Si se arate, ci viteza culisei este
egald cu - OD, unde D este punctul de intersectie dintre 4 B
si perpendlculara, ridicatd in punctul O pe dreapta OB.
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456. Viteza punctelor de pe lantul de transmisie al unei
biciclete in raport cu cadrul este egald cu u ; si se afle viteza v
a centrului rotii dinapoi, stiind ¢4 raza ei este R, iar raza pinio-
nului 7.

Raspuns: v = u i
r
457. In paralelogramul articulat OACB punctul O este
fix, barele OA §i OB se rotesc uniform in sensul acelor de cea-
sornic cu vitezele unghiulare o §i w;; A0 = a, OB = b. Si se
afle baza §i rostogolitoarea pentru barele AC si BC.
Rdspuns : Cercuri cu centrele in O, A si B.

4 _C A
é /" m
—_—J _
9 . ' —r—.J? —,

La problema 457 La problema 458

458. Doud bare AC si BC sunt legate intre ele printr’o
articulatie in punctul C i de douid culise in punctele A si B,

care se miscd in linie dreaptd cu vitezele v §i v;. S& se afle pe
cale grafici viteza punctului C si centrele de rotatie instantanee
ale barelor AC si BC. '

Rispuns : Se iau pe CB si pe prelungirea barei A(" seg-
mentele Cb si Ca, respectiv egale cu proiectiile G
vitezelor v, si v pe directiile CB si AC; din
punctele a si b se duc perpendiculare pe Aa
si Bb, care se intersecteazd in punctul D.
Segmentul CD reprezintd viteza punctului
(. Perpendicularele duse pe AC §i CD res-
pectiv din punctele A si C, se intersecteazi
in centrul de rotatie ciutat al barei AC.

459. Un paralelogram articulat ABCD
are pe prelungirea lui BA un punct fix O si
pe prelungirea lui CD o rold E, care se poate
rostogoli pe profilul fix M N. Si se deter-
mine in mod grafic centrele instantanee de
rotatie ale tuturor laturilor paralelogramului.

Rezolvare : Se afla Intdi centrul instantaneu de ro-
tafie al barei CD. Viteza punctului E este orientatd dupd ;4 problema 439

tangenta la curba MN. Fie incd un al doilea paralelogram
articulat AOQO, C. Cand rola E se deplaseazi, O, se va mai migca pe uncerccu centrul
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in O; prin urmare, direclia perpendicularei pe viteza lui coincide cu dreapta 0,0
de aici se trage concluzia, ci cenlrul instantaneu de rotatie al lalurii. DC se afla
la intersectia prelungirii dreptei 0,0 cu normala FKEC,. Intrucit punclele A si B
aparfin zalei O, care se roteste in jurul lui O, cenlrele instantanee de rolatic
ale laturilor BD si AC se aflid respectiv in punctele C, si C,.

460. Un disc se rostogoleste fiara alunecare pe o dreapti
cu viteza constantd v, Bara A B este fixatd de disc printr'o
articulatie in punctul B, aflat pe periferia discului si aluneci cu
capdtul A pe dreapta datd. Si se afle viteza «capatului A al
barei in functie de unghiul de rotatie ¢ al disenlui. Lungimea
barei este [, raza discului ».

rsin @

Raspuns : ©=2¢, sin? (—:;) l ]/ -+ 1

2 — 4r?sint (i)
; 5 |

e ———

, La problema 460

461. 1) Si se afle centroida triedrului mobil al unei
curbe plane date, al cirui varf se misci pe aceastd curbi.
2) Daci 0 este unghiul de contingenti, se poate serie :

ds ds do

diferentiind aceastd expresie in raport cu 'timpul t, se gaseste:

dv

do dp
—_— =W = p — W — -
e~ +

dl

Ce exprimid termenul al doilea din membrul doi al for-
mulei obtinute ?

Raspuns : Centroidele sunt: evoluta curbei date si axa
triedrului mobil, coincizand cu normala principali. Termenul
al doilea din formula obtinuti, exprimi acceleratia centrului
istantaneu al vitezelor.
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462. Pe figurd este reprezentatd schema unui mecanism
bieldi maniveld cu cilindru oscilant, care se poate roti in
jurul punctului fix C. S4 se determine vi-
teza unghiulard Q a cilindrului in functie
de viteza unghiulard « a manivelei A B si de
unghiul ei de rotatie ¢, stiind ed A B=a si
BC=b. ‘ ’
Raspuns: Q = albeos ¢ — g,
a®+b2— 2abcos @

163. Pefigurd este reprezentatd schema
mecanismului unei pompe Holst. S& se con-
struiascd centrul instantaneu de rotatie al
barei CD.

Raspuns : Se prelungesc liniile A0, si
0,B pani la intersectia lor in punctul A.
Centrul de rotatie ciutat se afld la inter-
sectia liniei KC' cu perpendiculara, ridicati
in punctul D pe linia O,D.

La problema 462

464. Pe figurd este reprezentatd schema unui mecanism
cu doui manivele. Cunoscand viteza punctulni 4, si se afle
In mod grafic viteza culisei C.

La problema 464

La problema 163

465. Un segment drept A B de lungime constanta aluneci
cu extremititile sale 4 si B, pe laturile unui unghi drept 20y.
S4 se afle prin constructie geometricid un cerc in plan_ulv moln},
care si se rostogoleasci (cu alunecare) pe dreapta .le& (l‘df‘fl.

Rdaspuns : Centrul cercului cidutat se afld l{b Vlnt(‘l'Sv(‘(‘tm'
bazei cu dreapta, dusi din O paralel cu dreapta fixd dati.

466. Parabola y2=2 pr se rostogoleste fira frecare, pe
o dreaptd fixi. Si se afle traiectoria focarului parabolel.

3

Cr
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Indicafie. Unghiul dintre axa parabolei si perpendiculara pe dreapta fixi
este egal cu unghiul dintre viteza focarului §i aceastd dreapti; in afard de aceasta,
directia vitezei este directia tangentei la traiectoria ciutata.

. 2
Raspuns : Lantisorul y = —I;~ ch (—I) :
P

467. Si se inverseze problema precedentd, adicd sd se
afle rostogolitoarea, stiind c¢i un punct din planul ei descrie

lintigorul
5 = -2ch (2—‘)
2 P
si cd baza este dreapta y = 0.
Raspuns : O paraboli.

468. Spirala logaritmics » = ae*® se rostogoleste, fird alu-
necare, pe o dreaptd fixd. Si se afle traiectoria polului ei.

Rdaspuns : O linie dreapt, inclinatd cu unghiul e=arc tg k
fatd de dreapta fixi data.

469. Si se inverseze problema precedentd, adicd si se
afle rostogolitoarea, daci un punct din planul ei descrie o linie
dreaptd si baza este o dreapti.

470. O dreapti se rostogoleste, firi alunecare, pe un
cerc fix de razi R. Si se afle traiectoriile punctelor, solidar
legate de aceastd dreaptd si, in particular, al punctului care
coincide in momentul initial cu centrul cercului fix.

Rdspuns : x = — Racosea - Ecosa -+ 7nsine,
y=Rasinae — & sin & + 7 cos «,

in care z si ¥ sunt coordonatele fixe, a ciror origine se afli in
centrul cercului mobil, axa = este paraleld cu pozitia initiald a
dreptei mobile, iar « este unghiul dintre dreaptdi si axa .
Axele mobile (&, 1) coincid in momentul initial cu cele fixe.
Pentru £=7=0 se obtine x=— R« cosa, y=RF « sin «, adicd
spirala lui Arhimede.

§ 20. Migcareca de surub a unui corp rigid

1. Cind un corp rigid se rotegte cu viteza unghiulari @ in jurul unei axe
fixe si pe lingi aceasta, are o migcare de translatie, a cirei vitezi v este fndrep-
tatd dealungul axei de rotatic, atunci corpul executi o migcare elicoidali. In acest
caz toate punctele corpului descriu elice, situate pe cilindri circulari avind razele
egale cu distantele punctelor corpului la axa de rotatie; aceasti axii se numegte,
in cazul miscérii de surub, axa elicei sau axa de rolo-translafie (fig. 27).
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Un punct M, aflat la distanta r de axa elicei, descrie o linie elicoidali,
trasatd pe cilindrul cu raza r. Daci se desfisoard acest cilindru in plan, in cazul
general linia elicoidala se va prezenta in forma unei curbe oarecare; iar unghiul
«, dintre aceastd curbi si generatoarele cilin-
drului, va fi variabili. O astfel de elice se nu- &
meste elice cu Inclinatie variabild. Dacd unghiul
a este constant, elicea este cu inclinatie con-
stantd; pe desfasurata cilindrului ea este re-
prezentata sub forma unei linii (fig. 28). Distanta
‘intre punctele, in care elicea intersecteazi con-
secutiv aceeasi generatoare a cilindrului, se nu-
meste pasul surubului. Dacd h este pasul suru- mr
bu§yi, r raza cilindrului si « unghiului de incli- . .
nare, atunci | Fig. 27 Fig. 28

<t

= ctg «.
2Tr

Elicea este astfel perfect determinatd prin douid dintre mdirimile amintite.
v

v
Cand o si v sunt constante, atunci h = 2x — - Mirimea p = — se nu-
© 14

meste parametrul elicei; prin urmare, h = 2xp.

Din ultima formuli reiese limpede, ci atunci cind un corp are o miscare
elicoidala, elicele descrise de punctele corpului, au acelasi pas, prin urmare si
acelagi parametru ; inclinarea lor (unghiul a) va creste pe misuri ce punctul se
depirteazd de axa elicei.

2. Orice deplasare a unui corp rigid, dintr’o pozitie In alta, este echiva-
lentd cu o deplasare clicoidal3 (teorema lui Chasles). Deaceea migcarea unui corp
poate fi inchipuita ca o succesiune netntrerupti de miscari elicoidale infinit de mici ;
locul geometric al axelor instantanee in spatiu, formeazi o suprafati riglati, nu-
mitd azoidd fizd. Locul geometric al axelor elicoidale instantanee, in corpul in
migcare, se numeste azoidd mobild.

471. Viteza punctului -4 al unui corp este egald cu v §i
formeazi unghiul « cu axa de roto-translatie. Si se afle viteza
de alunecare u si viteza unghiulari de rotatie v, cind distanta
dela punctul 4 la axi este a.

v sin «

Raspuns: u = rcos &, w=
a

472. Si se demonstreze exactitatea urmitoarei constructit

a axei instantanee de roto-translatie.
__ Dintr’un punct arbitrar O, din spatiu, se duc trei vectori
04, OB i 0C, egali din punct de vedere geometric cu vitezele
a trei puncte oarecare M, M’ si M’ ale corpului. Axa instan-
tanee este perpendiculari pe planul care trece prin punctele
A, Bsi C.

TFie m, m’, ma si m'b proiectiile punctelor 3 i M’ si a
vitezelor lor pe acest plan; punctul de intersectie al perpendi-
cularelor, ridicate in punctele m §i m’ pe proiectiile ma §i m'b,
apartine axei instantanee.
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473. Se da cubul A BCDEFGH cu muchia de a m. Viteza
punctului 4 este de a m/s si orientatd dupid AG; viteza punc-

tului B este egali cu al 2 m/s si orientati
dupi BE, viteza punctului C este egald cu

al2m/s si paraleld cu DF. Si se determine
pozitia axel instantanee de roto-translatie,
viteza de alunecare u si viteza unghiulari
de rotatie w.

Réaspuns :  Axa de roto-translatie
La problema 473  coincide cu AG; u=a mfs; o =1 37" g

474. Pe elicea (v, w) v este viteza de translatie 51 o viteza
unghiularid. Si se afle locul geometric al punctelor, a céror
vitezi este ¢ |/ 2.

» v L . 1)
Rdspuns : Un cilindru circular de razi r = —=p (para-
(O]

metrul elicei), a ciarui axd coincide cu axa elicei.

475. Un surub cu pasul 2 se migcd intr’o piulitd cu viteza
de translatie v. S4 se afle viteza lui unghiulari.

~

. 27w 600 .
Raspuns : o = = san n o= —- ture/minut.

476. Raza unui surub este de r em, unghiul de inclinare
al filetului este «. Acest gurub se roteste in piuliti cu viteza
unghiunlari o 1/s. Si se afle viteza Ini de translatie v.

Rdspuns: v = r mctga cm/s.

Si se determine pasul h al unui surub, astfel ca
viteza lui unghiulard o si fie numeric egald cu viteza lui de
translatie » mm/s.

Raspuns : h = 21 = 6,3 mm.

478. Doud puncte ale unui surub, sunt situate pe
acelagi diametru la distantele »; si r, de axa surubului. Ce
relatle existd intre dlstzmtel(, r sir, dacd vitezele acestor

pun(‘tc sunt perpendiculare intre ele iar viteza de translatie si
cea unghiulard a surubului sunt egale ca mirime cu v i ©?

2
FTONIINC o e 4 2
Raspuns : ryry, = (:) =7

479. Un surub diferential are constructia ardtatd in
figurd. Pasul pnmulm filet este hy, pasul celui de al doilea,
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care miscd culisa este h,. Sa se afle viteza v a culisei, dacit
primul filet este pe dreapta, al doilea filet pe dreapta sau pe
stdnga, iar méinerul se invir-
teste astfel inedt primul filet

se insurubeazi, ficiAnd »n ture - -— _
’ bom———

pe minut. by Ly |
Raspuns : 1) filetul al doilea * EL—YEIL-EE—
hy—1 oot
este pe dreapta: p= 172, ;
60 La problema 479
o pe . R hy, 4 hy . .
2) filetul al doilea este pe stinga: r= "1y, directia

vitezei v fiind considerati pozitivi dela dreapta la stinga.

480. Pe figuri este reprezentati in mod schematic o
presi. Fileturile suruburilor au directia aridtatd; pasurile lor
sunt egale cu %, si k,. Unghiul glisierei A este egal cu a. Si se
afle viteza glisierei, dacd manerul face »n ture pe minut in sens
contrar acelor de ceasornic.

- Cae . hy, + h?
Rdspuns : Alunecitorul se ridicd cu viteza r= 1_66_ nctg a.

) T ]

La problema 480 La problema 481

481. O presi cu articulatii constd dintr’un romb articulat,
care are doud varfuri fixate prin articulatii de piulitele C si B
ale unui surub diferential cu fileturi, avind I_)asul egal h; axa
gurubului se poate deplasa liber prin miscdri de translatie in
sus si in jos, alunecind cu capetele in cadrul presei. _

S4 se afle viteza punctului 4, dacd ménerul presei face n

ture pe minut, in sensul acelor de ceasornic.
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o < . hn a
Rdspuns : Punctul 4 coboari cu viteza v = s tg -
v .

in care a= < CAB = < CDB {vitezay axel surubului este

N

§ 21. Compunerea miscirilor unui eorp rigid

1. Prin compunerea unor migciri de translatie se ob{ine o miscare de trans-
lajie a cirei vitezd este egali cu suma (gecometricd) vitezelor miscarilor com-
ponente.

2. O rotatie cu viteza unghiulara ® si o miscare de translatie cu viteza P

perpendiculari pe axa de rotatie dau o rotatic cu aceeasi vitezi unghiulard o
v

in jurul unei axe, paraleld cu ceca data si situatd la distanfa d = — deaceasta
(fig. 29). ©

3. O rotatie cu viteza unghulari © si o migcare de translatie cu viteza o,
paraleld cu axa de rotatie, dau o miscare elicoidald cu

O R v
) > parametrul — °
[O]
al 7. Intrucit viteza unghiulari de rotatie este un
! vector alunecitor, rotatiile ale ciiror axe se intersecteazi,
&0 se compun intr'o singurd rotatie, cu viteza unghiulara
Fig. 29 egald cu suma (geometricd) vitezelor unghiulare ale ro-

tatiilor componente (analogie cu compunerea forielor

concurente). La compunerea rotatiilor in jurul unor axe
paralele se aplici teoreme, analoage teoremelor corespunzitoare dela compu-
nerea fort{elor paralele.

5. Un cuplu de rotatii este totalitatea a doua rotatii in jurul unor axe para-
lele, cu viteze unghiulare egale, indreptate in directii opuse. Un cuplu de rotatii
este echivalent cu o miscare de translajie cu viteza perpendiculari pe planul
cuplului §i egald ca mirime cu momentul cuplului, (fig. 30) adica

V= wd;

?eci viteza unei misciri de translalie este analoagi cu momentul unui cuplu de
orte.

@ @ &
v
! 5
x
lr-cb 0
Fig. 30 Fig. 31 Tig. 32

) 6. Viteza unghiulari © poate fi transferati din punctul A in punctul B
(fig. 31), addugindu-se cuplul de rotatie corespunzitor, adicit viteza de translalic
(comp. p. 2 al acestui paragraf).

7. Cind un corp cxecutd mai multe rotatii in jurul unei axe diferite, atunci
vectorii vitezelor unghiulare @ pot fi mutati intr'un centru oarecare O ca si vec-
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torii for{elor in staticd. Ca rezultat al acestei mutdri se obline (fig. 32) viteza
unghiulara rezultanti Q = X @ si viteza rezultanti a miscirii de translatie v =
= ZMOMOQ Daca se descompune v iteza v dupi direc{ia veclorului Q si dup.i direclia

perpendiculari pe Q se obline o miscare elicoidala cu axa paraleli cu Q situata

vsina . v Ccos o
de ) si cu parametrul p = Q

Q si v. Aceastd axa elicoidald se numeste axd elicoidald instantanee (sau axa in-
stantanee de roto-translatie). Daci { = 0, se obtine o miscare de translalie : daci
vectorul v este perpendicular pe £, o migcare derotatie (comp. ,,Statica”, § 5).

la distanta d = , & fiind unghiul dintre

482. O pand triunghiulari cu fetele laterale egale, cu unghiu-
rile la bazd egale cu o, este asezatd
intre doud piese, 4 §i B, care se migci
in linie dreaptd pe un plan orizontal,
cu viteze date v, §iv,. Si se determine
vileza migearii de translatie a penei.

La problema 482

1 dspuns : v = ' VTt 2ocos2z
cpuns - - 2 cos a

483. O bari dreaptd A B alunecd cu capetele sale pe doud
drepte conducitoare Oz si Oy perpendiculare intre ele, care se
rotesc in jurul punctului O cu viteza unghiulard constanti o.
Unghiul de inclinare al barei fati de linia Oz variazd dupai
legea o = @, = wof. S& se determine traiectoria absoluti a
unui punct oarecare M al barei.

Rdspuns : In ambele cazuri traiectoria este un cerc de-
seris cu viteza unghiulari 2o.

484. In centrul O al unui cerc fix de razi I se afli o

axd, in jurul cireia se roteste bara OJ (maniveld) de lungime
p. La capitul barei este agezatd liber o

roatd de razd r=~R—p, situati in planul
cercului si tangentd interior la cere. Sa
se afle, pe cale grafici, punctul de pe
circumferinta rotili mici, a ecdrui vitezd
trece prin punctul A, extremitatea dia-
metrului perpendlcul(u pe 0. Si seafle
aceastd vitezd pe cale analiticd.
Rdaspuns : Punctul cautat se afli
la intersectia dreptei AN cu cercul mic,
N fiind punctul de intersectie al dreptei OM cu acelasi cere.
2RpQ
VRm'

La problema 484

o=

in care Q este viteza unghiulari a barei.
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485. Bara A B de lungime 2a (maniveli) se roteste intr’un
plan fix in jurul eapitului 4 cu viteza unghiulard constantd
Q in sensul acelor de ceasornic. La ca-
pitul B al barei este axatd liber o roati
de razi a, care se roteste in acelasi plan,
insd in sens contrar, cu viteza unghiu-
lard constantd « in raport cu bara. Si
se aleagd o astfel, incit acceleratia abso-
lutd a unui punet M al rotii, care se afla
intr’un moment dat deasupra barei, si fie cgald cu zero.

Raspuns: o = (1 + V‘Z) Q.

La problema 483

486. In conditiile problemei precedente, se cere sa se
afle acceleratia absolutd w a unui punct oarecare M, care s¢
miscd cu o vitezd unghiulard (relativd) constanti , pe peri-
feria rotii in sensul. acclor de ceasornic, in momentul ciand
acest punct se afli deasupra barei. Si se cerceteze formula

obtinutd pentru cazurile || = || si o, = 0.
Raspuns: 1) w = a|(w;—w)2+2 (0, —o) Q—Q2;
2) Primul caz particular : w= —aQ?; al doilea

caz: w=a|[(Q—w)? — 2Q2].
Drept sens pozitiv pentru vitezele unghiulare se ia sensul

acelor de ceasornic, iar pentru acceleratii, sensul la dreapta
lui M. '

487. Roata I este fixd. Pe axa ei este axatd liber bara
0OA, care se roteste in jurul lui O
cu viteza unghiulari Q. Pe bari U4
sunt asezate rotile II, IIl i IV,
angrenate intre ele §i cu roata I.

Sd se afle viteza unghiulari
w'q @ rotii IV in raport cu bara,
precum gi viteza ei unghiulari ab- la_problema 487
solutd  w,.

Raspuns : o =(—1)p.1Q; W, = mﬂ, n fiind
n « Fa

numirul rotilor. Pentru » = { se giseste :

’ rl T +r

w,=-2Q; @,=1T4Q
Ty Ty

488. Pe o axd comund sunt axate liber roata I si bara I ;

la capidtul barei este agezati, deasemenea liber, roata II1, care

este angrenatd in interior cu roata fixid IV. Cunoscind nu-
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mirul dintilor 2, 2, 2, ai acestor roti, si se afle relatia dintre
vitezele unghiulare ale rotii I si a barei, a cirei vitezd este 0.

Raspuns : o, = (1 + ——‘«) -

%

Ly

7
=

¢ i
| -

La problema 488 La problema €89

489. Pe arborele I este fixatd cu pene, roata I1I, iar pe
arborele II este fixat un disc pe care sunt axate liber rotile IV
Aceste roti se afli in angrenare interioard cu roata de cuplaj V,
axatd liber pe arborele I. Cunoscand numirul dintilor tuturor
rotilor §i numerele n; §i n, de ture ale rotit III §i ale arbo-
relui I1, si se afle numirul de ture »; ale rotii de cuplaj.

- Z
Rdspuns : ng = (g — ny,) z—’+n2.
(]

490. Pe axa A B sunt axate liber rotile IV si V, precum
§i cadrul I, pe care se pot invarti doud roti
II i III, solidar legate. Cunoscand nu-
mérul dmhlor 2,=120, 2, =118, 2,=116 s
2;=118 s vitezele unghiulare w; §i w4, a ca-
drului §i a rotii IV, si se afle viteza unghiu-
lard w; a rotn V.

;129 o, La problema 490

Raspuns 1 wy =
. P 5 30

491. Pe axa A B sunt axate liber doud roti conice IV si
V si bucsa I a unei roti paralele cu primele doui (aceastd
roati nu este reprezentati in figuri). Pe bucsd este montat
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un manson inclinat, in care se poate roti liber o roatd bila-
terald 1I1-111, angrenatd cu rotile conice IV si V. Cunoscind
vitezele unghiulare z; $1 o, ale
rotii ¥V si ale bucgei, precum si
numirul dintilor tuturor rotilor,
si se afle viteza unghiulard a
‘rotit IV.

Raspuns : wg=kowg+(1—Fk)o,

A 2q * Z
in care k= 22
Z3 24
La problema 491 492. O roatd de razd r se

rostogoleste, fird alunecare, pe
altdi roatd de razd R, la exteriorul sau in interiorul ei, incon-
jurind-o de n ori pe minut. S84 se afle vitezele unghiulare abso-
lute o, §i w, In ambele cazuri.

- R R—
Raspuns : o, = — o Ly = BRI,
8 r 30 r

493. Un corp se roteste simultan, in acelasi sens, cu
aceeasi vitezd unghiulari o in jurul a trei axe paralele. Sa
se determine pozitia axei si viteza unghiulari a rotatiei rezul-
tante.

Rdspuns : Axa trece prin centrul de greutate al triunghiu-
lui ABC, in care A, B si ¢ sunt punctele de intersectie ale

axelor date cu planul perpendicular la ele; viteza unghiu-
lard este Q=3aw.

494. Intrebarea din problema precedents in ipoteza cd
rotatia in jurul axei B este orientatdi in sens opus celorlalte
doua rotatii.

Raspuns : Axa trece prin varful D al paralelogramului
ABCD, in care AC este diagonala; Q= w.

495. Un corp se roteste in jurul unei axe orizontale 04
cu acceleratia unghiulari constants 3 s—2. La randul siu, axa
se roteste in jurul unei axe fixe verticale OB, cu acceleratfid
unghiulard 4 s=2. Si se afle viteza unghiulari a rotatiei rezul-
tante, daci in momentul initial corpul se afli in repaus. S&
se afle axoida fixd si mobili.

_Ra’-spu_ns : Q=51 axoidele sunt douii conuri circulare, cu
axele 04 51 0B,

496. Intr'un moment dat, un corp executi doui rotatil
cu vitezele unghiulare o, = 3 s~' i w,= 3 s~ si o miscare
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> e . Mmoo o = = . .
de translatie, cu viteza ¢=6 —. Vectorii wy, w, si ¢ sunt sitnati
s - .

in acelasi plan. Sd se determine migcarea rezultants a corpului,

dacda < o = 60° si 2
X B=30°.
Raspuns: O ro- W, w,
tatie cu viteza unghiu- g / - .

X 5 A 0 W v
lari Q@ =23 s—1 in - 4
jurul unei axe, per- VAU /
pendiculard pe v, pa- La problema 496 La problema 497

raleli cu planul dese-
nului §i aflat la distanta Y3 m de acest plan.

497. Un corp executi dous rotatii in jurul axelor Oy
s1 Oz, cu vitezele El si w, §i 0 miscare de translatie dealungul
axei Oy, cu viteza v. Si se determine pozitia axei de roto-
translatie, viteza unghiularid de rotatie §i viteza de alunecare.

Rdaspuns : Axa de roto-translatie trece printr’un punct

VW o . . _ s
de coordonate y=z=0, ¥ = ———; Q=) wl+e}; mirimea
w0, -
. - w
vitezei de alunecare este u = v = e
Voivo;

___498. Si se compuni doud misciri elicoidale antiparalele

(@, v) 8i (— J, —w), ale cdror axe se afli la distanta d una de alta.
Raspuns : O migcare de translatie cu viteza V = od,

perpendiculard pe planul axelor elicelor date.

499. Un corp participd simultan la trei rotafii in jurul a
trei axe, agezate pe doud laturi si o diagonald
(04, BC si CO) a pitratului OABC, avind
vitezele unghiulare corespunzitoare propor-
tionale cu lungimile acestor segmente.

Si se inlocuiascid acest sistem de rotatil
printr’o rotatie in jurul unei axe, care trece
prin O si o miscare de translatic corespunzi-
toare. Apoi si se inlocuiascd sistemul printrio
singurd rotatie.

Raspuns : 1) o rotatie in jurul unei axe, care trece prin
O si este paraleli cu BA cun viteza unghiulari w|2; o mis-
care de translatie cu viteza egald numeric cu 04 . w, perpendi-

La problema 499
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culari pe planul pitratului ¢i orientatd spre cititor; 2) o rotatie
in jurul axei BA cu viteza unghiulard )2, unde © este viteza
unghiulari in jurul axei OA.

500. Un cub, cu muchia a se roteste simultan cu viteze
unghiulare o, §i ©, egale ca mirime, in

F
¢ ) s
jurul muchiilor sale neparalele, care nu
6 7 w se intersecteazd, AD st OC, cum se aratd
[7? in figuri. S& se compuni aceste rotatil.
8 Raspuns : O migecare elicoidald, care
0 porneste din mijlocul muchiei OA spre
.s . . . a
T 4 mijlocul muchiei FG §i parametral >
La problema 500 (comp. problema 108).

501. Un corp se roteste simultan cu viteze unghiulare,
egale ca mirime cu o, in jurul a sase axe,
agezate cum se aratd in figuri, dealungul
muchiilor cubului. S se inlocuiascd acest
sistem de rotatii printr’o miscare elicoidali.
(Lungimea muchiei cubului este a).

a

Rdaspuns : O elice, a cirei axi trece ——]
prin mijlocul suprafetelor superioari si in-
ferioard. Viteza unghiulari este Q = 4w
(orientati de jos In sus), viteza de trans-
latie este V=aw si orientati de sus in jos (filet la stinga).

La problema 501

202. Si se compuni trei rotatii w;, w, w, in jurul a trei
axe perpendiculare intre ele, asezate cum se arati in figuri,
dealungul muchiilor unui paralelipiped dreptunghic, care au
lungimile a, b si e.

Raspuns : O elice. Viteza unghiulari Q =Vco'f+w§+co§.
W 03h ~ w0+ wawea

Q

Viteza de translatie V =

503. Si se adauge migcdrii elicoidale (w, v) 0 vitezi de
translatie v’, sub unghiul « fatd de axa ei.
Rdspuns : Axa elicei este paraleli cu axa datd si se afld

v

- p v . . . v v A
la distantad = — sin « de ea. Viteza unghiulari riméine cea
(D]

anterioard. Viteza de translatie va fi egali cu v4-v' cos «.
504. Un corp participd simultan la sase misesri elicoidale,
ale cdror axe sunt agezate pe muchiile unui cub, ca in figuri.
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S4 se afle miscarea rezultantd, daci vitezele unghiulare xi
vitezele de translatie, ale tuturor elicelor au module egale
o sl 7.

w, w
; v Ve uh
J, ’
. v 3 ‘——§o7.
L
_ & _ @3
Ws a We 0 Y
% @ ¥
2 / a_ Vl,
A —_— )
0 4 ‘
La problema 502 La problema 5§03 La problema 504

Raspuns : O miscare elicoidald, avind ca axd diagonala
cubului, care trece prin O. Viteza unghiulari Q=‘?]/ 3w. Viteza
de translatie V =2)/3 ». Parametrul este egal cu parametrul .
fieciirei elice componente.

505. O transmisie diferentiali are constructia arditatd in
figurd. Axa A B, pe care se rotesc liber doud roti dintate conice
1 si II, cu razele R, este solidari cu axa perpendiculard OC,
pe care se roteste roata III cu raza r. Rotilor I si Il 1l se
Imprimé viteza de n; si n, ture pe minut.

S4 se afle: 1) viteza unghiulard Q a rotii 111 in raport
cu axa A B, 2) viteza ei unghiulard w; (sau numirul »y al ture-
lor pe minut) in jurul axei OC, 3) axoidele ei.

Raspuns : Considerdnd drept sens pozitiv de rotatie al
rotilor I si II si al axei AB sensul de rotatic al acelor de
ceasornic vizut din punctul A §i drept sens
pozitiv de rotatie al rotii 111, sensul de ro-
tatie al acelor de ceasornic, vizut din punctul ,
C, se giaseste:

b1 w,+w

kg R w, —w, R La problema 505
2) Wg = _("2 - ”1)"—:’2—1'—'; P

60 r 2 r

- 3) axoida fixd este un con circular cu varful in O si inil-
timea indreptatd dealungul axei A B; unghiul « dintre genera-
Loarea i iniltimea acestui con este dat de
Wy + @ I

arc ct
J w, —w, R



Axoida mobild este deasemenea un con circular, cu axa
indreptatd in directia OC, care se rostogoleste pe cea fixi.

506. Un disc cu raza IZ avand unghiul dintre planul siu
si verticald egal cu «, se rostogoleste, fird alunecare, pe un
plan orizontal, descriind pe acest plan un cere, prin centrul
ciruia trece mereu axa discului.

Si se afle axoidele si viteza unghiulard absoluti o, a
discului in jurul axei sale, viteza liniard v, a centrului discului,
viteza liniard v, a punctului celui mai de sus al discului, stiind
cd centrul discului descrie o circumferinti complectd intr'o
miscare uniformé in interval de 7' secunde.

Raspuns : Axoida fixd este planul orizontal, pe care se
rostogoleste discul. Axoida mobild este un con drept, care are
ca bazi discul si ca varf punctul O.

2R costa

- . . 2r 2n
Ty = y U1 = 20, w=?ctga, Wo =~ cosec o.

T sin o
907. Un corp 4 se roteste cu viteza unghiulari con-

stantd Q in jurul unei axe, care coincide
cu muchia egald cu a a unui cub. Corpul

B are o miscare elicoidald (w, v), a carei
axi coincide cu altd muchie a cubului,
asa cum se vede pe figurd. Si se afle
misecarea corpului B in raport cu corpul 4.

Rdspuns : O migcare elicoidald. M-
rimea vitezei unghiulare este egali cu

La problema 507 VQH— w?, lar mirimea vitezei de translatie
® . ..
U —=—=—(r—afd). Axa elicei arc ecuatiile :
VQ2 4 w2 .
vQ + aw? Q
Yy =—-— 2z =—020.
Q2 + w? ©

508. Doui roti cu razele R §i » se rotese uniform in jurul
axelor lor O, 5i 0,, dupi cum se arati in
figurii, in plane paralele, independent una
de cealaltd. Ele au viteze unghiulare dife- /
rite, ale ciiror mirimi absolute sunt Q §i w. %

Si se afle viteza relativi v’ si ac-
celeratia relativd «’ a punctului A de pe \_,
circumferinta rotii a doua, distanta dintre
axele O, si 0, fiind a.

Raspuns: v'=r(0+Q)—aQ; w' =r(w+ Q)2 — af2?, con-
siderand pe figurd ca sens pozitiv pentru ¢’ sensul dela 4 in~
jJos, 1ar ca sens pozitiv pentru w’ sensul dela 4 spre dreapta.

La problema 508
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DINAMICA

I. DINAMICA PUNCTULUI

§ 22. Misearea rectilinie a unui punet material

Dacid un punct material de masi m se misci in linie dreaptid pe axa r,
ecuatia diferentiali a miscirii punctului va fi

d2x

m— = X, 1
ar H
X fiind proiectia pe axa X a fortei care actioneazi asupra punctulul. Aceasti
proiectie X depinde in general de timp, de pozitia punctului si de vitezd, adici

dz

X=X z, —|
dt

Ficidnd unele ipoteze speciale fn raport cu proiectiile foriei X, se obtin
usor primele integrale ale ecuatiei migcdrii §i anume:
1. Daci X depinde numai de timp, adicd X = X(f) se poate scrie mem-

do
brul intii al ecuatiei (1) sub forma mE— sl se obtine, prin integrare In raport

<u t, infegrala cantitdfii de migcare

t
my — my; = g X (¢) dt. (2)
0

Daci X = const, atunci mv — mp, = X-t, adici cresterea cantitatii de
miscare este egald cu impulsul fortei tntr'un interval de timp dat.

2. Daci X depinde numal de pozifia punctului, adici X = X (z). adu-
<ciAnd membrul intai al ecuatiel (1) la forma

a2z dv dr dr dv
m—=m —=m— —— = mb —
de -dt dz df dzx
§i integrand dupa x, se obtine integrala energiei cinelice
: mo? 3
mo?
_____"=g X (2) dz. (3)
2 2 .
S
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m:  mo?
Daci X = const, 5 5 =X (x — =z,), adici cresterea -energici
cinetice este egald cu lucrul mecanic al forfei pe drumul dat.
Daci U (z) este o functie, a cirei diferen{iald este egald cu lucrul elemens
tar al unei forte, adicid

dU(x) = X dxzx,

integrala energiei cinetice poate fi scrisi sub forma

mv?:  mo?
—2—'——2—9=U(I)—U(Io)- )

Funciia U (r) se numeste funefie de for{d.
3. Daci X depinde numai de vitezi, atunci

m .Eli =X (U),
dt

de unde
m dv

X @)

= di.

Integrand, se obtine -
v

1=S mdu’ )
X (0)

Vo
adica { = f (v).

4. Pentru determinarea lui x in functie de f, adicd pentru aflarea legii
migcirii punctuluj, trebue integrate ecuatiile (2), (3) si (5), inlocuind pe v prin
dz .
a si separind variabilele. In ceeace priveste cazul unei forte, care depinde
de vitezd, se mai poate proceda In felul urmitor: din egalitatile dz=vdl si
mdv

= dt, se obtine:

X (v)
d
mydv dz,
X (v)
si inlegrand se giseste
v
+ mv dv
=2z
o X (v)
Ve

adicii z = ¢ (v).
Eliminind pe v din ecuajiile t = { (v), = ¢ (v) se obtine
X=9 ),
adica se afli legea misciirii.
509. Un corp in greutate de P=750 kg se miycd in linie
dreaptd, sub actiunea unei forte constante F, orientatd dea-
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lungul acestei drepte, cu acceleratia w = 1, m/s% Si se afle
mirimea acestei forte.

Raspuns : F = 18)1 w=38,226 kg.
510. Un corp cantdreste P kg. Si se afle masa acestui
corp in sistemul tehnic de unitidti si si se exprime greutatea
lui in dine. ,
Raspuns : 1) m=0,102 P kg s?/m, 2) 981000 P dine.

-o11. Si se afle greutatea unui corp, stiind ci el a pornit
cu viteza initiald orizontald v, = 10 m/s si a parcurs sub actiu-
nea fortei =20 kg o portiune de drum rectilinie orizontali
$=200 m in timpul {=5 s.
Fgt?

— =161/, kg.
2 (s—Dgt) /s ke

Rdspuns : P =

512. Un punct material liber, de masi m=2 unititi
tehnice de masd, se miscd in linie dreaptd sub actiunea unei
forte constante F, avind mirimea de 10 kg. Viteza initiald a
punctului este v,= 10 m/s. Sid se afle viteza punctului dupi
8 secunde dela inceputul miseirii.

Raspuns : 50 mfs.

.513;~ Un punct material liber se mised in linie dreaptd,
sub actiunea unei forte constante F, in mirime de 20 kg.
Viteza initiald a punctului este vo= 10 m/s. Dupd 5 secunde
dela inceputul misedrii, punctul are viteza r=20 m/s. Si xe
afle masa punctului.

Rdspuns : m = 10 unititi tehnice.

514. Asupra unui corp in greutate de 10 kg, ayezat pe
plan neted orizontal, actioneazd o fortd constanti orizontalid
in mirime de 100 dine. Sd se afle viteza corpului, dupd ce a
parcurs 2 m, dacd viteza initiald a fost nula.

Rdspuns: 2 cm/s.

515. In cat timp o forta constanta orizontald, a cirei
mirime este ' kg si care actioneazi asupra unui corp de P kg,
va mari de n ori viteza initiali r, m/s a corpului, daci
acesta se mised in linie dreaptd pe un plan neted orizontal?

Rdspuns : t = Prgn = 1) ~ 0,102 —P—_ (n—1)ry sec.

gF F
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516. Cu ce fortd trebue franat un automobil de P kg,
pentru a reduce in interval de t secunde viteza lui dela v, la
+ m/s?

. - P uv,—v

Raspuns : F = -— 01

g

ko,

517. La extremititile unui fir, trecut peste un scripete a
cirui masi se neglijeazi, atarni intr’o parte o greutate P, iar
in partea cealalti o greutate identicd si un supliment de greu-
tate p. Si se afle mirimea acceleratiei cu care se va misca
sistemul acesta, dacd este lisat liber. (Frecarea si rezistenta
aerului se neglijeazd).

p
g.
2P+p
518. O greutate de P kg este atirnati de un cantar cu
arc, fixat de nacela unui aerostat. Cat va indica cantarul, daci
aerostatul se miscd vertical cu acceleratia constantd w m/s??
Rdspuns: P, = P (1+ 0,102 w) kg, unde semnul plus
-corespunde urcirii, iar semnul minus coboririi aerostatului.

519. Un corp de P kg este tras cu acceleratia w m/s?
pe un plan aspru orizontal cu ajutorul unui fir orizontal legat
de el. Si se afle tensiunea T a firului, coeficientul de frecare
fiind f.

Raspuns: T = P (f+0,102 w) kg.

520. Un ciocan in greutate de P=3 tone cade dela inil-
timea h=1,5> m pe piesa de forjat; deformatia piesei se pro-
duce in t=0,01 s. Si se determine mirimea medie a fortei de
presiune a ciocanului pe piesi.

Raspuns : F:P(l—l— va—h) = 168,9 tone.
Ty o9

Raspuns : w =

521. Un proiectil de 343 kg porneste cu viteza de 300 m/s
din teava tunului, care are lungimea de 5 m. Si se deter-
mine forta de presiune a gazelor formate de explozibil, asupra
proiectilului, considerand aceastd fortd constanti.

Réaspuns : 875 tone.

522. Un proiectil de 7 kg porneste cu viteza de 700 m/s

rimanand timp de 0,01 s in interiorul tevii. Si se determine
mdirimea mijlocie a fortei de presiune a gazelor asupra pro-
iectilului.

Raspuns : 50 000 kg.

170



523. In momentul intreruperii actiunii aburului, un tren
are viteza de 21 m/s. S4 se determine distanta pe care trenul
o va parcurge pand la oprire, coeficientul de frecare fiind 0,005.

Rdaspuns : 4,5 km.

924. O sanie este lisati si alunece pe o suprafatd ori-
zontald de ghiatd si parcurge distanta de 70 m. Si se afle viteza
initiald a saniei, coeficientul de frecare fiind 0,07.

Raspuns : v4=9,8 m/s.

525. Un proiectil de 12 kg are viteza vy=+420 m/s in mo-
mentul cidnd atinge zidul unei fortirete si pitrunde panid la
adancimea de 1,56 m in zid. Si se determine mirimea medie
a fortei, care se opune miscirii proiectilului.

Rdspuns : 72 000 kg.

526. Si se afle viteza initiali a unui glonte de armi, in
greutate de p=10 g si cu diametrul d=8 mm, dacd presiunca
gazelor explozibilului este de 600 kg/em? in momentul impus-
cdturii si dacd glontele este supus acestei presiuni timp de
0,002 secunde.

Raspuns : vy=590 m/s.

527. S4 se demonstreze ci pentrn doud corpuri, care au
fost in stare de repaus si au fost puse simultan in miscare, de
forte egale, care actioneazi in acelasi timp, este valabild relatia :

MV mo? 1% m
T2

5 =

o v .;‘I,

in care M si m sunt masele, iar V7 si r vitezele acestor corpuri.
528. Un pilot se ridici intr’'un aerostat, care are viteza

verticali ¢. Cand ajunge la iniltimea h deasupra pidmantului,

pilotul arunci balast. In cat timp balastul va ajunge la pimant?
Se neglijeazi rezistenta aerulut.

v +Vv'-' + 2gh

Raspuns : t =
9

529. Un fir orizontal, care poate suporta o tensiune de
10 kg, fird a se rupe, este legat de o sarcind de 2 kg, ajezatd
pe un plan orizontal. Coeficientul de frecur_e dintre sareind s
plan fiind 0,1, si se afle acceleratia maximi. care poate fi
transmisdi sareinii cu ajutorul acestui fir.

Rdspuns : 43,02 m/s%



530. Si se determine ce drum s trebue sid parcurgi un
corp cu masa de m unititl tehnice de masi, pentru ca sub
influenta uneci forte constante de mirime F kg, viteza lui ini-
tiald v, m/s sd creascii de n ori.

(nt—1) mvg

Rdaspuns: § = ———— — m.

F 2

531. Un berbece de greutate P=90 kg este ridicat la
indltimea h=1 m; la ultima loviturd un pilon intrd in pdméant
la 0 adincime s=1 ecm. Ce sarcini maximi in kg/em? va suporta
acest pilon, fird a ceda, considerand ci rezistenta pamantului,
fati de miscarea pilonului, este constantd, cd sectiunea trans-
versald a pilonului este de 15 dm?2, iar masa pilonului poate fi
neglijatd ?

Rdspuns : 6 kg/em?.

532. Un punct de masd m = 0,1 unititi tehnice de masa
se miscd in linie dreaptd dupid legea

s=14—12 3460 12,
s fiind exprimat in metri, iar ¢ in secunde. Si se afle méirimea.
fortei, care actioneazi asupra acestui punct. Si se determine
momentele In care aceastd fortd are valoarea maximi sau
minim3.

Raspuns: F = 1,2 (12°—614+10)kg; Fpn= 12 kg pentru
t=3 s.

533. Un punct, de masa m =12 unititi tehnice de masi,
executd pe axa x oscilatia armonici :

r = D cos (—l t),
2

x fiiqd exprimat in metri, iar ¢ in secunde. Si se exprime, in
funetie de z, proiectia pe axa z a fortei, care actioneazi asupra-
punctului. '

Raspuns: X = — 3 =% r kg.
934. Si sc afle legea misedirii rectilinii a unui punct liber,
de masd m, sub actiunea unei forte periodice F = am cos (k!)
filnd cunoscutd abscisa initiald 2, §i viteza ei initiald v,.
o . ) a a
Raspuns: r = r, + ) + gt — o €08 (k).

535. Centrul fix O atrage un punct de masi m cu forta
F= pmr" r fiind distanta dela punct la centru si p un coefi-
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cient constant. In momentul initial ro=a 3i viteza punctului
1,=0. In cat timp punctul va ajunge in centrul 02 Si se cer-
ceteze cazurile particulare: 1) n=1; 2) n=—2; 3) n=—3
4) n=—1.

n+4+1 o
Raspuns: t = V Syau+1_:n+1

Cazurile particulare :
3
2 a® —
) t=——; 2)t=—2y 3)¢ = 4)t=al| -
2V’ 2V ~ Ve 24

536. Un punet material de masi m, este respins de un
centru fix O cu o fortd a cirei mirime F' = pmr, in care r este
distanta punctului la acest centru. In momentul initial ry = a
§i v,=0. Si se afle viteza pe care o atinge punctul, dupi par-
curgerea drumului s=a.

Raspuns : v = a | 3.

537. Un punct material este atras de un centru fix 0,
cu o fortd proportionald cu masa punctului si invers propor-
tionald cu cubul distantei, coeficientul de proportionalitate
fiind w. In momentul initial distanta punctului la O este a, si
viteza egald cu zero. Si se afle legea miscirii punctului.

Raspuns : x = L Vat — ez
. a

538. In timpul ciderii unui corp M spre interiorul piman-
tului intr’un put foarte adédnc, acceleratia este dircct propor-
tionald cu distanta corpului la centrul —
globului piméantesc. Si se afle timpul !
¢, in care corpul va parcurge un drum

dat s, precum i viteza v la sfirsitul 7
acestui drum, cand corpul incepe si

cadi dela suprafata pdméntului fird Z

vitezd initiald, presupunind, ci nu /

existd rezistenta aerului.

bt )

R
Rdaspuns : ¢t = V— arccos ;

T2

R fiind raza pimantului.

La problema 538
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539. Un corp cade dela o indltime mare pe suprafata,
paméntului fard vitezd initiali. Si se afle viteza lui si legea
miscarii, tindAnd seama de faptul, ci dupd legea lui Newton
forta de atractie se modificd cu distanta, si neglijand rezistenta
aerului.

Raspuns : Dacd H este distanta initiald a corpului la
centrul piméantului, r distanta la centrul pidmantului intr’un
moment oarecare ¢ si I raza pamantului, atunci :

o V'«’_T:.H—»,
H T
H—1z
_—V29( —L)+H‘ucquH )

L.a cddere din infinit :

'vlle/—Ig-

La céddere dela iniltime mici (forta de atractie constantd) :
v, =V 2 (H — ).

540. Un corp este aruncat vertical in sus dela suprafata
paméantului, cu viteza initiald v,. Tinind seama de forta de
atractie a lui Newton s§i neglijand rezistenta aerului, si se afle
la ce indltime maximi si in cit timp se va ridica corpul, raza.
pamantului fiind R.

Rdspuns :
D]
vy \° ’ R 29R - v
hmax = R[] ; 7'== [0, + 25— aresin | ——|,
c c? Cc Y 2gR
in care

¢ = \/ 29 R — 3.

541. S4 se afle energia cinetici dobanditi de un corp,
care cade spre suprafata pamantului fir§ vitezd initiald dela
o iniltime foarte mare k (tinind seama de variatia fortel gra-
v1tatu, in functie de iniltime, dupé legea lui Newton si negli-
jand rezistenta’ acrului). Folosind rezultatul aflat, si se deter-
mine temperatura unul meteor cu capacitatea ca,lorlcﬁ c=0,2,
greutatea P =1 kg, daci echivalentul mecanic al caldurn
este de 427 kgm, raza piméintului R=6 375400 m §i h==,
presupunand ed, la ciocnirea cu piméantul, toatd energia eine-
ticd a meteorului se transformi in cilduri.

s R
Raspuns: 1) Ph——kgm. 2) t°~ 74 650 °C.
vasp ) Ph Ren gm ) 4 65
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542. O sferi de 10 g se miycd pe verticali in jos, sub
actiunea gravitatii $i intampind rezistenta aerului; legea mis-
ciaril el este exprimati prin:

§=327 t — 109 (1—e=3Y),

s filnd exprimat in centimetri. Sd se determine forta de rezis-
tentd a aerulul in functie de viteza v.
Raspuns : 30 v dine.

943. O sferd, de masia m, cade vertical sub actiunea
gravitatil fard vitezd initiald, intr’'un mediu a cdrui rezistenti
este proportionald cu puterea intaia a vitezei si egald ca mirime
cu R=kmv, unde k este un coeficient constant de proportiona-
litate. S&4 se afle legea misedrii sferei.

Rdspuns: s = % — L1 — et

k2

544. O barci are viteza initiald ry= 6 m/s. Dupd 69 s
dela inceputul miscirii, aceastd vitezd se reduce la jumitate.
S& se afle legea miscdrii bircii, dacd rezistenta apel este pro-
portionald cu viteza bércii.

Raspuns : x = 600 (1 — e~00tf),

545. Un corp in greutate de P kg, este aruncat vertical
in sus cu viteza initiald v,. Presupunind ci rezistenta aerulni
este proportional cu patratul vitezei corpului, coeficientul de
proportionalitate fiind p, si se afle, cu ce vitezd va cidea corpul
inapoi pe padmant.

. P
Raspuns : v = 1, 5
P 4 uog

456. O barci are viteza initiald v, In timpul miscarii
i se opune rezistenta apei, a cirei putere este proportionald
cu patratul vitezei bireii, factorul de proportionalitate fiind
egal cu km, in care m este masa bdrcil.

Dupi cat timp viteza bircii se va reduce la jumditaten
vitezei initiale?

. 1
Raspuns: t = — s.
kv,

547. O sferi de masi m cade vertical sub a('t,iunea.t ora-
vitdtil fira vitezi initiali. Rezistenta aerulul are mirimea:
R = kopr?, in care k este un factor de proportionalitate con-
stant, ¢ aria unui cerc mare a sferei care cade, p densitatea
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aerului i » viteza sferei. Si se afle viteza v a sferei si drumul
parcurs s, in functie de timp. Spre ce limitd tinde viteza v, cind
t creste nelimitat?

. t c? ty . m
Rdspuns : v=c-th z ; $=—1Inch i , in care =" ;
c g e kep

lim v = . ’
[

348. Un corp incepe si cadd din punctul 4, fird vitezd
initiald, intr’'un mediu, a cdrui rezistentd este R = kmwv, in
care k este un factor de proportionalitate, m masa corpului
§i v viteza lui. Din punctul B, situat pe aceeasi verticald cu 4,
la a unititi de lungime mai jos, se aruncd simultan alt corp
cu viteza initiald vy, indreptatd vertical in sus. Si se afle locul
si momentul intalnirii acestor corpuri. In ce conditie intil-
nirea este posibild ?

Raspuns : Momentul intdlnirii: T = %ln( i ) Dru-

po—ak
mul parcurs de primul corp pini la intdlnirea cu al doilea:

k Dy
vo>ak.

§ = L (T — i) Conditia pentru ca intélnirea si fie posibild :

549. Un punct material, de masi m kgs? m—!, se miged
orizontal, cu viteza initiali v, m/s, intr’'un mediu a cdrui rezis-

tentdi R = kVE kg, in care v este viteza punctului si k¥ un factor
de proportionalitate. S3 se afle, unde si cAnd se va opri punctul.

v . . 2m
Rdspuns : Punctul se va opri dupi t = ~ Vv, s, parcur-

A 2 m —
gand drumul s = rr Vg Vvo m.

550. Un punct material, de masi m, se misci in linie
dreaptd, fird vitezi initiald, intr'un mediu rezistent, astfel
incat rezultanta tuturor fortelor, aplicate acestui punct, are
marimea a + bv — cv?, in care v este viteza punctului, iar a,
b si e sunt numere pozitive constante. Si se exprime viteza
v a punctului §i drumul parcurs s, in functie de timp. 5S4 se
determine limita spre care tinde mirimea v pentru t—oc.
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aB (1 — e~ ¥

81 e in care o 31 — £ sunt rada-
oe

Réaspuns : 1) v =

.. . . , . ¢
cinile trinomului a -- bv — er? §i k== M;
m
2) Im r=a; s
{ >0

—kt
3) 5 = af + “‘:5 1n“a+;r!3.

_ 951, Un vagon de greutate P ciruia i se imprimi viteza
initiald v,, imtdmpind rezistenta aerului, proportionali cu
patratul vitezei, factorul de proportionalitate fiind k. Si se
determine drumul parcurs de vagon, pini se opreste, daci
coeficientul tuturor frecirilor este f.

Ra P1 kvg .

aspuns : s=2—gk n 1+I_P

552. Un avion in greutate P = 1300 kg, trece in picaj cu
viteza initiald v,=270 km/ori. Rezistenta aerului R = cv® kg,
in care ¢ = 0,08 kg s?/m2. Si se afle drumul s parcurs de
avion la sfirsitul cdruia viteza lui atinge v, = 400 km/ori.

. P pP— cug
Raspuns: 8 = —In ——— = 830 m.
2¢g P — cvy

553. Si se afle drumnul s al unui avion in aterisaj (drumul
parcurs dela atingereca solului pini la oprire), dacd greutatea

avionului este P=1400 kg, viteza de aterisare este v,=90 km/ori,
coeficientul de frecare f=0,1, rezistenta aerului R =c,v? kg (rezi-
stenta frontali), forta de ridicare F' = ¢yv? kg si coeficientul
de calitate al avionului (adici raportul dintre coeficientul
fortei de ridicare si coeficientul rezistentei frontale) este
]{, = i: 5.

Cax

Indicafie. 1) In momentul aterisirii for{a de ridicare F este egald cu
greutatea avionului P; 2) la calcularea drumului in aterisaj se presupune cé
motorul este oprit.

Rdspuns : s == 220 m,

§ 23. Misearea oscilatoric a punectului

Daca asupra unui;punct de masd m, actioneazi o for{d, care fl 'atrage
spre un centru fix si este propor{ionald cu distan{a la acest centru, ecuatia mis-
cirii acestui punct este

m-— = — kz,
de
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sau,

— + etz = 1)

k 2
dacd se pune —— = ®°
m

Solutia generald a ecualiei (1) are forma
z = asin (ol +¢), (2)
fn care a §i ¢ (amplitudinea si faza initiald) sunt constante arbitrare. Ecuatia
(2) este ecuatia unei oscilafii armonice cu frecven{a
o 1 "k
=—=—l— (3)

2n 27 m

Constantele arbitrare a §i € se determind din conditiile initiale. Daca
in momentul initial (pentru { = 0)

dzx
T = T, E = Vg,
atunci
2
v Ty .
a=| 22+ —, t:-=arctgo ) “
<0 w2 D,

Daca se ia solujia generald a ecuajiei (1) sub forma

z = A cos ol 4+ B sin wi,
atunci constantele arbitrare A si B se exprimi astfel :

i
A=3zy, B=—"
©

Daca oscilatia punctului se face Intr'un mediu rezistent, pe langd foria
de restabilire proporfionald cu distanta, ac{ioneazi asupra punctului si fort{a
de rezistentd R. iar ecuatia miscirii punctului capiti forma

dz

m — = — kz + Rg.
ae

Daca marimea R este proportionali cu puterea intdia a vitezei adici atunci,
cand

R 2 dz
£ dt
putem scrie ecuatia precedentdi, punind — =b:
m
d2z d
—+2b—=+m2.1:=0. 5y
a2 dt

Cind ©>b, solulia generala a acestei ecuatii va fi:

r=c Yasinwt4e)=—e Y (Acoswt - B sin o 1), (6)
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fn care

bT 2r
Ecuatia (6) este ecuatia oscilafiilor arnorlizate. Mirimea *2— ,in care T = —
(6]

este perioada oscilafiei, se numeste decrement logarilmic de amortizare.

Daca asupra punctului mai actioneazd o forti exterioard de excitare F,
Inafard de forta de restabilire si forta de rezistentd, ecuatia migcarii punctului
va fi

d2x F ' 2 dz
m— = —_ [T
dee e dr '

sau, fntrebuintand aceleasi notatii

—+2b—+m’==£- (7

Daca F; = const, solutia generald a ecuatiei are forma
F. ~ )
T = —l\i + ¢ % asin (ot + €); (8)
daca forta F variazi periodic, adicia, dacid Fz = mP sin (pt), atunci

_ P
V(mz — pP)? + 4pzﬁ

2bp .
n = arctg| — ' —p?

x sin (pt + 7)) + e~ g sin (:;t + €) (9)

in care

Primul termen din membrul doi al ecuatiet (9) reprezintd oscilafiile Iq-
Irefinute ale punctului, iar termenul al doilea oscilafiile proprii, care se amox.'u-
Zeazd cu timpul. Mdirimile a si € sunt constante arbitrare, care se“determmé
din conditiile initiale. Pentru p, apropiat de w, amplitudinea oscilatiilor Intre-
tinute are un maximum si se produce fenomenul de rezonan(d.

Cind nu exista rezisten{a (b = 0), formula (9) se transformi in

P
T = ———  sin (pl) + asin (ol + €) (10)
mz — p2

§i fenomenul de rezonanti incepe pentru p = w; in cazul acesta integrala gene-
rala capali forma
Df .
X = — — cos (wl) + a sin (ot + ¢), (11)
2

adicd amplitudinea oscilatiilor intre{inute creste nelimitat cu timpul.

554. O sarcind de greutate P este atirnati de capatul
B al unui fir elastic, care este fixat cu celilalt capit, in punclu'l
A. Sarcina se ridici pand in punctul 4 si apoi este ldsatd si
cadi, fari viteza initialid. S3 se afle alungirea cea maj mare a

179



firului, daci mirimea lui naturald este [y, iar alungirea staticy,
sub actiunea fortei P, este A,

Raspuns : Amax = At + 1 A (At + 20).

553. Un punct material de masid m = 2 unititi tehnice

de masi este atras citre un centru fix O cu o fortd proportio-
nali cu distanta punctului la acest centru. La distanta de 1 m
mirimea fortei este de 8 kg. Si se afle legea migcirii punctului,
dacd in momentul initial zo=1 m §i v, = 4 m/s.

Rdaspuns : x=2 sin 2t 4 cos 21.

556. Un punct executd o oscilatie armonici dupd legea
» = 3sin2t — cos2t. S& se afle amplitudinea si perioada
acestei oscilatii.

Raspuns : a = V]—O ;I = 3,14 s.

051\ O sarcind, avind greuta,tea P=2 kg, este atirnatd
in punctul A de un arc, care are in stare neintinsd lungimea
l,=40 cm. Lungirea statlca a arcului, provocatd de aceastd
sarcind, este de 4 cm. Sarcina este adusi in pozitia M, i
lisatd SJ cadd fard vitezd initiald. Si se determine perioada
de oscilatie a sarcinei si forta ‘maxims de intindere a arcului,
daci AMO_4" cm.

Raspuns : T = 0,4 s; Frpax=3 kg.

558. De capitul liber al unei grinzi orizontale elastice,
care are celilalt capit fixat, este atarnati de un arc o greu-
tate de P kg. IForta de elasticitate a grinzii este proportionali
cu sigeata de incovoiere f, iar forta de intindere a arcului
este proportionald cu alungirea lui. Alungu'ea staticd a arcului,

sub actiunea fortei P, este Aq , iar sigeata de incovoiere staticd
a grinzii este fi. S4 se determine perioada de oscilatie a greu-
tati. Masa grinzii i a arcului poate fi neglijata.

Raspuns : T=2%= VM +fst
0

999. Un paralclipiped dreptunghic de 40 kg cu bazd
patratd, avand latura de 0,5 m, pluteqte in apd in p0/1'rle ver-
ticald. Aplicind legea lui Arhlmede, si se afle perioada osci-
latici, pe care o va cipita paralelipipedul, dacd este scos din
pozitia de echilibru in directie verticali si apoi lisat si cada.

Raspuns : T = O,STCV 1 — 08,

)
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360. O sarcind de greutate P este atirnati de un are,
care este fixat cu celilalt capit de un fir inextensibil, infisurat
pe o saibd. Saiba se roteste uniform si sarcina este coboriti cu
viteza constantd v, Deodatdi saiba este opritd. Si se deter-
mine alungirea maximéi a arcului si forta lui maximi de intin-
dere,)\daiefx alungirea staticd a arcului, sub actiunea fortei 7
este Ay .

Raspuns : Apay = At - 1 7—‘—“—; Fmax = P(l + To__J.
g V ghet

961. Un punct material, de masi m =1, se misci in linie
dreaptd sub actiunea unei forte de atractie orientati spre un
centru fix O, proportionali cu distanta punctului la acest
centru. Factorul de proportionalitate este 25. Rezistenta mediu-
lui inconjuritor este proportionald cu viteza punctului, fac-
torul de proportionalitate filnd 6. S& se afle legea miscirii
punctului, daci in momentul initial distanta punctului la
centrul O este 8 si viteza lui este nula.

Rdspuns : x = 2e~3(3sin4l + 4 cos 41).

562. Un punct material, de masi m = 2, executd o osci-
latie rectilinie pe axa x, sub actiunea unei forte de restabilire,
proportionali cu distanta punctului la origine, factorul de
proportionalitate fiind 8 §i a unei forte de excitare # = 4 cos t i.
Si se afle legea migcirili punctului, daci in momentul initial
2o=0 §1 1v4=0.

Raspuns : x = %‘(cost — cos 2t).

563. Un punct material, de masd m, este atras de doud
centre fixe 0, si 0, cu o fortd proporfionali cu distanta, fac-
torul de proportionalitate fiind c. S se afle perioada oscilatiei
rectilinii a punctului.

m

Raspuns : T=2% o

564. Un tub drept OA se roteste intr'un plan vertical,
in jurul unei axe orizontale O, cu viteza unghiulari constanti
w. In tub se afli o sferi grea, de masi m, fixatd de un arc,
care este prins cu celilalt capit in punctul 0. Si se afle legea
miscirii sferei in raport cu tubul, dacd forta elastica a arcului
este proportionali cu alungirea lui, factorul de proportionali-
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tate fiind ¢. In momentul initial tubul este orizontal, viteza
relativi a sferei este nuld s5i arcul neintins are lungimea [,

Raspuns: r = Lo [k? — w?cos (nt)] + g [sin (t) —
n? n2—ow?

@ . a (4 . oy
— ——sm(nt)], in care k2=— si n*=k®>— w? cu conditia k> a.
n m
565. In conditiile problemei precedente si se afle:
1) legea miscirii relative a sferei in cazul cind w=Fk;
2) viteza unghiulari a tubului la care se produce
fenomenul rezonantel.

2
Raspuns: 1) x =1; + 'g—t—l—I"Tw- 12 — —qT sin (wt) ;
w

«w
2) w=|=.
) @ V.‘Zm

566. Un punct material executd oscilatii rectilinii, intr'un
mediu rezistent, sub actiunea unei forte, proportionalad cu dis-
tanta acestui punct la un centru fix O. Rezistenta mediulul
este proportionald cu viteza punctului. In momentul initial
2y =0 §i vp =1 m/s. Stiind cd perioada de oscilatie 7'=2 s

: 1 o :
si decrementul D= < sd se afle legea migedrii punctului.

¥ 1 .
Rdspuns : r = — 2=t gin (wt).
T

367. Un punct material, in greutate de 10 kg, executd o
oscilatie rectilinie sub actiunea unei forte, proportionald cu
«distanta punctului la un centru fix 0. La distanta de 1 m
aceastd fortd este de 2 kg. Rezistenta mediului inconjurator
este proportionald cu viteza punctului. Dupi trei oscilatil
complecte, amplitudirea se reduce la a zecea parte. Si se afle
perioada de oscilatie a punctului.

Rdspuns: T = 1,52 s.

568. Un arc este fixat cu un capit, iar de capitul celilalt
sunt atarnate doudl sarcini identice : ca urmare lungimea arcului
se mireste cu 2 cm. Si se determine amplitudinea si perioada

oscilatiilor, pe care le va exercita una din aceste sarcini, dacé
cealaltd sarcini se desprinde de arc.

Raspuns: a=1 cm, T=072 s,
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569. Un corp in greutate de P=4.9 kg, este cufundat
intr'un lichid, fiind atarnat de un arc, care are o alungire

statici de 1 em, sub actiunea fortei P. Extremitatea liberi A
a arcului executd oscilatii verticale, in jurul unui punct fix A,.
dupid legea y = 0,05 sin (5wt), in care y inseamni distanta
A, A, exprimati in metri. Rezistenta lichidului, la miscarea
corpului, este proportionali cu viteza lui, iar la viteza de
1 m/s aceastd rezistentd este de 1,57 kg. Si se afle ampli-
tudinea oscilatiilor intretinute ale corpului.

Rdspuns : a=6,7 em.

570. O sarcini, de masid m, este atirnatd, prin interme-
diul unui are, de o culisi B cu miscare verticali. care face
parte dintr’un mecanism bieli-maniveli. Lungimea mani-
velei este 04 =r, lungimea biclei 4 B=I. Manivela se roteste
in jurul punctului O cu vitezi unghiulard constantid «. Forta
de intindere a arcului este proportionali cu alungirea lui,
factorul de proportionalitate fiind ¢. In momentul initial unghiul
de rotatie al manivelei este ¢ =0, punctul 4 ocupé pozitia cea
mai de jos si sarcina se giseste in pozitie de echilibru. Si xe
afle legea miscdrii sarcinii luand drept origine pozitia initiali

s e . A « r . A -
a sarcinil §i presupunand, ca raportul—l-este unic, astfel incit

termenii care contin acest raport la o putere mai mare decit
puterea a doua, pot fi neglijati.

Raspuns : y = r[(l-{— %)(1 —cos kt)+ (coswt —cos kt)+-

w2 — k2

[

K2 )
a (cos 2wt — cos A-!)] in care A2 = —.

4l (4e® — k%) m

§ 24. Miscarea curbilinie a unui punet material liber

1. Dac3 asupra unui punct material liber, de masi m, actioneazi forta
F (X, Y, Z), ecuatiile diferentiale ale miscirii punctului vor fi:

2 2 dz-
mg—f=X, m-d—g=)", m—=2.
de de2 dee

Aceste ecualii pot fi scrise sub forma:

d d d dz .
A Ay, df i)y _(m_—)-_-z
d¢ daf d¢ dt dt dt
dy d:

aQ — :
Y iali —— = F, in care vectorul m—, m—,m—
sau in formd vecloriald py F, in Q( gy it it
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este cantitulea de miscare a punctului material. Rezultd cia derivala proiecfiei
canlildfii de miscare pe o axzd fizd, {n raport cu timpul. este egald cu proiecfia [orf{ei
pe aceeasi azxd.

2. Daca se Inmulleste a doua ecuatie a miscirii cu x, prima ecuatie cu y
si se scad, se obtine

d dy dx —
’Et_ mlx— —y—||=2Y¥ — yX = mom, F,

adicd derivata, in raport cu timpul, a momentului canlildfii de miscare, fafd de
aza z, esle egald cu momentul forfei fafd de aceeasi axd; printr’o permutare cir-
culari a literelor se obtine un rezultat analog pentru axele z §i y.

Notind cu Gg, momentul cantitil{ii de miscare fatd de origine, se obline
expresia acestei teoreme in forma vectoriali

dGop
dt

= momo;?.
<
Daci forta F se afla intr'un plan cu axa z, mony, F=0 si, prin urmare,
se obtine integrala
dy dz

g —=—y—=C
at at

Trecind dela coordonate carteziene la coordonate polare (r, @), se obline
aceastd integrala sub forma

% _c
dt
Mirimea r29£;= 2—?:72 reprezinta dublul vitezei areolare a proiecliek
punctului tn miscare pe planul (z, y), deaceea
do; ()
iy

De aici rezultd teorema ariilor: dacd momenful unei forfe fajd de o azd
lizd oarecare este nul, viteza areolard a proiecfiei punelului mobil pe un plan per-
pendicular pe aceastd azd, este constanld.

Daca directia for{ei trece mereu printr'un centru fix O (for{i centrali),
traiectoria punctului este o curb3 plani, situati tn planul, care trece prin centrul
O i prin viteza ini{iald a punctului. Miscarea punctului fn acest plan se produce
d_upé legea ariilor, adicd cu viteza areolara constantd, intrucit in cazul acesta
Go = const.

3. Inmuliind ecuatiile diferentiale’ de miscare ale punctului respectiv cu
dz, dy, dz si adundnd se obtine

dr d*z + dy d?y + dz d%z
das

= Xdz + Ydy + Zdz,
tnsi
o d2' + dp? 4 dt
das
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deaceea

muv?
d > )=Xd.'1:—,'~Ydy+Zdz=Fcos(F,u)ds,

adicd diferenfiala energiei cinelice esle egald cu lucrul mecanic elementar al forfei
(teorema energiei cinetice).

Daci
Xdr+4 Ydy + Zdz = dU (z, y, z),
sau
x=9Y y_0U ,_9dU
oz oy oz
ecualia precedentid di o integrali de forma
mu? mug
- '2_ = U, y, 2) — U (4 Yo =p)-

Functia U(x, y, z) se numeste funcfie de for{d. Prin urmare, cind
existd o functie de for{i, cresterea energiei cinetice este egald cu cresterea func-
tici de fortd, crestere egald cu lucrul mecanic al fortei, pe drumul dintre punctele
(z, Y, 2) $i (g, Yo» Zo)» cum se vede din definitia functiei de for{a; astfel, in cazul/
cdnd exisld o funclie de for{d, lucrul mecanic al forfei nu depinde de drumul par-
curs, ci depinde numai de pozifia inifiald si finald a punctului malerial, asupra cdaruia
arfioneazd aceastd forfd.

4. In loc de a proiecta ecuatia vectoriald a miscirii unui punct material
pe axele de coordonate fixe, ea poate fi proiectati pe axele intrinseci ale triedru-
ui mobil (adici pe tangenti, normala principald i binormala traiectoriei punctului
Sn miscare). In cazul acesta se obtin ecuatiile ,,intrinseci’’, ale miscarii punctului

dv v?
m— =Fy, m— =Fg 0=F,
dat p

in care F., Fyq, Fp inseamni respectiv proiectiile forfei F pe tangenta, normala
principalid si binormala traiectoriei.

571. Un avion sboard cu viteza orizontali constanti »
la indltimea h deasupra piméantului; din avion se observi
printr’o lunet un obiectiv fix. Cit de mare trebue si fie unghiul
format de lunetd cu verticala, pentru ca o bombd, aruncati
din avion, in momentul observirii si nimereascd tinta? In
calcul nu se va tine seama de rezistenta aerului.

Raspuns: tg ¢ = 1, I/ 2
g

572. Viteza initiali a unui proiectil este ;=490 m/s.
Sub ce unghi fati de orizont trebue si porneascid proiectilul
din origine, pentru ca si nimereasci punctul cu coordonatele
=700 m, y=680 m?

=]

Rdspuns : 45°.

573. Dintr’'un tun asezat pe un turn inalt de 50,2 m,
porneste un proiectil cu viteza v,=500 m/s sub un unghi
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2=30° fatd de orizontalid. Dupd cit timp si la ce distantd de
locul tragerii, proiectilul va cidea pe pimant? In calcul nu se
va tine seama de rezistenta acrului. Indicatie : se valua g=10m/s2

Rdspuns : Dupd 50,2 s la distanta de 21 735 m.

574. Un tintas trage intr’o tintd, aflatd la 40 m depir-
tare si tine arma astfel, incit tinta se afld in prelungirea liniei
tevii. In ce punct va lovi glontele tinta, dacid viteza lui este
de 400 m/s?

Nu se va tine seama de rezistenta aerului.

Rdspuns : Intr’un punct la distanta de 4,9 cm sub tinta.

575. Sub ce unghi, fatd de orizontald trebue si porneasci
un proiectil cu viteza initiald de 500 m/s, pentru a nimeri
int1’o tintd aflati la 5 km de locul tragerii? Nu se va fine
seama de rezistenta aerului.

Rdspuns : «,=5°39",  «,=84°21".

576. Dintr'un punct dat A sunt aruncate simultan, in
directii diferite mai multe puncte materiale, cu viteze egale
ca mirime cu v, situate in acelasi plan vertical. Si se demon-
streze, c¢d, in cazul cind miscarea se produce in vid, toate
aceste puncte se afli intr’'un moment dat pe acelasi cerc.

577. Un punct material 3, aruncat sub un unghi oare-
care fati de orizontali (in vid), descrie
— m o traiectorie parabolici. Si& se demon-

7 streze, c¢i In orice moment punctul are
o vitezd egald ca mirime cu viteza unui

/"'” punct, care cade liber, firi vitezd initiala
din punctul ¥ al directoarei traiectoriei
La problema 577 spre punctul M al acestei traiectorii.

578. Din turnul unei fortirete se trag doud lovituri
astfel incit vitezele initiale ale proiectilelor sunt egale ca mi-
rime, se afly in acelasi plan vertical si sunt inclinate cu unghiu-
rile «; §i «, fatd de orizontali. Ambele proiectile cad in acelasi
punct pe pdmént. Si se afle indltimea h a turnului, presupu-
nand, ci suprafati pimantului este plani in jurul turnului
S1 ¢d nu existd rezistenta aerului.

9,2

Raspuns : h = Mo dglatay)
g tg o, + tga,

579. Dintr'un punct 4 al unui plan inclinat, care for-
meazd unghiul ¢ cu orizontala, porneste o vini de api cu
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viteza initiald vy si loveste un plan vertical sub unghiul « fatsi

de orizontald si apoi cade pe planul inclinat in unghi drept.

S4 se afle unghiul «. (Rezistenta aerului se neglijeazi).
Rdspuns : tg «=2 tg ¢o-+ectg «.

580. Un punct material de masi m = 2 unitdti tehnice
de masi, descrie o traiectorie curbilinie. Intr’'un moment dat
punctul ocupd pozitia M si are viteza v=3 m/s.

O fortd de 10 kg actionecazi in acest moment asupra
punctului i formeazi un unghi de 150° cu directia vitezei.
S4 se afle raza de curburd a traiectoriei in punctul 3.

Raspuns : p=3,6 m.

581. Un punct M de masd m, este tras de un centru fix
O cu forta F=k*mr, in care k este un coeficient constant si »
distanta punctului M la 0. In momentul initial distanta ry=a,
iar viteza v, formeazi cu directia O, unghiul «. Si se atle
ecuatiile misedrii punctului M si ale traiectoriei lui. luind
dreapta OM, ca axi «.

Raspuns : x = a cos (kt) + 20092 sin (kt) ;
Yy = '—’—"%sin(kt);

traiectoria :
o a?l:2 2 o
2?2 —2ctg a-xy + |ctg? o« + ——— |y* = a*
v sin®o
(o elipsi cu centrul in origine).
582. Si se rezolve problema precedentd in ipoteza ci
punctul M este respins de centrul O.

‘_1‘ DycoSa (Gk' —e—“)
2 k

. 1 -
Raspuns : x = -5 ¢ (e + e=*) + )

ecuatia traiectoriei este

2
x? — 2 ctg a-xy-|—y2(ctg2 o — __2£"_)=az

vgsin® a
(o hiperbold cu centrul in origine).
583. Un punct M, de masi m, cste atras de n puncte
fixe 4,, A,, Aj,..., 4, avand mascle respectiv egale cu m,,
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Mae M. . .. . Marvimea fortei cu care fiecare punet A atrage
punctul M, este egald cu Fy=Ikmp; in care &k este un coefi-
cient constant, acelasi pentru toate punctele, m; masa punc-
tulni 4, i r;=M A4, Fic punctul ' centrul maselor punctelor
A;. Si se arate, ¢i punctul )/ se mised, ca 31 cand ar fi atras
dupd aceecasi lege de punctul €, a cirui masid este egali cu
R L

284, In varful ¢ al unui trinnghi dreptunghic isoscel

y . ABC, in care ipotenuza A(U=2a,
se afli un punct M de masd m,
fard vitezd Initiald. IFiecare din
cele trei varfuri ale triunghiului
atrage punctul M cu o fortd, a
ciarei miarime este F' =k*mr, » fiind

x distanta dela punctul JI la varful
corespunzator al triunghiului.

La problema 584 S4 se afle traiectoria pune-

tului J si viteza lul.

Raspuns : Ecuatia traiectoriei este: x+43y=a;
10 P
ro= |/ —.aksin(y 3. kt).
v ; (V3 k1)

285. Un punct material liber, se miscid pe o orbitd elip-
ticd, cu semiaxele a si b, in jurul unui centru, care atrage acest
punct, cu o fortd proportionali cu distanta si este situat in
centrul elipsei. Factorul de proportionalitate este k. Sa se
afle energia totali a punctului.

8 -

Rdaspuns : E = —%—k (a® 4 b?).

386. Doud centre fixe A si B atrag un punct material
liber M, cu forte proportionale cu distanta. Factorul de propor-
tionalitate pentru ambele centre este k. Si se afle functia de
forta, liniile echipotentiale si liniile de forti.

. y 1 N .
Raspuns : U = — Ty k (r2492), in care r=AM sir, =BAM.

Liniile echipotentiale sunt cercuri cu centrul in mijlocul
segmentului A B ; liniile de fortd sunt drepte, care pornesc din
mijlocul lui AB.

587. Intrebarea din problema precedentd in ipoteza, cd

centrele A si B atrag punctul M cu forte egale, de mirime
constantd F.
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Rdspuns : ,U = — F (r+-ry) ; liniile echipotentiale sunt elip-
sele cu focarele in 4 §i B liniile de fort:i sunt hiperbole con-
focale. '

58(!. Un punct, de masi m=1, se¢ misc¢d in planul Oy
sub actiunea unei forte, ale cirei proicctii pe axele de coordo-
nate sunt : X =-— 16 r, ¥ =—1y. In momentul initial ry=1,
Yo=0, Vo =0, v(,=2. Si se¢ afle traiectoria punctului.

Rdspuns : xr=1—-2y2

589. Un punct material este atras spre centrul O, si
respins de centrul 0,, cu forte proportionale cu distantele,
factorii de proportionalitate fiind egali pentru ambele centre.
S& se arate, cd, indiferent de conditiile initiale, punctul de-
scrie o paraboli.

1 - * . .
990. Si se arate, ci expresia pentru lucrul mecanic al
il ’
fortei ¥ are forma urmiteare in coordonate polare :

r 9
A= SF, ar+ \ #yr s,
e @

in care F, si F, sunt proiectiile fortei pe raza vectoare si pe
directia perpendiculari pe aceastd razi.

591. Un punct material liber, de masd m, deserie elipsa :
r=a cos (kt), y=>bsin(kt). Si se calculeze lucrul mecanic al
fortei, care actioneazd asupra acestni punct, in intervalul

de timp dela {p=10 la t = i—

Raspuns : A =— (a? — b2

592. Un camp de forte are functia de forte U = kr + C,
in care » este distanta unui punct al cimpului la origine. Si
se afle mirimea si directia fortei.

Raspuns : O fortd centrali de respingere, avand mairi-
mea constantd si centrul in origine.

593. Un punct material, de masa m, se misci in planul
20y sub actiunea unei forte, ale ciarei proiectil sunt :

- U . ou
y=9% y=2
oy dz
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Si se demonstreze, cd in cazul acesta are loc relatia :
moyr, = U - const.

59%4. Proiectiile unei forte pe axele de coordonate aw
urmitoarele expresii:

X =ayx - apy+a;32; Y = @y +ayy+ay2;
Z = ant + g+ 52,

in care coeficientii lui x, ¥ si 2z sunt constanti. Si se determine:
in ce conditii existd o functie de forte, si, daci aceste condifik
sunt indeplinite, si se afle aceastd functie.

Raspuns :

U= (@1 T+ @g0Y® 4 a352°%) + 1o %Y + Aggyz +-ag 2w+ C

2
cu conditia ca -
Ayp=My), Aya=0q3zs {1 (A3 =0q3.

395. Un tub este indoit in form& de cerc, care are ecuatia.
22+ y?=a? O sferd, aflatd in tub, se miscd sub actiunea unei
forte, care are proiectiille X =ky2, ¥ = kay, in care k=const.
sS4 se afle lucrul mecanic al acestei forte pe portiunea de tra-
lectorie, cuprinsd intre punctele (0, a) si (a, 0).

Raspuns : A = % ka3.

5396. Un punct material, de masid wm, este atras de un.
centru fix O cu o fortd proportionald cu distanta r a punctului
de acest centru. Factorul de proportlonahtate este k. Si se
scrie integrala energiei.

Rispuns : mv?+4kr?=const.

397. Un punct material descrie parabola y2=2pz, sub
actiunea a doud forte de mirime egald. Una dintre forte este:
orientatd spre focarul parabolei si este invers proportionald
cu distanta punctului la acest focar. Forta a douna este para-
leld cu axa absciselor §i orientatid spre partea pozitivi a acestei.
axe. Si se arate cii punctul se miscid uniform pe paraboli.

398. Un punct material (un proiectil), de masid m, este:
aruncat cu viteza initiald v, sub unghiul «, fatd de orizontala.
Rezistenta meruhu este R———kmgv in care k este un coefi-

cient constant si v viteza punctului. Si se afle migcarea punc-
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tului. S& se arate ci traiectoria lui are o asimptoti verticali.
Sé se afle deasemenea viteza limiti a punctului.

Raspuns : ¢ = 2°2% (1 _ o—kety,
kg
1 . —kat t . 1
Y =—(1+ kvysinog) (1 —e~*) —— lim v=— -
k*g k' too k

599. Un punct material se miscd, sub actiunea unei forte
centrale, intr’'un mediu rezistent. S se arate, ci oricare ar fi
legea rezistentei, punctul descrie o traiectorie plani al cirei
plan trece prin centrul fortei.

600. Si se demonstreze, ci la miscarea unui proiectil,
pentru oricare lege de rezistenti a aerului, are loc urmitoarea
relatie
2

o,
«

l
I
|

="

z

~N
Hew] @

vx fiind proiectia vitezei pe axa orizontala.

601. Un punct material este atras spre axa r de o forti.
perpendiculari pe aceastd axéd si proportionald cu masa punc-
tului 5i cu distanta la axd. Factorul de proportionalitate este
k2. Si se afle tralectoria punctului, daci in momentul initial
£,=0, yo=h, lar viteza initiald a punctului este egald cu r,
s1 paraleli cu axa x. In ce loc al traiectoriei viteza punctului
va atinge valoarea maximi?

. kx . o
Raspuns: y =" cos (—) ; viteza are valoarea maximil
Yo

in punctele de intersectie ale traiectoriei cu axa absciselor.

602. Un punct material descrie o elipsd sub actiunea.
unei forte centrale, indreptati spre centrul elipsei 0. Si xe
arate, ¢d in oricare pozitie 1, viteza punctului are urmai-
toarea expresie :

in care ON este semidiametrul conjugat cu QM 3i T’ perioada
de rotatie a punctului in jurul centrului O.

603. Un punct material se mised sub actiunea unei forte
paraleld cu axa ordonatelor si invers proportionald cu cubul
distantei punctului la axa absciselor. Si se arate ci, pentru
orice conditii initiale, punctul descrie o conicad.
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604. Mai multe puncte materiale, de aceeasl masi sunt
atrase de un centru fix O cu o fortd proportionald cu distanta
si incep migcarea lor dintr’un singur punct M, cu viteze ini-
tiale diferite. Si se arate cd, in cazul cind extremitétile vec-
torilor care reprezinti aceste viteze initiale, se afli pe aceeasi
dreaptd paraleld cu OM,, punctele deserin elipse cu arii egale.

605. Un punct material este respins de centrul 0, si
atras de centrul O, cu forte proportionale cu distanta. Facto-
rul de proportionalitate este in primul caz k, iar in al doilea
caz k,. Si se arate ci punctul descrie o clipsd, o hiperbold sau

< < k . .
o paraboli, dupid cum raportul;* este mai mic, mai mare

a2

sau egal cu 1.

§ 25. Forte centrale

Un punct material M, care se miscd sub actiunea unei forte centrale F
(fig. 33), descrie o traiectorie plani cu viteza areolard constantd, adicd in cazul
acesta are loc ecuatia

299 _ mgp = 22 )
—_—= ] | = rc— = .
a o7 at

Planul traiectoriei trece prin centrnl O al for{ei §i directia vitezei initiale o,
a punctului. Dacd tn momentul initial r = ry §i v = v, atunci

¢ =Ty Uy sin (g, Dp).
Punidnd — = y, se obtine, pentru viteza punc-
r

tului expresia

du\2
v=c¢ (—) + u?, (2)
de

de unde, cunoscind ecuatia polari u = f (p) a traiec-
toriel, se poate determina viteza in orice pozitie a
punctului mobil.

- Legitura™dintre for{a centrald, care’act{ioneazi asupra unui punct mate-
rial §i tralectoria acestui punct se exprimi prin formula lui Binel

me? u? d—au—-l-ll = +F 3)
do? ’

in care semnul plus se referd la forta de atractie, iar semnul minus la for{a de res-
pingere. Dacd forta este datiin functie de coordonatele polare r si @, integrind
ecuafia (3), se afli u = f (), adici ecuatia traiectoriei punctului si invers, daca
se dd ecuatia traiectoriei u = f (@) din ecuatia (3), se poate determina legea
dupd care variazi mirimea fortei centrale, care actioneazd asupra punctului.

Fig. 33

~ 606, Un punct material, de masi m, descrie o circum-
ferintd de razi a, fiind atras de un punct oarecare 4 de pe
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aceastd circumferintd. Si se afle forta de atractie si viteza
punctului, in functie de distanta r a punctului la punctul A :
- 8ma?c? 2ac , c .
Raspuns : F = <3 U= incare— este viteza areo-
r b4

lard constantd a punctului.

607. In conditiile problemei precedente si se arate ci
odograful vitezei este o paraboli.

608. Un punct material, de masi m, descrie o elipsi
cu semiaxele a §i b, sub actiunea unei forte de atractie orien-
tatd spre centrul ei. Cind punctul se afli la extremitatea semi-
axei mari, viteza lui este v,. Si se afle forta de atractie F in

functie de raza vectoare 7 a punctului mobil.

Raspuns : F = — — .

609. Un punct material se miscii sub actiunea unei forte
centrale, care este o functie a distantei » a acestui punct la
centrul fortei. Méirimea vitezei punctului variazi invers propor-

9 . Si se afle traiectoria

tional cu aceastd distantd, adicd v = —
r

. - . . - €
punctului, daca viteza lui areolard este TS

k

- @ _—_

Rdspuns : Spirala logaritmicd : 7=r,¢” , incare k=Va®—c2.

610. Sub actiunea unei forte centrale, un punct material

descrie o lemniscatd, care are ecuatia polardi r?=a?cos 29,

avand polul in centrul fortei. Si se arate, c¢i mirimea fortei
este invers proportionald cu puterea a saptea a distantei.

611. Si se afle miarimea acceleratiel centripete w a lunei,
in miscarea ei pe orbitd, considerand orbita circulard si s se
arate cd aceastd acceleratie va fi egali cu acceleratia g, a
fortei de atractiec a pimantului, dacd aceastii forti variazi in
functie de distanti, dupi legea lui Newton. Se da : acceleratia
fortei de atractie a pimantului la suprafata pimantului g=~9,81
m/s®; raza orbitei lunei =60k, in care raza globului piman-
tesc It~6 370 000 m; timpul de rotatie a lunei in jurul piman-
tului este 7'=27 zile ¥ ore 43 min.

Raspuns : w=¢,~0,0027 m/s? (Pe accastii cale Newton
s'a convins de exactitatea legili atractiel universale, desco-
peritd de el).
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612. Un punct material se miged sub actiunea unei forte
centrale. Sunt date, ea marime §i directie, vitezele punctului
in trei pozitii determinate. Si se afle prin constructie, cu aju-
torul compasului si al liniei, centrul fortei.

613. Un punect material, de masi m, este atras de un

m . .
T unde r este distanta punctului la

acest centru. In momentul initial unghiul polar 2,=0, ry=1 si
ro=2, pe cand unghiul dintre viteza initiald §i raza vectoare a
punctului este de 45°. Si se afle ecuatiille miscarii punctului
in coordonate polare si si se determine traiectoria lui.

. TS e 1 1+3V2t
Raspuns : r = J142)2t—612; =—In———
1 p l + V ) 7<P 4 1—-"2[

centru fix cu forta I'=

)
r(e®® L 3e—2%) = {4,

614. Un punct material este atras de un centru fix sau
este respins de acest centru, cu o fortd proportionald cu dis-
tanta. Si se arate cd, pentru orice conditii initiale, traiectoria
punctului este in primul caz o elipsi, iar in al doilea caz o
hiperbola.

615. O planetd descrie o elipsi cu excentricitatea e.
Fiind cunoscutd viteza v, & planetei la perihel, si se afle viteza
el v, la afel.

1—e

Raspuns : v, =
P 2 1+e

(e

616. 54 se afle odograful vitezelor unei planete in mis-
carea ei pe orbita. '

Rdaspuns : Un cerc.
617. Un punct material, de masi m, descrie o elipsd, cu

semiaxa mare a, sub actiunea unei forte de atractie newto-
pm

niand ¥ = = care este orientatd spre focarul elipsei. Si se

. 2 13 . . .

deducd formula v2 =p - —), in care v este viteza punctului
a

sior distanta lui la centrul fortei.
618. In conditiile problemei precedente, si se arate ci
viteza punctului, la extremitatea axei mici a elipsei, este egala

u
cu —_
a

619. In conditiile problemei 617, si se arate ci media
geometricd a vitezelor punctului, la extremititile fiecarui dia-
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metru al orbitei sale, are o mirime constantd, egald cu viteza
punctului la extremitatea axei mici.

620. Mai multe puncte materiale; aflate sub actiune:
unei forte de atractie newtoniand spre un centru dat, sunt
aruncate dintr’un singur loc¢ cu vitezi de mirime cgald, in
directii diferite situate intr’un acelasi plan cu centrul fortei.
S se arate ci locul geometrie al centrelor orbitelor lor elip-
tice este o circumferinta.

621. Un punct material se miscd sub actiunca unei forte
centrale. Si se arate, ci in cazul cind raza de curburi a tra-
lectoriei variazd invers proportional cu cubul distantei dela
centrul fortei la tangenti, forta este proportionald cu distanta.

622. Un punct material se miscid sub actinnea unei forte
centrale. S4 se demonstreze teorema urmitoare: daci forta
este proportionald cu distanta, raza vectoare v, a unui punect
al odografului vitezelor, descrie arii proportionale cu timpii
corespunzitori. Si se demonstreze deasemenea problema inversi.

623. Un punct material descrie o traiectorie curbilinie
sub actiunea unei forte centrale. In momentul initial raza vec-
toare a punctului si viteza lui sunt respectiv egale cu ry $i v,
viteza initiali fiind perpendiculari pe raza vectoare. Dupi
un interval de timp oarecare raza vectoare a punctului devine
egald cu » si unghiul dintre aceastd razi si directia vitezei exte
egal cu «. Si se afle viteza punctului in acest moment.

Voo

Raspuns : v = ———.
FSsin a

624. Un punct material, de masd m, descrie spirala loga-
ritmicid r=ae*®, sub actiunea unei forte centrale. Si se afle
méirimea fortei si odograful vitezelor.

; - [ .
Raspuns: 1) I = mc? (1-+k?).—, in care Y este viteza

1
=)
constantd a punctulw.

2) Odograful vitezelor este o spirald logaritmica.

625. Un punct material este respins de un centru fix
cu o fortd, care variazii dupil legea lui Newton. Si se arate ¢4,
in cazul acesta, punctul descrie o hiperbold, iar centrul fortei
se afld la acel focar al hiperbolei, care este mai depirtat de
punctul mobil.
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626. Un punct material, de masi i, descrie cardioida
r=a (1+cos ¢), sub actiunea unei forte centrale. Si se afle
mirimea fortei si a vitezei punctului in functie de r, dacid
pentru ¢=0 viteza punctului are o valoare datd v,.

, 12ma3v(2) 8a?

Raspuns : F = ———

rt rd

627. Si se deducd urmitoarea formulii generald pentru
o - me? dh—2 |
mirimea unei forte centrale: F = & g o care m este
r

masa punctului material, » distanta lui la centrul fortei,
¢ dublul vitezei areolare si i distanta dela centrul fortei la tan-
genta la traiectorie.

Indicafie. Se va folosi teorema ariilor §i ecuatia energiei cinetice.

628. Aplicind formula din problema precedentd, si se
arate, ci: 1) dacd punctul descrie o circumferinté, centrul
fortei aflindu-se pe aceasti circumferintd, forta este invers
proportionali cu puterea a cincea a distantei; 2) dacd punctul
descrie o spirald logaritmici cu polul in centrul fortei, forta
este invers proportionald cu cubul distantei.

629. Un punct material, de masi m, descrie o orbitd
oarecare, sub actiunea unei forte centrale de atractie F. Cum

trebue modificati mirimea fortei ', pentru ca miscarea rela-
tivid a punctului pe orbita dati si riméand neschimbati. iar
orbita sd se roteased in jurul centrului fortei, fird a-si schimba
infitisarea. ‘

Rdaspuns : La forta dati trebue si se adauge o fortd, a
cirei mirime variazi invers proportional cu cubul distantel
intre punctul atras si centrul de atractie. (Teorema lui Newton
despre  orbitele rotative).

§ 26. Miscarea unui punet material cu legéituri

Miscarea unui punct material se numeste miscare cu legituri, cind
punctul este silit sd rimini in timpul misciirii pe o suprafati sau curbi data,
care reprezintd legdturi, ce impiedeci libertatea de miscare a punctului. La rezol-
varea unei probleme de miscare a unui punct material cu legituri, trebue adiugati
la fortele, care aclioneazi asupra punclului si reactia legalurii, iar punctul trebue
considerat ca punct liber, aflat sub act{iunca tuturor acestor forle.

Cind punctul este silit si se miste pe o suprafatd ideal neleda,
sub actiunea fortei F (X, Y, Z), suprafala aclioneazi asupra punctului

196



cu o fortd N, normali pe suprafati, deaccea ecuatiile diferenfiale ale miscirii
punctului vorfi:

d2z a2y

m(“—2= X -+ N cos (N, x), md-l—z- = Y + N cos (N, y),
d2x —
m¥=2+4\ cos (N, z).

Dacd ecuatia suprafetei este f(z, y, z) =0, atunci
ot a o
— oz — oy — oz
cos (N,z)=-—; cos (N, y)=—; cos (N, z) = —
Af Af A,/

AN AR EIAE
1 A = —| + | + |
n care A,f V(a:) (ay ) (62) .

Se adaugi la cele trei ecuatii ale migcarii, ecuatia suprafelei si se oblin
patru ecuatii din care se scot z, y, z si N ca functii de timp.

Dacid sub actiunea forfei F(X, Y, Z) punctul trebue si se deplaseze pe
o curba datid de ecuatiile

fl (I, u, Z) = 01 f! (Ii y, Z) = Oi

atunci punctul se afli sub acfiunea fortei F—si a reactiilor NI si IV, a acestor su-
prafete ; prin urmare, ecuatiile diferentiale ale miscarii punctului vor fi :

d2z

m— = X 4 N cos (N;, 1) + N, cos (N, 1),
d%y ~3 N

m—, =Y + Nycos (N, ) + Ny cos (Ny, ),
dz: = N

mow =Z+ Nycos (Ny, 2) + Ny cos 8y 2),

pe cdnd cosinusurile reactiilor normale ale suprafetelor f, = 0 §i f, = 0 se deter-
mina ca §i in cazul precedent. Adiugind la cele trei ecuatii ale miscarii si cele
doui ecuatii f; (r, y, z)=0 si f, (z, y, z)=0 ale curbei, se obtin cincl ecuatii
din care se determina z, y, z, N; $i N,.

Cand punctul este silit si se miste pe o curbd plani dité y=1 (x) sub
actiunea unei for{e situatd in planul acestei curbe, reactia N a legiturii este
orientati pe normala la traiectorie. Ecualiile diferen{iale ale miscirii vor fi tn

cazul acesta:

O x4 Neos(W0), mol= ¥ 4 Neos (N, )
=X+ Ncos(N,z), m = cos (N, 1
m(ll2 ' dee y
iar —
cos (N, 2) = — ——y‘; cos (N, y) =— si ds = /1 + (_ dr.
ds ds ' dx

Adiugind ecuatia y = I () a curbei la cele doui ecuatii ale miscirli punc-
tului, se obtin trei ecuatii pentru determinarea lui z, y, N. Ecuatllle diferentiale
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ale migcdrii plane a unui punct material cu legituri mai pot fi scrise in forma
,intrinsecd” i anume, in proiectiile lui pe tangentd §i normali:

d
LA L 1
at p

Ecuatia miscdrii unui punct material liber, In forma vectoriali, are forma

mw = F.
Accastid ecualic mai poate fi scrisa in felul urmaitor:
F + (— mw) = 0.

Vectorul (-—mE), care este egal cu produsul dintre masa punctului si
vectorul egal si direct opus acceleratiei, se numeste forfd de iner{ie. Prin urmare,
forta. care actioneazd asupra unui punct liber este echilibratid de forta de inertie
in orice moment al miscirii. Daca punctul are legaturi, trebue adiugat la forta
activa si reactia N a legatunlor si ecuat,la miscérii va fi:

F+ N+ (— mw) = 0.

De aci rezultd cd forfa aclivd, reacfia legdturilor §i for{fa de inerfie se echi-

libreazd in orice momenl (principiul lui d’Alambert).

Proiectiile fortei de inertic (—mB) pe axele de coordonate carteziene vor
fi, evident, egale cu

d2x d2y d2z
_m— —m-—, — -_—
aee de de?

iar proiectiile acestei forte pe axele intrinseci (pe tangentd, normala principali
si binormala traiectoriei) vor fi egale cu
. do v?
-_m— —m—_ Q.
dat [}

In cazul unui punct cu legituri ideale, care nu depind de timp in mod
explicit (legituri stationare), este valabild teorema encrgiei cinetice in acecasi
formi, ca si pentru un punct liber.

630. Un punct material coboard pe un plan inclinat,
4 sub actinnea gravititii, pornind din A4,
fivd vitezd initiald. S& se determine
unghiulde inclinare « al planului astfel,
> incit timpul in care punctul va par-
o A curge drumul A B, si fie minim, stiind
La problema 630 cd OB=a=const.
Rdaspuns : «=45°.

w1, Un punct material porneste din A4 fiari vitezi ini-
tiald si coboard sub actiunea gravititii, pe un plan inelinat,
aspru 4 B, cu unghi de inclinare « si lungimea s. Unghiul de
frecare al plm(tulul cu pl'llllll este egal cu p. Si se afle viteza,
cu care punctul ajunge in B.

Raspuns : ¢ = V'_’(/.s' i (2-9),
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632. 0 sanie, pornind din punctul 4 fird vitezi initiald.
se mised pe planul inclinat A B, cu unghiul de inelinare o xi
apol pe un plan orizontal BC pand in punctul €, unde se opreste.
S se determine coeficientul de frecare f, daci A B=s, si B =x..

- sy sin

Raspuns : f = 220 %
$;Co8x 48,

633. In figurd este reprezentat un plan inclinat, care
formeazd cu orizontala unghiul « si

un punct () situat deasupra acestui ¢ »
plan. Sub actiunea gravititii un puvet /;,J.
material coboari din punctul O, ‘ ‘ p
tird vitezd initiald, intr'un jghiab ————7 72
neted OA. Ce unghi B trebue si for- S

meze dreapta OA cu verticala, pentru S~

ca punctul sd ajungi la planul inclinat T~

in timpul cel mai scurt?
. o La problema 633
Raspuns : = P

634. Dintr’un punct oarecare A4, in spatiu, incep =i
coboare simultan in directii diferite mai muite puncte mate-
riale sub actiunea gravititii, pe jghiaburi drepte netede. Sia
se afle pe ce suprafatd vor fi asezate aceste puncte intr’un
moment anumit ¢, daci vitezele lor initiale sunt nule.

< s 2 . .
Rdspuns : Pe o sferd cu raza L, al cdrel punct superior
4
coincide cu punctul A.

635. Printr'o secandura,
care formeazi unghiul « cu ori-
zontala, urmeazd si se sfrede-
leascd un canal drept A B astfel.
incit un punct material ayezat
fard vitezd initiald la deschi-
derea lui superioard, si treaci
prin seandurd in timpul cel mai
scurt sub actiunea gravititii.
Neglijand frecarea, sd se afle
sub ce unghi ¢ fati de verti-
cald trebue exeeutat acest canal.

. - a
La problema 635 Diaspuns 1o = —

636. Intr'un plan vertical se afld un fascicol de jeghiaburi
drepte aspre. In central O al fascicolului se aseazi un numir
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de puncte materiale, care sunt lisate si porneascd in acelasi
moment, fari vitezi initiald, astfel incat pe fiecare jghiab si
se miste un singur punct.

Si se afle: 1) Locul geometric al acestor puncte dupi ¢,
secunde dela inceputul miscdrii, 2) locul geometric al punc-
telor in care punctele mobile ating o anumitéd vitezi v, singura
forta activi fiind forta gravititii.

Rdaspuns : 1. Se duc prin centrul O al fascicolului, in

2

L astfel, incat dia-
4 cose

metrele lor care pleaci din punctul O, si formeze cu verticala
unghiul ¢, egal cu unghiul de frecare. Curba, formatd din
cele doud arce OB;A si OB,A ale acestor cercuri, este primul
loc geometric cautat.

2. Al doilea lo¢c geometric ciutat este compus din doud
drepte, care formeazd cu orizontala un unghi egal cu unghiul

de frecare si intersecteazd verticala, care trece prin centrul
2

v
fascicolului, la distanta ELg de acesta.

planul acestuia, doud cercurl cu raza

—_——

La problema 636

. 637. Din punctul 4 al unui plan inclinat aspru A0, care
formeaza unghiul «; cu orizontala porneste un punct material,
fard vitezd inifiald i coboard pe acest plan, sub actiunea gra-
vitdti, pand in punectul O, unde trece pe un alt plan inclinat,
aspru OB, care formeazd unghiul o, cu orizontala, se ridici
pe acest plan pani intr'un punct B, unde se opreste si apoi se
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mised in sens invers. S se afle : unghiul pe care il formeaza
cu orizontala dreapta A B, care uneste punctele 4 si B, daci
coeficientul de frecare este acelasi, .
pentru ambele plane siin punctul O
nu se produc pierderi de vitezi.

Raspuns : Unghiul ciutat este
egal cu unghiul de frecare.

638. Un punct material, care
se afld in campul fortei gravititii, La problema 637
porneste in sus cu viteza initiald
v, Pe un plan inclinat, aspru, care formeazid unghiul « cu
orizontala, coeficientul de frecare fiind f. In ce conditie punctul
va reveni in pozitia de plecare, cat timp se va ridica §i ce
drum va parcurge in urcare?

Rdaspuns : Revenirea este posibild cand « >arctgf. Mis-
carea punctului in sus este o migcare uniform intarziatd cu
acceleratia

w=—g (sin aLf cos a) =— w,.

Punctul se va ridica in timpul

v
{1 — —_0
w,
si se va opri, parcurgind drumul
2
i
§ =_2"
2w,

Dupi aceea va cobori cu acceleratia
wy=¢ (5in & —f cos «)

si va reveni in pozitia initiali in intervalul de timp

T — Dy 1 1
T Vg \Vary, Vi,
dela inceputul miscdrii, avind viteza

p o= sin (x — @)
o sin (o -~ @

in care o este unghiul de frecare.

639. Un corp porneste in sus cu viteza initiald ¢y, pe un
plan inclinat, aspru, avand unghiul de inclinare « fati de ori-
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zontald. Coeficientul de frecare este egal en f; rezistenta aeru-
lui este
F = kmge,

in care m este masa corpului, v viteza lui 51 & un factor de pro-
portionalitate. Cu ce vitezii va trece corpul prin pozitia de
plecare la inapoiere?

/" sin g — [ cos e

) 3 g . L L) —_— .
Rdaspuns : vy = vg|/ —— 5
;osina - feosa -+ kv

640. Un pentagon regulat A BCDE cu latura a este asttel
asezat intr’un plan vertical, incat latura inferioard CD este
orizontali. Si se afle timpii, in care un punct material va
parcurge segmentele BC, AC si EC, coborind pe ele, fird vitezd
initiald, sub actiunea gravititii, daci nu existd nicio rezis-
tentd impotriva migcdrii.

Rdaspuns : Timpii cintati formeazi o progresie geometricd,

cu primul termen
/ 2a
g sin 72° ’

641. O hiperbold echilaterd §i un cerc, construit pe axa
ci reald ca diametru, sunt astfel asezate intr’un plan vertical,
incat axa reali a hiperbolei este verticali. A si B fiind doud
puncte ale hiperbolei, asezate pe aceeasi orizontald, iar J un
punct oarecare al cercului precedent, si se demonstreze ci
suma pétratelor timpilor, in care niste puncte materiale par-
curg segmentele AM i BM, coborind pe ele, fird vitez# ini-

si ratia /2 cos 36°.

. . s « 8h . .
tiald, sub actiunea gravititii, este egali cu — si nu depinde
g

de alegerea punctului M, & fiind iniltimea orizontalei AB
deasupra centrului curbelor date. (Nu existdi rezistentd la
miscare).

642. O sirmid dreaptd trece printr'o sferi de masd m,
de care este legat un fir de cauciuce de lungime ! (in stare nein-
tinsi). Unghiul dintre sirmi si orizontali este egal cu a>¢,
unde 5 este unghiul de frecare al sferei cu sirma. Capitul
liber al firului de cauciue se fixeazd pe aceeagi sarmd, la di-
stanta [, in sus de sferd si apoi sfera este lisatd si coboare.
N se afle legea miseirii sterei pand la prima ei oprire, dacd
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forta de intindere a cauciucului este proportionald cu alungi-
rea ci relativd, factorul de proportionalitate fiind egal cu ec.

Raspuns : r = mgl . Sm(a—_q’)[l — €O0S (V—(— t)}

c cos @ ml
643. O sferd M de greutate P, legatd printr’un fir 4.3/
de un punct fix A, descrie o circumferinti orizontali, cu
vitezd constantd. Cunoscind lungimea ! a firului $i unghiul «
dintre fir §i verticald, si se determine tensiunea F a firului,
viteza v a sferei §i timpul 7, in care ea descrie o circumferinti
complecti.

> P . 1 . B
Raspuns : F = Lo =sinal/ L—, 1 =271V— cosa.
g

Cos a COSs &%

644. Un pendul matematic de lungime I, avand greu-
tatea P este adus in pozitia MM, forméind un unghi de 90° cu

verticala si apoi i se imprimid o vitezd initiald verticald r,. Si
se afle tensiunea F a firului pendulului in functie de unghiul .

2 .
Raspuns : F = P (3 sin ¢ + D_‘l’)
g

645. Un pendul matematic de lungimea ! primeste in
pozitia de echilibru o oarecare vitezd initiald orizontald, in
urma cireia s’a depirtat de verticald cu unghiul «. Si se afle
viteza initiald a pendulului.

v - - oL
Raspuns : v=2]gl-sin 5

A

La problema La problema  La problema La problema
643 644 646 647
646. Intr'un con gol, cu unghiul 2x, care se roteste in
jurul axei sale verticale cu viteza unghiulard constantd o,
este asezatd o sferi M de greutate P ; sfera se afld in repans in
raport cu conul. Si se afle presiunea N a sferei pe con si dis-
tanta h.

- 9 o2
Raspuns: N = ——, h =— clgia
sin & w
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647. Intr’un vas, care are forma unui elipsoid de revo-
lutie, cu semiaxele a i b si care se roteste in jurul axei sale
verticale cu viteza unghiulari constantd w, este asezati sfera ./
de greutate P; sfera se afld in repaus fatd de elipsoid.

S se determine distanta h.
asg

Raspuns: h = a —
b2m2

648. Dintr'un put de mind se ridicd cu ajutorul unei
colivii o cantitate de 112 kg cidrbune. Presiunea cirbunelui
pe colivie, in timpul misecdrii, este de 126 kg. Si se afle acce-
leratia.

Rdspuns : w = % m/s?.

649. Si se atle forma suprafetei libere a apei dintr’o cis-
ternd ficind parte dintr’un tren care se mised cu acceleratia
constantd w pe un drum drept orizontal.

Rdaspuns : Un plan, inclinat fatd de orizontald sub unghiul

w
o = arctg —- -
g

650. Un pod are forma unui are, care are punctul cel mai
de jos la mijlocul podului; raza de curburi, in acest punct al
arcului, este p. Sarcina fixd maximi pe care o poate suporta
mijlocul podului, este P. S se afle, pentru ce vitezd v a unei

. P _—
sarcine de greutate —, care se miscd pe pod, acesta se Va
n

pribugi. Se presupune, c¢i podul nu se deformeazi si ci n>1.
Raspuns : v>Vgp (n—1).

651. S4 se determine iniltarea unei sine de cale ferati
fatd de celelalte, pe un arc de cerc astfel, incat presiunile unei
locomotive, in migcare, pe ambele sine si fie egale, stiind, ci
litimea liniei este b, viteza locomotivei v §i raza arcului de cerc p.
R bv2 .

Vo T o

652. 54 se determine forta lui Coriolis pe o sind (31 anume
pe care?) exercitatd de o locomotivd in greutate de P=100 1,
care merge dela Moscova spre Sud pe directia meridianului,
cu viteza v = 100 km/h, daci latitudinea Moscovei este o =50".

Rdaspuns : ~ 34 kg.

Rdaspuns : h
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Ni se afle viteza inelului in funetie de pozitia lui pe circum-
ferintd, preenm si reactia N a circumferintei.

/"2
Raspuns : ¢ = | Vo T 2¢r (COS 99— COS @),
2
. R Yy . §
N = P2 cos Do ﬂA ﬁ — 3 cos e,

in care ¢ este unghiul dintre raza vectoare a inelului §i raza
verticald fixd a circumferintel, indreptatd in sus.

658. In conditiile problemei precedente si se afle ce
relatie existd intre vy i ¢, $i unghiurile : ¢,, pentru care punctul
se opreste in miscarea sa pe circumferintd, §1 ¢, pentru care
presiunea pe circumferintii este egald cu zero.

. 7 vg 3

Rdaspuns : coso, = €08 g5 + — = — €08 o,.

2gr 2

659. Un jghiab asezat intr’un plan vertical are forma
unei circumferinte cu raza 7. In momentul initial se ageazd o
sferd in punctul cel mai de jos al jghiabulul si 1 se imprima
viteza orizontald v,. Si se afle, care trebue si fie aceastd vitezi
initiald pentru ca: 1) sfera si inceapd o miscare circulari, 2)
pentru ca sfera si sard din jghiab si 3) pentru ca sfera si exe-
cute o migcare oscilatorie de pendul matematic.

Indicafie. Pozilia sferei pe circumferintii se determina prin unghiul ¢ dintre
raza ei vectoare si raza fixd, care trece prin punctul cel mai de jos al circum-
ferintei.

- A -~ 2 A . « .

Raspuns : Cand 5gr<ve, sfera inconjoaria toatd circum-
. e . . . . . - . . 2
ferinta, mirimea vitezel sale variind intre limitele v, $i Vwo——étgr.

Y 2 - - . .
Cand 2gr <vo<Hgr, sfera pirdseste circumferinta la
unghiul

3 —2gr

. ug—2gr
0 = — 3 .

A 2 . o . . .
Cand 0<<wvo2¢gr, sfera oscileazi pe circumferintd, iar
schimbarea directiel migcirii se produce pentru

2 vg
Q= drecos — — | < 180°

cu viteza

2

D,
@ = arc Ccos (1 — —°)< 90°.
2¢9r
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653. O circumferinti de sirmi, in pozitie orizontali
avand raza r, trece printr o sferd de masi m. Cunoscand coefi-
cientul de freca,re f, s se determlne, ce viteza initiald trebue
transmisd sferei, pentru ca ea si inconjoare complccb circum-
ferinta.

Raspuns : vg=rg sh (4f=).

654. O sferii de 0,49 kg, asezatdi pe o masi orizontali,
este legata printr’un fir de lunglme [=0,7 m de un punct fix 0
Se imprimi sferei o vitezd initiald 10_4 9 m/s, perpendiculari
pe directia firului. Si se afle viteza sferei si tensiunea firului
dupi 2s, ‘dela inceputul misecéril, coeficientul de frecare fiind 0,2

Rdaspuns : 1) 0,98 m/s; 2) 0,07 kg.

655. O sferi alunecd, sub actiunea gravititii pe supra-
fata interioari a unei emisfere fixe, aspre, de razd r, pornind
fard vitezi initiald, din extremitatea unui diametru 01'1zontal
Cunoscind coeficientul de frecare f, si se afle viteza, cu carce
sfera va ajunge in punctul cel mai de jos al emisferei.

g Loz 2r _0f2_ 2f. ,—Ix

Raspuns : v _1441 2f2—3f.e— %),

656. Un cub mic este introdus pe un plan orizontal
intr’un tub, indoit in form# de circumferinti si avand sectiu-
nea transversali dreptunghiulari. Cubul are doud fete astfel
curbate dupd forma tubului incit si se poatid deplasa in inte-
riorul lui, atingdnd cu fetele sale peretii tubului. Si se afle
legea miscdrii cubului, tinand seama de frecarea pe doui fete,
cea de jos si cea laterali curbatd, dacd in momentul initial se
imprimi cubului viteza v, dealungul tubului si daed coefi-
cientul de frecare pe ambele fete este f. Si se afle deasemenca
timpul 7', dupd eare cubul se opreste.

Raspuns :
— a . D,
s = 1In _cos (x — Bt ;i T'=—, in care a = arctg ==,
f cos « \rg

B= L |/rg, iar r este raza circumferintei, descrisdi de centrul de
r

greutate al cubului.

657. O circumferintd din sirmi netedd, de razi r, al cirei
plan este vertical, trece printr’un inel de greutate P. Acesta
se poate deplasa liber pe circumferinti. In momentul initial
inelul capiti viteza ¢,, orientatd dupd tangenta la cirumferinti.
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660. Un carucior circuld pe doud sine, asezate intr'un plan
vertical si formand bucla circulari CDEF, de razi r. Miscarea
incepe fird vitezd initiald din punctul A, care se afli la inil-
timea h peste punctul cel mai de jos C al ochiului. Portiunea
AB a drumului are o formg arbitrari, portiunea BC este ori-
zontald. Si se atle, neglijind rezistentele, ce valoare trebue
sa aibd indltimea h inecit cidruciorul si poatd descrie circumfe-
rinta CDEF.

Raspuns : h>3[, r. Cand r<Zh<¥5 r, ciruciorul va siri
de pe sine, iar cAnd h<r, el se va intoarce din drum.

] /
N

La problema 660

661. O cicloidd este asezatd intr'un plan vertical astfel,
inciat axa ei este verticald, iar concavitatea in varful 4 este

indreptatd in sus.
Un punct material M se ageazd intr’un loc al cicloidei

astfel incat 4 M — 8o- Se imprima punctulul viteza v, orientati
dealungul tangentei la cicloidd in sus. Si se afle legea mis-
cdrii punctului presupunind, cid asupra punctului actioneazi
numai forta gravititil.

Indicatie. Se va folosi formula, care determini lungimea arcului cicloidei :
§ = V&S‘—ry, in care r este raza cercului generator al cicloidei.

> g ir . g
8= . — 1 o)/ — sin — 1"
Rdspuns : s= 8, €08 (V " ) + IOV . sl (V4’ )

662. In conditiile problemei precedente si se demon-
streze cd, in cazul cand viteza initialdi a punctului material
este zero si cidnd acest punct este legat solidar de cercul gene-
rator al cicloidei, atunci cercul generator se rostogoleste cu

viteza unghiulard constanti o = Vi , cand punctul se miscit
r

pe cicloidi.
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663. Un punct material coboari sub actiunea gravitatii,
pe o curbd netedd, asezatd intr’un plan vertical. Este cunoscut
¢i la aceastd miscare punctul se depirteazid de orizontala,
care trece prin pozitia lui initiald, cu viteza constantd c¢. Si
sc afle aceastd curbi.

. 8 . . e ..
Raspuns : 22 = -2 43 o paraboli semdicubicd. (Originea
9c? Y5

s¢ afld in pozitia initiald a punctului mobil, axa z este ori-
zontald, lar axa y indreptati in jos).

664. Un punct material se miscd fird frecare, sub actiu-
y nea gravititii pe ramura inferioari a
astroidel, care are ecuatra de formi
x' - yte= (2r)s.
‘ S4 se afle in cat timp punctul,
- X care porneste cu o vitezd extrem de
micd din pozitia (— 2r, 0) ajunge in
pozitia (0, —2r).

w k3 T
: Raspuns : 1T =6\ — = 3T},
g
La problema 664 in care 7', este durata ciderii libere
dela iniltimea 2r. '

665. N3 se afle o curbd, situatd intr’un plan vertical, astfel
incit doud sfere, asezate in punctul O al acestei curbe
care se miscd fird frecare, sub actiunea gravititii, si ajungi
simultan in alt punct al ei, o sferd trebuind sd se rostogoleasca
pe curbd, iar a doua pe coarda ei. Vitezele initiale ale sferelor
sunt nule.

Indicafie. Se va scrie ccuatia curbei in "coordonate "polare cu polul in
punctul 0. Axa polari este verticali.

Raspuns : r*=a?sin 2¢, adici o lemniscatd, a cirei axi
de simetrie este inclinati cu 45° fatd de orizontali.

666. Pe partea exterioari a unei parabole cu axa ori-
zontald, avand eccuatia y*> = 2x, se rostogoleste, firi alune-
arve §1 fard vitezd initiald, o sferd, care are ordonata initiald
Yo=2. In care punct sfera va siri de pe paraboli?

Rdspuns : ITn punctul (0,5; 1).

667. O sferd se rostogoleste pe partea exterioari a unei
parabole netezi, en axa verticald, pornind din varful para-
bolel cu o vitezd initiald datd. Si se demonstreze, ci presiunca
sferei pe parabold  variazd invers proportional cu raza dec
curbura a parabolei. '
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668. O sferd, de greutate P, se rostogoleste firi frecare
pe un arc de elipsd cu semiaxele a.§i b, axa mici a elipsei fiind
verticald. Si se determine presiunea sferei pe elipsi in punctul
ei cel mai de jos, daci sfera incepe miscarea, firi vitezd ini-
tiald, din extremitatea axei mari a elipsei.

2
Raspuns : P (1 + 2 b—z)
a
669. Un punct material, aflat sub actiunea fortei gravi-
tatii, executd oscilatii cu amplitudinea micdi, pe o curbi neteds,
fixd, situatd intr’'un plan vertical, in apropierea punctului
cel mai de jos O al acestei curbe. 33 se arate ci perioada acestor

oscilatii mici se exprimi prin formula 7 = 2= l/ Lo in care p,
g
este raza de curburd a curbei date in punctul O.

670. Si se aplice formula pentru perioada 7, din pro-
blema precedentd, la cazurile de oscilatie a unui punct:
1) pe o parabold cu axa verticald si 2) pe un lintisor cu axa ver-
ticald.

Raspuns: 1) T = 2=n Vﬂ , In care p este parametrul
g

parabolei ;

2) T'=2=n ‘/—i, in care a este parametrul linti-
g

sorului.

671. S3 se arate, cd oscilatille unui pendul cicloidal
intr’'un mediu, a cirui rezistentd este proportionald cu viteza,
se amortizeazd, rimanand isocrone.

672. Un punct material, care se afli sub actiunea gra-
vitdtii §i este silit si rimanid pe suprafata unui cilindru cir-
cular fix, neted, de razd r, cu axd verticald, are viteza initiali
ro- S3 se arate ci prin desfisurarea suprafetei cilindrului pe un
plan, traiectoria acestui punct se va transforma intr’o parabola.

673. Un punct material a cirui greutate poate fi neglijatai,
obligat si rimind pe suprafata unui cilindru circular de razd r
capitdi o vitezd initiald o, orientati sub unghiul v, fati de
generatoarea cilindrului. S se afle miscarea punctului, dacid
coeficientul de frecare intre punect si suprafata cilindrului
este f.

-
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Raspuns : Punctul s¢ mised pe o linie elicoidald dupd

s — 111(1+,ﬂmt).
/sin?y r

legea

674. Un punct material se mised cu viteza initiald v, pe
suprafata unei sfere aspre, fixe, cu raza a, fiind atras de centrul

ei cu o fortd K, dupid legea lui Newton F="" " ) Ce drum va
r

parcurge punctul pand la oprire, daci coeficientul de frecare
este egal cu f?

- a
Rdspuns: s = —In
2f av)

§ 27. Miscarea relativii a unui punct material

In cazul migcdrii unui punct material in raport cu un sistem de referin{a
mobil, a cirui miscare, in raport cu un sistem inertial de referin{d este cunoscut,
trebue si se adauge la fortele, aplicate direct punctului mobil, si forfele de iner{ie
purtdtoare §i complimentare a lui Coriolis (determinate din acceleratiile purtitoare
si complimentare). Astfel, ecuatia vectoriald a migcirii punctului fn raport cu
un sistem mobil va avea forma

m’u_J,=I—<‘-—mu7,,—mw_k, (1)
fn care E,, E,,, Ek tnseamnd respectiv acceleratiile relativa, purtitoare si com-

plimentard. In proiectiile sale pe axele de coordonate ale sistemului mobil, ecua-
tiile diferentiale ale mijcarii relative a punctului se scriu in felul urmétor :

m;=Fz_mwpc—2m(0)y;—-- mzy.)y
m:, = Fy — mwyy — 2m (mz;: - (l)z;f); 2
m;:Fz—mez_m(mC!;—mvx.)’

1n care 1, Y, z sunt coordonatele punctului mobil in sistemul de referin{e mobil,
w wk = 0 si ecuatia echilibrului relativ al punctului va fi:

F — mw, = 0. (3)

Teorema energici cinetice se exprima in miscarea relativa a punctului astfel :
my? - - - -
d < |~ F.dr — mwy.dr 4)

fntrucat lucrul mecanic al forfei de inerfie complimentare este cg,al cu zero in
miscarea relativi.
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675. Un vagon se miscd in linie dreaptd cu acceleratia con-
stantdd a. S& se determine traiectoria relativid a unui corp,
care cade liber in vagon, in cazul cind viteza initiali relativid
a corpului este egald cu zero. Si se afle deasemenea deplasarea
relativd orizontald a corpului in timpul ciderii lui, dacd dis-
tanta initiald a corpului la podeaua vagonului este h.

. .. . h . -
Raspuns : 1) O linie dreaptd ; 2)— <(semnul minus arati
g

cd deplasarea este indreptatd in partea opusd acceleratiel
vagonului).

676. Un pendul matematic, de lungime ! este fixat de o
scandurd, care are o miscare de translatie verticald in jos, cu
acceleratia constantd a<g. Sd se afle perioada oscilatiilor
mici ale pendulului.

Rdaspuns : T=2m V

l .
g—a

677. O pani dreptunghiulard netedi, cu unghiul « are o
miscare de translatie in linie dreaptd pe un plan orizontal,
fard vitezd initiald, cu acceleratia constantd a. Pe pani se
aseazd sfera MM, care incepe si se rostogoleascd pe pand. Cunos-
cand greutatea P a sferei i presupundnd, cd viteza ei ini-
tiald relativd este nuld, si se afle
traiectoria absolutii, acceleratiile
relativd si absolutd a sferei, pre-
cum i reactiunea N a penei. Si
se analizeze cazurile particulare :

1) a=g¢ tg « si

2) a= —gectga.

Rdspuns : 1) Traiectoria este
dreapta Axr—By=0, in care

4 = (¢ sin @ — a cos «) sin «, .

B=a-+(g sin «—a cos &) cos «,
originea axelor mobile fiind luatd in pozitia initiald M, a sferei.

Acceleratia relativi :
w, = g Sin & —a cos a.

Acceleratia absolutd :

we=V¢%* + a®sin a.
Reactiunea penei:

- a .
A=P(cosa—_L —sma)-
g

o,

ZZ

La problema 677
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Cazurile particulare :

1. Ecuatia traiectoriei are forma y=0, adicd pana se
mised, ducind cu sine sfera care se afli nemiscatd pe ea; in
cazul acesta
P

CcoS a

N =

2. Ecuatia traiectoriei are forma =0, adicid pana iese
de sub sferd, care cade liber; in cazul acesta

N =0.

678. O circumferinti netedd de sarmé, cu raza r, situats
intr’'un plan vertical, are o miscare verticald de translatie cu
acceleratia constanti a. Circumferinta de sirméi trece printr’un
inel. S4 se afle viteza relativi a inelului, precum §i reactiunea
N a circumferintei, dacd greutatea inelului este P.

Rdaspuns : vr= Y r54+2 (gFa) (cos ¢ — oS gg) T

. P a vg
A =——-[(1$-——)(3 cos<p—200s%)1'+—°],
r g g

in care semnul 4 corespunde cazului, cind acceleratia purta-
toare. este indreptatd in sus; ¢ este unghiul dintre raza vec-
toare a inelului §i raza verticald a circumferintei, indreptatad
in jos.

679. Un tub de formi arbitrardi, a cdrui linie axiali se
afli intr’un plan orizontal, se roteste cu viteza unghiulard
variatd Q in jurul unei axe fixe, ver-
ticale O (perpendiculari pe figurid). In
tubul acesta se afli sfera M de masid
m. Si se afle fortele de inertie ale
acestei sfere gi fortele active care il
sunt aplicate, fiind cunoscute : raza de
curburd p a tubului in orice punect al
lni, distanta r a sferei la axa de rotatie
O intr’un moment dat, viteza ei w» fatéd
de tub si coeficientul de frecare f dintre
sterd si tub.

La problema 679

Raspuns : 1. Forfele de inertie :
1) TForta complimentari egali ca mirime cu 2muQ si
orientati dealungul normalei la tub;
2) forta centrifugd in mlqeale& purtitoare, egala ca

mirime cu 7mrQ2 si orientati dealungul razei vectoare », indrep-
tatd dela axa de rotatie inafard ;
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3) forta tangentiald de inertie in miscarea purtitoare,
< .y aQ . . -
egald ca mirime cu mr—— §i perpendiculard pe r;
4) forta centrifugd in miscarea relativi, egali ca mirime
mu? . . u . . . . .
cu — g1 orientatd in directia normalei exterioare a tubului;
P
5) forta tangentiald de inertie in migcarea relativi egali
du . . 9 .
cu m -~ $1 orientatd dealungul tangentei la tub.

II. Fortele active :

1) greutatea sferei P = g ;

2) reactiunea verticali a tubului N, = — P; .

3) reactiunea orizontald a tubului :’\d’z, indreptati dea-
lungul normalei la tub, de mirime

p— 2

N, =m = 1 2uQ — Q2 cos (g, 1) — rid% sin (g, r)| ;
p

4) forta de frecare, indreptati dealungul tangentei la

tub in sens opus vitezei relative si egali cu fN, unde N este

reactiunea totali a tubului, egali ca mirime cu VA’f+A'§.

680. Un tub neted, orizontal, drept, se roteste cu viteza
unghiulard constanti o in jurul unei axe verticale, care trece
prin extremitatea tubului. In tub se afli o sferi de masd m.
In momentul initial distanta sferei la axa de rotatie este a,
iar viteza ei in raport cu tubul, este zero. Si se afle legea miy-
cirii relative a sferei dealungul tubului $i reactiunea orizontali
N a tubului.

Rdspuns : &'=ach (ot); N = 2amo®sh (ot).

681. In conditiile problemei precedente sia se afle tra-
iectoria absolutd, vitezele absolutd si relativi a sferei, la
iegirea ei din tub, precum si timpul ¢}, cand sfera va iesi din
tub daci lungimea tubului este 2a.

Raspuns : 1) Ecuatia traiectoriei absolute in coordonate
polare : r=a ch o.

= . 2 1 o 1
2) tg=VT7aw. 3) vy =V3aw. 1) t;=—1In (2 2] 3).
w
682. Un tub neted, a cirui linie axiald are forma unei
curbe plane oarecare, sc roteste intr’un plan orizontal cu viteza

unghiulard constantid « in jurul unui punct fix 0. In tub se afli
sfera M ; distanta ei initiali de O este ry, lar viteza initiald
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fati de tub este zero. Si se arate, cid viteza relativa a sferei
are cxpresia urméitoare :

2
Tr =W \/1'2—7‘0 ,

in care r este distanta sferei la punctul O intr’un moment dat.

683. O sferd intrd cu viteza initiald relativa v,y in capitul
deschis B al unui tub drept de lungime I, care se roteste intr’'un
plan orizontal, in jurul celuilalt capit fix 4, cu viteza unghiu-
lard constantd w. S& se afle, care trebue s fie valoarea minimi
vrp & Vitezei relative initiale, pentru ca sfera si ajungi inpune-
tul A.

Rdaspuns : Viteza ciutati este egald cu viteza purtid-
toare a sferei in momentul initial, adici in momentul cand
sfera se afli in punctul B.

684. Un tub drept 4B, de lungime ! se roteste intr'un
plan orizontal in jurul unui punect fix O, cu
viteza unghiulari constantd o, avind OA =R,
si OB=R,.

In interiorul tubului se poate misca
firy frecare o sferd M de masd,m. Si se
afle miscarea relativid a sferei, daci in mo-
mentul initial ea se afli in punctul A si
viteza ei initiald relativi este vr. S se de-
termine deasemenea reactiunea orizontald N
a tubului, timpul ¢, dupid care sfera va iesi
din tub i viteza ei relativd v, in acest
moment.

La problema 684

< 1
Raspuns : AM =s = — [(¢w+rry) e 1
200

+ (@w—rp) ] —a;

N=mo [(aw+r) c‘"’—(am——r,.a) e—ol L

+oVRi—a¥;

1 w(@a+ D+ 2 2 3
t=—1In 2EEDEM A L (1 k),
w wa + vr, 0
in care
Ry — R} — 2
a= —
2!

685. Un tub, curbat in formd de cere cu raza r, se roteste
intr’un plan orizontal cu viteza unghiulari constanti o, in
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jurul unuia din punctele sale 4. In interiorul tubului se poate
deplasa fird frecare, o sferi de masi m. Stiind, c¢ii viteza rela-
tiva a sferei este vy, sd se afle viteza ei relativi si reactiunea
orizontald N a tubului. Si se determine deasemenea pef‘io:ula,
Tl aé oscilatiilor mici ale sferei in jurul pozitiei de echilibru
relativ.

Rdspuns : vr = '\/’L:‘ + 2 r’w?(cos ¢ —cos o) ;
vy 2 2
szr[(m—{——) +mzcoscpJ: T =2,
r w

in care ¢ este unghiul dintre raza vectoare a sferei, dusi din
centrul O al cercului, si diametrul 40.

686. O curbi din sirmi netedd trece printr’un inel de
greutate P. Curba y = f (x) trece prin origine si se roteste in
jurul axei verticale Oy, cu viteza unghiulari constanti . Ce
formi trebue si aibd aceastd curbd, pentru ca inelul si se afle
in echilibru relativ, in orice pozitie pe aceastd curbi. Si se afle
deasemenea reactiunea N a curbei. (Pe principiul acestei pro-
bleme se bazeazd actiunea regulatorului astatic).

< w? o, . ‘ 2w?
Raspuns : 1) Parabola y = o x*; 2)N=P|/ 14+—y-
g g

687. O sferi de masid m, se poate misca fari frecare in
interiorul unui tub drept orizontal, care se roteste in jurul
unei axe verticale, eare trece prin capitul tubului. Cu ce vitezi
unghiulari trebue si se roteasci tubul, pentru ca presiunea
orizontald a sferei asupra .tubului si ramand constanti! In
momentul initial distanta sferei la axa de rotatie este ry, viteza
unghiulari w, si raportul dintre viteza relativd a sferei i
viteza ei purtitoarc este [2. Sd se afle deasemenea, in acest
caz acceleratia relativi w, a sferei si traiectoria ei absoluti.

Raspuns : o = ) ; wr=1I, we= const ; r=

142y
2

é.
roe"’ .

688. O bard dreaptia O4 aluneci pe un plan neted ori-
zontal rotindu-se in jurul eapdtului fix O, cu viteza unghiulari
constantd o si loveste o sferd de masd m, situatd pe acest plan.
Si se afle legea miseirii relative a sferei dealungul barei, cand
coeficientul de frecare dintre sferi si bardi este f. In momentul
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initial sfera se afli la distanta a de punctul O si viteza ei in
raport cu bara, este egald cu zero.

Raspuns: r = ’21/—:—*-_/2,'(1/1+ 724 ) cm(\/l+/2—/)t .

(T p—p) e VT+72+ Nt ] _

689. Tinind seama de rotatia zilnicd a pimantului, si
se determine miscarea relativi a unui punct material, care se
miscid fird frecare, cu viteza initiald relativd v, intr’un plan ori-
zontal, la latitudinea ¢°.

Y .. . . - - 14
Rdspuns : O miscare uniformé pe un cerc de razd )——"— ,
2w sin @

in care o este viteza unghiulari de rotatie a pimantului.

690. Un punct material, de masi m, se poate miseca liber
fard frecare in planul 20z, care se roteste in jurul axei verti-
cale fixe Oz cu viteza unghiulari constanti o. Si se afle mis-
carea relativii a acestui punct, daci el se afli sub actiunea gra-
vitdtil si dacd coordonatele lui initiale sunt egale cu x, §i 2,
iar viteza initiald relativd este egald cu zero. Si se determine
deasemenea reactiunea N a planului, care se roteste.

Rdspuns: x = % (cof 4 e—of) ;z:zo—ﬁ ;
‘ 2
N=mur, 0? (et — e—ot),

691. Un punct material este asezat pe un plan neted,
orizontal Ozy, care se roteste in jurul unei axe fixe Oz, cu viteza
unghiulari constantd «. Punctului i se imprimi o vitezd ini-
tiald oarecare, situatd in planul acesta. Si se arate, cd in mis-
carea relativd a punctului au loc urmitoarele egalitifi :

1) a?4 y2 — w22+ y?)=const ; 2) yr—zy —  (x2-+ y%)=const.

692. Un punct material M, de masi m, se afli pe un
plan orizontal, neted, care se roteste cu viteza unghiulard
constantd o in jurul unei axe verticale fixe, ce trece printr’un
punct O al planului. Punctul material M este atras spre punctul
0, de o fortd de mirime I' = mw?r, in care 7 este distanta punc-
tului M la O. S& se arate cd in migcarea relativi, la orice con-

ditii initiale, punctul M descrie un cere, cu viteza unghiu-
lari 2 o.
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II. DINAMICA SISTEMULUI
§ 28. Principiul deplasirilor virtuale

Orice deplasare a unui sistem se numeste deplasare virluald admis3 intr'un
moment dat de legituri, iar deplasarea pe care sistemul o suferd efectiv, sub actiu-
nea unor for{e date, se numeste deplasare reald. Daci legdturile sistemului nu
depind de timp, deplasarea reald este una din deplasarile virtuale.

Cand se di sisternului o deplasare elementara virtuali, forfa P (X, Y, Z)
aplicatd in punctul A, efectueazd un lucru mecanic elementar egal cu

Pd = P8 cos (P, 8r) = X 8z+Y8y~Z 8-,

in care Br—(S:c, 8y, 8z) este deplasarea elementard a punctului Af. Principiul depla-

sarilor virtuale constd in aceea, ci pentru echilibrul unui sistem cu legdluri ideale

esle necesar §i suficient ca pentru fiecare deplasare virluald suma lucrurilor mecanice

elementare a tuturor forfelor active sd fie egald cu zero (In cazul legdlurilor cure

se menfin), adicd in coordonate carteziene (x,, Uy,Z;, Ta) Y25 Z2- « +» Ty Uny Zn) -
n

2 (X; 81‘i +Y; Syi+Zi8z,~) =0
i=1

si in parametri independenti (qy, ga,. .., q&):

k
E Qo 8q, = 0,

yel
de unde
Q],:O, Q2=O,..., ()k=0v
fn care
n a
Qo = E (X;§—I—‘+ L _')
a‘h aqv aq,:

este forta generalizata.
In aceste ecuatii nu intrd lucrul mecanic al reactiunilor legiaturilor ideale.

693. Printr'un punct firi greutate J, trece un semi-
cerc din sirmi A M B. Punctul M este atras de punctele 4 si
B, cu forte proportionale cu di-
stanta. Factorul de proportionalitate
pentru ambele puncte este k. Si se
afle pozitia de echilibru §i presiunea
punctului pe sirmi, dacd raza se-
micercului este r.

Raspuns : Echilibrul este indi- La problema 693
ferent, punctul se afli in echilibru
in orice loc de pe semicerc. Presiunea punctului pe sarmi

este 2kr.
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694%4. O sferd este asezatd intr’un tub neted, care se afld
intr’'un plan orizontal si are forma unei elipse, cu axa mare
egali cu 2 a. Sfera este atrasid de focarele elipsei cu o forti,
invers proportionald cu patratul distantei. Factorul de pro-
portionalitate pentru un focar este k2, iar pentru celilalt kj.
Si se determine razele-vectoare r si 7y, in pozitia de echilibru
a sferei.

2ak 2alk,

b 7‘1 =

k+ Ky k + k&,

Raspuns : r =

695. Un semicerc vertical din sarmi, de raza r trece
prin doud sfere mici de greutate P si ), legate intre ele prin-
tr'un fir inextensibil, de lungime 2I. Si se afle pozitia de echi-
libru (unghiul « dintre fir si orizontald), dacid nu existd frecare.

we-p
(P+ Q-0

Raspuns : tg o =

“Q Va{\\
A
0

La problema 695 La problema 696

636. Un lintisor greu, omogen, de capetele ciruia sunt
fixate sferele A si B de greutatea P si @, este asezat pe supra-
fata unui semicilindru neted de razi r. Si se determine unghiul
dintre dreapta OC, perpendiculari pe AB, si orizontald, in
pozitia de echilibru. Unghiul « este dat, greutatea unititii de
lungime a lintisorului este .

(P + Q)cosa + 2ry sin «

Raspuns: tgn =
(P — Q) sina

697. Varfurile opuse ale unui paralelogram articulat
ABCD sunt legate prin firele AC si BD, ale ciror tensiuni
sunt T’y 51 T',. S se dovedeascd proportia T; : T, = AC : BD.

698. Si se rezolve prin metoda deplasirilor virtuale
problemele 117, 125, 147, 176 si 186 din capitolul ,,Statica”.

. 639. Sd se afle unghiul, care determing pozitia de echi-
libru & unui sistem, care constd in doud bare omogene 04 si AC,
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reprezentat in figurd. Se dau: AC = 2a, 40 = 0B =
Greutatea barei AO este P, a barei AC, 2P.

Raspuns : Unghiul ciutat se determind din ccuatia

cos? ©—0,2 cos 0 —0,5=0
de unde

cos ¢ = 0,1 F J0,51.

Cate solutii are problema?

4 0

La problema 697 La problema 699

700. Asupra unei saibe de razi r, solidar legati cu o
roatd dintati de razi R, actioneazid

forta verticali @ ; asupra altei saibe de
razd R,, solidar legatd cu un pinion de

razd 7, actioneazi forta P. Si se afle

relatia dintre fortele P si Q in pozitia
de echilibru.

rry

RR,

g P
Raspuns : —Q~=

701. Un corp A, aflat pe un plan E]]]a
orizontal BC, se afli intre doud pene La problema 700
isoscele, cu unghiurile la varf 2« gi 2f.
Asupra primei pene actioneazd forta verticald P ; asupra penei
p |2 a doua forta verticald Q Sd se afle
relatia dintre aceste forte in pozitia
de echilibru.

P t
Rdspuns : — = g
e tgf
La problema 701 702. Un exagon cu laturi egale,

articulat, a cirui bazi este ll\.LtJ
se afli sub actiunea fortelor P —P i Q, cum se aratd in figura.
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Si se afle relatia dintre aceste forte in pozitia de echilibru.
Unghiul « este cunoscut.

Raspuns: Q=P . tgo.

703. Si se arate ci, conditia de echi-

libru pe cAntarul Roberval este egalitatea
P = @ indiferent de pozitia

greutdatilor pe talerele can- )
tarulul.
P oy
704. Asupra articu- TJ

e 4 latiei din mijlocul B al
La problema 702 unui dispozitiv de presare La problema 703
A BC(C, actioneazi in planul
ei o fortd orizontali P. Ce fortd Q, aplicatd in punctul C si
orientatd dealungul dreptei (A, echilibreazi aceastd fortd
P?(AB=BC, <ABC=2ua).

Raspuns : Q = % P tg a.

La problema 704 La problema 705

705. Un mecanism plan cu articulatii are constructia
ardtatd in figurd. Barele 04, OB, AD, BC,... sunt fird greu-
tate si formeazd o serie de romburi. OK este un dinamometru.
Ni se afle cat va ardta dinamometrul, daci se atirnd de arti-
culatia M o greutate de @ kg.

Raspuns: n fiind numirul romburilor (in cazul din
figurd m=3) rezultatul cerut va fi nQ kg.
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706. S3 se afle conditia de echilibru a fortelor din presa

reprezentatd in figurd, daci fortele orizontale P si — P actio-
neazd perpendicular pe méiner, | fiind lungimea fieciirui maner
si b pasul surubului.

Raspuns: @ = {=P L
h

BB

La problema 706 La problema 707

707. Pentru pozitia de echilibru a mecanismului si se

afle relatia dintre fortele : P, orizontaly §i Q, verticald, care
actioneazd asupra pistonului C si a capitului A al manivelei,
cum se aratd in figuri. Unghiurile « i ¢ sunt cunoscute.

Raspuns Q2 _ sin@—9)

COS a-COS @

708. O bari omogendi de greutate P se sprijind cn
capdtul ei superior de un perete ver-
tical aspru (coeficientul de frecare
este f) iar cu cel inferior pe o masi
orizontali netedi. Bara se mentine
in echilibru intr’un plan vertical, cu
ajutorul unui fir legat de capitul in-
ferior si intins peste masd, fiind apol
trecut peste un scripete si purtind 7 ///////7/ 72,
greutatea ¢ la capdtul lui liber.

S4 se afle pentru ce valori ale
unghiului de inclinare al barei « este
posibil echilibrul, precum si reactiu- ;
nile in punctele 4 si B. La problema

a

k\\‘\Q\\\Q\\

D

8

Rdspuns : tg o = 5% +Ekundef=h=—1;
OV1T + k2; Ng=P L 1kQ.

rel

‘\'A
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709. O tiji omogend A B=a, de greutate P este agsezatd.
intr’un vas imobil, care are forma unui paraboloid de rotatle
Si se determine pontnle de echilibru. Ecuatia parabolei este
LE=2py.

Rdaspuns : Dacd a<2p, existi numai o singurd pozitie
de echilibru, in care tiju este orizontali; dacd a>2p, mai
existd, in &faré, de pozitia orizontald, ined o altd pozitie de
oc]uhbru, in care tija trece prin ioc&rul paraboloidului.

X s 7 77

La problema 709 La problema 710 La problema 711

710. O bari omogeni AB=a, de greutate P, se sprijina.
cu un capit de un perete vertical neted si cu celdlalt capit
de un profil neted fix. Cum trebue si fie acest profil, pentru
ca bara si rimand in echilibru, in orice pozitie?

Rdaspuns : Elipsa x2+4(2y—a)?=a?

711. Pe un cilindru circular fix de razd », a cirui axd
este orizontald, este asezat un cilindru circular omogen de razi
Ty, @ cdrui axd este deasemenea orizontald si perpendiculara
pe axa primului cilindru. Cum va fi echilibrul acestui sistem :.
indiferent, stabil sau nestabil ?

Rdaspuns : 7, <7, atunci echilibrul este stabil; dacd
r,>r, atunei echilibrul este nestabil.

712. Si se determine efortul din bara 3 a fermei, repre-
zentatd in figurd prin metoda deplasdrilor virtuale. Se da
AD=DB=8 m; DC=4m; P=3t.

Raspuns : S;=3t.

713. 1n paralelogramul articulat ABCD, bara AD este
fixd. Dealungul acestei bare poate aluneca, f(LraJ frecare, culisa
L, legatd prinfro articulatie debara LK care la 1'2111(1111 J
este legatd prin articulatia 'K de bara BC. 1n punctul C este

aplicatd forta 141, orientatd dealungul barei BC, iar pe culisi
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este aplicatd forta I',, orientatd dupd DA. Si se arate, ci in
pozitia de echilibru mirimile fortelor #, si #', se afli in depen-
denta urmitoare :

Fy tgp
F, tga
[
2 5 4
A
AN I "
P -
La problema 712 La problema 713

714. Patrulaterul articulat A BCD este asezat pe bara
AD. In punctul B este aplicati forta F,, perpendiculari pe
bara AB, iar in punctul C forta F,, perpendiculari pe bara
CD. Si se afle relatia dintre F, §i F,, in pozitia de echilibru,
dacd unghiurile « §i B sunt cunoscute.

T x F sin a
Rdaspuns : —t= ——.
F, sin B
F
! a _ 0
7
G c
4 D
o y
La problema 714 La problema 715

715. O bard omogeni 04, de greutate P,, se poate roti
intr’yn plan vertical in _]mul articulatiei fixe 0. Capitul A
al barei este legat printr’o articulatie cu alti bari omogeni
AB de greutate P,. La capitul B al barei a doua este aplicati
forta orizontald F. Si se afle unghiurile o i 8, formate de bare
cu orizontala, in pozitia de echlllblu

P, + 2P, 0 _ Py
Raspuns : tga=-2""2: tghh ==,
rasy g oF ; g2 o

Lo
()
[SL)



716. Doui puncte 4 si B, legate printr’un fir inextensibil,

« pot alunecca pe doudl drepte fixe, netede
Or si Oy, care formeazi intre ele un-
ghiul «. Aceste puncte sunt respinse de
punctul O cu forte, proportionale cu
distanta, factorul de proportionalitate
pentru punctul A fiind k,, iar pentru
punctul B, k,. Si se afle unghiurile B
La problema 71% si v dintre fir yi dreptele 04 si OB,

in pozitia de echilibru.

0 4X5

ky sin 2«

Rdspuns : tg 28=— ; tgly =

k, sin 2a

ky+ ky cos 2a ky + ky cos 2

§ 29. Principiul lui D’Alembert

Dacad [n fiecare puncl malerial al unui sistem mobil se aplicd [or{a de inerfie
a acelui punct, loate for{ele active, care acfioneazd asupra sistemului, reacfiunile
degdturilor gi forfelor de inerfie vor fi in echilibru. In aceasta constd principiul lui
d’Alembert pentru un sistem.

Se numeste for{d de inertie, o for{id egali’ca mirime cu masa punctului,
inmultitd cu mirimea acceleraiei acestui punct §i indreptatd_fn sens opus acce-

leratiei, adici egald — mw (vezi § 26).
717. Peste un scripete fix trece un fir, la extremititile
ciruia sunt suspendate greutitile @ si P, P> Q.
Si se afle acceleratia w a greutétilor, tensiunea
T a firului §i reactiunea N a axeiO a scripetelui,
neglijand masa scripetelui :
P—0Q ,_ 2PQ
P+Q P+Q
N =P
P+ Q

Rdaspuns: w =g ,

acceleratia greutatilor, tinind seama de masa

seripetelui, neglijind alunecarea firului pe seri-
. ; . lema 717

pete. Greutatea scripetelui este @, iar raza La problema

lui de inertie in raport cu axa O este egali cu k.
P—-Q

2
PLo+ g
rZ

718. In problema precedentd si se afle mﬂp

Rispuns : w = Y-

. 719. In problema 717 si se afle viteza si acceleratia greu-
tatilor in functie de timp, presupunind ci P = 2 @ si tinand
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seama de rezistenta aerului care este direct proportionald cu
viteza greutitilor. Factorul de proportionalitate, pentru ambele
greutdti, este p==Fkm, in care m este masa greutifii mai mici.
In momentul initial viteza greutitilor este cgali cu zero.
- —Zxt 1 -kt
LRaspuns : 'v=—‘q—(1—e 3 ) w=—gqgz % -
vasp ok ’ 3 g
720. Si se afle acceleratia € a unui troliu, a cirui mass
poate fi neglijatd, precum si tensiunile din cele doud fire si
reactiunea axei scripetelui, dacd greutdtilec sunt egale cu Psi p.

v PR — Caigl:
Rdspuns: e = ZZZP g Ten-
PR? + pr? S 5\\
siunea firului drept este ,[i 5 \\
_ (R+Dr \Jj‘
1 Bt0r \
PR® 4 pr? .
Tensiunea firului sting
(R+r) R ‘
T,= —— Pp. |
2 PR+ p,.z (‘P ; l
Reactiunea axei ,p,mm i/ i
R) o
r+
N = -(—z———- P- La problema La problema
PR*+pr? 720 721

721. Peste un sripete fix, a cirui masd poate fi neglijaty,
trece un fir care poartd la o extremitate o greutate de 3 kg,
iar la extremitatea cealaltd un alt scripete (firi greutate);
peste acest al doilea scripete trece deasemenea un fir, la extre-
mititile cdruia atarni greutiti de 1 si 2 kg. Cu ce aceleratie
se va misca greutatea de 3 kg?

1
Raspuns : w = —q.
4 e q

Y 722, Tn corp de greutate ¢ este asezat pe un plan ori-
zontal. De el este fixat un fir, care trece peste un scripete si
poartd la capit greutatea P. Si-se afle acceleratia w, cu care

se va misca corpul §i tensiunea I' a firului, dacid coeficientul
de frecare dintre corp si plan este f.

P—/Q, 1'=PQ(1+/)
P+Q’ P+Q

Rdspuns: w =g

v 723. Douia sarcini A si B de greutitile P si @, legate
printr’un fir, care trece peste un scripete firi greutate, pot
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aluneca pe fetele unei prisme fixe, coeficientul de frecare fiind f.
NS4 se afle acceleratia w, cu care se vor migca sarcinile, daci
unghiurile « si § sunt cunoscute.

P(sina — f cosa) — Q (sin B + f cos B).

Raspuns: w =g

P+Q
.
9n°
Q)
{P)
] BN
P A A L A e /A

problema 722 La problema 723

< 724. O pandi A cu unghiul «, de greutate P, se sprijind
cu o parte, pe un perete vertical neted, iar cu partea cealalti,
pe o prismd B de greutate @, care poate aluncca fird frecare
pe un plan orizontal fix. Si se afle ac-
% celeratiile w i w, ale penei §i prismei, pre-
i cum si presiunea N a penei pe prismi.
il Raspuns :
;/J///Z A P P Ptga”
W= ——————{0; W =—F""""""Y5

P+Qtg2a P+ Qtgla

La problema 724 N = PQsina .
Pcos*a + Qsin?a

AN\

725. O pand in forma de triunghi dreptunghie, cu unghiul «,
de greutate P, este asezati pe un plan ori-
zontal neted. Pe pani se aseazi un corp de
greutate @, care poate aluneca fird frecare
pe ea. Si se afle miscarea acestui sistem,
precum gi presiunca pe planul orizontal
51 presiunea corpului pe pani. La problema 725

Raspuns :  Acceleratia penei

Q sin 2a
qg.
2 (P + Qsin? a)

Acceleratia corpului fatd de pani
__(P+Q)sina
P+ Qsin? o

w,
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Presiunea pe planul orizontal

_ PP+
P4+Q sinfa
Presiunea corpului pe pani
- PQcos a
Ny= ————.
P 4 Qsin?a

O bard omogend A B, de ]ungime 2a, se poate roti
in jurmdarticulatiei A, care aluneca, in jos, pe R

o dreaptd fixa vertlcala, cu acceleratia con- 4%\
stantd « < ¢. In momentul initial bara se afld \
in repaus si unghiul ei de inclinare, fatd de ver- I"\
ticald, este ¢ = @, Sid se afle perioada oscila- N
-tiilor_barei in jurul pozitiei verticale, dacd un- ' B\
o'hml ©p este mic. . i

Raspuns : T = 2% V—4¢1——. La problema 726
3(g—-w

2 727. O tiji AB de greutate P i lungime 2a are la capitul

' P A o articulatie, care este pusi in mis-

care pe o dreaptd orizontali fixd O.r,

cu ajutorul unui fir prins de ea. Cu

ce vitezd trebue miscatd articulatia A,

¥/a\4 x pentru ca tija si se roteascd in jurul
el uniform cu viteza unghiulari « in
La problema 727 sensul acelor de ceasornic? Si se ex-

prime viteza » in funetie de unghiul
@, daci la momentul initial ¢ =g §1 v = 0.

- sin
Raspuns : r = I E8 %o,

w sin ¢

728. De un paralelipiped dreptunghic omogen, de greu-
tate P, care std pe un plan orizontal aspru, este legat un fir
mai jos de centrul lui de greutate. La extremitatea firului
este aplicati o fortd orizontald de mirime 7. Sid se analizeze
pe cale grafici migscarea acestui paralelipiped, daci unghiul
de frecare ¢ este dat.

Raspuns : Cele trei forte echilibrate: forta activi @

(rezultanta fortelor 7 si P), reactiunea totali / a planului
(rezultanta fortei de frecare $i a reactiunii normale a planului),
egaldi cu greutatea paralelipipedului si forta de inertie J,
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aplicatd in centrul de greutate C al paralelipipedului, trebue
si se intersecteze intr’un punct; forta @ si forta de inertie se
- intersecteazi pe orizontala,

care trece prin centrul de
greutate ; forta | F| se poate

afla, in cazul migcirii, nu-

mai in fasia ABMN ; de-
aceea migcarea fard ri-

,  sturnare este posibild nu-
o '} mai cind linia de actiune
Mscore co | 4 fortei @ se afli in inte-
! riorul unghiului OMN. In
\Miscare £3 : caz contrar forta 1 va
[dsturnare |~ provoca o migcare cu Ii-

XTI\ n3ca
i \Msscar, | sturnare, fie in -sensul
A rurasty i ic. fie i
Repaus\RostuX nare | acelor de ceasornic, fie in
£ e \| | sens opus.
@ e @ v 729. O bard dreapts
La problema 728 omogeni subtire, de greu-

tate P si lungime [, se
mised uniform cu viteza unghiulari « intr’un plan orizontal,
in jurul capédtului ei fix 4. S& se afle efortul I' care se pro-
duce datorit rotatiei, intr’o sectiune transversald a barei aflatd
la distanta « de punctul 4.

- Pw? G . ,
Raspuns : I' = (1 — x?). e RPN
2lg teoe T oo 2

e Lr oma > 7
AIE] . .

730. S4 se afle tensiunea in cuplele dintre vagoanele
unui tren, dacd forta de tractiune a locomotivei este constanta
51 egaldi cu F, trenul merge uniform acceleral, si coeficientul
frecdrii totale este f.

Rdaspuns : Tensiunea in cuplele dintre vagonul al k-lea
5i k-+ 1-lea (socotit dela locomotivi) este egald cu

F
‘gk — F —_ Pk’
P
in care P este greutatea tuturor vagoanclor, iar P, greutatea

primelor k vagoane. Se va modifica oare acest rispuns, dacd
trenul merge uniform?

731. Un lant omogen este aruncat peste muchia orizon-
tald O a unui unghi diedru §i poate aluneca, fird frecare, intr’un
plan vertical, pe planele care formeazi unghiul. Si se afle
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migcarea acestui lant, tensiunea S intr’un punct oarecare
al lui, precum §i tensiunea maximé in punctul 0. Se di: lun-
gimea ! a lantului, masa m a unitid{ii de langime a lantului,
unghiurile « §i B dintre orizontali si respectiv planul stang
si cel drept al unghiului diedru.

Rdaspuns: Dacd se inseamnd cu « lungimea portiunii
de lant, care se afld pe planul sting, atunei

d2x g . :
——=Z[xsin a+ (r—1) sin B].
02— 2 [esina (o~ 1) sin g]
De aci
r=A4 e"J,— B €—d+ a,
in care
1
:1:-L(1'0—a+'ﬂ')? B=’—(“«'o_a_ﬂ)r
2 ¢ 2 ¢
. ) Isin
¢* = L (sin & + sin B), — P
1 sin ¢ + sinf

(x, 81 v, sunt pozitia initiald §i viteza initiald a lantului). Dacd
se inseamni cu 2’ distanta unui punct oarecare al lantului de
pe planul sting la muchia O, atunci

S = ; ( — 2') (1—a) (sin & + sin B).

Tensiunea in punctul O

.90=T’;(sma+sins)x(l—r);

S max= —;— P (sin « 4 sin B), pentru z = —;—,

in care P este greutatea lantului intreg.

732. Pe un arbore orizontal sunt age-
zate doud saibe solidar legate intre ele, cu
razele » si 7, pe care sunt infigurate cabluri
care poartd la capete sarcini de greutiti
p si p,. Sé se afle acceleratia unghiulari e La problema 732
a arborelui, tensiunile 7' §i T, a cablurilor,
precum si reactiunea totald a lagirelor, in care se roteste
arborele, dacd nu existd frecare si daci greutatea arborelui
cu saibe este P, iar momentul lor de inertie total J.
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- (plrl_pr).q " re
Raspuns ; & = s T =pll4+ —=
p Jg + prz_l_plrzl ) P + ’

T, =P1( —")%)5

(pr — pyr)?
Jg + pr? 4 prt

N=P+p+p—

733. Un corp se roteste cu viteza unghiulard constantd o,
in jurul unei axe fixe z. Masa corpului este J. iar distanta
centrului de greutate la axa de rotatie este a. Si se demon-
streze, ci fortele centrifuge ale punctelor materiale ale
corpului se reduc la un risucitor, al cirui parametru este

ycE — z¢ D
Ma?

i a cdrui axid intersecteazd axa de rotatie a corpului in punctul

. xcE + ycD

0 Ma:
in care r. si yo sunt coordonatele centrului de greutate al
corpului, ¥ = Zmzx si D = Z myz (momente de inertie cen-
trifuge).

734. O bard verticald se roteste in pivotul B si in lagirul
A. In punctul O este solidar legatd de ea o altd bard CD, astfel
ci Od=a, OB=b si CO=0D=l.

Neglijand greutatea proprie a barelor, si se afle reactiu-
nile lagirului gi a pivotului, dacd viteza unghiulard a barei este
constantd si egald cu w, iar la capetele C si D sunt fixate sfere
de greutate p fiecare, precum si dacid unghiul AOD =e.

Rdaspuns : Reactiunea lagirului este orizontald, se afld
in planul A0D si este egald ca mirime cu
o P2sin2 e«
By = 0 ——7—;
gla+b)
reactiunea in pivot este kg = — (25 + I_i’,_A).

V 735. Unghiul drept rigid AOB, a cirui masi poate fi
neglijatd, este astfel fixat cu varful O de o axid verticali 2
printr'o articulatie, inciat se poate roti in jurul punctului O,
intr’un plan vertical si in jurul axei z. La capetele unghiului
sunt fixate sarcini, care pot fi considerate puncte materiale
de greutitile ) si P,. Si se afle, pentru ce vitezi unghiulara
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w in jurul axei z unghiul dintre bara A0 si verticald va i egal
cu unghiul dat e, dacd AO=l i BO=L,.

Pylysina — P, 1, cos «

Raspuns : w? =
(P, 12 — P,l})sina cos a d

V4
{
© ¢
, ] !
P '
! [}
All P e
0
0
O
a
a
C
A
sl in a
La problema 734 La problema 735 La problema 736

 736. O bard dreaptd omogeni AB se poate roti intr’un
plan vertical in jurul unui punet fix O de pe bari. Prin acest
punct trece o axd verticald 2z, in jurul cidreia bara se roteste
uniform, ficand n ture pe minut. Ce unghi e=const formeazi
bara cu axa z, daci 04 = a si OB=b, iar a>b?
13509 a—b
w2 at—ab 4 b3

Rdspuns : cos & =

V' 737. Un triunghi omogen isoscel ABC, de greutate P,
este fixat in varful 4, de o axa verticala
fixd printr’o articulatie. Axa trece printr’'un
inel montat in varful € al triunghiului. Triun-
ghiul se roteste in jurul acestei axe in vir-
tutea inertiei cu viteza unghiulari o.

Cat de mare trebue si fie viteza un-
ghiulari « pentru ca reactiunea in punctul ¢!
sd fie egald cu zero? Sa se determine si
reactiunea in punctul 4 in aceastd conditie.

Rdspuns : La problema 737

© = l/;‘i(a —AB =AC). I, = ':_1).
g a «



/

v 738. O bari omogeni AOB este indoitd in formi de
unghi drept si este fixatd in varful O de o bard verticald printr’o
articulatie, in jurul ciireia ea se poate roti intr’un plan verti-
cal. Bara verticalid se roteste cu viteza unghiulard constanti o
in jurul axei sale 2. Si se afle mirimea «, dacd unghiul con-
stant de inclinare dintre latura AO s§i verticald este e, §i dacd
AO=a si OB=b.

. 2 3 a?sin o — b%cos o
Raspuns: & = — ——
2 (a®—b3) sintcos a
Iz
|
I !
I i
!
1]
)
0
A a
ol
8
L
La problema 738 La problema 739

739. De o barid verticalda OB este fixatd printr’o articu-
latie tija omogend OA, de lungime 2a si greutate @, care se
poate roti in jurul punctului O, in plan vertical. La capétul
A al tijei este legat un fir flexibil, care trece peste un scripete
mic, fixat pe bard gi poartd la capitul siu liber o greutate P.
Ce unghi constant ¢ poate forma tija cu verticala, dacd i se
imprimi o vitezd unghiulari constantd o in jurul axei OB
si dacd OA=0B?

Rdspuns : Unghiul céutat se determinid din ecuatia

2Q w?a sin 2¢ — 3¢Q sin o + 6 Py sin % = 0.

740. O bari omogend este indoitd in formid de unghi
drept si se roteste cu viteza unghiulari constanti , in planul
sdn, in jurul capitului siu fix 0. Si se afle momentul de inco-
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)

mlii A
Se da

barei, luatd pe latura 04 la distanta « de pu t

voiere al fortelor de inertie, pentru o sectiune\ tr ns\x
\

lungimea a a laturii OA, lungimea b a laturii

AB si greutatea ei _1—’:},__.
Raspuns : M = ;P— w? be.
——

741. De o bar# Verticali OC sunt fixate,
prin articulatia O, dou# bare identice AO si
BO, de lunglme ‘)a §i greutate P fiecare §i care
se pot roti intr’'un plan ver- —;)
tical, in jurul punctului O.

La capetele A4 si B ale acestor La problema 740
bare sunt legate fire de lun-

gime 2a fiecare §i care sustin o culisi de
greutate (), agezati liber pe axa CO. Si se
afle unghiul ¢ de inclinatie a barelor fati
de verticald si tensiunea 7' a firelor, daci
viteza unghiulard de rotatie a acestui si-
stem in jurul axei CO este constanti si
egali cu .

] 3 2
‘J Rdspuns : cos o = A
JL 4aw? P
l' T 2aw? PQ

La problema 741 ' 39(P + 2Q)

742. Un lant omogen, cu capetele impreunate, avand
lungimea ! §i greutatea P, este asezat pe un disc aspru, ori-
zontal si are forma unei circumferinte de razi r. Apoi discul
incepe si se roteascid uniform in jurul unei axe verticale, care
trece prin centrul acestei circumferinte. Pentru ce vitezid
unghiulari o a discului se va rupe lantul, dacd el poate suporta.
o forti de tractiune pana la F kg?

Rdspuns : > VgIF
r:p
" 743. Doui bare omogene 04 si OB, de greutate P fiecare,
sunt fixate cu capetele lor de o barad verticali OC prin arti-
culatia O, iar extremititile lor .4 si B sunt prinse de punctul ('
al acestei bare prin fire inextensibile, orizontale. Triunghiul
OAB incepe 8i se miste cu viteza unghiulard constanti o in
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Jjurul axei OC. Si se afle tensiunea 1" a firelor, dacd : 04 =0B=a
si AC=CB=I.

s q_ Pl 1 2w?
Raspuns : T'= - —— + i
Vaz—l2 3g

A c 8

744. Conditiile si intrebarea din pro-
blema precedentd sunt aceleasi, cu deo-
sebirea cd triunghiul AOB este indreptat
cu varful O (articulatia) in jos. S& se
afle pentru ce vitezd unghiulard tensiunea

La problema 743 firelor va fi egald cu zero.
< Pl [ 2w? 1
Raspuns: T = —|—— —=|
2 39 V212

745. Intr’un plan vertical se afli o placd subtire de
greutate P, al cidrei punct O este fixat printr’o
articulatie. Prin punctul acesta se duce o axd
verticald Oy si placa incepe si se roteased in
jurul acestei axe, cu viteza unghiulari con-
stantd . Si se afle cu ce unghi « se inclind
placa fatd de axa Oy si care va fi reactiunea
in articulatia O, dacé distanta centrului de greu- . P

y

tate €' al plicii, la punctul O, este egali cua.
Raspuns : La problema 745
. w? J . ! -
sino =— 2+ Yy =— —J; Yy=—P,
a P q

in care J,, este momentul centrifugal de inertie al plicii.

746. O placi plani, de greutate P se roteste cu viteza
unghiulard constanti o in jurul unei axe orizontale, perpen-
diculard pe planul ei. Si se afle presiunea pe lagirele axei.
dacd centrul de greutate al plicii se afli la distanta a de
axa de rotatie si daci lagirele se afli la distante egale de placi.

Aplicatie pentru valorile numeuoo P=1000 kg, a=1mm,
-©=3000 ture pe minut.

Rdspuns : Considerand w2 =~ ¢, vom afla c¢i presiunea
pe flecare lagiar variazd intre limitele

lela 22 —1 |2 10 {222 1)2
e (900 )2 (900T 2’

adicd aproximativ intre limitele 4500 si 5500 kg.
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§ 30. Teorema cantititii de miseare a unui sistem
sl teorema miscirii centrului de masia al unui sistem

Fortele aplicate intr’'un punct M (z, y, z), de masad m al unui sistem pot
fi Imparfite In doud grupe: 1) fortele, cu care actioneazi toate celelalte puncte
ale sistemului asupra acestui punct, adicd fortele inferioare:; rezultanta lor se

va nota cu E,- (Xi, Yi, Z;) si 2) fortele exlerioare, a caror rezultanti se va nota

cu _ﬁe (X, Y, Z,). Ecuatiile miscarii punctului A vor fi:

d2zx ~
m— =X, + X,
dez

dzy }7 + 17

m — .,
ae 4 1
d3:

m:"—2=Ze + Z;.

- 1

Adunind ecuatiile, care se referd la axa x pentru toale punctele sistemului,

se obiine

dx
mtﬁ':zxe‘:“ ZXiv

Insa X X; = 0, intrucat fortele de actiune reciproci ale punctelor sistemului sunt
doui cite douid egale si direct opuse dupi legea a treia a lui Newton; deaceea

dz
m‘dF’ = z Xe’

si in mod analog pentru celelalte axe

dzy .
Ymay =X
d2z

Ym o = e

suma fiind extinsd la toate punctele sistemului.

a) Aceste ecualii pot fi scrise sub forma

d dr ,
E(z m W) = Z X,,

S{zet)-xe

(2)

3)

adicdi derivata, in raport cu timpul a sumei proiecfiilor cantitdfilor de miscare pe o
azd oarecare, este egald cu suma proiecfiilor {uturor forfelor exterloare pe aceastd

azxd.

Daci suma proiectiilor for{elor exterioare pe axi este egali cu zero, alunci
suma proiectiilor cantititilor de miscare pe aceastd axi este constanta.
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b) Avind in vedere, cid
Z mx = Mzxc, 2 my = Myc, 2 mz = M:zc,

ecualiile (2) pot fi scrise astfel :

d2zx
i C =YX,
de?
d*yc
M il 2 Y,, 4)

d%:c
M- =Yz,
de? E ¢

de unde urmeazi teorema miscdrii centrului de mase : centrul de mase al unu
sistem, se migcd ca un punct material liber, tn care sunt concentrate masele intregului
sistem §i la care sunt aplicate forfe egale cu forfele exterioare, care acfioneazd asupra
sistemulusi.

747. Doud puncte materiale libere A §i B, de mase m,

51 m, se atrag intre ele dupd legea lui Newton. In momentul

7 s initial punctul B are vi-

1 / teza v, indreptatdi dupd

) A B, iar punctul A4 viteza

v;, perpendiculari pe AB.

S4 se determine traiectoria

$i viteza centrului de mase
al acestor puncte.

] Rdspuns : Centrul de
mase se migcd in linie dreapti cu viteza

7 4 N €
y P — A
La problema 747 La problema 749

/"2 3 2 2
r— Imlvl—i—m.‘,‘n2

n, +m,

748. Dintr’un tun de 125 t, asezat pe o platformd netedi
orizontald, porneste un proiectil de 350 kg cu viteza orizontali
de 550 m/s. NeglijAind masa gazelor de explozibil, si se deter-
mine mirimea §i directia vitezei, care se transmite tunului cu
aceastd ocazie.

Raspuns : Viteza tunului este de 1,54 m/s si este orien-
tatd in sens opus miscirii proiectilului. '

749. O bari omogend 4B, care se spirjini cu capitul
4 pe o podea netedd orizontald, se afli la inceput in repaus;
unghiul dintre bar# si podea este egal cu «; apoi bara incepe
s cadd sub actiunea gravititii. Si se determine traicctoria
punctului B.
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Raspuns : Daci se ia orizontala A( ca axi x, lar verti-
cala, care trece prin centrul de greutate al barei, ca axi y,
-ecuatia traiectoriei ciutate va fi

Z ¥ 1 (elips
priaabyi (elipsi).

v 780. La un capit al unei birci, care se afli in repaus,
std un om in punctul A ; el trece
apoi la capitul celilalt, in punctul A~ 4 7/3
B. Neglijind rezistenta apei, si —*————"o——" 0/~
se determine cu ce distantd se T T

va deplasa barca spre stinga, La problema 750
dacd greutatea ei este P, greutatea omului p si AB=2a.
Raspuns : 2a—2—.
P+p
751. Doud puncte grele libere A si B cu mase egale se
y afli in momentul initial pe aceeasi
m verticald. Punctul A are viteza initiald
A orizontal} v, ; viteza initiali a punctului
B este egald cu zero. Si se determine
59 traiectoria centrului de mase a acestor
puncte i proiectiile v, sir, ale vitezei lui.
x 3
1
La problema 751 Raspuns : v, =— vy ¢, = —gl;

2
tralectoria este o paraboli.

752. Trei puncte libere 4, B si ¢ de mase egale, se atrag
intre ele dupi legea lui Newton. Viteza initiald a punctului 4
este k - AB, orientatd dupd 4 B; viteza initiald a punctului B
este b - BC, orientati dupi BC. Si se determine mirimea
51 orientarea vitezei, care trebue imprimati punctului C,
pentru ca centrul de masi al celor trei puncte si rimani in
repaus.
. Rdspuns : Viteza ciutata este k - C4, orientati dupi CA.

[

* « '753. Pe capitul unei scinduri omogene, care cste asezati
pe un plan perfect neted, sti un om, care intr'un anumit
moment, incepe si meargi dealungul scindurii cu viteza
relativi constanti . S se afle viteza absolutd v si deplasarea
« a omului precum si viteza absolutd v, si deplasarea x; a
scandurii in timpul ¢ daci masa ei este M, iar masa omului
este m.
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Al M M

Raspuns : v = ——u, r = ut, v, = — ",
m+ M m+M m+M
m
J= — nt.
m+ M

-~

754. PP¢ un plan orizontal perfect neted cste ayezat un
cere de razi a si masa 3, dealungul ciruia incepe intr’un
moment dat sid se tirased un gandac, de masd m cu viteza
relativi constanti w. Si se afle traiectoriile centrului cercului
si ale gandacului.

Rdspuns : Centrul cercului si al gandacului descriu cir-
cumferinte concentrce cu razele
m M

P o== a, R = a,
M+m m+M

cu centrul in punctul care imparte distanta lor initiald propor-
tional cu masele.

7595. Un om, de greutate P care poartdi in maini greu-
tatea p, sare sub unghiul « fatd de orizontald cu viteza v, si
atingand infltimea maximd, aruncd greutatea inapoli c¢u
viteza relativd orizontald «. Cu cat 8¢ mireste distanta sdriturii

datoritd acestui fapt? Yt TA Yo Fico
; A{ o ,C 1' ~ | ,,J ”r‘P’V:{‘ .
. i . g e . v -
Raspuns : Cu -2 ury sinw, ST g Y L law
gpP - R

756. Sa se rezolve problema 729 cu ajutorul teoremei
relative la miycarea centrului de inertie al sistemului.

757. O locomotivi este suspendatd in aer (pentru incer-
-area echilibririi maselor care au o miscare de translatie)
51 apol se porneste masina locomotivei. S3 se afle amplitudinea
oscilatiilor, pe care le va executa locomotiva, datoritd mis-
cirii de translatie a organelor ei. Se d&: greutatea p a orga-
nelor in migcare de translatie, greutatea P a celorlalte organe,
lungimea s a cursei pistoanelor, « unghiul dintre manivelele
din dreapta si din stanga locomotivei.

Raspuns : a = —%scos % Si se aplice la valorile nu-
merice: P=90 t, p=600 kg, =60 cm, a=90°.

758. Un ceas cu pendul este asezat pe un cirucior mic,
care se poate migca, fird frecare, pe doud sine drepte, orizon-
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tale, in directie paraleli cu planul oscilatiei pendulului. La
un moment dat ceasul este pus in miscare. Si se¢ afle traiec-
toria absolutd a extremitétii pendulului, dacid lungimea lui este
[, greutatea discului p, greutatea ceasului fird pendul P, greu-
tatea caruciorului @ si centrul de greutate al intregului sistem
coincide cu punctul de suspensie a pendulului; discul pendu-
lului poate fi considerat drept un punct material, iar greutatea
tijel poate fi neglijaté.

Rdspuns : O elipsd, a cirei semiaxd mare este verticald
P+Q+p

Centrul elipsei coincide cu proiectia centrului de greutate
al intregului sistem pe orizontala, care trece prin punctul de
suspensie.

si egald cu I, iar cea micd este

759. La capetele unei grinzi drepte, omogene, de lun-
gime ! si masd M, care se migcd
pe un plan orizontal, neted, ac- 2 5
tioneazd dealungul axei sale doud ~—~SIXST—
forte P s5i Q. Si se afle accele- ~77 T 222 77,
ratia grinzii, precum gi tensiunea La problema 59
intr'o sectiune transversali oare-
care, daci P>().

—Q
M

. . .. P
Raspuns : Acceleratia grinzil este

Tensiunea in sectinnea aflati la distanta . de punctul
de aplicare al fortei @, este

T = % (R—Q) + ¢.

" < 760. Pe o pani dreptunghiulari de greutate P, ajezatd
pe un plan orizontal perfect neted, se afld o pani asemenea,
insd mai micdi, de greutate p, cum se arata in figura. Si se
afle cu cit se va deplasa pana mare, cand pana mica aluneci
in jos, cateta orizontald a penei mari fiind a, iar cateta orizon-
tali a penei mici b.

Raspuns : Pana mare se va deplasa spre stanga cu

P
a —b).
P+P( )

761. Si se afle traiectoria absolutd a sferei A, de masi
m, care se rostogoleste pe suprafata unui cilindru perfect
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neted, de masid M si raza r, ayezat pe un plan orizontal perfect
neted.
M

Raspuns : O elipsd cu semiaxele "
Lm

A 2

La problema 760 La problema 761

762. Doud puncte, de masd identicd, pot aluneca fard
frecare, primul pe o dreapta fixd Owx, al doilea pe o dreapti
fixd Oy, perpendiculari pe Ox. Aceste puncte se atrag intre
cle dupd legea lui Newton. Si se arate, cd centrul maselor
acestor puncte descrie o sectiune conicd, cu focarul in punctul 0.

§ 31. Teorema momentului cantitiitii de miscare
a sistemului

Inmul{ind prima din ecuatiile (1) § 30 cu — y, iar pe a doua cu z, adu-
nind si ficAnd suma pentru toate punctele sistemului se obfine
d2y d3z
Zm(ﬂt@‘yd?) =Y @Y —yX)+ Y (= Vi~ y X0

Termenul X (zY; — y X;) este suma momentelor forielor interioare in
raport cu axa z; el este egal cu zero, intrucdt fortele interioare sunt egale si
opuse douid cdte doui; prin urmare :

d%y d2x

Em(z&?—yg) =Y v —yx,,

d dy dx
—Vm|z——y—]|= Y, — y X.).
at ( dt dl) Y EYe—yX)

sau

Astfel se obtine pentru cele trei axe ecuatiile

d dz dy

—_— m —_—— =] = 2, —

at (y dt dt) E; (yZ, — zY,),
d

d d
E—Zm ( z-E:i—I'Ef')= 2 (zX,—z7,) ,%2 m(:: %%-—y%j—) = 2 (xY.—yX,).

Acesle ecuatii exprimi teorema momentelor cantitiitii de miscare si anume :
derivata, [n raporl cu limpul, a sumei momentelor cantit#ii de miscare, fald de o
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axd fixd, este egald cu suma momenlelor forfelor exlerioare, [a{d de aceeasi axd
Daca suma momentelor for{elor exterioare fai de o axi oarecare, de exemplu
x, este egali cu zero, atunci

ds dy,
Zm (y— -z ) . A
dl dif

tn care A este o constants, adica zmomz (mv) = A.

Cum
dz dy ,doz
y— —=2—
dt df dt

do
in care le este vlteza areolari a proiectiei punctului mobil pe planul (yz), urmeazi

doy A
PR
dt 2

adici 'suma produselor dintre masele punctelor sistemului §i vitezele areolare
ale proiectiilor lor pe planul (yz) este in cazul acesta o mirime constanti.

763. Peste un scripete cu axi orizontalid, trece o funie.
Doi oameni, de mase m $i m’ apucd de capetele funiei la distan-
tele a $i a’ de planul orizontal, care trece prin axa scripetelui
si Incep si se catere, ajungand in acelasi timp la scripete.
In eat timp vor ajunge oamenii la scripete, cand masa scri-
petelui poate fi neglijatd si nu se opune miscdrii nicio rezistenta ?

Raspuns: Dupd T = l/

2{ma — M) el inceputul misearii.
g (m’ — m)

764. Conditiile problemei precedente, cu deosebirea ci
masele oamenilor sunt egale si viteza relativd a unui om este
egald cu zero, iar celilalt se catiri cu viteza relativd w. Si
se afle eum se va misea (odatd cu funia) primul om.

y - . 1
Rdaspuns : El se va ridica cu viteza -

765. Unei platforme orizontale de razd r si greutate P,
cu axa verticald, care trece prin centrul plat-

formei O, i se imprimi viteza unghiulard ini-
tiald «,- Un om A, de greutate p, care se
afli in momentul initial, in centrul plat-

[
formei, merge dealungul razei OB. Si se afle
viteza unghiulard a rotatiei platformei o in

funetie de distanta 04 = ., considerand
platforma ca un dise omogen. i La problema 765
pr2

Raspuns 1 © = wy————.
pre - 2p.1'2
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.~ %766. Un tub orizontal OA, de greutate P si lungime 2a,
se roteste dela inceput, in virtutea inertiei, in jurul unei axe
verticale, care trece prin punctul O, cu

V% 4 viteza unghiulari constantd o, Odatd
« cu tubul, se roteste si o sferd, care se
La problema 766 afli in interiorul tubului, la distanta a

de capidtul O si este legatd de acest
capit printr’un fir. Apoi se taie firul. Si se determine viteza
unghiulard de rotatie a tubului in momentul, cind sfera iese
din tub, dacd greutatea el este p.

4P + 3p

Rdspuns : o= wg— " .
4 (P + 3p)
7 767. Un disc omogen, orizontal, de razd r si greutate P,
se poate roti in jurul unei axe verticale, care

trece prin centrul O al discului. Pe marginea 8

disculut merge un gindac B de greutate p, A
legea migedrii fiind arc AB=s= Y a % In

momentul initial discul se afli in repaus. S v

se afle viteza unghiulari o si acceleratia un-

ghiulari ¢ a diseului. La problema 767

2apt 2ap

r(P+2p) ’ r (P+2p)

Raspuns : o =

768. O platformd orizontald se roteste in jurul unei axe
verticale, care trece prin centrul ei. Un om merge pe platformé
descriind o circumferintd cu raza » $i cu centrul pe aceeasi
axd. N4 se afle viteza unghiulari a platformei, dacd viteza
unghiulard relativd a omului este w, greutatea platformei P,
greutatea omului p, iar J momentul de inertie al platformei
tati de axa de rotatie. In momentul initial intreg sistemul se
afli in repaus.
pwr?

Raspuns : Q = — ——,
pr2 + gJ
769. In conditiile problemei precedente, si se afle depla-
sarea absolutd unghiulari a omului, in timpul cind face un
tur pe platformi, presupunand c¢i momentul de inertie al
. . P -
platformel este egal cu o R2sicd P=p, R=r.
g
) o 2
Raspuns @ o = —m,
3
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770. Pe un corp solid, asezat pe o axi fixd verticald,
se afld un gandac. Intr’'un moment dat, el incepe si se miste
astfel, incit proiectia lui pe un plan orizontal P, solidar legat
de corp, se migcd dupid o lege determinatd, pe o traiectorie
datd. Si se demonstreze, ci viteza unghiulari a corpului se
exprima astfel :

dy dag , 4o
@®_ (Edt 7]cu)"’ - o Ta”
at J+mE+w 0 a S +met’

unde £ s§i v sunt coordonatele gindacului in raport cu un
sistem de axe, situat in planul P, cu originca pe axa de rotatie.
J este momentul de inertie al corpului in raport cu aceastid
ax#d, m masa giandacului; p §i ¢ sunt coordonatele polare in
acest plan, astfel incat axa polari coincide cuaxa &, iar polul
se afld pe axa de rotatie.

v 771. Dealungul generatoarei unui con circular, omogen,
de masd M, cu axa verticald si varful indreptat in sus, s’a
tdiat un canal subtire. Se imprimid conului viteza unghiulari
wy, in jurul axei sale si totodatd se introduce in deschiderea
superioari a canalului o sferd, de masid m, fird a i se da o
vitezd initiald. Care va fi viteza unghiulard a conului, in momen-
tul cand sfera sare din canal?

Wy )
10m

14—
3M

Raspuns: o =

772. Conditiile problemei 768, cu deosebirea ¢d plat-
forma are forma unui pidtrat cu latura 2a, greutatea omului
este egali cu greutatea platformei, axa de rotatie a platformei
trece prin centrul ei. Omul merge pe latura pitratului cu
viteza relativd w=const, pornind dintr’un varf al pitratului.
Sa se exprime unghiul de rotatie 6 al platformei in functie de ¢.

Raspuns : 0 = V_‘:_ arctg (_ V15 ut )

8a—3ut

773. O barid AOB, in formd de unghi drept, sc poate
roti in jurul laturii salé verticale 40. Pe latura ei orizontald
este asezatdi o sarcind C, de masi m. In momentul initial,
sarcina se afli la distanta a de punctul O ji se imprimd siste-
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mului viteza unghiulard oy, in jurul axei OA. Si se afle relatia
dintre viteza unghiulari o a barei si distanta OC=wx, daci
0 c momentul de inertie al barei fatd de AO

-:.——_.?:? este J.

o J + ma®
Raspuns : o = oy ———

0J+m1:2.

774. Trei puncte M,, M, si M,, de
mase egale, se atrag intre ele dupd o
lege oarecare; in momentul initial punc-
A tele sunt fixe. Intr’'un moment oarecare

’ ulterior se cunosc: 1) pozitiile celor trei
puncte, 2) mdrimea §i directia vitezel
punctului M, si 3) orientarea vitezei punc-
tului M,. Sa se afle (pe cale graficd) mirimea vitezei punctului
M, si orientarea i1 mérimea vitezei punctului M, in acest
moment.

La problema 773

775. Pe un plan orizontal, perfect neted, este ayezati
o placd de formi arbitrard, de masd M si raza centrald de
inertie k ; pe placd sti un gandac de masd m. Intr’'un moment
dat, gindacul incepe si se miste pe placd cu o vitezd (relativi)
cunoscutd, descriind o traiectorie cunoscuti. Si se afle mis-
carea plicii si a gindacului, aplicind teoremele cantititilor
de miscare si a momentelor.

Indicafie. Fie C centrul de greutate, absolut fix, al sistemului (al plicii
$i gindacului) Oy 5i O centrul de greutate al plicii in momentul initial si intr'un
alt moment; A, si A pozitiile

gandacului In aceste momente. % M y
I'ie douid sisteme de
coordonate : unul fix (x, y) cu £
originea in centrul de greutate ol
¢ al sislemului si axa =, tre- ; Jg___
cind prin pozitia iniliald a /
gindacului gi altul mobil (€,y),
sclidar legat de placd, fald de gc- ®
care miscarea gindacului este 0 J? AC=r
cunoscutil; se ia originea ace- =~ - 04=p
stui sistem in centrul de greu- I '
late O al plicii: in momentul Sy X
inifial, axa £ trece prin A, O ¢ \\\\ 4 |a 50
Se noleazi cu 8 unghiul dintre
axele £ si r, socolit contrar \‘\
mersului acelor de ceasornic. =
Sce considerd miscarca La problema 775

pliacii, ca o miscare compusa
din migcarea centrului ci de greutale, delerminatd in coordonatele polare R si a,
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corespunziitoare coordonatelor carteziene (r, y) si din rotajia in jurul centrulu
de greutate. Fie

Q-

dt
viteza unghiulard a plicii.
Coordonatele gdndacului vor fi : coordonatele polare absolute r si a’, cores-
punziitoare celor carteziene ., y si cele polare relative p, @, corespunzitoare celor
carteziene £, 7. Se inseamni viteza unghiulari relativd a gdndacului cu

1
di

Curba A, A este traiectoria absolutd a gindacului, Oy O traiectoria abso-
luti a centrului de greutate al plicii.

Raspuns :

@
2
])d_ezﬂz— T 2m;e=—mS e de
0

dt m (k*+ p?)+ Mk? m (k2+ p?)+ MY

2) R=—qp=—qVE+n*; =0 + ¢ +=;

3) r=0-g¢) p=0—VE+r; «'=0+¢ undeg=—t—.

Unghiurile dispuse contrar acelor de ceasornic sunt
pozitive, iar cele in sensul miscérii acelor de ceasornie, negative.

776. Si se rezolve problema urmitoare, folosind rezul-
tatele din problema precedenti sau independent de ele.

Pe un plan orizontal, perfect neted, se afli o placa de
masd M sirazd de inertie centrald k. Pe placd se afli un gindac
de masid m, la distanta [ de centrul ei de greutate O. Intr’un
moment dat, gindacul incepe si se miste, cu viteza unghiu-
lard relativd constanti w, dealungul unei circumferinte, desem-
natd pe placd, cu raza ! si centrul in acelasi punct 0. S3d se
afle miscarea plicii si a gandacului.

Rdaspuns : Centrul de greutate O al plicii deserie o cir-
cumferintd de razid

m

m+M

cu centrul in centrul de greutate total fix C al sistemului (plieii
si gindacului), cu viteza unghiulari constantd

_ (miM R
 mE4 (m+M) i

!

[V
V=9
N



lar placa insisi se roteste, in acelasi timp, in jurul punctului
0, in sens invers, eu viteza unghiulari constanti

Q— _ ml2 o
mi+ (m+ M) k2

‘Gandacul deserie o eircumferintd cu raza

M

m-+ M

vu centrul in punctul (', cu aceeasi vitezd unghiulard absolutd o,.

777. Un caz particular al problemei precedente. Géan-
dacul asezat pe un plan perfect neted, se miscd cu viteza
unghiulard relativi constanti « pe un cerc de razd I, a cirui
masid este egald cu masa gindacului. Si se afle miscarea cer-
cului gi a gandacului; si se determine deasemenea, cu ce
unghi se va roti cercul in jurul centrului siu, in timp ce gin-
dacul inconjoardi cercul si care este deplasarea unghiulard
absoluti a cercului.

Raspuns : Centrul cercului si gandacul descriu aceeasi

. c s < 1 N
circumferintd de raza ?l, cu centrul in centrul de greutate

absolut fix al sistemului, miscandu-se cu aceeasi vitezd unghiu-
2 N N .
lard absoluté—s- w, pe cand cercul se roteste in acest timp,

o o : . .1
in jurul centrului siu, cu viteza unghiulard 5 @ Baza este o

. L 1 . ,
circumferintd cu raza —2—l, cu centrul in centrul de greutate

al sistemului. Rostogolitoarea este chiar cercul. Rostogolirea
lor se¢ produce in sens opus miscdrii gdndacului. Deplasirile
unghiulare ciutate sunt —120° gi 4-240°.

§ 32. Lucrul mecanie si puterea

778. Un lucritor transportd 25 cidrimizi in greutate de
3 kg fiecare, la o indltime de 10 m. Greutatea proprie a lucra-
torului este de 65 kg. Si se determine lucrul mecanic efectuat
de el

Raspuns : 1400 kgm.

779. Un om de 65 kg merge pe un drum orizontal. La
tiecare pas de 75 cm, centrul de greutate al corpului siu se
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ridicd cu 20 mm. Si se determine lucrul mecanic efectuat de
el pe un drum de 3000 m.
Raspuns : 5200 kgm.

780. Un berbece pentru bitut piloni, in greutate de 500
kg, trebue si se rldlce de 14 ori pe minut, la infiltimea de 1,5 m.
De cati muncitor! ar fi nevoie pentru aceat lucru dacid puterea
fiecdrui muncitor este in medie de 7 kgm/s?

Rdspuns : 25 muncitori.

781. O cidere de api di in fiecare secundd 10 m? de apai,
care cade dela 6 m indltime. S& se determine puterea acestei
cideri de apd.

Rdspuns : 800 CP (cai putere).

782. O pompi cu abur, lucrand fird intrerupere, ridicid
in timp de 24 orc 3240 t apd, la indltimea de 30 m. Puterea
maginii, care pune in miscare pompa, este de 30 CP. Si se
afle randamentul ei.

Rdspuns : 0,5.

783. Pe roata unei mori de apd, cu un randament de
0,6 cade api dela o indltime de 3 m. Ce cantitate de api trebue
s4 cadid pe roatd, intr’o secundd, ca si i se transmiti o putere
de 15 CP?

. 5
Rdspuns s m3.

78%4. Un vapor merge uniform cu viteza de 10 noduri.
Puterea masinii sale este de 5000 CP, iar randamentul ei este
0,6. Sd se determine rezistenta apei fatd de miscarea vapo-
rului; 1 nod =~ 1,85 km/h.

Rdspuns : aproximativ 44 t.

785. Un automobil avind (Impreuni cu incircitura)
greutatea de 2 t, parcurge distanta de 30 km cu viteza de 15
km/h, pe un drum, care urci cu 50 m. Coeficientul de frecare
al drumului este 0,05. S4 se determine puterca moiorului
automobilului, dacd randamentul lui este 0,6

Réaspuns : 9,6 CP.
786. Un motor, cu puterea de 100 CP 5i randamentul
0,6 trebue sa ridice o s(n'cmﬁ cu viteza de 1 m/min. Si se deter-

mine mairimea maximi a saromu, care pmtv fi ridicata cu
ajutorul acestui motor.

Rdspuns : 270 t.

(&
Ny
-1



787. O masind cu abur ridied un ciocan de 300 kg la
indltimea de 1 m de 120 ori pe minut. Puterea maginii este
de 10 CP. Si se afle randamentul ei.

Rdaspuns : 0,8,

788. Peo linie de tramvai circuld 300 vagoane cu viteza
medie de 15 km/h. Greutatea fiecirui vagon este de 12 t. Rezis-
tenta frecdrii la miscare a vagonului este 0,02 din greutatea
sa. Sd se determine puterea masinilor centralei de fortd a
tramvaielor.

Raspuns : 4000 CP.

789. O pompi, cu puterea de 5 CP si randamentul 0,6,
trebue si ridice 900 m? api la iniltimea de 9 m. Cat timp este
nevoie pentru aceasta?

Rdspuns : 10 h.

790. O magind cu puterea de 5 CP si randamentul 0,8
ridied o sarcind de 10 t pe un plan inclinat lung de 10 m, cu
unghiul de inclinare de 15°. Cat timp dureazi aceastd ridicare,
dacd unghiul de frecare dintre sarcind si plan ¢ = 1°30"?

Raspuns: 1 min 35 s.

791. Presiunea aburului pe pistonul unei masini cu abur,
este de 5 kg/em?2 Diametrul pistonului este de 20 em, lungi-
mea cursel lui este 40 ecm. Si se determine puterea masinii,
dacd pistonul face 100 de curse pe minut.

Raspuns : 14 CP.

792. Cat de mare trebue si fie diametrul pistonului
unei magini cu abur cu un cilindru, la presiunea aburului
de 4 at asupra pistonului, viteza pistonului de 2 m/s i puterea
maginii de 73 CP (1 at=1 kg/ecm?)?

Raspuns : d=30 cm.

793. Puterea unei masini poate fi determinati in felul
i urmitor : pe arbovrele
: ) masginii se aseazd o
f B saibd din fontd, care
p sE este apoi centrati si
fixatd cu suruburi.
Peste saibd se mon-
teazd sabotili unei
e 1 frine care se pot

La problema 793 stringe cu buloane.

Unul din saboti are

0 cumpind, cu un taler pentru greutiti. Contragreutatea P

-——

L
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se alege astfel, incat dispozitivul de stringere asezat liber pe
arbore, s se afle in echilibru, in pozitie orizontali fara greutiti
pe taler, adicd astfel incit cumpina si treaca printre doui
repere fixe 4 si B. Proba incepe prin stringerea buloanelor,
pand cind masina ajunge la numirul de ture cernt. Cumpina
apasd, cu aceastd ocazie, pe reperul fix A. Apoi se aseazi
pe taler greutdti pand ce bratul se depirteazi de A 3i ocupi
0 pozitie orizontald intre A si B.

Sd se determine puterea masinii, daci pe taler se aseazi
greutiti de € kg, lungimea bratului [iind de I m, iar arborele
are n ture pe minut.

Raspuns : N=0,0014 QIn CP.

§ 33. Teorema energici cinetice

Aplicind teorema energiei cinetice punctului M (z, y. z) al unui sistem,
se obfine:

mv?

d ( 2 ) = (Xc dz+4- Ym dy+Z¢ dl)-*-(X' dx+ )'i dy—{-Z‘ d:)
Insuméind aceste ecualii pentru toate punctele sistemului, se objine
my? ‘ '

d 2——9 = E(Xedl"*' ch_l] + Z,dz) =+ Z(X'd_r i )1dy+ Zid:).

Suma energiilor cinetice ale tuturor punctelor unui sistem se numeste
energia cinelicd a sistemului. De aici teorema :; diferenfiala energici cinelice a unui
sistem esle egald cu suma lucrului mecanic elementar al forlelor exterioare g§i_inte-
rioare. Suma lucrului mecanic elementar al for{elor extcrioare ale sistemulu(:stc
in genecral diferitd de zero, intrucit distanfele dintre punctele sistemului variaza
si, prin urmare, forlele interioare efectueazi un lucru mecanic; tnsi penlru un
corp perfect rigid aceasti sumi este egald cu zero, Intrucit tntre toate punc-
tele unui astfel de corp distantele sunt invariabile conform definitiei. Deaccea,

pentru un corp rigid :

muv? .
dz—z— = E(Xedr + Y. dy - Z,dz).

>Integrﬁnd ultima ecuatie gltre doud pozitii .4 si B ale sistemului, se
ob{ine pentru un corp perfect rigid

(B)

mo? mo?

Ty - — 1 = X,drx + Y, dy + 7Z,dx),

(25, (E7),7 ) Beveus v v+ ziam
(A)

adicd, cregterea energiei cinetice a unui corp rigid, ca urmare a deplasirii din

pozifia A in pozitia B, este egald cu suma lucrului mecanic, efectuat de fortele
exterioare cu ocazia acestei deplasari.
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Teorema lui Kénig. Energia cineticd a unui sistem esle egald cu energia cine-
ticd a masei sisternului tnireg, concenlratd (n centrul lui de mase, adunatd cu ener-
gia cineticd a miscarii sistemului {n raport cu cenlrul de macse.

Prin urmare, daci M este masa intregului sistem, V viteza centrului de
mase, b, vitezele punctelor sistemului in miscarea absoluti, v’ vitezele punctelor
sistemului tn miscarea relativd fatd de centrul de mase. atunci

mo? M V2 mu’?
Y, =3 tYX,

794. Douid discuri identice se rotesc cu aceeasi vitezd
unghiulard : unul in jurul unei axe, care trece prin centrul
discului, si este perpendiculari pe planul lui; al doilea in
jurul unui diametru al sdu. Care disc dispune de energie cine-
ticd mai mare si de cate ori?

Rdspuns : Energia cinetici a primului dise este de doua
ori mal mare.

795. Un vas cilindric circular cu raza bazei » se roteste
impreund cu lichidul aflat in el in jurul axei
sale verticale cu viteza unghiulari . Su-
prafata liberi a lichidului ecapitd prin ro-
tatie forma unui paraboloid de rotatie. Cu-
noscand distantele & §i H i densitatea p a
— 4= — p lichidului sd se determine energia cinetici a

—- -ﬁ'f__— = lichidului, care se roteste.
:_;_;__* N Rdaspuns :% TP wirt (H— —;— h) .

796. Si se calculeze in kgm energia

La problema 795  cinetici a coroanei unui volan, care face 100

ture pe minut, daci se di raza exterioari a

coroanei ff=26 dm, raza interioard r=24 dm, litimea ei 3
dm si greutatea specificd a fontei 7,2

Réaspuns : 237 300 kgm.

797. O sanie cantdreste P kg, iar o trisury —3— P kg, din

are doud treimi se referd la caroserie, iar o trelme la roti.
In ce raport sunt valorile lucrului mecanic, care trebue chel-
tuit, pentru a imprima saniei §i trisurei aceeasi viteza, dacs
nu existd rezisten{d la miscare; rotile se rostogolesc farﬁ,a lua-
necare si pot fi considerate mele (adlc’i, spltele $i bucsele pot,
fi considerate firia greutate)?

Raspuns : Lucrul mecanic este acelasi.
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798. Si se afle lucrul mecanic, necesar pentru a ridica
oblonul unei ferestre, de P kg, fmmat din n sipei, despiirtite
prin intervale de a c¢m fle(a,le Sid se afle deasemenea lucrul
mecanic in cazul unui oblon continuu de aceecasi greutate si
in lungime de [ cm.

Rdspuns : 1) A4 =0,005Pa(n —1) kgm.
2) 4,=0,005P! kgm.

799. Si se afle energia cincticd a unui proiectil de diame-
tru d=30,5 cm, in greutate P=100 kg, care piriseste tunul
cu viteza v=800 m/s, daci pasul ghintului este h=10,67> m.
(Proiectilul poate fi considerat drept un cilindru masiv).

y 1 P \2 -
Raspuns : T=—=-02[14+2[Z| [~ 12 851 200 kgm.
2 g h
800. In problema 753 si se afle lucrul mecanic, cheltuit
de un om pentru a pune sistemul in miscare.
mM .,
2 (m+M)

801. Un lintisor de lungime ! este astfel asezat pe o
masd orizontald, incdt jumitate atirnd de pe masi. La inceput
lantisorul este in repaus. S& se determine viteza v a lintiso-
rului in momentul cand capdtul lui se afli la marginea mesei.

Raspuns : A =

Raspuns: v = % 3¢gl.

802. Pe o yaibd de raza r si greutate @, care se roteste in
jurul unei axe orizontale O, este infisurat un fir, la capitul
ciruia este legati greutatea P. La inceput sistemul se afld in
repaus. Si se afle viteza unghiulard a saibei in momentul cand
greutatea se lasd in jos cu distanta h.

Rdspuns
0=—| ——gh.
2P+Q ”
0—"—
La problema
765 sa se afle lucrul me-
canic, efectuat de un om,
pentru modificarea energiel
cinetice a sistemului, dacd m
viteza relativd « a omului (A
este cunoscutid. La problema 802 La problema 8§04
. P 2 Prez3 2
Raspuns : A= "—|u? — ——wy |{.
¢ p 29 Pr24 2pr?



804. Un fir, avand un capét final in punctul 4, intisoara
un seripete mobil O, de care este atidrnati greutatea P, si un
seripete fix 0y. La celilalt eapit al firului este legatd o greutate
Q> 1, P. Si se determine viteza greutitii @ in functie de dis-
tanta h, precum si acceleratia ei o, neglijand masa scripetilor.
In momentul initial sistemul se atld in repaus si h=0.

. 20-—-pP 2Q0-—-pP
Il’aspu'ns:r:2Vgh e-F u'=2g~Q——.

4Q + P’ 4Q—P

805. Un surub, cu axa verticald. se miscd sub actiunea
greutitii sale fird frecare. Pasul surubului este h; raza de
mnertie a surubului in raport cu axa lui este k. Sd se afle
acceleratia w a miscdrii de translatie a surubului si acceleratia
unghiulard ¢ a miscirii lui de rotatie.

Rispuns : w= Mg o _2h

h? + 4p2k? h2+ 4n?k?

806. Unei saibe de razd » i se imprimé o vitezd unghiularé
initiald corespunzitoare la » ture pe minut. Cate ture va face
saiba pand la oprire, coeficientul de frecare in lagdr fiind f?

2

v Twrn
Rdaspuns : ———— ture.
7200 fg

807. Un tavilug, de razi r, se rostogoleste fard alunecare
pe un plan orizontal. Viteza initiald a centrului siu este v,.
Ce distanld s va parcurge centrul tivilugului pand la oprire,
coeficientul de frecare la rostogolire fiind o7
. 3 rvg
Rdaspuns: § = — —-
4 og

808. Un tavilug de gradind, avand forma unui cilindru
circular de raza r, este asezat pe pimant astfel, incat manerul
siiu, care are acceasl greutate ca si tivilugul, se sprijini pe
pimant. Centrului tdvilugului i se imprimé viteza initiald wv,.
Si se afle la ce distantd se va opri tavilugul, coeficientul de
frecare la rostogolire fiind o, iar coeficientul de frecare dintre.
méner i pimant fiind f (centrul de greutate al méinerului
se afli in mijlocul lui).

LY/

(=N

Raspuns : s =
29 (r + 3

5 [o~
p —
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809. O scanduri de greutate P este asczati pe doui
valturi, fiecare avind greutatea p. Asupra scindurii actio-
neaza forta orizontali . Si se determine acceleratin o, pe
care o va atinge scandura. |

Vo ! _ aA
W%%;

La problema 808 La problema 809
o 4
Raspuns : w = ——Q~q.
4P+3p

810. Un cilindru de razi » se poate rostogoli, firi alu-
necare, pe un plan orizontal. Centrul de greutate al cilindrului
se afld in punectul C, di-
stanta OC=a.

" Raza de inertie a ci-
lindrului, in raport ecu o
axd  perpendiculard pe
planul desenului si trecand
prin C, este egali cu k.
S4 se afle viteza unghiu- La problemma 810 La problema 811
lard a cilindrului in functie
de unghiul ¢ dintre dreapta OC si verticali. In momentul
initial cilindrul se afli in repaus $i o = o,.

Raspuns : «*= 2a9 (€05 @ — €0S o)

r2a®+k*—2arcos @

811. O bardi omogeni O0A, de lungime 2a, se roteste
intr’un plan vertical in jurul articulatiei 0. Ce vitezid unghiu-
lard o trebue transmisd barel in pozitia initiali verticald,
pentru ca unghiul de inclinare maximia fatd de verticald si
fie de 90°?

Raspuns : © = Sa
2a

812. O placi dreptunghiulard cu Litimea b si indaltimea /.
se poate roti fira frecare in jurul unei axe verticale 4 B, situati
in planul ei si trecand prin mijlocul ei. paralel cu indltimea h.
La capatul B al axei este asezatd o saibi (" de raza r, pe care
este infisurat un ftir flexibil, inextensibil: extremitatea cea-
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laltd a firului trece peste scripetele D, situat la nivelul saibel
si poartd greutatea P, care pune in migcare placa. Si se afle
legea miscirii greutitii P, dacd greutatea
plicii este @, vitezele initiale nule §i nu
existd nicio rezistentd impotriva miscarii.

Rdspuns: Miscarea greutétii P esteuni-
. . Pr?
form acceleratd cu acceleratia w = ———¢,
5 Pr? 4 QK8
X b2 . .
l — in care k? = -5 este raza de inertie a
1 NPT :
| — pléicii, in raport cu axa de rotatie AB.
A
La problema 812 813. O tiji omogenid, de greutate

P i lungime a, se poate roti liber in
spatiu, in jurul capatului fix. In momentul initial tija este
adusi in pozitie orizontald si capitd viteza unghiulard o,
intr’un plan orizontal. Si se afle unghiul minim pe care tija il
formeazi cu verticala in timpul misedrii?

Indicajie. CAnd unghiul fa{d de verticali este minim, toate punctele
lijei au numai viteze orizontale.

Rdspuns : cos ¢ = Vl +n2—n, in care n = pol

‘g

814. Pe¢ un plan inclinat coboard doi cilindri (sau sfere)

perfect identici, primul alunecand fird rostogolire, iar al doilea

se rostogoleste fird alunecare. Si se afle raportul indltimilor

cu care coboard ambii cilindri (sau sfera) intr’'un interval de

timp dat, dacd amindoi incep miscarea simultan fari vitezi
initiala.

rzLJ2 .. .

Rdspuns : Raportul ciutat este n = ——'r—z—, r fiind raza ci-

lindrului (sferei), iar k raza de inertie in raport cu axa cores-

punzitoare (pentru cilindrul in raport cu axa longitudinali

de simetrie, pentru sfere in raport cu diametrul). Pentru cilin-

. 3 7
dri n = - pentru sfere n = —.
o

815. Pentru determinarea momentului de inertie a roto-
rulul unui dinam (fird & scoate rotorul gi tinand totodatd
seama de frecare) se poate proceda in felul urmitor : se infi-
soard un cablu peste arborele rotorului, de capatul liber se
atirnd o greutate p; si s¢ determind timpul ¢, in care greu-
tatea coboard cu o iniltime oarecare h (cablul poate fi trecut
peste un scripete). Apoi se face acelasi lucru cu alti greutate p,,
observand timpul ¢,, in care ea coboard cu aceeasi indltime h.
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S se afle momentul de inertie al rotorului, tinind seama
de frecarea in lagire si cunoseind raza R a arborelui lui. (Mo-
mentul de frecare este considerat constant firi a depinde de
greutatea atarnati).

P P:
9 (plnp)—2h(-t—;’— 1—2)
1 2

ohg [ — =

a8
816. O bari, de masd m se poate deplasa liber intr’un

ghidaj vertical fix A. Capitul inferior al barei se sprijind pe

ipotenuza unei pene perfect netede, de masi M, care este ase-

zatd pe un plan orizontal perfect neted. In urma presiunii

exercitatd de bard, pana se miscd ori- Iy

zontal, iar bara se lasd in jos. Si se '

afle acceleratiile ambelor corpuri.

Rdspuns : Acceleratia barei

L B—

m+M ctg?a

Acceleratia penei w,=w ctga.

Raspuns : J = R?

.
817. Si se demonstreze, c¢i un om ”" ”"

care se di in leagin, poate miri am- La problema §16
plitudinea oscilatiilor astfel : parcurge

indoit (sau sezand) drumul in jos, din punctul cel mai inalt
pand in momentul trecerii prin pozitia de echilibru, iar in
momentul trecerii prin aceastd pozitie se indreapti deodatid si
in aceasti pozitie executi ridicarea.

Rdspuns : Se inseamnd cu « unghiul de inclinare al lea-
ginului fatd de verticald, In pozitia initiald, iar cu B unghiul
format cu verticald la sfarsitul oscilatiei. Aplicand teorema
energiei cinetice si teorema momentelor (la trecerea sistemului
prin pozitia de echilibru, unde se produce un salt in viteza
ungHiunlard a leaginului), se obtine

sinz—
2. 4

in care J; si l; inseamnd momentul de inertie o sistemului in
raport cu axa de rotatie, respectiv distanta centrului de greu-
tate al sistemului la aceasti axd, pentru prima pozitie a omului,

255



iar J, si I, inseamnd aceleasi méirimi pentru pozitia a doua u
omului. De aici rezultd, c¢i 8 > o.

818. Intre doud planc paralele, foarte apropiate, netede
si orizontale, este asezati o sferi foarte micd, de masd m,.
De ea este legatd, cu un capat,

- un fir ideal, care trece printr’o
m/ gauri foarte mici, ficutd in
-7 a
m,

planul superior si se fixeaza
cu celilalt capat de o sferd
foarte micd, de masid m,, age-
La problema 818 zatd pe planul superior. In
momentul initial firul este
intins, sfera de masd m, se afli la distanta ry = a de gaurd §i
1 se transmite viteza u, perpendiculari pe directia firului. Con-
siderand sferele drept puncte materiale si neglijaAnd toate re-
zistentele, si- se afle: 1) ccuatiile migedrii punctului m; in
coordonate polare, 2) tensiunea firului in timpul misearii.

u

Raspuns : 1) r = V@@ n2; o =-2-arc tg(L t) in care

n a
m
1
n=u y
m;, - m,

) S at n*'m,

819. Douid puncte materiale libere, de mase m, si m,,
se atrag intre ele cu o fortd, proportionald cu masele si invers
proportionald cu pitratul distantei, factorul de proportiona-
litate fiind k. La inceput punctele se afli in repaus si distanta
intre ele este a. Si se afle vitezele acestor puncte, in momentul
cand distanta intre ele se va reduce la jumdtate.

< T ST
Raspuns : vy=nm, || ————— 5 1o = iy /—
a(my 4 my) a(my -+ m,)

820. O Dbard subtire, dreapti, a cirei masd poate fi
neglijatd, s¢ poate roti intr’un plan orizontal, in jurul punc-
tului fix, O, aflat pe bari, la distanta a de capitul ei A. La
acest capiat este fixat solidar un punet material, de masa A,
iar de cealaltd parte a punctului O, bara trece printr’un inel B,
de masid o, care poate aluneca pe bara fird frecare. In momen-
tul initial, inelul B se aflda in repaus, la distanta r, de O si se
imprimi barei viteza unghiulard o,. Si sc afle viteza v a
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inelului B fatd de bard gi si se scrie ecuatia diferentinli a
traiectoriei in coordonate polare.

2

Ma? 4 mr; .

. o a 2
Raspuns : u= o, || ———— (r2 —17),
P J Ma? 4+ mr ( 0)

dr VM (r2—42).

do Ma? 4+ mry

821. O tiji dreaptd, omogeni, de lungime I, se roteste
intr’'un plan orizontal in jurul unui capit si goneste in fata ei
o sferd de masd egali. In momentul initial, sfera se afli in
repaus, foarte aproape de capétul fix al tijei, iar tijei i se imprimi
o vitezd unghiulard oarecare. Si se afle unghiul dintre viteza
absolutd a sferei si directia tijei in momentul ciand sfera se
afld chiar la capitul tijei (trece mai departe de tija).

Rdaspuns : o= arc tg % ~ 26°33'54"".

822. Pe un cilindru circular drept, a cdrui axi este ver-
ticali si serveste ca axd de rotatie, este risucitd o teavi in
formd de elice. In aceastd teavd porneste de sus o sferd grea,
care, migcindu-se in jos, dealungul tevii, o pune in miscare
de 10tatie. Si se afle viteza unghiulard Q a tevii, precum si
viteza absoluti v a sferei, in momentul cand ea iese prin capi-
tul de jos al tevil. Se di : M masa tevii, m masa sferei, r raza
cilindrului, & pasul elicei, » numsirul spirelor tevii; masa cilin-
drului §i rezistentele la miscare pot fi neglijate.

L %u, v = ull —p(2—g)cos®a

Raspuns : Q =

in care

§ 34. Rotatia unui corp rigid in jurul unei axe fixe

Cand un corp rigid se roteste tn jurul unei axe fixe, suma momentelor
cantitidfilor de miscare a punctelor sale, in raport cu axa de rotalie, este egald

cu (fig. 34):
va-r = 2 mro = Jo,
in care J este momentul de inert{le al corpului in raport cu axa de rotatie.

17. Culegere de probleme 957



9

Pe baza teoremei despre momentul cantititii de miscare a sistemului, ecua-
tia diferentiali a miscirii corpului va fi in cazul acesta

J d_w = mom, (P)
v \ &l X, oy
d
sau, iIntrucit o = k2
dt
J (i = Z momy (P).
de °

In membrul doi al acestei ccuatii este suma
momentelor tuturor fortelor in raport cu axa de
. rotatic. ’

Fig. 34 Presiunea corpului pe axi se afla aplicind
principiul lui d’Alembert, descompunind fortele

de inertic in componente tangentiale si radiale.
Energia cinetici a unui corp rigid, care se roteste in jurul unei axe fixe

L 4
cu viteza unghiulari o = ~(l?—, va fi
dt

1 1
T = E -1—m02= Z——mmzr2 = — Jo?
2 2 2
fn care J este momentul de inertie al corpului in raport cu axa de rotatie.

823. Si se afle momentul fortei de frecare in lagire,
dacid o roati pornitd cu viteza de n, ture pe minut, s’a oprit
dupd T s.

. Jrn - . .
Raspuns : —=2-, in care J este momentul de inertie al
30T
rotii in raport cu axa de rotatie.

824. O roatd de raza », care se roteste cu viteza unghiu-
lard o, in jurul axei O, este apdsatd de un sabot

de frand A B cu forta radiald N. Dupi ¢ sroata £
se opreste, ca urmare a freeirii. Si se deter- b

mine valoarea coeficientului de {recare f. Mo- 2
mentul de inertie al rotii in raport cu axa de y;

rotatie este J.
.]20 La problema 824

Raspuns : | = .
P / Nrt

825. Pe un volan in greutate de P kg si cu raza R m
nemigeat la inceput, actioneazi un cuplu cu momentul L kgm
gi avand planul perpendicular pe axa rotii. Dupd cit timp va
atinge roata viteza de n ture pe minut, dacd raza de inertie
2 rotil, in raport cu axa el este de k. m?

Raspuns : t = Pizn .

30gL
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826. O placda dreptunghinlara ABCD, cu laturile a si b,
de greutate P, se roteste in jurul unei axe verticale A B cu
viteza unghiulari initiald o, Fiecare element al plicii suporta.
cu aceastd ocazie, rezistenta aerului, a carei

directie este perpendiculari pe planul plicii, 5“ .

iar mirimea ei direet proportionali cu aria

elementului si patratul vitezei sale. Factorul

«e proportionalitate este k. Dupd cit timp 6

se va reduce la jumitate viteza unghiulari a

plicii ? A=

Raspuns : 1 = L %

3ka*bgw, La problema 826

Lo 827. Greutatea unui volan P=4,9 t, raza lui R=2 m.
= - iar raza de inertic k = 1 m. Fortele
- de tensiune ale curelii F; = 400 kg i

F,=200 kg. Si se determine acceleratia
unghiulard a rotii. Si se afle dease-
menea energia ei cinetici 7' dupi 10 s
dela inceputul miscérii.
<12 Raspuns : 1) = 0,8 1/s2;
La problema 827 2) T=16 000 kgm.

828. Doui saibe O, si 0,, cu razele r, si r, de greutitile
P, si P,, sunt legate printr’o curea firda stirsit. Saibei condu-
citoare O, 1 se aplici momentul de rotatie L,; saibei 0, i se
aplici momentul de rezistenti L,. Si se determine accelera-
tiille unghiulare a celor doud saibe, dacd razele lor de inertie
sunt egale respectiv cu k; §i k,.

Fy(Lyra—1Lor) g r (Lyra—Lar) g
D22 22T e e ey

PRI PR RS

Raspuns : g = PYCR YRS

829. Un cilindru circular drept, omogen, ale c¢arui dimen-
siuni i greutate sunt cunoscute, este atirnat de tavan cu
ajutorul unei sarme elastice, fixati in centrul bazel sale supe-
rioare. Apoi cilindrul este riasucit cu un unghi ¢, in jurul axei
sale §i i se di drumul. Datoritd elasticitdtil sarmei riasucite
cilindrul incepe sid execute oscilatit de rasucire. Si se afle
legea acestor oscilatii, stiind, ci pentru risucirea sirmei cun
un unghi ¢ fatd de cilindru, trebue aplicat un cuplu, ayezat
intr’un plan perpendicular pe axa lui, cuplu al cirui moment
este k2, unde k2 este un factor de proportionalitate.

Rdspuns : o= g, 08 (%t), J fiind momentul de inertie

al cilindrului in raport cu axa de rotatie.

[A)
St
(J=]



830. O bard subtire, omogend in pozitie verticald este
atarnati cu capitul ei superior de un punct fix. Si se afle ce
vitezdi unghiulardi minimd trebue imprimatd barei, pentru
‘a ea si poatd executa o intoarcere complectd in jurul punctului
de suspensie in planul vertical, daci lungimea barei este 2I.

- 30
Rispuns : o= VTy_ )

831. O bard dreapti omogenda A B, dc¢ greutate P, este
suspendatd cu capitul 4 de un punct fix. In momentul initial
se di barei o pozitie verticald, astfel incat capidtul B si se
afle deasupra punctului de suspensie. Apoi i se did drumul
fird vitezd initiald. S& se afle presiunea pe punctul de sus-
pensic in momentul trecerii barei prin pozitia verticali infe-
rioara.

Raspuns : 4.

832. Si se afle rezultanta fortelor de inertie ale punc-
telor unei figuri plane, care se rotegte cu vitezi unghiulard
variabild, in jurul unei axe fixe, perpendiculari pe planul ei.

Rdspuns : Rezultanta trece prin centrul de oscilatie al
figurii §i este geometric egald cu forta de inertie a centrului
de greutate al figurii, in care este concentrati toatd masa ei.

833. O bari omogeni dreaptd, oscileazi intr'un plan
vertical in jurul capdtului ei superior 0. Si se afle mirimea
momentului de incovoiere intr’o sectiune oarecare A a barei,
aflatd la distanta x de punctul O, in momentul, ecand bara
formeazii cu verticala unghiul ¢, cunoseind lungimea 20 a
barei si greutatea ei P. Si se afle deasemenea sectiunea bareiin
care momentul de incovoiere are, intr’'un moment dat, valoa-
rea maximd (sectiune periculoasi).

Indicalie. Momentul ciutat este egal cu suma momentelor, in raport cu
punctul A, a fortelor gravititii si fortelor de inertie, aplicate portiunii barei, situata
pe acecasi parte fa{d de punctul A (mai jos de acest punct).

Psineg

IRaspuns : Momentul ciutat este egal cu (20—x) x;

o
-

pentru sectiunea periculoasi distanta x = —L;I-

834. Si se afle proiectia orizontali (R,) si cea verticald
(R,) a reactiunii axei unui pendul matematic, lisat si osci-
leze fiard vitezd initiald din pozitia determinatd de unghiul ¢,
dintre pendul si pozitia de echilibru. Si se afle apoi proiec-
tiile acestei reactiuni pe dreapta, care uneste punctul de sus-

260



pensie cu centrul de greutate al pendululul (I2,) s1 pe perpen-
diculara la aceasti dreapté situatd in acelasi plan vertical (I,)-

Raspuns : R, = F (3 cos o —2 cos ) sin ¢ ;

2
R,= %’- [(3 cos ¢—2 cos w,) cos 5 —1] & P
P
k.= s [(2a2+k2) cos 9 —2a2 cos ] ;
a*—k® .
R,=P = sin o,

in care a este depdrtarea centrului de greutate al pendulului la
axa de rotatie, & raza de inertie a pendulului fatdi de aceasta
axd, P greutatea lui.

835. Un pendul in formd de bari subtire, dreapti, de
lungime [, este adus in pozitie orizontald si apoi i se d4 drumul
fird vitezd initialid. Si se afle unghiul e dintre reactiunea totali
a axei fixe de rotatie a barei i aceastd hari.

- 1 o . .
Raspuns : tga = Y tg o, in care 9 este unghiul dintre
bari si verticald.

836. O roatid se poate roti intr'un plan vertical in jurul
unei axe orizontale. Greutatea rotii este P, distanta dela cen-
trul de greutate la axa de rotatie este a. Intr’'un moment oare-
care roata incepe si fie rotitd cu acceleratia unghialard con-
stantd e, fiind scoasd astfel din starea de repaos. Si se afle
proiectiile orizontald si verticald a reactiunii dinamice a axei,
in momentul cand roata a executat n ture dela inceputul mis-
caril.

Raspuns : R = LI [4 70 sin (2 wn) —cos (2 7).
g
P )
= e [4 70 cos (2 m=n)+=sin (2 =)
: g

Reactiunea totali R = s——-]/ 167202 1.

837. Un disc de razd R si greutate P se roteste in jurul
unei axe verticale z, cu viteza unghiulard constantd . Axa
de rotatie trece prin centrul de greutate al discului, care coin-
cide cu centrul Iui O si formeazd unghiul « ¢cu normala pe planul
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discului. Sa se afle reactiunile orizontale in punctele A si .
daca ADB=l.

. PRw*
Rasnuns : N, =N =
p A B 810

sin Lo

838. Sia se calculeze presiunca pe lagi-
rele unei turbine cu abur cu axa orizontali,
care se roteste cu viteza de n=30 000 ture
pe minut si cintireste P kg, stiind c¢i raza ei
r=20 c¢m. distanta dintre lagive [, +l, = 35
em sioca diseul turbinet

) este ayezat p}ltin inclinat
La problema sz PC AXd, formand cueaun r
unghi de 88°, centrul lul
de greutate se afld insd pe axa de rotatie. ! |
Raspuns : Presiunea dinamicd este I {
egald aproximativ cu 1000 P kg. : !

b, —— I~

839. La ce distantd o de centrul
e et ! La problema 838

de greutate al unui pendul trebue sd se
afle axa Iui de rotatie, pentru ca perioada oscilatiei si fie mi-
nimi ?

Raspuns . r=F~k, k fiind raza de inertie a .pendulului in
raport cu o axa, care trece prin centrul lui de greutate si este
paraleli cu axa de rotatie.

840. Doud sfere 4 si B, de greutate egald, sunt legate
printr’o bard subtire, care se roteste intr’un plan vertical in
jurul punctului fix 0. Si se afle
perioada de oscilatie a acestui
pendul, neglijind greutatea barei;
AO=a, OB=b.

Raspuns : T = i:n‘/

a1 b

(a—byg

841. O placi subtire, omo-
gend, in formd de dreptunghi
A BCD, executd oscilatii in jurul

La problema La problema axei fixe AB! care formeazd cu
&40 841 verticala unghiul «=30° Litimea
pliacii AD = a = 0,5 m. 831 se de-

termine perioada micilor oscilatii ale plaeil.

4

AT
Raspuns : T =2x|/ — — =~ 1,6 s.
dg sin @
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842. Un sector de cerc, cu raza r, oscileazi in jurul unei
aXe orizontale, normald pe planul siu si trecand prin varful
unghiului siu la centru. Si se afle acest unghi, stiind ¢ lun-
gimea redusi a pendulului simplu sincron este egali cu juma-
tatea arcului sectorului.

Rdspuns : sin —:— = 0.75; a=97°10"33".

843. Un disc omogen cu raza r=15 ¢m executi oscilatii
in jurul unei axe orizontale, perpendiculari pe planul dis-
cului ¢i trecind prin punctul C, OC fiind egal
e — 7. Si se afle perioada oscilatiilor miei ale

discului §i pozitia centrului oscilatiilor.
Raspuns: T = 1 s. Centrul oscilatiilor
este punctul 4.

844. Un pendul constd dintr’o bard dreaptda La problema 81
s1 0 sferi goald fixati de capitul ei, ale ciror
mase pot fi neglijate. Interiorul sferei se umple odatd cu un
lichid, iar a doua oard cu o substantdi solidd, cu aceeasi den-
sitate ca si a lichidului.

Sd se afle lungimile pendulului simplu sincron in ambele
cazuri, dacd raza de inertie a volumului gol in raport cu dia-
metrul siu este k, iar distanta dela centrul lui la axa pendu-
lului este a.

(Se presupune, ci intre lichid si peretii sferei nu existi
frecare si cd substanta, care umple golul in cazul al doilea.
nu se poate misca in interiorul lui).

12 5 . R . a - k2
Rdspuns : Inprimul caz l; = a, in cazul al doilea 1, = —.
a

845. Un pendul constd dintr'o bard dreapti, fird greu-
tate, pe care sunt fixate doui stere omogene de aceeasi den-
sitate. Razele sferelor sunt a s§i b, iar distantele centrelor lor
la punctele de suspensie sunt ¢ si x. Ce valoare trebue si aiba
x, pentru ca lungimea pendulului simplu sincron si aibd
valoarea cea mai micd posibild?

Rdspuns : x se determini din ecuatia

S 2 4 10adcr — (Had 2L 2a° -+ 2h%) = 0.

846. Un pendul consti din doud bare omogene, drepte,
de lungime 2a respectiv 2b, legate solidar la capete sub un
unghi drept. Axa orizontali de rotatie a pendulului trece
prin varful acestui unghi. Pozitia pendulului in planul ver-
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tical este determinatd de unghiunl ¢, format de bara mai mieci
cu orizontala. S se afle valoarea maximid a acestui unghi,
daci in momentul initial =0 si pendulul incepe si oscileze
firdi vitezd initiala.

Raspuns : op=2¢", unde ¢* este valoarea unghiului ¢,
care corespunde pozitiei de echilibru a pendulului.

*

847. Conditiile problemei precedente. Si se afle Tun-
gimea ! a pendulului simplu sincron.
. 4 a4+
Raspuns: | = — ———.
pun 3 Vat+ bt

848. Si se afle perioada oscilatiilor mici ale unui pendul,
care constd dintr’'un arc de cerc din sirméi, suspendat de o
axi orizontald, normali pe planul arcului §i treeind prin mij-
locul lui. Unghiul la centru al arcului este 2«, iar raza arculni
este 7.

Rdaspuns : T -=2= l/i (nu depinde de «).
g

849. Un disc circular omogen oscileazi, la inceput, in
jurul tangentei sale orizontale, apoi acelasi disc oscileazd in
jurul unei axe orizontale, normald pe planul siu si trecand
printr’un punct oarecare al circumferintei sale. Si se afle
raportul lungimilor pendulelor simple sincron din cazul intai
si din cazul al doilea.

y I 5
Raspuns : = — .
I 6

850. Care va fi lungimea ! a unui pendul, format din-
tr’un cilindru circular omogen, care oscileazi in jurul unui
diametru al bazei, cu raza r, care bate secundele ?

Rdspuns : TLungimea ciutati se determinii din ecuatia
et —6gl+ 3w r2=0.

Daci r este mic, atunci

851. Si se demonstreze, c¢d perioada oscilatiilor unui
pendul nu se schimbi, dacd fixdm un punect material de greu-
tate arbitrari in centrul de oscilatie al unui pendul fizic.
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§ 35. Miscarea pland paraleld a unui corp rigid

Pozitia unui corp rigid, care se misca paralel cu un plan, poate fi deter—
minatd prin coordonatele centrului de greutate (§7) in raport cu axele fixe (37
si prin unghiul ¢, care (fig. 35) determind pozitia n
corpului, in raport cu axele (z, ), paralele cu cele Yy
fixe (E0) §i avand originea in centrul de greutate.
Intrucit se poate considera cid orice miscare a unui
sistem se compune dintr'o miscare de translatie,
impreund cu centrul de greutate si o miscare in
raport cu centrul de greutate (in cazul nostru
miscarea in raport cu centrul de greutate, este o 6 L4 o
rotatie In jurul unei axe, care trece prin cen-
trul de greutate si este perpendiculari pe planul ¢
£07), eccualiile diferentiale ale miscirii corpului
vor fi: Fig. 35

-V x M- =Y v Je e _ Y, momg P = ¥ (z¥ —yX),

di?

in care P (X, Y) sunt fortele, care actioneazd asupra corpului, iar J, momentul
de inertie al corpului fali de axa, care trece prin centrul de greutate si este per-
pendiculari pe planul EOm.

Energia cinetica, pe baza teoremei lui Koénig, este in cazul acesta

- LA )
2 (RET: at) | at

852. O saibd de razd » si greutate I este infayurata de
Al un fir, a cirui extremitate este fixata detavan.
» Ni se afle acceleratia w, cu care se misci
centrul saibei in timpul ciderii. acceleratii

unghiulari ¢ a saibei si tensiunea 7" a firului.

2 2 1

Rdaspuns : w = " € = T = 7 I
P s I 3r’ 3

$53. Un cilindru de greutate P, sub ac-

r tiunea greutitii sale se rostogoleste fara alu-

necare, pe un plan inclinat cu unghiul «.

Si se determine acceleratia w0 a centrului O.

presiunca N a cilindrului pe un plan si forta

La problema 832 4 frecare F. care impiedicd alunecarea cilin-
drulul.

2 . . . 1 .
Raspuns : w = g sina, N=Pcosa, FE 5 P sin =,
3 .

854. Si se rezolve problema precedenti. presupunand,
c¢u nu existd frecare intre cilindru xi plan.
Rdaspuns: w =gsin a. N = P ccs =,
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855. O bari omogend 4 B, de lungime 2a, este fixati in
punctul A printr’o articulatie; la inceput ea este fixd i ocupi
pozitia orizontald. In momentul in care bara trece prin pozitia
verticalit, articulatia A se libereazi si bara devine liberi. Con-
tinnand miscarca, centrul de greutate deserie o paraboli,
iar bara insisi se roteste in jurul centrului de greutate. Cate
invartituri va executa bara in timp ce centrul ei de greutate
va coborl cu distanta h?

Raspuns : n = L O

27 u

La problema 853 La problema 855 La problema 856

856. O bari omogeni 4B, de lungime 2a si greutate P,
s¢ miged sub actiunea greutitii sale, alunecind cu capetele
.1 s1 B pe un perete vertical, neted si pe podeaua orizontali
netedi. Si se determine viteza unghiularid o a barei si presiu-
nile N si N,, exercitate pe perete, respectiv podea, in functie
de unghiul ¢, dacd in momentul initial bara este fixda si p=oc,.
Pentru care valoare a lui ¢, bara se va depirta de perete?

Rdaspuns : o = V}—g— (sin @4 — sin o),

2u

.3 . 5
N = - P (3 sin ¢ —2 sin o) cos ¢,

N, = ; P (1-—6 sin ¢q sin ¢ +9 sin? o).

Bara se va depdrta de perete pentru o dat de relatia
. 2 .
sin g = Y Sin .

Observafie. Daci, in momentul initial, se atirnd in punctul din perete. unde
se aflit capitul superior A al barei, un pendul, care consti dintr'o bard rigida.
firi greutate, de lungime %/; a, cu un punct greu la capit, apoi se aduce pen-
dulul Intr’o pozitie, asa tncit sa fie in prelungirea barei si, in sfarsit se di drumul
simultan pendulului si barei, ambele corpuri vor rimine paralele intre ele in
timpul miscdrii, pind in momentul cind bara se desparte de perete. iar reacti-
unea in punclul de suspensie al pendulului devine egali cu zero.
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857. O tija omogeni 4B, de lungime 2a i greutate P
este agezatd intr’o cupd semisferici
tixd, netedd cu centrul 0, AOB=90°. 4
Tija se mised sub actiunea greutitii
sale. S& se determine viteza unghiulari
o a tijel si reactiunile N, i Ng in
punctele 4 si B. In momentul initial
tija se afli in repaus si unghiul ¢ =
= JA4,0C=45°. Punctul C este centrul La problema §57
de greutate al tijei.

y 39 .. N
Rdaspuns : o = V—y (sin ¢ — sin ¢,).

2a

. 1 )
Ny=— P [V2 (10 sin ¢ —cos ) —6 .
. 1 )

N = P2 [(10 sin o + cos o) - 6].

858. Discul unui pendul se poate roti liber, fird fre-
care, in jurul centrului sdu. Si se afle, fird calcul, traiectoriile
punctelor discului, cand pendulul se misci. In momentul
initial sistemul se afld in repaus.

Rdspuns : Traiectoria oriciarui punct 4 al discului este
o circumferinti, cu raza egali cun distanta dela punctul de
suspensie 0, al pendulului, la centrul O, al discului. Centrul ¢
al acestei circumferinte este varful al patrulea € al paralelo-
gramului 00, AC.

859. Un corp dat, pus in conditii initiale cunoscute,
executdi o miscare planid paraleli, sub actiunea unui sistem
de forte determinat. Si se aleagdi un sistem format din douai
puncte materiale, solidar legate intre ele (situate pe o dreapta.
care trece prin centrul de mase al corpului in planul miyedrii
lui), care si fie echivalent din punct de vedere dinamic cu
sistemul dat (adicd fiind pus in aceleasi conditii ca si corpul.
si execute aceeasi miscare pland). Aceeagi intrebare, insi
cu trei puncte asezate toate pe o singuri dreaptd, cel din
mijloc coincizdnd cu centrul de mase al corpului.

Raspuns : Distanta a,, dela unul din punctele inlocui-
toare la centrul de mase al corpului, este arbitrari. Insem-
nand cu M, m,;, m, masa corpului gi masele ambelor puncte,
cu k, raza centrald de inertie a corpului, cu a, distanta punc-
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tului al doilea la centrul lor de mase, care coincide cu centrul
de mase al corpului, se obtine

1) & ME Ma
Ao == ~——, My= ———y Mo= ——;
a, 1 a%+k§’ - ai;‘—.Lkg ’
2 2 2
oy M ky o M kg ] Ky
2) = ————, iy= ————, g= M| 1 — ---|.
a4y (a,+a,) a. (a,-+a,) y a, a,

860. O sferi goald cu raza interioard » i cea exterioari
R, este umpluti cu un lichid de densitate egali cu cea a
peretilor. Sfera este asezati pe un plan inclinat aspru, pe care
ea se rostogoleste firi alunecare, parcurgind drumul z in
timpul £. Si se compare acest timp cu timpul ¢;, in care o sferd
plind, de acceasi densitate si cu aceeasi razi R, ca prima,
rostogolindu-se pe acelasi plan ineclinat, va parcurge acelasi
drum a. Si se compare deasemenea drumurile x si x,, par-
curse de ambele sfere in acelagi interval de timp .

. t ) T 7ns t? .
Raspuns : — = 1 — , — = ——— = — In care
I3 7n’ x, 7n5 — 2 £

861. Un cilindru circular, omogen, de masia M si razi r,
se rostogoleste, firi alunecare, pe un
plan inclinat, care formeazi cu ori-
zontala unghiul «. In jurul ecilindrului
este infisurat un fir, al cirui capat 4
este tras in sus, pe planul ineclinat, cu
acceleratia a.
La problema 561 Si se afle acceleratia w a cen-
trului de greutate al cilindrului si ten-
fiunea T a firuluni. Si se cerceteze cazurile «=0 si x=90°.

2

Raspuns : w = —;— (g sin o — %),

, Mol .
I — 29 sine+ 27,
31 9

-

862. Conditiile problemei precedente. Si se afle cu ce
acceleratie trebue tras firul in sus pentru ca cilindrul si se
roteasci pe loc. 8i se afle tensinnea firului in acest caz. Si se
cereeteze cazul a = 90°.

Raspuns : a = 2¢gsina, 1 = Mg sin o.

[
[op)
(0 7]



863. Sd se afle conditia in care este posibili o rostogolire
purd (fard alunecare) a unui cilindru eircular de razia r, asezat,
fard vitezd initiald, pe un plan inclinat, aspru, care formeaza
unghiul « cu orizontala, coeficientul de frecare fiind f. Raza
de inertie a cilindrului, in raport cu axa de rotatie este k.

K2+ r?

Rdspuns: tga =<
12

864. Un cilindru circular, de razi r, este asezat pe un
plan inclinat, care formeazi unghiul « cu orizontala, coefi-
cientul de frecare fiind f. Si se afle miscarea cilindrului, cand
nu este respectatd conditia rostogolirii pure, adici in cazul

N k%4 r? . . - .
cand tg « > ——f, unde k esteraza de inertie a cilindrului

k
in raport cu axa lui de rotatie. La inceput cilindrul se afld
in repaus.

Rdaspuns : Cilindrul va aluneca si se va rostogoli.
1. Acceleratia centrului de greutate sau acceleratia mis-
carii de translatie

sin —
w = ﬂ _i_q)l ’
cos @

in care ¢ = arctg f (unghiul de frecare).

2. Acceleratia unghiulard a cilindrului

R
g = — COS§ .
9l

865. Un cilindru eircular, de masd M si razi », avind
raza de inertie k, este agezat pe un plan inclinat perfect neted,
cu unghiul de inclinare «. Pe cilindru este infisurat un
fir flexibil, fird greutate, intins in sus dealungul planului.
trecut peste uil scripete fix, a cirui masid poate fi neglijatd si
purtind la extremitatea sa o sarcind de masi m. Si se afle:
1) miscarea cilindrului si a sarcinii i tensiunea firului:
2) conditiile, in care este posibili numai o miscare de rotatie a
cilindrului ; 3) conditia, in care sarcina va rimine nemiscati
si tensiunea firului in cazul acesta.

Rdspuns : 1) Acceleratia centrului de greutate al cilin-
drului

w = A [mr2sina + (M sina — m)k?g.
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Acceleratia unghinlara a cilindrulut

N 1
2= 2Amygr cos* (4.')° Y f/.) .

Tensiunea  firului
o (- 1
T = 24 Mgk? cos? (4;)° - or.) .
Acceleratia sareinii
1

w, = 4 [mrt —(M sinoe —m)k?*lg, incare 4 = ————
! [ ( ) ] 9 (m+ M) k2+mr?

m k2 sin o .
2) —= ——— (prin urmare,
M k2 —rtsina

k*>r? sin e, ceeace dd « < 30° in cazul
unui cilindru omogen).

o -
WO /iillls 3) L= ¥ sin x, 1T'=myg.
La problema 865 Mo KR4

866. Conditiile problemei precedente, cu deosebirea ci
masa seripetelui este u,iar planul este vertical (e« = 90°). Si
se afle miscarea acestui sistem si tensiunea firului. Exacti-
tatea rezultatului obtinut poate fi verificati, punand w =0,
iar in raspunsul la problema precedentd o = 90°. Rezultatele
acestor substituiri trebue si fie identice.

867. Un cilindru cireular, de greutate P si razi R, cu
raza de inertie £ in raport cu axa geometricd, este montat
pe o axid orizontald, care poate aluneca fiard frecare intre doui

w!e

sipei fixe, astfel in-
cat cilindrul se poate
roti 31 poate executa
o miscare de trans-
latie in directie ori-

La problema 867

zontalit. La mijlocul cilindrului se afli o prelungire de razi r,
peste care este infisurat un fir, iar alt fir este infisurat pe
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glin(llj}. La extremititile firelor se aplica fortele orizontale
@ si T. Sd se afle migcarea cilindrului si si se analizeze in
functie de mérimea fortei 7. (Se va reprezenta grafic de-
pendenta dintre acceleratiile de translatie si de rotatie ale
cilindrului §i marimea fortei 7).
Rdaspuns : Acceleratia miscidrii de translatie
Q-T
p 9

w =

acceleratia unghiulard de rotatie
TR—Qr
PLt ’

& =

868. Un cilindru circular, de greutate P si razi R, avind
raza de inertie k in raport cu
axa geometricd, este previzut cu
dinti longitudinali si se poate ro-
stogoli firi frecare pe o cremalierd
orizontald. La mijloe, cilindrul
are o prelungire de razi », pe
care este infisurat un fir, cum se Z
arati in figurid. La extremitatea La problema 8§68
acestul fir este aplicatd forta ori-
zontald ), perpendiculari pe axa cilindrului. Si se afle mix-
carea cilindrului si reactiunea (orizontald) /' a cremalierei.

. . QO R—r
Rdspuns : Acceleratia unghiulard € = gy g. Acce-
. e o e . R(R—r . . ..
leratia miscérii de translatie w = % -Tz(—ln)« g. Reactiunea sinei
K~ Rr
F=0Q———<0.
! 2R

869. Conditiile problemei precedente, cu deosebirea ¢i
nu existd dinti, iar planul este aspru (coeficientul de frecare f).
Si se studieze miscarea cilindrului in functie de mdarimea
fortei @, coeficientul de frecare fiind acelasi, atat in repaus
cat si in miscare.

Raspuns : Dacd (vezi graficul pag. 272.

I\.Z 1 R2
— = le

(‘) = fP k?4-rR
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misearea este o rostogolire purd (fird alunecare) la dreapt..
cu acceleratia

—eR = Q R-r JR.
P OREA
Daci @ > @, si prin urmare, ¢ > fP
S . _IPR—0r
iy = P g=>0, gk o gk,

adicd miscarea se prelungeste spre dreapta, insd nu mai este
rostogolire purd, ci o rostogolire, combinati cu alunecarc:
punctului de contact spre dreapta. Acceleratia unghiuliar:
pozitivd €, (rotatie in sensul acelor de ceasornic) scade cani
) creste, se anuleazi pentru '

R
Q=Q,=fP—,
r
apoi devine negativi (rotatie in sens contrar acelor de cea
sornie) si rimane astfel, ereseand in valoarea absolutd.

w

ER -

R
: . ! \_' 02 £
scilatie | puré ) Alunecare - | Rlunecare cv /'a/aﬂ!

- cu rotatie \spre stan
Q=rP jspre Aﬂﬂb& N

Miscare progresivi’
569

La problema 869 La problema 870

870. Un cilindru circular, omogen, de greutate P, e~
agsezat pe un plan inclinat, care formeazd unghiul « cu orizcn
tala. Cilindrul se mentfine in echilibru cu ajutorul unui {ir.
care il infisoard si are extremititile fixate in punctele 4 si /5.
astfel incat portiunea AC este intinsd dealungul planului, 1::
portiunea DB este paraleld cu planul. Si se afle accelerai:
centrului de greutate al cilindrului, precum si tensiunit:
in cele doud portiuni ale firului, daci extremitatea B a firul:
se desprinde si i1 se aplicd o fortd datd ¢ paraleld cu planul .
orientatd in sus.

Raspuns : Acceleratia centrului de greutate al cilindrui:

2(2Q — Psina)
3p

W =



Tensiunea firului BD este Q. Tensiunea firului A( este egali cu

— (P sina + Q).

871. Un cilindru circular omogen, de greutate P,, este
nfasurat cu un fir §i agezat pe un plan aspru orizontal. E\tro-
mitatea liberi a firului este in-
'insd orizontal, cum se vede in
'igurd, trecut peste un scripete
iix (fard masé si frecare) si poartd
n sarcind de greutate P,.

Presupunind, ci cilindrul se
ostogoleste firdi alunecare, si se
~fle acceleratia w, a centrului de
sreutate al cilindrului, acceleratia

7y @ Sarcinii §i tensiunea T a fi- La problema 871
“ulul.
. 4P ) P
Rdspuns : wy= ——2——¢q; w,=2w,; 1 = 3PP
3P, + 8P, 3P, + 8P,

872. Un cilindru de razi » (sau o sferd cu aceeasi razi),
;e greutate P, se rostogoleste, sub actiunea gravitifii, in
‘nteriorul unui cilindru fix, de razi mai mare R, ale cdrui gene-
wtoare sunt orizontale, incepand miscarea din starea de repaus.
<4 se afle miscarea cilindrului in cazul rostogolirii pure si
reactiunea normald a cilindrului fix N, cidnd coeficientul de
recare, la alunecare, este f si raza de inertie a eilindrului (san
-tereil) este k (in raport cu o axd, care trece prin centrul de
creutate §i este paraleli cu generatoarele cilindrului fix).

Rdspuns : Notand cu ¢ unghiul dintre raza cilindrului
+ai mare, care trece prin centrul de greutate al cilindrului
mie §i verticala, si cu ¢, valoarea initiali a acestui unghi, se
. seste, ed cilindrul se va rostogoli fird alunecare, in conditia

k2Lr

K?

tg o< f=3f ( pentru sferi tg ¢g < —Z j).

.+ acest caz centrul de greutate al cilindrului se va misca ca
pendul matematic de lungime

— B0 G2 —%— (R—r) [p('ntru sfera 1 = —Z— (R— r)] .

re J
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In ecazul cilindrului reactiunea este:
. r
N = — (7 cos © — 4 cos ¢q).
3
In cazul sferel

N = (17 cos o — 10 cos gq).

r
7
873. O scanduri de greutate P; se miscd pe un plan
orizontal aspru, sub actiunea unei
F torte orizontale ¥. Coeficientul de
7 7 frecare intre scinduri si plan este f.
Pe scandurd se afld un cilindru cir-
cular, omogen, compact, de greu-
tate P,, care se poate rostogoli pe
seandurd, fird alunccare. Si se determine acceleratia scindurii.
F — (P, + Py q
Py
3

I.a problema 873

Raspuns : w =
IR
1

874. O bard dreapti, omogeni, de greutate P, se spri-
jind cu un capit pe o podea orizontald netedd, unghiul dintre
bard yi podea fiind de 60°; bara incepe si cad#, pornind din
pozitia de repaus. Si se determine presiunea initiald a barei
pe podea.

g 4
Raspuns : — P.
7

875. O bard dreapti, omogeni, de greutate P, este
suspendatd in pozitie orizontali de doud fire paralele, fixate
la extremititile ei. S& se afle tensiunea intr’unul din fire in
momentul, cand celilalt fir este taiat.

])

Raspuns : — .
4

§ 36. Miscarea unui eorp rigid cu un punct fix

I.a migcarea in jurul unui punct fix corpul are in fiecare moment o vitezi
unghiulari instantance o si momentul cinelic G = X m; r; X ;. Conform teoremei

momentului cinetic (fig. 36):
dG¢ -
T l‘y (1)
dt

(N0
-
NN



in care L este suma momentelor fortelor exterioare in raport cu punctul fix. Daca

se raporteazi ecualia (1) la un sistem mobil de coordonate (xy:), legat solidar
de corp atunci ’

46 -
— £ (0¥ G) =L @)
dt

1. Daca un corp rigid, care are o axi de simetrie, se misci in jurul unui
punct fix O, rotindu-se fn jurul axei de simetrie z, cu viteza unghiulara w,, sufi-
cient de mare (giroscop), atunci el mai executi, sub actiunea momentului for-
telor exterioare L, o rotatie fn jurul axei fixe =’ (precesic), cu viteza unghiulari
. Presupunind viteza unghiulari de precesie suficient de micd, se poate con-
sidera prin aprorimafie, cA momentul cinetic G este indreptat mereu dupi axa
de simetrie a corpului z (fig. 37) si este egal cu Jo,, .J fiind momentul de inertie

al corpului in raport cu axa de simetrie. Daci w;,; = const, din ecuatie (2) se¢
scoate

L+ (:101 X di) =0, (8]

Fig. 36

adici momentul fortelor exlerioare L este cchilibrat de momentul fortelor de

inertie .Ic_.il % w=K, care s¢ numesle moment giroscopic si cste indreptat per-
pendicular pe planul, care trece prin axa de simetrie a giroscopului si axa de
N

precesic. Evident, K = Ju,0 sin (©;, ®). Dacii axa z a giroscopului este prinsi {n
lagire, precesia, transmisd giroscopuiui, dinafari, provoaci cfectul giroscopic
sub forma unui cuplu cu momentul K, care aclioneazi asupra lagiirelor.

2. Daci se iau axele principale de inerjie ca axe ale sistemului de coor-
donate mobil (zyz). legate de corp, ecuatia (2) capati in proiectiile sale pe axele
mobile, forma (ecuatiile lui Euler):

do
Jz—2 + (J: — Jy) oy = Lg,
At
doy 1
Jy—2+ (Jz—J)ew, =Ly, ! )
d¢
lw.
190 Uy - ) ey - L
dt

o
-1
(1]



In care

4 . df
0wy = — sin 0 sin ¢ 4+ — cos o,
dat d?
! d6
Wy = ﬂsinﬂcmcp———.«s'm o, (5)
di ¢
d{ d
m;=—i coscp+—£,
d¢

<. ', 0 fiind unghiurile lui Euler (vezi Cinematica, § 18).

I'ie, de exemplu un corp rigid care se roteste in jurul axei fixe =, cu viteza-
unghiulard constanti o : centrul de greutate O
al corpului, fiind pe aceastd axi si Jo=Jy=J,.
Intrucit in cazul acesta .J, = Jy, sc¢ pot alege
ca axe de coordonate x si y orice axe per-
pendiculare iIntre ele intr’un plan, perpendi-
cular pe axa z. In acest caz luind axa x fn
planul z’Oz (fig. 38) se obtine

W= —wsina, o, -: 0, 0 =0 cos a

Inlocuind aceste valori in ccualiile (4),
se giseste :

Ly=0, Ly= — (Jy--J,)wu? sinxcos z =
J,—J
=22 "% ?sinZ2a L.-- 0.
2
I'ig. 38 Prin urmare, momentul fortelor de

inertie va fi orientat dupi axa gy, adici per-
pendicular pe planul z'O: §i va provoca in lagirele A si B reacliuni cgale si orien-
tate in sens opus, de marime (cu condilia AO = 0OB):

J,—J
LE YT o %sin 2«
2d

in carc d = AB.

876. O turbind, avand arborele paralel ¢n axa longitu-
dinald a vaporului, face 230 ture pe minut. Greutatea rotorului
vste de 18 t, raza de inertie 1,43 m. Si se determine presiunea
giroscopicé pe lagire, distanta intre ele fiind 5,55 m la intoar-
cerea vaporului cu viteza unghiulari de 10° pe secundi.

Raspuns : ~ 3t.

877. Un giroscop, la care A = B = 2(, se roteste in
virtutea inertiei, in jurul centrului de greutate, executind o
precesie regulati. Cunoscand viteza unghiulari o, a rotatiei
proprii a giroscopului si unghiul dintre axa giroscopului si
axa de precesie 0=60°, si se afle viteza uanghiulari de pre-
Cesie o,

Raspuns : w,=2w,.



" 878. Un disc circular omogen se roteste in virtutea iner-
tiel in jurul centrului siu de greutate. In momentul initial.
diseul a primit viteza unghiularid o, in jurul unei axe oarccare.
care formeazi cu planul discului, unghiul «. Si se determine
viteza unghiulari de precesie si unghiul £, dintre axa de pre-
cesie si planul discului.

Rispuns : oy-— o, V133 sin® a; tghl=2tgao

879. Unui corp rigid, eu un punct fix, care se afla la
inceput in repaus, i se aplici un sistem de forte, al cirui moment
principal, in raport cu punctul fix, este L.

S4 se arate, ¢d sub actiunea acestor fort{e corpul incepe
s se roteasecd in jurul acelui diametru al elipsoidului de inertie
(referitor la punctul fix), la ecapitul ciruia planul tangent la
elipsoid, este perpendicular pe vectorul L.

880. Si se demonstreze, ci in cazul cand momentul
cinetic al unui corp rigid, care se migcd in jurul unui punct fix,
este mereu perpendicular pe acceleratia unghiulard instantanee
a4 corpului, energia cineticd a corpului este constanti.

881. Si se arate ed in cazul migcdrii unui corp in jurul
unui punct fix in virtutea inertiei: 1) dreapta, dupd care este
indreptat momentul cinetic al corpului descrie in corp conul

&\ . G ¢\
—- x 1— 2 1 — 22 =0
(1 2TA)T+( 2TB)y +( 2TC)

(in care 7' este energia cineticd a corpului, 4, B §i ¢ momeu-
tele lui principale de inertie, @ modulul momentului cinetic).
) dreapta, perpendiculari pe viteza unghiulari instantanee
a corpului descrie conul
z2 y* z2
-

G? G* G?

1 — e —_—

2TA oTB 17 271C

(axele x, y, = coineid cu axele principale de inertic ale
corpului in punctul fix).

882. Centrul D al unui disc omogen de razd r, care se
rostogoleste, firi alunecare, pe un plan inclinat, este legat
solidar de un punct fix F. S4 se arate, ci presiunea dinamicd
in punctul H se exprimi astfel :

DR 1 (ab+-hr) b—A (hb—ar) r] Q.
arR?

N =




in care Q este viteza unghiulari, cu care dreapta ED se rotegte
in jurul axei verticale FE, b=ED, iar a gi h distantele ari-
tate in figurd, A si C fiind momentele principale de inertie ale
discului, referitoare la punctul £ ; R*=5b%+r2,

883. Si se demonstreze cd, la miscarea unui corp rigid
in jurul unui punct fix, in virtutea inertiei, unghiul dintre
generatoare si axa axoidului fix nu poate fi mai mare decit
19°28’, in cazul eand A=B<C.

88%4. Si se deducd formula pentru momentul principal,
in raport cu un punct fix al fortelor exterioare capabile
sd producii o precesie regulati :

C— A w,

L.,:o(o;lx'u;.z)(1+ -cose),

C ©,

aplicand teorema lui Résal.

i-._a_.‘

L.a problema 8§82 La problema 885

885. Un corp de rotatie, cu axa de simetrie Oz, se rotegte
in jurul unei axe fixe Oz;, care trece prin centrul de greutate O
al corpului. Sd se afle presiunile dinamice ale corpului pe
lagire, aplicind teorema lui Résal dacd se cunoaste: viteza
unghiulari « a corpului, unghiul 6 dintre axele Oz si 0z, momen-
tele de inertie ale corpului € (in raport ecu axa Oz) si A (ecva-
torial), precum si distanta [ dintre lagire.

w? sin 20.

Rdaspuns :

21

886. Un giroscop greu, simetric executi o precesie regu-
latd in jurul unei axe verticale Oz,. Viteza unghiulari a rota-
tiel proprii in jurul axei Oz este foarte mare, in comparatie cu
viteza unghiulard de precesie. Si se afle o expresie aproxi-
matd pentru forta orizontali de reactiune in punctul fix O,
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dacd se cunoagte : greutatea P a corpului, distanta z- dela pune-
tul O la centrul de grentate al corpului, momentul lui de inertie
C in raport cu axa 2 si unghiul 6 dintre axele 2, si 2.

Piz .
¢ sin 0.

Raspuns : I =

CYw?

___]'__, \
! \Z
|
La problema 884 La problema 857

887. Un disc omogen, greu se roteste in jurul axei Oz, cu
viteza unghiulari constantd o si, in afard de acestea, osci-
leazi, ca un pendul, in jurul unei axe orizontale O, perpendi-
culard pe planul figurii. Si se demonstreze, c¢d rotatia proprie
a discului nu influenteazd asupra perioadei lui de oscilatie
ca pendul.

§ 37. Ciocnire

1. In cazul ciocnirii a doud corpuri, care au avut inainte de ciocnire

vitezele v, respecliv v, orientate dupi axa centrelor dec greutate ale acestor cor-
puri perpendiculari pe planul tangent comun fn punctul de ciocnire, corpurile
isi schimbd vitezele dupi ciocnire. Daci s¢ noteazi vitezele corpurilor dupa
ciocnire cu uy si wu, atunci

my vy + My vy = Myly + My Uy, a)

u, — E, = —¢ (Bl — i);_.), (2)

tn care m;, m, sunt masele corpurilor. care se ciocnesc, iar e este o marime,
care depinde de proprietitile elastice ale corpurilor, numiti coeficient de resta-
bilire (elasticitate). Dacii e = 0, ciocnirea se numeste total neeclasticd ; dacie = 1,
perfect clasticii; in general 0 < e < 1. Din ccuatia (1) si (2) se deduc expresiile
vitezelor dupd ciocnire

0 — v) (1 + €) (0 —v) (1 + o)

U= —————"—— 1 Uy =10+ o
m m “
14 —4 14+ =
m, m,

o
-1
Qo



La ciocnire se produce o micsorare a energiei cinetice cu valoarea

m, m,

(1 — %) (v, — v)% (4
my + m,

1
AT = —
2

2. Cantitatea de miscare, dobinditd de sistem la ciocnire, este egala cu
suma tuturor impulsurilor de ciocnire exterioare, aplicate sistemului, adica

_ _ ()
AQ=MAvC=28 (5)

M fiind masa Intregului sistem.
Modificarea momentului cinetic, fati de un centru fix, este egala cu suma
momentelor impulsurilor de ciocnire cxterioare fati de acelasi centru, adici

— —(e
AGO=2m0mOS. (6)

In cazul unui corp perfect rigid, cu un punct fix, cind se.proiccteazi ecua-
tia (6) pe axele principale (v inertie (r, y, z) ale corpului in punctul fix, se obtine :

Jz(wzy — ¢ z9) = zmong,
Jy (g, — @y = Zmom,,g, (7)
Jz (0 — Wy) = zmomzi l
Daci un corp rigid are o axa fixi, de exemplu axa z,
Jz (0 — o) = Emomz S_, (8)

In care o, §i @, sunt vitezele unghiulare ale corpului ifnainte si dupi ciocnire.

888. Un vagonet, care cantireste 1600 kg, impreuni
eu incircitura, se indreaptia cu viteza de 1,9 m/s spre un vago-
net gol de 1200 kg, care std nemiscat. Si se determine viteza
ambelor vagonete dupi ciocnire, dacid coeficientul de elasti-
citate e=0,5.

Rdaspuns: 0,68 m/s st 1,6 m/s.

889. Un vagonet in greutate de 1600 kg se indreapta
cu o vitezdi oarecare spre un alt vagonet, care cintireste 1200
kg si std nemiscat. Dupld ciocnire ambele vagonete parcurg
aceeasi distantdi de 2'/g m, primul in timpul ¢,=3,1 s al doilea
in timpul t,=1,3 s. Considerand miscarea vagonetelor dupi
ciocnire uniformi, si se determine coeficientul de elasticitate.

Raspuns : e=0,47.

890. O bild cade dela o indltime & pe un plan orizontal
nemiscat. Dupd o a doua ciocnire cu planul, bila s#irind in
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. . o w14t h . . -
sus atinge indl{imea - - D se determine coeficientul de elas-
ticitate. =

Rdspuns : e = LI
P 2
891. Un berbece, in greutate de Q=330 kg cade dela
indltimea h = 2 m. Dupd ultimele n = 25 lovituri, un pilou
de greutate ¢=>50 kg, intrd in sol cu $=5 em.
Considerand ciocnirea neelasticd, si se determine sar-
¢ina maximd, pe care o poate suporta pilonul, firi a ceda.

v , hQ?
Rdspuns : R=0Q 4+ ¢ + n ———— =~ 306 t.
I s(Q+9)
892. Un ciocan cu abur, de greutate Q,=1t, loveste
0 bucatd de metal, care cantireste @, = 15 t impreuni cu
nicovala. Si se determine randamentul ciocanului, daci coefi-
cientul de elasticitate este e=0,6.

Raspuns: n=(1 — e2)—QL = 0,6.

1+

893. Asupra unui punct material, care are viteza v, actio-
neazi forta de ciocnire F, in urma cireia viteza punctului
devine egald eu u. Si se arate, cii luerul mecanic al fortei £.
in timpul ciocnirii, este S¢* cos g, in care S este mirimea impulsu-

. . O o4 . . .
lui, transmis punctului, ¢* = o si o unghiul dintre vec-
5 ,

torii § si ¢*.

894. O bild de biliard, pornind din M, este reflectati de
patru ori de margini i revine din nou in M.
Considerind ciocnirea perfect elasticd, si se de-
monstreze, ci bila descrie astfel un paralelo-
eram, ale cirui laturi sunt paralele cu diago-
nalele biliardului. $

895. Doud sfere de 20 respectiv 36 kg, \
se indreaptd una spre cealalti. Viteza primei
sfere inainte de ciocnire, este de 8 m/s. Si se M /
determine viteza sferei a doua in cazul ecand
ambele sfere se opresc dupi ciocnire. Ciocnirea
este neelasticd. La problema 894

Raspuns : 4,44 m/s.

896. Energia pierdutd prin ciocnirea a douéi sfere, de
mase egale, reprezintd !/, din energia initiald a sferelor. 8i ~e
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arate cd in acest caz e* <1, e fiind coeficientul de elasti-
citate.

897. Trei sfere perfect elastice, cu masele my, m, si my,
se afld in repaus, pe aceeasi dreaptia. Primei sfere i se imprimi
0 vitezd oarecare v, orientati dupd aceasti dreapti. Fiind
date marimile m; my si v, sd se determine, care trebue si fie
masa m, a sferei a doua, pentru ca viteza obtinutd de sfera
a treia dupd ciocnire, si fie maxim3 :

LRdspuns : my, = lem:,.

898. n sfere, cu masele m,, my My ..., m, se afli in
repaus pe aceeasi dreapti. Primei sfere i se imprimi viteza v,.
orientati dupd acBasti dreaptd. Si se afle viteza dobandita
de ultima sferi, dupd ciocnire, coeficientul de elasticitate
pentru toate sferele fiind e.

m, m, My —1

Raspuns :uy, = (1 4+ e)*—!. . . v

my - m, m, -t~ my mpy—1-+my

899. O placd pland se miscad astfel in planul siu, incat
punctul O al plicii are viteza v, iar viteza unghiulari de rotatie
a plicii, in jurul lui O este w,- Raza de inertie a plicii in raport
cu O este k. Distanta dela O la centrul de greutate ¢ al plicii
este 1. Unghiul dintre directia OC si viteza v, este a. Punctul
O se fixeazd brusc. Si se afle viteza unghiulard a placii dupi
fixarea acestul punct.

Rdspuns : o = wy - L“’%}—

900. Unei bare drepte, omogene, de greutate P si lan-
gime [, fixatd in articulatia O i aflatd in re-
paus, i se d4 in punctul A (prin lovire) un
impuls S, in directia perpendiculard pe bari.
Ca urmare bara se depirteazd de verticali cu
unghiul «. Si se afle mirimea S, dacd distanta

0OA=h.
P~ sin ——l/
dr]

La problema 900 901. O placi plani se afli In repaus;

raza de inertie a plicii, in raport cu centrul
ei de greutate O, este k. Se aplicd plieii impulsul §, distanta
CK dela linia de lovire la centrul de greutate filnd h. S3 se

Raspuns : 4
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afle pozitia centrului instantaneu de rotatie al plicii. imediat
dupi lovire.

Rdspuns : Centrul de rotatie ciutat O se afli pe prelun-
girea liniei K C, distanta CO fiind egald cu "T— (punetul K este
centrul de lovire al plicii. in raport cu punctul O).

902. Si se arate in conditiile problemei precedente, ci
punctele O si K posedi proprietatea de reciprocitate, adici
punctul O este centrul de lovire al plicii in raport cu punctul A".

903. Doui puncte materiale, cu mase egale, s¢ misei
in acelasi plan, cu viteze date, ca mirime si directie. Si se
construiascd centrul instantaneu, in jurul edruia vor incepe
sd se roteasci punctele dupid ce ele se ]a;a.g:'n bruse printr’o
bard rigidd firi greutate.

904. Trei puncte materiale libere A, B si €, de mase
egale, formeaza, intr'un moment dat un triunghi
echilateral si se mised cu viteze egale, in-
dreptate respectiv in directiille AB, BC si CA. P
Aceste puncte se leagd brusc prin bare rigide .[
fird greutate. Si se arate, cid in acest caz, l
energia pierdutd reprezinti 3/ din energia ini-
tiald a sistemului. l

. —

905. O scandurd de greutate P, care se ¢
poate roti in jurul unei axe orizontale O si se
afla la inceput in repaus, este lovitd in punctul 4
de un glonte de greutate p, viteza glontelui,
fiind perpendiculari pe planul scandurii. Dupi —|4
lovire glontele rimane in scandura, iar scan-
dura se depirteazdi de verticali cu unghiul a. J
Cunoscand unghiul a, si se afle viteza glon- I.a problema 905
telui inainte de lovire, dacid raza de inertie
a scandurii, in raport cu axa O, este k, iar distantele cen-
trului de greutate al scandurii si al punctului 4, la aceasti
axi, sunt respectiv 1 si a.

. .oa P I &4 15
Rdspuns : v = 2 sin — /g(—-l - a)(— . — —H).
2 P P a®
906. O bari omogeni, de lungime 2/, are in planul figurii
o miscare de translatie de vitezd r, perpendiculari pe bard si

. y . 1
se loveste de piedeca A, care se afli la distanta — de capidtul
‘)

283



barel. Si se determine viteza unghiulari a barei si viteza cen-
trului de greutate, dupd ciocnire, considerind ciocnirea ne-
elastied.

. o 3
Itdspuns : «w = o U=

A7

o> R

<i

L4
A —
e
La problema 906 La problema 907 La problema 908

907. O bari omogeni, care se poate roti in articulatia
0, se depirteazi de verticali cu unghiul «; si este lisatd liber
fard vitezd initiald. Dupid ce se loveste de piedica A, bara se
depirteazd de verticald cu unghiul «,<<«;. Si se determine
cocficientul de elasticitate.

2
sin —
P 2
Raspuns : e =

o
sin —%

2

908. Doud pendule se¢ pot roti in jurul axelor orizon-
tale O, si O,, perpendiculare pe planul figurii. Momentele de
inertie ale pendulelor in raport cu aceste axe sunt J, si J,.
Pendulul sting se depirteazi de verticaldi cu un unghi oare-
care §i apoi 1 se di drumul. In momentul ciocnirii, viteza lui
unghiulard este wy,. S& se determine vitezele unghiulare ale
ambelor pendule, dupi cioenire, coeficientul de elasticitate
fiind e, iar distantele dela punctele O, si O, la linia de ciocnire,
fiind egale intre ele.

LRdspuns : oy = - .
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909. O placi de formi oarecare se mised in planul siu.
Intr’'un moment dat se fixeazi un punet oarecarc al plicii.
Cum trebue ales punctul pentrn ca placa si i
se opreasca? %

Raspuns : Punetul ciutat coincide cu
centrul de cioenire al plieii, in raport cu centrul
instamtaneu, in jurul cdruia s’a rotit placa, in
preajma fixdrii punctului.

910. O bari dreapti, omogeni, de lun-
gime 21 si masid M, se poate roti intr’un plan 90"
vertical in jurul articulatieir 0. La capitul ei
inferior este fixatd o a doua bari identicd prin
articulatia O’. Cand ambele bare se afld in re- 2 |y
paus, se transmite barei inferioare un impuls
8, aplicat in mijlocul barei A si orientat per-
pendicular pe bari. Si se determine vitezele un- :
ghiulare ale ambelor bare si viteza punctului I-a rroblema 910
- dupi ciocnire.

Y 3 S 3 N 6 S
Raspuns: o = —. —; @y == —.——; Vg = —. —.
14 Ml rBRY (| 7 M

§ 38. Ecuatiile lui Lagrange (de ordinul al doilea)

Fie determinati pozitia unui sistem prin coordonatele independente g,
Gs... .5 qn; daci aceste coordonate sunt cuncscute ca functii de timp, miscarea

sistemului este perfect determinati. _
Trecind dela coordonatele carteziene la coordonatele independente g,
Gss. - -y qu, energia cinelici a sistemului

1 1 SR B
T = __2 m; v? e W ((:c,- -y - ~,-)
2 A= 9 A
H i
se exprimii ca o [unctic omogeni de gradul al doilea al vitezelor generalizate

(i,, r},. . én, daca legiturile sistemnului nu depind in mod explicit de timp.
Ecuatiile de miscare ale sistemului, in coordonate independente, au forma

,_(.i._a_T _QI_—,Qi (i=1,2....n 1)
di i o

~i reprezinti un sistem de ecualii difercntiale ordinarc.dc ordinul al (loilc;'n, in
raport cu functiile nccunoscute ¢,, q;. - ., ¢n-Integrind snslcn?ul a.xcesta, se giasesc
coordonatele independente ¢y, q,,. . ., gn ca functii ale timpului £ i a 2n conslan.tc
arbitrare care se determini prin conditiile initiale. Astfel pentru a scrie ecuatiile
jui Lagrange (1) estc mai intdi pecesar si se¢ exprime epergia cinc}ic'& a siste-
mului T in functie de coordonatele q,, q.... gn $i de derivatele lor in raport cu
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T T .
timpul, apoi si se afle derivatele parliale — (impulsurile generalizate) si 6__ st
d4i 09:
sit se determine forfele generalizale Q; care actioneazii asupra sistemului.

Pentru a determina forta generalizati ();. corespunzitoare coordonatei
¢i, lrebue imprimat sistemului o deplasare elementard, prin care si se modifice
numai coordonala g; si si se calculeze suma lucrului mecanic elementar al tuturor
forlelor aclive 84, care actioneazd asupra sistemului la aceasta deplasare.

In acest caz '

T84 = Qidg; (2)
de unde se determind Q;.

Cind fortele active, care aclioneazia asupra sistemului, au potentalul

comun U (g, Ga,. . ., In), P
U

Qi=—(,=1,2,...,n) 3y
0qi

si ecualiile (1) capald forma

d (0T T U
T(—) e (i=1,2...n. (4)
Dacii se introduce functia
L=17T-+1,
care se numeste functia lui Lagrange sau potential cinetic, ecuatiile (4) pot {i
serise In forma
i (81‘) o (i1 2., 0)
|- —= i== 2,...,n). (5
. TS (5)
1t i
¢ dq: 09i

I‘'unclia L alui Lagrange, cum se vede din expresia eci, reprezinti diferenta
dintre energia cinetici si cea potentialii a sistemului si depinde de coordonatele

q1s Gas. - - Gn $i de derivatele lor in raport cu timpul q.l, q.;,. . q;L (vitezele gene-
ralizate).

911. Peste un scripete, a ciarui masd poate fi neglijati

; trece un fir. La un capit al firului atarni sar-

cina M,, de masi m,, lar la capitul celilalt un

scripete mic (fard greutate), peste care trece

alt fir, care poarti la capetele sale sarcinile

M, 81 M, de mase m, respectiv m,. Si se afle mis-

carea acestul sistem, dacd in momentul initial

M=V Y2=Y200 Y1=U10 31 Y2=1Y2p

Rdaspuns :

=Yg Yrot + (T T My) — Amamy - 90
ST e my (m, 4+ my) + 4mym; 2 ’

2m, (my, —my) gt?

Yo=1 Yol - . .

‘ w, [T Y2 =Yzt Yol - my (m, + my) + 4mgm, 2
912, Doua saibe M, si M,, de mase m,
$1 mg, cu raze r; si r,, sunt infisurate de un
fir, care trece peste un seripete M, de masd mz cu raza iy,

IL.a problema 911
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care se roteste fard frecare, in jurul unei axe fixe 0. Si se¢
afle acceleratia unghiulard ¢, a scripetelui si acceleratiile cen-
trelor celor doud saibe, presupunand, c¢i firul nu alunecd pe
seripete si cd centrele saibelor se miged pe drepte verticale (¢,
este unghiul de rotatie al scripetelui M,).

(my — my) g

Raspuns : ;;33 =

-~

3
(ml + my + — 1y
2

’

)rn

3 (my+ my) + m,

lb] — 3 .1,
3 (m1 +m, -+ '—ma)
2
3 (m, -+ +n
1w, = (my -+ my) P! q.
3
3 (ml 4ma -+ —my
2 La problema 912

913. Un punct material liber se mised sub actiunea unei
forte oarecare. Si se arate ci fortele generalizate, in coordonate
sferice, sunt: 1) proiectia fortei active pe raza vectoare; 2)
momentul acestei forte in raport cu axa z si 3) momentul fortei
active in raport cu dreapta, care trece prin origine si este per-
pendiculari pe planul meridian, in care se afli punctul mobil.

914. AplicAind metoda lui Lagrange, si se scrie ecua-
tiille de miscare ale unui punct liber in coordonate cilindrice.

Raspuns : m (r — 79?) = F 5 mro+2rg) = F,; mz=F,.
F, fiind proiectia fortei active pe raza vectoare r, F,, proiectia
fortei pe directia perpendiculard pe r si F, proiectia fortei pe
axa z.

95. Punctul M,, de masd m; este silit si alunece, fira
frecare, pe o dreapti orizontald fixia

M, Oz ; punctul M, de masi m, este

L legat de primul punct printr’o bari

de lungime [, a cirei masi se poate
neglija si se poate miyea numai
intr’un plan vertical, care trece prin
aceastd dreaptd. Si se afle functia
L a lui Lagrange pentru acest sistem
asupra lor actioncazi numai forta

/4 ¥ x

T a g

L Xt

La problema 915

de doua daci

gravitatii.

puncte,

K7



y 1 _ :
Raspuns: L = > (g == my) ey -

13

+ =2 (lg? =2wg sin @) —m, gl sin «,
D - .

in care .« este abscisa punetului M, iar ¢ unghiul dintre dreapta
M, M, sioaxa .

916. Si se scrie funetia lui Lagrange (potentialul cinetic)
pentru: 1) un pendul fizic; 2) o sfarleazd simetricid, cave se
sprijind pe un reazim fix gi se afla numai sub actiunea fortei
gravititii, lnand drept parametri: unghiul ¢ de rotatie proprie
a sfirlezel (rotatia in jurul axei de simetrie), unghiul de nutatic
6 (unghiul dintre axa de simetrie a stirlezei si verticald) si
unghiul de precesie ¢. (Punctul de contact O dintre sfirleazi
i1 reazim se afli pe axa de simetrie a sfarlezei sirimane fix;
3) pentru doud puncte materiale libere M, (x,, v, 2) i
My (5 Y. 2,), care se atrag dupd legea lui Newton.

Raspuns : 1) L= % J o2+ Mga cos o, o fiind unghiul dintre

pendul si pozitia de echilibru, J momentul de inertie al pen-
dulului in raport cu axa de rotatie si a distanta dela centrul
de greutate al pendulului la aceasti axa.

2y L :"IT[J (2 sinZ 6+62)+Jz (cp—{—t,'; cos 0]2 — Mga cos 9,

-J . fiilnd momentul de inertie al sfirlezei, in raport cu axa de
simetrie ; J momentul lui de inertie in raport cu o axi, care
trece prin punctul fix O gi este perpendiculard pe axa de sime-
trie §i a distanta dela centrul de greutate al sfarlezei la punc-
tul 0.

3) L = —|m (af + Y 422 4 omy (a3 s 4 R3) 4

km, m,

i V(- T)® (Y —~ Yo (7 — 5p)?

INM7. S se rezolve problemele 721, 725, 816, 832, 871
prin metoda lui Lagrange.

918. Si se deducd din ecuatiile lui Lagrange ecuatiile de
miscare ale unei plici plane, care se miscd in planul sidu, sub
actiunea unui sistem de forte, asezate in acelasi plan.

919. Un regulator Watt constd din patrun bare identice
OA. OB, AC si BC, fiecare de lungime I, doud bile 4 st B,
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fiecare de masid m si culisa €, de masd M, care poate aluneca
pe o axi verticald Oz. Legiturile barelor in punctele O, 4, B
si € sunt articulate. Punctul O este fix.

Intreg sistemul se poate roti fird frecare, D

in jurul axei fixe Oz. 0
Neglijand masa barelor si luand drept },\

parametri unghiul ¢ = X BOC si unghiul de ~

rotatie 0 al sistemului, in jurul axei Oz, si
se scrie ecuatiile lui Lagrange si si s¢ ob-
tind din ele integralele ariilor si energiei.
Raspuns :
DI [(2M sin®g+m) ¢ +m sin m? o 02] = ¢
=2{(M 4+m)gcose-+-h (integrala energiei).

A g8

2) 2ml?sin?¢6=C (integrala ariilor). 2

920. Doui bare identice AC si BC, de f.a problema 919
lungime { si masid m ficcare, pot aluneca,
tird fiecare, cu capetele A gi B pe o dreaptd fixd verticali
£)z si se pot roti in jurul acestei drepte; in punctul C ele sunt
n legate printr’o articulatie. S3 se afle miscarea
acestui sistem, luand drept parametri unghiul
9= < ACD, unghiul de rotatie 0 al sistemului

y in jurul axei Oz si distanta = = 0D, D) fiind
"]’ S mijlocul segmentului A B. In momentul initial
OJ/ =0 0=0, 2=32y 0=0,0=0, si z=0.
!1 Rdspuns : sin o = sin gq-cos (0, cos 4t);
17 . o
La problema 920 tg8 = tg (0pcos ggt); v = 74 -i- iy
cos @y 2

921. Conditiile problemei 919, cu deosebire ¢ regu-
latorul se rotegte in jurul axei verticale cu viteza unghiu-
lard constantd . Si se afle, in ce conditie este posibil echili-
brul relativ al regulatorului i sd se determine perioada osei-
latiilor mici in jurul pozitiei de cchilibru.

. , on LM, .
Raspuny : T = ——— |/ 1 22 xin? 2, =, fiind unehiul
R i 70 Y0 -~
 sin @ m

corespunzitor pozitiei de echilibru relativ al regulatorului;
echilibrul este posibil cu conditia ca

Al
® > —‘q—(l +——I- .
! m

1. Cul-gzere Jde prablemne

(37}
KL
S



922. Peste un seripete, care se roteste in jurul axei ori-
zontale O, trece un fir inextensibil, care poartd la un capit ¢
sarcind de masid e ; capitul al doilea 4 a-
firului este prins de un are vertical, a ciru:
extremitate B este fixatd. Iforta de tensiune
a arcului este proportionald cu lungirea lui, fac-
torul de proportionalitate fiind ¢. Si se deter-
mine perioada oscilatiilor sareinii, stiind ¢d mase
seripetelui, redusi la circumferinta lui, este
egald cu M s cil firul nu poate aluneca pe
scripete.

Raspuns : T = 27:v

M+m

c
La problema 922
923. Si se deduci, prin metoda lui La
grange, a treia ccuatic a lui Euler pentru un corp rigid
are se roteste in jurul unui punct fix : Co,+(F—Ad)oo =L,
luind ca parametru unghiul ¢ al rotatici proprii a corpului (11
jurul axei z).
Indicafie. Trebue [olositi expresia pentru energia cinetici a corpulu’

2 GO . . co
-4 Bmy + (""z) si formulele cinemalice, care exprimi pe ®wg, ©,

si @ In functie de unghiurile lui IZuler si derivatele lor in raport cu timpul.

924. Momentele de inertie a doud roti dintate angrenate
cu razele »; si r, in raport cu axele de rotatie, sunt egal
cu Jy siJ, Primei roti aflate in repaus i se aplicd cuple
I indreptat dealungul axei de rotatie. Aplicind ecuatia In
Lagrange, sid se afle vitezele unghiulare ale celor doud roti.

Indicafie. Pentru rezolvarea problemei trebue sit se inmulfeasci ecuali
lui Lagrange cu df si si se integreze intre limitele 0 si 7, = liind durata actiun
cuplului aplicat.

9

Ra QK’:): N1 T,
aspuns: 0 = ————=—:  w, = 5 7
Jy 13 dyrd ’ - dyry ey

925. Intr'un paralelogram articulat A BCD, barele d.
51 DC sunt fiecare de masd m,, S 8
bara BC de masd m,. Unghiul
BAD este egal cu 0. Bara A D este
fixd. In punctul B se aplici para- 9
lelogramului impulsul §, indreptat 4 79
in direetia liniel BC. S se afle
viteza punctului B si energia ci-
neticid dobinditd in sistemul intreg.

(

La problema 925



my - m,

S? sin? 0

2 v
21 ——m; -,
S

926. Un corp, de masii M, se poate misca, fiard frecare,
atr’o pinhitd fixd cu filet spre dreapta, avand pasul h. Se
» plica corpului un impuls . Impulsul 53 momentul lui 91T sunt
arientate  dealungul axel surubului, in sensuri opuse. Si se
.etermine viteza unghiulard dobanditd de corp, dacid raza de
iertie @ corpului, in raport cu axa surubului, este k.

. Sp + A h
Raspuns : o = 2P 5 cave p = 2 (parametrul su-
M (k2= p?) 2

sithbului).

927. Un sistem en un grad de libertate se mised intr'un
camp potential de forte. Si se dedued ecuatia miycirii acestui
sistem in forma Lagrange din principiul conservirii energiei.

928. Pentru un sistem cu un grad de libertate, a cirui
i:0zitie este determinatd de parametrul q. expresiile cnergiilor

- inetice si potentiale sunt de forma 7' = — d¢% unde A =1, (¢)

A S

G o= f,(g). S& se arate ci ecuatia miscdrii sistemului poate
i1 oserisi in forma urmitodire :

() g = — 1 (g)-¢* =1, — 1, (q) = 0.

N se aplice aceastd ecuatie pentru cazul miseidrii unui
sunet greu pe o cicloidd, luand ca parametru arcul s al cicloi-
2l 81 osdt se arate ¢d pendulul cicloidal este perfect isocron.

929. Pentru un sistem dat, cu doud grade de libertate,
- (presiille pentru energiile cineticit i potentiali sunt :

DY -

Y \
I = —| ———— - ¢ | == a + b g,
2\ a5 by
are a, by a; 1 b, sunt constante pozitive. N se afle mis-
wea “acestul  sistem.
Raspuns :

2 42
= A sin (M) g = (u e li)t— b: A sin 2 (At +a)4- (',

9

t
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in care k = o 222 by i A, o, ¢ i Csunt constante, care se
determina din conditiile initiale ale misedrii.

930. Pentru un sistem dat, eu doud grade de libertate,
vxpresiile pentru energia cinetica si potentiald sunt :

H q‘ 0o
T - ——(<.»--._—--~ - 75’15) ; T = 0,1+ qo.

inocare @, b, a; si by sunt constante. Ni se arate, ci dependenta
dintre ¢, si ¢t poate fi exprimata prin relatia :

(q2—F) (qa2 1) = h (—1p)%
m care k. hosi ty sunt constante oarecare.

931. Si se arate cd, in cazul cand funetia lui Lagrange
cpotentialul cinetic) are forma L=L,+F (f), in care L, nw
depinde erplicit de timp, are loc¢ integrala urmitoare :

k
A a T -
e’ t; = Ly -+ const.

932. Sa se demonstreze ¢d, in cazul cand
a(¢h ey . . . . ..
—(‘—)— ﬁ—q— =0 (F= 1,200, k), incare @ s @; sunt functii
it Cqi ¢

-~

ale variabilelor ¢;, ¢; si {. are lo¢ urmitoarea relatice :

k K
“od- o ay
d —qi — ‘1’)+ — dt == $: d g,
(Zaé; ot >T o
fe] Q=

§ 39. Oscilatiile mici ale unui sistem in jurul pozitiei
de echilibru stabil

1. Cand un sistem mecanic se alli in echilibru sub actiunea unor forte,
eare au funclia potentiala U (q,, q4,. .. qn)si cind pentru o conliguratie oarecare
U are un maxim (si prin urmare, cnergia potentiali V'=—U un minim), sistemul
in aceastd configuratlie se afli in stare de echilibru stabil. Pentru studierca osci-
latiilor mici ale sistemului, in jurul poziliei de echilibru stabil, se presupune, ci
pentru aceaslia pozitie U == 0 §i ¢y = go= ... = ¢p, = 0 5i cd, in alard de aceasta,
'n apropierea acestei pozilii. coordonalele ¢; si derivalele lor ¢; in raport cm
rimipul suni suficient de mici (misciri mici); desvoltind functia U in serie Mac-
i.aurin si {indnd seama, cd pentru pozilia de echilibru

ou

cqi

=00 (= 1, 20,0 m,
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se obtine

. 1 n
U — —,;‘Z Cixqiqr -+ termeni de ordin superior.
k=1
Pentru miscarile mici se retine numai primul termen al desvoltirii
: 1 & :
U= - Z C ittt iGkcs ¢!

I, K=1
U fiind precis o formd patrald negativd (intruciit descompunerea s’a fiacut i
vecinatatea maximului U). Descompunind tot asa energia cinetici

’l ..

T= Airttigr
i, k=1

si limitdind-o la termenii de ordinul al doilea, se obtine :

n

1 - .
T == TE g iqr. [
k-1
unde «j este valoarea lui Ay pentru ¢, = ¢, =... = g = V.

Se obtin ccuatiile miscarilor mici, inlocuind in ccualtiile lui lLagrange
d 9T AT QU

5 T (f==1.2.....m
dt 89 c4i  Ogi

valorile pentru U si T din (1) si (2), si anume
n
2 (Cage -+ Cipqe) =0 (i =1, 2,..., n). Ry
k
Sistemul (3) se integreazi prin substitulia

qr = aj sin (wl+e)... (k=1,2,....n). t41
Inlocuind (4) in sistemul (3), se obtine
n
Z%(v aip ©Ftep) =0 (0= 1020000 . i
Lo

Eliminind ¢ din sistemul de ecualii liniare omogene (3), se obtine pentru
determinarea lui w? ccuatia de gradul n sub forma de determinant (ecuatia frec-
ventelor)

— dyy W e, e ©F - Cpane s g @ 4+ €y |
|
‘ - Uy, 0 0y, Uyg ©F 5 Chgeivn == dan €2 = €y |_, ‘ .
i - P
| - Ui ©F < Cppy, - gy @©F R Cpaye oo — Gpp @ Oy

Se poate dovedi c¢i, in ipotezele ficute, toate ridicinile ecuatiei (6) vor
fi pozitive si, prin urmare, toli ® reali: in felul acesta, miscarile mici ale siste-
mului vor reprezenta o suprapunere de oscilatii armonice cu perioadele

Ir 2r 2n

. W, w, )y
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2. Cazuri parliculare. a) IFie un sistem cu un grad de libertate. Tinergia
cineticii a unui astiel de sistem are [orma

1 .
T = —— g2 ¢
5 9= 1(q).

in care ¢ este coordenata sistemului. Pentru pozitlia de echilibru se pine g =0.
Desvoltand pe { (g) tn seric Mac-Laurin si limitind la termenul de ordinul al
doilea, sc obline

b AR 1 : 2

(A T aq®
in care ¢ =T (0) si, desigur, { (0) > 0. Tot astfel se descompune functia U (q)»

1 1
Uy = U(0) + qU0) + —— U7 (0) ¢* .. — o~ o

In care
—c = U (0,
lutrucit
U(@0) = U7 (0y =0,

[nlocuind in ecualia Lagrange, se gisesle

aq“ +eq = 0,

el

"
adicit va avea loc o oscilalie armonici. cu perioada 7' = 2% l/ —

de unde

b} Daci sistemul are doua grade de libertate. energia cinetici a sistemului
are forma

o 1 ‘9 L ‘g
- 7("‘11'” 42000002 ‘\::‘7-:;),

coeficienlii A;,. A, A,, fiind functii ale coordonatelor ¢, si q.. Descompunand
acesti coeficienti in serie Mac-Taurin i insemnéind valorile lor pentru ¢, = q, = 0
(adicd primii termeni ai desvoltiirii) cu ayy, ay,, a.,, oblinem pentru misciri mici

- 1 "y - i 7
(s Ty ("ll’l] - 20,0192 - "‘-"—"’5)’ “

in timp ce
9

ty = 00wy > 00 ap, - a0,

deoarece T esle pozitiv.
Descompuniand functia potentiald U (g,. ¢.) se obline

o v oot
U(qy.q.) = U(0,0) 1 h — YT =
9 Jo 01q. 2

o*U FCY . - . ,
N Bl I TUPSEEN DAVl B2 termenit de ordin  superior.
a'th-_v /0 09> /5

(v ie
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Tindand seama, ¢i pentru pozitia de echilibru

U«LO):(‘ZE - 24 ~o
6ql 0 a‘h 0

»i notdnd valorile derivatelor a doua, penlru g, = ¢, = 0, respectlv cu ¢, €,
$i C4s, se obtine pentru miscarile mict expresia

) 1 2
U= - 7 (Cu‘l'[- 20024142 "ﬁqg)’ ®

In care ¢y > 0, €,,>0, ¢, — ¢;;¢,,<0, intrucit in pozijia de echilibru stabil,
U are un maximum. Inlocuind valorile 7' si U din (7) si (8) in ecuatiile Iui La-

grange, se  disesle
UGy -+ Qyoffs 3 €y -+ Cpofy = 01} M
M33qy 1 Qg2 == €1y - Caay = O

Pentru integrarea acestui sistem se pune

g = % Sin (@ [4-2), gy = a, sin (o ()

si inlocuind in (9). se obtine

a (— ay @ bey) 2y (= G @F boe) = 0, ]
(10)
oy (= Gy @ +Cy) + Ao (- A @7 €gy) == 0. J
Lliminand pe &, si «, din sistemul (10). se giseste ecuatia
» o,
! —ay oy - 6P o |
! l 0 (11)
; o ‘ 9
[l @7 = €y = U @7 Coy
saul
(ay @F = ) (@@ = €4y) - (0 @F o) 2 0,

Accuasta este o ecuatic de gradul al doilea, in raport cu @?® $i va da pentru
«* doud valori reale si pozitive; prin urmare. pentru frecventele o rezulti patru
valori 4 @, 5i + w..

Astflel, miscarile mici ale sistemului reprezintid suprapunerea a doui os-
cilatii armonice simple, cu perioadele

19
|

«
. T . 2=
7l = - si T: = —

o, ©,

933. Punctul M, de masi m; este legat printr'un fir
de lungime /) de un punet fix 0. De punctul M, este legat un
al doilea punet M, de masd m,, printr'un fir de lungime U,.
Sd se afle ccuatiile oseilatiilor mici ale sistemului intr’un plan
vertical, luand ¢a parametri unghiurile 8, si 6, dintre fire xi
verticali. S se afle deasemenea perioadele oscilatiilor nor-
male ale sistemului in cazul particular, eand l,=1; si my=m,.
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Raspuns :
1) 0,=Cy(g—1n2) sin (it 4o,)4-C, (g—1,n3) sin (nyl o) 5
0,=C, 4, n? sin (ng t40,)-+Colyn? sin (ny 14-0y),

in care n, si », sunt radicinile pozitive ale ccuatiei

_(]%_ﬂ)(-l__{_ )9112 | (1+ﬂ)£.:0.
my L, 1, m; ) L,

AR -
NP, =l - T, =] —
) ﬁVo(z—.LVm’ 2 Vy(z—V2)

934. O bari subtire omogend 04, de lungime [, si masa
m,, s¢ poate roti intr’un plan vertieal, in jurul punctului fix 0.
La capdtul liber A al barei este legat, printr’o articulatie
o altd bari A B de lungime [, si masi m,. Si se afle dependenta
dintre unghiurile 0, si 0, formate de bare cu verticala xi timpult
la oscilatiile mici ale sistemului in planul vertical.

Raspuns : 6,=, (g — —3—1 n¥) sin (nyt+-0y) -+

. 2 > .
+ Colg - Lig) sin (ngt + ),

0, = Clin? sin (it 4 ;) 4 Cplin2 sin (ngt -+ a,),
ny, §1 n, fiind radiacinile pozitive ale ecuatiei

‘ . [(1-+3 1+2 142
(4 4+ 3p) 8 — gg|LE2¥ 120 gl b2
l 1 0,
. . m,
in care p = my
8
c
m
Mg
La problema 934 La problema 935 La problema 936

935. Trei fire sunt legate in punctul € : douddin ele tree
peste scripetii mici A i B §1 poartid la extremitdti sarcini cgale
de masi m,; la extremitatea firului al treilea este suspendati
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o sareind de masa i, cu conditia my,<<2m,. R xe afle perioada
oscilatiilor mici ale sistemului, in jurnl pozitiei de echilibru,
daci CA=(CB=a.

Raspuns : T = 27:]/

ghiul dintre firul A€ 5i verticali, in pozitia de  echilibm
sistemului.

a . my; .
JIneare - — X1 a4 -

g (2u—1)sinaqy m,

936. O sferid omogend plind de razd r, se poate rostogoli
farda alunccare, pe suprafata interioari a unui cilindru fix de
azd I, ceu axa orizontalid. Si se afle lungimea pendulului
matematice, a cirui perioadd a oscilatiilor este egali cu perioad:
oscilatiilor mici ale sferei, in jurul pozitici de echilibru,

Raspuns : | = 14 (R—r).

937. In conditiile problemei precedente s se afle perioada
oscilatiilor mici ale sferei, presupuniand ed nu existi frecare
intre sferd si cilindru.

Raspuns : T =: 2,—!/ Sz

938. Un cilindru circular, neomogen, de razi r. se poate
rostogoli, tird alunecare, pe un plan orizontal fix. Distant:
dela centrul de greutate al cilindrului la axa geometrici este «.
Raza de inertie o cilindrului in raport cu o axi, care trece
prin centrul de greutate, paraleli cu generatoarele cilindrului.
este k. S se afle perioada oscilatiilor mici ale cilindrului, in
jurul pozitiei de echilibru stabil.

y P r—a) -kt
Raspuns : T —- = (r—ay > &
ag

‘919, O bard subtire, orizontaly, omogeni A B, de lun-
gime 2a, este suspendatd la capete de doud fire verticale de
acecasi lungime [ (suspensiune bifilard). Sd  se  determine
perioada oscilatiilor, pe care le va executa bara, daecd este
riasucitd ¢n un unghi mie, in jurul unei axe verticale, care
trece prin mijlocul ei i apoi i se dd drumul.

. e . A
Raspuns : T = Zw}f -,
39

940. Doua bare identice A si BD, de lungime { si nusa

m, liccare, se pot roti intr'un plan vertical in jurul punctelor
A 5 B, situate pe aceeasi orizontali. Ele sunt legate prin art:-
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culatii cu o a treia bari orizontald ('D, de masid m, i de lun-
gime egali cu distanta A B. Sa se afle perioada oscilatiilor
mici ale sistemului in jurul pozitiei de echilibru.
A
! | IR p———T
. 3 m
Raspuns : T="7=| — —=— unde p=—""-
U 14 p m,
9%1. O grinda ovizontala A B, de masi ), este fixatd
Lt capete de doi stalpi verticali €4 si DB. De mijlocul grinzii

0 este atarnati o sarcind de masd m

A 8 : printr’un fir de  lungime /. In
azul unei deplasart miei a capit-

6 tului superior al stalpului, reac

tiunea orizontald a stalpului de-
4 plasat actionand asupra grinzii,
este proportionali cu aceasti in-

¢ »@ 5 clinare, factorul de proportiona-
777 / 7 707 . .o L )

litate fiind ¢. Sa se arate, ea

La problema La problema - ] ees

aq1 042 frecventele celor doud oscilatii

normale ale sistemului, in jurul
pozitiei de echilibru, se determinid din ecuatia
MUA — (M +wm) g-+2el]n?4- 2eg=0.

942. O bard dreaptd, omogeni O., de lungime { si
greutate P, se poate roti in articulatia O, in jurul capatului
superior al unui stalp vertical elastic OB, al cirui capit in-
ferior B este fixat. In eazul unei deplasiri mici a capatului
superior al stilpului, forta elastici orizontald, care actionecazi
asupra barei este proportionali cu aceastd deplasare, factorul
de proportionalitate fiind ¢. S se afle oscilatiile mici ale barei
in jurul pozitiei de echilibru, luind ca parametri inclinarea
orizontala « a capdatului superior al stilpului si unghiul 0
dintre bari si verticali. In momentul initial »=0, 0=6,,

2, 2,
0, (.’I —;;111;)(_(] Tlnz)
Raspuns : w0 == - eimpe—n 0 U [ eos(ngt) — cos (n,t)],
g(my  n3)
0o ' 2 .-,\ ” 2 .,‘ o
O = — -~ ~lly - =h |r5ocos (ngd)| g _T["])"E cos (g ) |,
g(n}--13) 3 s b

ny sion, fiind radacinile pozitive ale ecuatiei

2¢ 3 o . .00
n1 — 2¢ (4 - -—~)n-’ Gl o,

I [ Pl
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943. In conditiile problemei precedente si se arate, ¢
pentru o valoare mare a factorului e, perioadele a doud osci-

latii normale se exprimi cu apmxinmt-ie[ pani la miarimi de

ordinul —L) astfel ;
c )

o T, L 12 op
T, ==| —. 1;_,:'.’n/ []+ f .
cq - 3 16¢l

J44. Pentru oscilatiile mici ale unui sistem cu trei grade
e libertate, a cdrui pozitie este determinati cu ajutorul para-
metrilor ¢, ¢, g3, expresiile pentru cnergia cineticid si pentru
funetia de putere sunt:

Si se afle migcarea sistemului, stiind, ¢i in momentul
initial

=10y (2="G20r 13=Go0 §1 G =12 = ¢3=0.
Raspuns :

1 . . Sy
G = p [3(g10— 30) €08 2t 4-(gr0 — 2420+ ¢0) COS yot--

+2 (G101~ Q20 + G30) LOS ]r—; t].
1

42 = Yy | —(q10— 2420+ ¢30) COS l"/‘—“ (107 920 T30) ('Osl"—"; t].

1 D '3 . i «
Iy = e | =3 (q10—¢30) €08 2t +(G1o—2qa0+Gap) COS |6 1+

52 (10 -+ Gao +-20) €08 V3 1.

945. Un tub, in forma de cere cu raza
a, se poate roti farda frecare, in jurul unui
diametru vertical A B. Momentul de inertie al
tubului, in raport cu diametrul, este ./J.

In interiorul tubului se poate deplasa,
fird frecare, un punct material de masa .
Cind tubul se roteste cu viteza unghiulari
constanti wy, punctul se afli in pozitia de
cchilibru relativ M, < A0M, fiind egal cu a,.
Ra se afle perioada oscilatiilor mici in jurul  rLa probiema 915
pozitiei M, pe care le va executa punctul,
dacd 1 se transmite o vitezi relativd micdl, orientati dupid
tangenta la tub.
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. o 2 T EmaEsint g
Raspuns: T = -~ l/l . i %o

©, sin % i ma? (1 3 cos® ag) '

946. Un tub drept OA4 se poate roti, fiari frecare, intr’un
plan orizontal, in jurul unei axe verticale fixe, care trece prin
punctul 0. In tub se afli o bild de masd m, legatd printr’un
arc de punctul 0. Forta elastici a arcului este proportionala.
cu alungirea e¢i, factorul de proportionalitate fiind ¢. Cind
tubul se roteste cu viteza unghiulari constantii o, bila se afli
in pozitia de echilibru relativ M, Momentu! de inertic al
tubului, in raport cu axa de rotatie, este J. Si se afle perioada
oscilatiilor miei, pe care le va executa bila in jurul pozitiei /.
dacd 1 se imprimd o vitezd relativit micit dealungul tubului.

I{al / J + mr?) ~
Raspuns: T = =} 5« 1L care

J (k2 —0f) + mry(k? - 3w))

[ . o .
kK = $sirg=0My cu conditia k> oy
m

947. O saibd, de raza r 3i masi M, se roteste in juruf
unei axe orizontale 0. Saiba este infasurati
de un fir, care poarti la capitul liber o sar-
cini de masia . Distanta dela centrul de
greutate € al saibei la axa O este @, astfel

. a m . . . PN
ca — >-;;~. Momentul de inertie al saibei in
r «

| raport cu axa de rotatie este J, Si se afle
perioada oscilatiilor mici ale sistemului, in jurul
J; pozitiei de echilibru,

La problema 947 Rd\'plms' - Jo + mr?
Mga cos x,

in care o, este unghiul dintre dreapta OC si verticala, care
corespunde pozitiei de echilibru a sistemului.

§ 40. Momente de inertie

1. Se numeste moment de inertie al unui sistem de puncte materiale in
raport cu o axi, suma produselor dintre masa m a fiecirni punct si pitratul
distantei r a punctului la aceastd axd, adici marimea X m r? (imoment de inertie
axial).

Moment de inertie in raport cu un pol se numeste suma produselor dintre
masa fiecirui punct si patratul distantei Ini de pol (moment de inertie polar).
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Pentru determinarea momentelor de inertie ale corpurilor pline, corpul
s¢ descompune in volume elementare; in acest caz masa elementului unui corp
va fi egali cu adv, p fiind densitatea de volum i momentul de inertic cste egal cu

e

integrarea [iind extinsia pe intreg volumul corpului.
In acelasi mod momentele de inertie ale unei suprafete sau curbe mate-
riale se exprima prin integralele de suprafaia sau curbilinii

S)p’ rPds  si \p" r2dl,

extinse respectiv. pe intreaga suprafatd sau curba, p’ si p” fiind densitalile de
suprafati respectiv liniara, iar ds §i dl clementele de suprafati si de linie. Dimen-
siunea momentului de inertie este

(masa) » (lungimea).

[.a determinarca momentelor de inertie ale corpurilor geometrice, ,,mascle”’
elementelor se considerii egale cu aceste elemente; astfel, momentele de inerjie
ale unui volum, suprafete sau curbe se exprimi respectiv prin integralele :

iar dimensiunile lor vor fi (lungimea)®, (lungimea)? §i (lungimea)?.

Momentul de inertie £ mr? poate fi exprimat prin produsul Mk? in care
A este masa intregului sistem, iar k asa numita razd de inerfie; prin urmare
momentul de inertie al unui sistem dat se determina prin masa lui si raza lui

de inertie.
Fie un punct arbitrar al sistemului prin care se duc axele de coordonate

rectangulare ; momentele de inerlie ale sistemului in raport cu axele x, y, z sunt
respectiv egale cu

S, o= 2 m (g2, Jy = Z m(2+ah, J, = Xm(x -y,
iar momentul de inertie in raport cu originea O este

Jo X m(r® <yt ).

Pentru corpurile pline aceste sume se transformdi in integrale de volum,
in care
m = pdrdnd:.

2. Momentul de inertie in raport cu o axi oarecarc este egal cu momentul
de inertic in raport cu o axi paraleld, care trece prin centrul de greutate, plus
produsul dintre masa intregului sistem si patratul distantei intre cele doua axe,

adica
J oo Je - Alat.

Jc fiind momentul de inerfic in raport cu axa, care trece prin centrul de greu-
tate. a distanta intre axele paralele.
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3. Momentele de inertie ale unei figuri geometrice plane in raport
axele x si y vor fi respectiv egale cu (fig, 39).
- . .

J.~ Xyrds. D atds san Sy oo S S ypldedy J, = 5 ERARIIIT

y Momentul polar de inertie in raporl cu o,
dginea O va li
Jo X (at -y ds
sau
ds:grdly Jo = S S (24 4% da dy.
H
Ey Evident. ¢
! Jo = J. - Jy.
/] e —X 1. Momentlul de inerlie al unui corp pri-
Fig. 39 matic in raport cu o axi oarecare, paraleld c.

generatoarea (perpendiculari pe bazd), este ey
cu momentul de iner{ic al supraletei bazei in rapo:.
cu punctul de intersectie al axei ca planul bazei, densitatea superficiald fiin:
¢ = ph, In care o este densitatea de volum a corpului, /it indl{imea lui.
I’rin urmare, momentul de inertie va fi egal cu

J == ¥ ph r?ds.
Daci corpul este omogen
Jooogh Xrrds s phJ,

J7 fiind momentul de inerlie corespunzitor al ariei bazei.

948. Si se afle momentul de inertie al unei bare drepte.
subtiri A B, de lungime [, in raport cu o axa. perpendicular:
pe planul figurii, care trece prin punctul . Lungimea per
pendicularei, coboriti din O pe AB este h, iar distanta dela
piciorul acestei perpendiculare la mijlocul barei (' este a.

Raspuns : J g — M (]‘—) 12+a2+-h2J. M fiind masa barei.

949. Si se afle momentul de inertie al suprafeteil unui
triunghi in raport cu una din laturile sale.

o 1, - : . . .
Raspuns : o ==— h% M, in care M este masa triunghiului,
5 2

iar & indltimea coboritd pe latura respectivi, In raport cu
care se caleuleazi momentul de inertie. N
950. Si se afle momentul de inertie al suprafetei unui
trapez cu laturile paralele e xi b si indltimea h, in raport cu
latura de lungime a.
u - 3b

g 1,
Raspuns : J = -— M h®—"—-—.
6 a - b
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951, Si se afle momentul de inertie al suprafetei w
canghi isoscel eu baza a si indltimea b oin raport cu varh
iy bazed. - AN

o 1 ,
Réaspuns : J =—— M (a® - 12 h2).
21

952, Si se afle momentele de inertie ale unei pliei elip-
cooen semiaxele a siob, in raport ceu axele siocu centrul ei 0.

Raspuns : J , = " Wb T, = 1 Ma?; Jo= 73431(a2+b2).

953. Si se afle momentele de inertie ale volumului unui
rilelipiped dreptunghic cu laturile «, b si ¢ in raport cu latu-
-ale sioeu centrul de greutate 0.
Rdaspuns :

J

a

_;——/ ]I (’ »—( ) l,b =z - .1;_, ﬂl ((‘:2_%__("2).

1 . 1 s . o
Jo=— M A(a?+b?), g =-— M (@®=-h%—=¢2).
3 12
D54. Ri se afle momentul de inertie al volumului unui
druocireular cu raza bazei » si indltimea & In raport cu
.1 narecare, care trece prin centrul de greutate al cilindrului
.t paralelid cu baza lui.
< 1 .
Raspuns : J = -— M (3r2-+ h?).
12
3. S se afle momentele de inertie (/) ale volumului unui
sreular cu raza bazei » si iniltimea h, in raport cu axa de
cnonl () In 1.1])011 cu un (lldmetru oarecare al bazeilui.
Raspuns + Jy = — Mr2, J, = .— W (3r2 - 2h%).
) 10 ) 20
P06, N ose afle momentul de inertic al volumului unui
whit de con eireular  cu razele bazei B 31 r si inaltimea h
o oport cu axa de l'otatiu
- R3r- RErPL RPN

Raspuns ] == 0,3 y B K Re G )
R® - Rr - r?

937, Sda se afle momentul de inertie al unui  paraboloid
tatatie e raza bazet r st indltimea Ia in raport cu axa de

R

. 1 .
Sdspuns s J = - M



958. =i se afle momentul de inertie al volumului unui
elipsoid cu semiaxele «. b si ¢ in raport cu axele sale si cu cen-
trul 0.

Raspuns: J, M (b2 ety Sy M (e a?),

a k=
o 0

e 1— M (@202, Jy = f} M (a?--b* ),
N} B}

959. Un cere de razi » se roteste in jural unei axe
fixe y, care se afli in planul acestui cerc, la distanta R>r de
centrul siu. S3 se afle momentul de inertie al corpului de
rotatie rezultat (tor) in raport cu axa y. daci masa acestul
corp este M.

Raspuns : .7}, - JI( 22 U )

960. Sa =¢ demonstreze teorema : momentul de inertie
al unui corp, in raport cu un punct O este egal cu momentul
de inertie in raport cu centrul de greatate al corpului €, plus
produsul dintre masa corpului si pitratul distantei OC.

961. Pentru a reprezenta geometric dependenta intre
momentele de incrtie ale unui corp, in raport cu axe paralele
de directii date, »¢ face urmitoarea construetie : se duce un
plan perpendicular pe direetia axelor si din punctele de inter-
sectle a fiecdrel axe cu acest plan, se ageazd dealungul axel,
nn segment proportional ¢u momentul de inertie al corpului
in raport cu aceastd axa. Ni se afle locul geometrie al extre-
mititilor acestor segmente.

Raspuns : Un paraboloid de rotatie.

962. 53 se¢ demonstreze ¢ inti’un elipsoid de inertie,
semiaxa cea mai micd nu poate fi mai micd decit distanta
dela centrul clipsoidului L dreapta care uneste capetele eelor-
lalte doudt axe.

963. Baza (de formd oarecare) a unui cilindru omogen
se afld in planul «Oy, iar generatoarele lui sunt paralele cu
axa 2. N se demonstreze ca

MH?
'lﬂ !I::""*’-',
3

M fiind masa cilindrului i H indltimea lui.
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964. Densitatea unei sfere neomogene de razi R, ls\
distanta » de centrul ei, se exprimi prin formula

eonft o« )
R

Sd se determine raza de inertie a sferei in raport cu dia-
metrul ei.
. 14 — 10«
Raspuns : k= It / i N
35 - 21a

965. Si se afle dependenta dintre raza bazei K si inil-
timea H a unui con circular omogen, ecu conditia, ca elip-
soidul de inertie, in raport cu varful Ini, 8 se transforme
intr’o sfera.

Raspuns : K = 2 H.

20 Culegere &« preblems 300
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