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I. EXER 
I 

I) Rearnintiti-\1 

a) (214 t 437) • 12 
+ tn · 41): dl 81 · 8 1 

2) Desco1npunc 

a) 2904; h) 1539 

3) lJn muncito 
executarea în acest t 

c:a re este proccn tnj li 

' 
4) Pentru a oh\ 

n1iniu . l)upă indcpă 
kilogramul de aliaJ, 
lei / kg. iar chelt u1el 

5) Efcctuati : 

a) (+2) · <+J) · 
·( 4) · (+5):d)( 2 

6) Scrieţi in fl)ff 

11 X2 
a) 4 ; b) 50 ; 1.:) 

7) Efectua ţ i, se~ 

a) (- 16) ·( 
\ J 

15) . 
8 
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ost impărţllc i n pa11 u 
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CAPITOLUL I. 

NUMERE 

1. EXERCI~fII ŞI PROBLEME RECAPITULATIVE 
I 

1) Reamintiţi-vă proprietăţile operaţiilor cu numere. Elcc.tuaţi : 

a) (214+437)·12 - 45: h) ::!14 ~437·(12 - 45): c-) 428·41 - (312·41+ 

+ I 6 · 41 ): d) 83 · <~ I 5 -1 8 I 5 · 22 - 95 · 8 I 5. 

2) Ocscompuneti în factori primi nun1erele na turale : 

a) 2904~ b) 1539~ c) 2156: d) 2475. 

3) Un muncitor care lucrea~1 la o ma~ină cî~tigă 12 lei într-o oră pentru 
executarea în acest ti1np a 60 de piese. Fiecare piesă arc preţul de cost de 1,25 lei. 
Care este procentajul rnanoperci în preţul de cost al piesei ? 

• 
4) Pentru a obţine un aliaj ~c tope'-C împreună 92 kg de cupru ~i 5 kg dealu

miniu. După îndepărtarea 1gurci, se obţine un lingou cu rna~a de 90 kg. Cit costă 
kilogramul de ali.1j. ştiind că alun1~niul co~tă 28,20 lei/kg, cuprul costă 50,75 
lei/kg. iar cheltuielile de topire (energic, n1anopcră) :;c ridică la "'20 lei '? 

5) Efectuaţi : 
a) (+2) · (+J) · ( t 4) · (+ 5): b) ( t-2) · (+3) · ( 4) · ( 5); c) (- 2) · ( 3) · 

• ( -t-4) · ( t-5): d) (- 2) · <+J) · ( 4) · ( t 5): e) ( - J) · (- J) · ( 4) • ( - :-,) . 

6) Scrieţi în forrnă zecin1ală numerele : 

11 82 148 
a) 4 ; b) 50 ; c.:) - 15 : tl) 

7) Efectuaţi, I.icnind rezultatul în formă zecimală 

a ) (- I; ) · ( - I~) ) · ( ll~ ) · ( -t-~ ~ ) ; b) (- 1 . ~ ) · ( + 2 . I ) · ( -J . 7 ) · ( + 4 ,51. 

3 



2. RIDICAREA LA PUTERE 

( - ~t )' ·1n Ne-am obişnuit să notăm 57 
în loc de 5 · 5: _ loc de ( - ! ) · 

· ( ~ ) ·{ - ~ ) : 0.2J în loc de 0,2 · 0.2 · 0.2 · 02. 

n11n1f\r rea l, notăm cu a" numă rul : 

" In general, dacă a es te un 

a· a· ... · a 

11 !acto r i 

şi citim „a ridicat la puterea a n-a". În această notaţie, a este ha i.a puterii, ia r n 
este Pxponentul pute rii . 

Notaţia de mai sus este adecva tă pentru orice număr nat11ra l n > 2. Pentru 
n - 1 vom considera că a 1 

- a. De a~emcnca, vo1n admite că a = I, pentru orice 
nu1nă r real a =I= O. 

EXERCIŢI I 

I } Cnrnplt.-1at1 tabelul de rna1 j11-., c11 p111crik ,, • : 

2 

3 

5 

2> Cak11laţi : 

l 
J 

1 ~ 1 , ( l) I a) f 2) : h) - 2 : el l I). d) I .. ' : 1·) 
6 

· 

r 
5 6 8 

f 

l 

t-

3) r·1lculc ţi \Urna puterilor 2" cu li' 10. I . ...,. ". I. s: ; co1nparati cu rutert'<t 2h: LC oh-.ena\r '! 

-'l ·1) Calc11laţ1 o;uma p11tenlor ( ~ ) "c11 11 E... IO . I . 2. J . 41 : cornparat1 cu 2. 

( 
I ) „ b) Cakulaţ1 suma puterilor 
2 

lll ,, E:. 10. I. 2. J. 4. 5 j : i.:on1p:iraţ1 Cl' 2. Cr.; ob..,ervaţi? 

Să scriem puterile ce a u ca ba7..ă pc JO. Avem 10(\ = I , I 01 = I O, apoi 
10 - 10 • 10 = 100, 103 = 10 • 10 • 10 - I OOO, 10 1 = 10 OOO. Să obscrvăn1 că 
exponentul unei pute ri de acest fel ne ara tă numărul de cifre O ce apar după 
t·ifra 1. in scrierea zecima lă a pute rii. 

Preferăm să folosim notaţia 10
11 

în loc de 1 OOO OOO OOO (un miliard !), dcoa-
• • ~ 44 rece este ma 1 •• econom1ca . 

4 

R1d1carea la 
I urai n (cel put m 1 
loseşte ş1 n0tapa a• 

Ridicarea la 
înainte de efectu~ 

al 11-lca). Aşadar. 

I) (~>r31) 01dun1 

2) (oral) Ş111n c.'I 
3) Repr1.:zcnta1i I 

n1ă~11r.1 de ~ cm ) 
4) Reprczcn1a11 ţ 

"doică /1 .? 1 • ,11 u nc1 a 
~ Reprc1en1.1t1 p 

6) C<ilculaţ1 : 

a) ( ~ ) • h) 

7) Cakula\i : 

a) ( ~) 
8) Care nt1n1ă1 e 

i.l) 7 

3. PF 

Să lu~n1 ca l 
( 2)1 = 2 : ( . 
Ob-.enărn că !->COl 

tru t' xponl!ntii in1r 
În general, d~ 

Dacă a> O, 
Pentru a O, .1 

nu1nă r ~tl. 
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2-) 3 

în 
4 loc: de ( - ~ } · 

general, dacă a este un 

a C!-.tc ha1.<1 puterii, iar n 

ăr nat11ra l /1 > 2. Pentru 
·e că a - I, pentru orict: 

' 

7 8 

1 

t1 cu putcn·.1 2 : cc oo,en. at 1 ! 

iar.1ti cu 2. 

10°= I, 101 = 10. apoi 
O OOO. Să obscrvăn1 că 

ie cifre O cc apar după 

)00 (un miliard !), dcoa-

R1d1c<irea la putere poate fi gi nd1tă ca o oneraţ ie fiind (ht•· 11n nun - r 1cal o s1 un n~nlă r n 1-

tural n (cel pu\ in 11.tul dintre C'lc. 0}, d 1 el· obţ nem un 11111n111 •r 11. n t t 1 Mai n t lo-

losc~te :;;1 n":aţia a••n tocmai pentru a !;coate in rv1•icn1ă „ 1nn11I de 0 r 1t1c, •• . 

Ridicar~a la putere este o op,..ra tie de nr<linul al Jll I i ~ .,.. c:. • ·>ecută deci 
înainte de efectuarea în111ulţirilor şi i1npărţirilor (cnr nt 1 I raţii de ordinul 
alTJ-lea ). A~.idar.von1scne:7 · 10"-7000000· 1 . 1 ·I( "'lf (( 1 te 

EXERCllll 

I) (oral) 01d< 1naţ1 crell..:f11or p1Ht:rik : ( ~ ) , • ( ~ ) ". { 
1 

) ' 

2) (oral) Ş11n1 cft a• 0.7 şi că o R. C'11n1>·1-.icţi seninul I r n '! 
3) Reprczcntn ti pc o ax!! put..:rilc a" u1 a - l ,2 ~i /1 ( !IJ. I ) l:. (Indic qil · 111.i\1 11ni1a1P,1 de 

ntă<,11r;\ de 5 cin.) 
4) R1.·prczentaţ1 pc o ax:l pntcnle a cu o (\ R '1 11 fO I. 

~d.1că li> li, clllllll'I (J tJ •• ? ( Jnd1Caţ1c: lu.ip llJlJI, tea Je Olo ur. 
'l 1 I r ad ' 11.1tă pr 1po 1\1:1 • 

ic I O c ) 
·~v Reprc1c11tat1 pc o axă putcr le a 1.·u a 0.9 ş1 /1 O. I t ( c oi.. rva• ') 

6) (alculap : 

I ) 1 , :c)(Ol).d(O.l) e)( O.li 

7) C.alculaţi : 

b) I ) ' ( I 
2 . 2 

2 ) ~ 
5 . l ) ( 

(I, j 

8) (',1 re număr c:<.te n1ar n1ar1· : 

a) 7 l 41 ;•u 17-1 4)1
• hl 7' ! 4 'it1117 1) · c\ 'i • 6

1 ''li ('i • 6)
1 

;dl 
'I 

4 4 'i ., 
t: I ( 4 ) 'ta 11 + . 

3. PROPRIETĂŢILE RIDICĂRII LA PUTERE 

S?i lu;u11 ca b17~1 nun1ărul 2 şi sa i calcul51n put ril1. \\ct l : ( 

(-2 ) 1 = - 2 : ( 2)' ~4 : ( 2,' -- X • < 7) J I 6 .., i ;:i -.a n a 1 

Obser,ărn că 1ii:111nclc alte 1nează . pent1t1 e'\ponenţ1i oari ernnul csh· 
tru exponcntii in1pa1i ~c111nul c ·te-. 

În general, dacă a < O, atunci : 

a" este ( 
pozitiv, dacii n este par, 
negativ, dacă n este impar. 

Dacă a > O. atunci a11 este po1itiv pentru orice n. 

)fi L I : 
dcpa rte. 
iar pcn-

Pent ru,, - o, 1l\t:ll1 ()' o, r~1111u •lllCL' 11 I Sc.nerea 0 1 nu t5lC arc ptn• C':t ·ricrc a \r'llP•tl 

uumar real. 



EXERCIŢIJ 

I) (Oral) S1abiliţ1 se11111ul pult:r11 

- a) I J) 
11 

: h) ( ) I' : l ) ( 2 )0 
, d ) J c ) ( ~ ) · 

2) Pentru re /1 t-- N .1\c111 ( 2)n O'! [)ar ( l)n1" 1' > o ·1 

Să privirn cu atenfie rîndul ce ur1nea7.ă : 

2 
1 

• 2
4 

- ( 2 . 2 . 2) . ( 2 . 2 . 2 . 2) - 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . „. 
D • t • ~ ") 1 °",ţ 2 2 I t4 , ec1 pu em scne ca _ · L. 

· În g~ne1nl, fie a un număr r~al ~ O·, iar 111 şi /1 nun1cre na turale. Atunci : 
,,, li - 111-t 11 a ·a -a . 

deoarece : 

m 11 ( 

a · a -= a · a · .. · a) · (a • a · ... · a)-= u · a · a · a · ... · a 

111 Jacto1 i n fa~ton 111 f- 11 tactori 

Dacă a - O, .itunci 0111 
• 011 0111

• 1 rcntt u 111.11 > I . 

Regula I 

f>rodu\ul a tlouă pute11 a111u/ ac a a c \I r p11e1e LU aceea\/ ba=ă. În 
ca1e ei;:1Jone111ul c ~re Hanat \pnnc / fi/ r fa 1011/ 

t<:X ER C 11'1 U 

Scriet 1 ca putere : 

a); • 1 • h) 9
1 

• 9: c) ( ; ) · ( ~) . d) ( ~) · ( ~ ) c) 1 ~)4 ·X . f) ( ~) · 

• ( - ~ ) ' • ( ~ ) l ~) ( - ~ ) l • ( ~ ) (I • ( ~ ) 1 ' ( ~ ) 

EXERCITllJ REZOLJV A'I' 

Să calculă 111 puterea ( \J,3 )R. 

Rezolra1e Scriem (-0.J)s-( 0,3)4
·( 0,3)1

; c1poi (-0,3).i=( O,\)' · 

(-0,J) ~1 ( 0,3)
1 

- ( 0.3) · ( 0,3) - 0,09. [)cei ( O.l)' (),()9 · 0.09 O OOXI 
apoi (-0.J)x = 0.0081·0,0081 - 0.00006561. 

Să observăn1 r.ă ani efectuat trei înmulţiri ! O.tcă an1 fi calculat respec1ind for-

mula : ( O.J)
6 

.( O.}) • ( O. :q · .. · ( 0,3)., ar fi trebuit ~a cfectuăn1 ~apte înn1ul11ri. 
V 

8 factori 

6 

I) Cakulttti : 

n) 2 . h) O, I~ , c) 

put inc calcule. 

[1j] Pu1ep calcul.1 

Fie numărul (5 ), 

(52 
)
3 = 52 • 5 . 5 

În gene ra l, ric (/ 

deoarece : 

-,(a · a·.„·a) .... 

, 111 lacto1 i 

IJ 

Dacă cJ = O. atun 

Regula a II-a 

O putere a unui 111 

ob/ine efectuÎnd produsi 

I) Scricti ca putere : 

a) <5·>": o) I< 5) f: 

• I 12 
• ( I I • I 12 )J 

2) Calculap . 

a) [( l,IJJ}l. hi [ 

J) Care din11c numcrd 

Fie numă ru l ( 4 · 5 
(4. 5)1 = (4. 5) . (4 . .5 

~ 

In general, fie a ~1 
ral. 1\t unci : 



') . ) - -· 

1umcre naturale. Atunci : 

1·a·a· .. . ·a 

' - /1 facto1 i 

11 1 lU aceeas1 haza. in 

. ~) ( l\)
4 

• 8 • f) ( ~ ) . 

I po Î ( -Q, 3 ) l = ( () , ~ ) • 
) I 0,09 . ().()l) o.oox I 

fi calculat rl.!spcctînd for

i clectuă1n :;.:-iptt.: în111ul11ri. 

I) Calculaţi : 

a)2°.b) 0,16 ;c)( 08)', d)( ~) 6;c)( I ) b ( I 
2 'f) 2 

2) 8 

5 
, electw nd cit n1a1 

puţine calcule. 

[}il Putt!\t calculn ~ cfcctuind patru înn1ul\11i ? cu1n? 

Fie numărul (52
)
1

• Putem scrie: 
(5')J = 5~ · s· · 5 (5 · S) · (5 · 5) · (5 · 5) = 5 · 5 · 5 • 5 · 5 · 5 = 56 52

•
1

• 

În generdl, fie a un nu1năr r1.:al =I= O, iar rn şi n nun1erc naturale . Atunci: 

( 111)n _ m•n a - a , 
deoarece : 

(<1111)11 - (a"') . (am) • „ .. (a",)-= 

n factori 
. 

, (a · a · ... · al· (a · a · ... • a) · ... · (a · a · ... • a) = a · a • a · ... · a . .... 

111 fa<.:tOI Î 111 f aL lOI j 111 • 11 factori 

11 grupe de cite 111 factori 

Dacă a= O. atunci (0111
)

11 
- O"„n pentru orice 111. 11 I . 

Regula a li-a 

O putere a unui nurnăr real w• ridică la putere pti~trind ha za, u1 r e îpo11en1ul c 
obf ine efectuind proclu\ul exponcn/ilor . 

EXERCIŢII 

1) Scneti ca putere: 

a) (5"f'; h) [< 5J r: c) [ ( ~) ']\d) [[( ~) l] J4. 1!) (3 . J }J: f) (0.4. 0,41): &;) ''b. 
· 11' • ( 11 • 11 1

)"1 

2) Calculaţi : 

a) [( 1,1)3
)': hl [( 5)zj': c) f(-0.7)1t. d) ( J)b: ( 2)1

: c) 1,61 
• 0,51 • ( 2,5)2• 

3) Care dintre nu1nerelc ( I. 'l4 :;.i I t-1.4)1 e~te n1a1 1narc "! 

Fie numărul (4 · 1)1
• Putcn1 scrie: 

(4. 5)' = (4. 5). (4. 5). (4. 5)- (4. 4. 4). (5. 5. 5) =- 4 1
• 53 • • 

În general, fie a ~j b două numere reale (diferite de O), iar n un număr natu
ral. Atunci : 

(a· 1>)" =a"· h" 

7 
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rlr1 ·1 rece : 
... h) 

(a • />)"=.(a h) · (a · h) · 

11 farto1 i 

< 0 . h l ( 0 • a . . . . . a l, . J /1 • I l 
--J • -...........---- -------..J 

11 l·1ctori n ta~t "'' 

Regula a III-a 

Pentru a ridica la putere produsul a două numere. ridicăm fiecare dirttre fiu 
rori la acea putere, apoi înn1ulţin1 rezultatele obţinute. 

(a· h · c')
11 = [(a· hi· C']11 I li ., 

fa·,}·1 ( r/1 . //') . < ,, ,, I ,, 11 
(I • ) • (' ; 

la fel pentru un produs de 1nai n1ulţi t 1cto1 i. 

(Jh~ena/ie. În calcule fl)Tn1ula (11 • /,)" a''·/!'' •''Ic foloc;it:l de 0hicci a:-.tfel · 

„ I " t I • , (11·/j\". 

'I t de a 1.:fcctu.1 c!ou1 nd1căn l.1. •ttcrc '' 11 ir nl11•t11(', cf••c1u;im do:ir o în1n11ltirc ''o riclil"4trl' l:t p11-
t • ·, an.'it inod de c11k11l l''1e ;nanr.110 în ped li în l11c111I cu cak11l<1t1>arele Plcu1onice. 

J-:XFRCIŢll ~31 PROBJ„f~l\ilF. 

I) C~dculati : 

' li '~ . ~) : h) 1 

2) & IÎC\i C~ rutere, CU l'Xronl·ntrd l'Îl UHlt 11l trc : 

n)'J ·4~:hl9)·1,lJ2~· 42 ·1 l) 1 ·X. 

, I) l ( 
I )2 1 ( I ) -i- : h) 4 . 4 îc ohscrv~ţi? Este .1devlr.1t c1 4 •I „ . ( 

I ) ,, 
.:1 

.i a) lonidi a depu-; la ( I=C, i11 1i11 1 d I) dec rnhr1c IQ '"'· "urna de I OOO lei. Pentru "u1ndc lk·· 

r , Cf:C-ul acordă o dobindli de 5'7 anual , t 1. l 1 ~I) dcccrnhr.t· IQ"'o. lon1di H\Ca l.1 ('[ C 
5 

J l • le I f){)O + (()O · l (1()() I O O lei I 1 30 d~cemb11e fQl<O. Ioni :l a' t;,t 1·1 CF.C I 050 + 

~ . I oc:o 
I O l 

I 102 50 k•. Pu1q1 sp11111.. 1.(' '-IJOl I ,I\ l'll I 1 ( re lonw··i. 1:1 .10 clccc1llhn~· 19X2. 

d ci la 4 ani de ln clara d ·pun1.1i1 '( Prc~11r11nrn1 cfi nu ,1 rct1a~ 'ani. p1c1 1111 ·1 dcp11" alti b,111i I 
h ) Ca Icu I a I i I O<JO • I I O 5) •. Cc n b,c n a 11 ' 

") CJn hrad î:i \Ît"t5 de 5 ar11 'li.' i1 " il\11n1·a d~ 100 c111 În ficc.:.111• an l"r •dtJI c.:rP<;tf' în î1iil\11ne c11 
Cl' 11rnlţ1n1t: va ~vea l--r;1dul I 1 •Î!\l.t de 
b) <.,a Iru lat i . 

a)" (I ~-~ ) ':0) (1 1 ~ ) l) (I j 

71 f. ft!ctua ti : 

lll .uti? 1rvp1i11at1 in ccntinu•tri.1 

I ) I " I I I t . ( I „ ~ ) ~. Sericii 1ec.:irn:iJ 1c1tiltatclc.: obţ inutl' 

,1) ( 2oh)3
• 11) ,/ · ( ·a)

1
: C ) ( o)'• I <1) : Ct• ci· 11" 1!) ~ • ,.' • x' · \4

; f) I o') n 

) ') 643 • o, 

~ Un cub .lt 

111:11 111.tH::. Co1np,11u\1 \ 
l!..,ll' ad ... \,11'31 C,1 .tic.: 

1-ttJ)] Un l ub d 

cub din plumh Cl' .11l' lt 

[ 11 >I Co111pa1,q 

'I) 2H3 ~I ~l22 ; hJ 

4 . PUT 

Orice numa r 

proprie tatea c'' : 

Dl! CX(;Jllph1, dl.!0.1 

sul lui 0,4 L''ilc 2,:> 

()fljt I Wl{lt 

Sa ne 11..:<i1nu1 

rul în1nultirii : 

l )e aceea, 

I " 
1J 

O/I"'' raf 1. I\ n 1 

( 
,, ) li 

I I Cl lllll „ 



·a}·(/l·h .. ·h) - ' , ______ _, 

li I 'tCI f\11 

~idicăm fiecare difttre jac -

) • ( 1, 
(li/ • h' . "li : 

ir o 1 nrn11l11rc ~ i 1> ridicHre l:i pl'
relc electronice. 

I ) I• , .01i'.1l,' 

•• 1drv 1 r.11 

de I nro lei Pentru ~u111ck lk
rie IQ Q. loruc:'I r1vc.i la ( ' I C 

oni 5 ::ne,1 I 1 CE·C I 050 + 

01111".i, 1:1 \() dcl'.Clllhrll' 19X2. 

n1. 111c1 1111 ·1 dcpu.; alţi h.111• J 

an hr •d11l LH·-.11· i n i 1151\inic c11 
flH'l ri.) 

,1 /l•cinwl ri:1uha1cle nhtinutl' 

X • \ ~ : f ) I ,i ) ~ 

\ 

[""fil t .dcul.1\1 1,,11 m.tl 1.:1.:onor111c : 

' 5' a) '.'1,64 • 0,1 , n I 21 . 

[}LI Un cub .11\; lun~11n„.l nn1dut.1 eg,,l..:1 cu a cm. ia r allul are 1unf,11nca n1ucl11c1 de <louă un 

n1ai ni..re. Con1pc1r.1i• \ulun1.I„ \:du. doti..i c bu11 Al treilea cub a11.:: lung1me.1 111uch1c1 t:g. U"t cu 3a l.n1. 
E:-tc ,1J-.\arat c.1 .11.: \Oll1111UI d.:- l11.:1 VII llwÎ ruare dcdt \OIUlllUI cclu t uc-.d do1le.:i Cl1() ? 

I tU,] Un l'ltb <lin 1J1u111b, cu lu11g111h„J 111u1,;1lld <le I din, dntă r t.:~ l e 11,'\ g. Cit \:lrită1 ŞLC ui1 

cub din plun1b cc a11! iu11g11111.:.1 111uc1111:1 dl' '2 dn1? At1 ptllLa ~ I udll.iţ1 LU braţele '! 

[!!}j Co111paraţ1 11111.: ci~ 11u11u.:n:k : 

a) 2533 ~· l'
17 

; h> 10
11
'" -;.i 100

10
• 

4. PUTERI CU EXPONENT (ÎNTREG) NEGATIV 

Orice nun1ar h:::al a + O ah.: un in ter~; ~c"'~L..i e.tc nu1nă1ul , nota t 

proprietatea ca 

I 
a· -= I . 

a 

• "<.; au: 
li 

De t!XcmpJu, d~o.i r~~c 2 · 0.5 I , 1 li\ er:-iu I lui 2 c: .tr.: (J ,5 , . o.~. ln \\!J-

sul lui 0,4 ~"t t..: 2.S, dl'O.tlc\..·L· 0.4 · :?,5 - I , s~nc111 
0.4 

2,.c;. ln \c1•ul lui 1 c:,te J. 

01J I(/'\'(/ I /t - i;;-,tc tJ lJo. I 
li 

Să ne rc:;.11n1nli111 faptu l ca in1p.lrtirea nurnerelor rcul~ !-..,. c.lefi11c:~ 1e cu a1uto
rul înn1tdti1 ii : 

,, . /> 

De aceea, 

(a • /i) 

1\~ada1. (a h)' t( 
li 

;: 
( J/1.\'l.'l'l'll /I• P,n11u I, I h l I 

„ ( ,, ) ., 11 
I li:t tll:.1111 .1~1 Id 1111 I ' I " 

I I " 
I 

a · - (dac:! h .,t:. O). 
/> 

· I ) n 

(
{I -

b 

1/ I 11 
) . 

CI I f,1n1111 la " ' 
1 1n1, ,k ,.per 

(o./11. I I !>I !~. l 

<) 



I~ exemplu. { ~ ) l • { : ) 

1 ( ~ I 2'i -· 

;::~: ( ~::r ) 4 

- 4 256 

\ 
EXERCIŢIU REZOIJ V A'f 

Să calculăm 18" : 274
• 

An1 putea efectua cele două ridicări la putere. apoi împărţirea. Vom pro
ceda însă în alt mod, pentru a cconon1isi calcule. Vom descompune mai înt11, cu 
regula I : 18" = 18 · I 8"'. Astfel : 

Calculaţi : 

18 . 18.i 

27 1 
- 18 • ( 

18) 4 

'27 18·(~)
1

= 

l~XERCIŢIU 

I ) 1 

15 

16 J2 
18. -= 

81 9 

Pentru a nota inversul 
cu exponent 1. Aşadar. 

lui a ~c l oloscştc şi ~cric rea a 1 sub forn1ă de putcrL" 

a 
{/ 

A I 

In general, vom folosi notaţia a "în loc de - „. 
(/ 

De exemplu, 

( 2 ) l 

J 

i 1 
(- 4) = - -

(-4)2 

I 

8 

27 

27 --
8 

a 
(/ 
, 

. 
16 • 

1 
~~- =~= 64 

I 

64 

Oh\enu(le. Scrierea O n pcntr u 11 E.. N nu e te acceptată ca o;cnere a \ n~unu1 nurn.'i r real. 

10 

I) (oral) ( ,1k1 
a) 2 b) 1 • I 

2) <.. akul,1\1 : 

a) ( :"ţ I . b 

h) ( ~ ~ ) I 

3) Scriep t:a r• 
I 

a) 
I 01 • 

h) 
• 

l'lll'lt ca p1 

a) 32, 16. 8, 

h) 
625 12 

c) 
I 

10 OOO 

l@IArntatt c 

.1) ( ~ ) I 

Folosirea cJ 

cu puteri. învăţa 
De exemplu 

. 
iar 

( 

În general, 

. 

( 

pentru once nun 

Calculaţi : 

:t) .14 
' 4 • O) l) I 

Să luăm de 

Pc de ::dtă parte 



125 

„ 16' 

1părtirea. Vom pro-
impune mai întii, cu 

6 

' I 

J2 

9 

-2+ . I ) i 
1 ' -

b forn1ă de putcrl' 

I 
-- 64. I . 

,4 

a \rcum11 num.1r real . 

f<~XERCIŢII 

I) (.)f3 I) (:<ileu laţ I : 

a) 2 . b) r 1
: c) 4 ';dl 5 3: t') 2. 1". n ( l ,'iJ')' 

2) ( akulap : 

( ~ ) 
l 

n ( :) g} ( : )-'. a) ( J) '. hi ( 5) : C) ( I ) : d) ( n-3 c) • • ' 

( ~ ~ ) I: ( ~ 2) 
\ 

h) I) . 11 o."5 ': kl o.ir~. 111 l},4) I 

3) Scnet1 ca putere, cu cxpollcntul negativ: 

J 
a ) . h) , . t' l : d) ; 1:) 

101 5' 10 OOO 27 IA 

4) &neti ca putere, cu l1a1clc indicate: 

a) 12. 16. 8. 4, 2. I . cu ha1a 2: 
") 4 ~ 16 1~ -

b) I. 5, "''i 125. 625 cu ha1.1 ~. 
'125 125 2'i 'i - . 

I I I 
c) 

10 ' 
I ' I O. I 00. I 000. 10 OOO l U ba1,1 10 

I O OOO I OOO 100 

mArăta\i că: 

( : ) I 
4 ( ~ ) 4 

( : )

3

• dl I . 'i ' ( ~ ) a) . h) , li 0.6 
5 ' 1 

Folosirea exponenţilor negativi nu intră în contradicţie cu regulile de lucru 
cu put~ri. învăţate rnai înainte. 

De exemplu, 

(-2) 1
·( 2) " I 

0 (-2 ) = -, L • ( 321 - 2, 
( 2 )4 

ll . 
iar 

( -2).\' . ~ ' ~ ~ 2; deci (-2) · ( 2) - ( 2) 
A 

In general, 

pentru orice nun1ăr rc.!al a -;!. O ~i orice nurncre inrregi 111 :;;i n. 

EXERCIŢIU 

Ca Icu la\ i : 

a)4 1 
• 4 \ hl9 1 

• i : t')(°'\) 
1 

• (2\)
1
: dl 25 · 'i 

1
• 

I ) · (2 I ' Să luăm de exemplu numărul (2 ) ; obţinem : ) 

Pe de altă parte, 21 11
· ' - 2 1 I I „ = - . Observăm că (2 ' )'~ 

2 64 

I I 



„ 

4/1 PXernp/11. Oal..a ca lcul.un (0.5 ) ohţine rn : 

(0 .5 ( o '~s ) l 4 I - O 15 - O, 6 - . 
4 16 

Pe de altă 

(O,))' - I•! 21 ( 0 '"'I) i 0,0o-:>. Ob~ t \an1 a a \en1 : (0.5 2
) = (0.5 )~ 21

• 
21 

, 
l n general, 

(am)n = a,,,.n. 

~t=Dtfu once nu1năr rt:;,.il a O „i 0111..;e nun1ere 11111 egi 111 şi n. 

I ) Ca lculaţi : 
a) [ ( - 2) 'l 1

: b) I ( I ) 1 
) 

1
: c ) ( l ) 1 

• ( „) · I ( ' ) l 1
: d l I --la 1

1 
• [ 14u )-7 lt. 

- ) Printt t: 1H1 111c1 ek : 
... \ • ~ \ J h ) ;i) (.\ \ · h) ( ,. ) : c) ( r ) . d I ( \ J : c I ( \ ) · I ) ( \" I : g) I ~ ) • 

tin1.: te '? ( Prt."„upur.e111 ' O ) 

'l & n ct1 suh lo rrua de pul ic: 
2 

pa ne. 

a) [( -~ ) 1
1

: o i( : ) · ( ~ )
4 

c>[( ~ )
4

· ( .~ )
1

) : d ) (5 2 
" 5 I " 511 

• 51
); 

cJ l(t J ) J ' I . 

Fie. de exe1nplu. pr od uo,;ul ( ~ ) 2 
• 5 2

• Să-l ca lculăm : 
I 1 I I I 

· - Pe de altă parte. f< - 3)·5} 9 „5 ?25 . 
( J) 2 • s 2 = --- . 

( 3 ' ~ 

2_ 

(- l)' l = 
(- 15) 

I l 2 -l. 5 2 2.JS . Ob~~ r\arn că ( - J} · :> = [ (- J) · I 

În gener.-d . 

a n • h" = (a . b )" 

p1;11tru orice n unJert! tt:.tle a. 11 (dife rite de O) şi orice numă r int1eg n. 
De: a~111l!Ilt:[t , 111 ac h.:„1~ i condiţii , a \en1: 

5 „ 

f.= (f r 
EX R( ll Il J REZO r \ ' AT 

Să cnlcu lăru nurnărul 25~ · 5 ". 
' r t1eb 11i 

t 
Sd calculăm n1. i • • ll ltll puterea 25.J = 390 025. apoi 

15 625 
şi în llll ct I s.t efcctu.1n1 î111t1ultirea 

25 1 
• 5 . =- 390 <>25 . - 390 625 : 15 625 = 25 .' 

' D.1 r. obser\ă 1n că 25 - 5 : putc 111 \C r ic < se fel : 

151 ." f -- . ( 'i ) . s ( -: )8 • '; f, = 51 = 25. 

12 

puterea 

11 Caii 
,1 \ 12~ 

2) &n 
a) l ~ 

l~o lds 

fracţie. M: 

putc1n inl 

În 

- „ · I 001 

Sc 11\.'1 1 „ 
: I ) 

I o 

Arn în 

Elin1inînd I 

În fi zi 
„n11ci" deci 

o~ ex 
Părnîntulu1 

aro 1n de hit 
Es tl.! d 

sl! u tili /'.ţ'a11 

Sf1 dă 
ace«1sti1 ult i 



e de altă parce, 

) '.! l 5) . -

l 

h) ( r 'J 1
• cite sînt dis-

( - 2 5 I S' I f'i •• ·5)• 
- 1 

te, f(-3) · 5} ' . -

5] 2 

număr întreg n. 

)- . 
~) . apoi puterea 

. 25.' 

EXEHCIŢll 

I\ C·tlcu lap : 
.t\ I ~~: 4 1

: h) ~(1~. ( 11)• ; \.') ( (l,Ci)i '4(; 0) <J.2 • 10": l!) (-2) ~: ( 2)-~. 

2) Scru:ţi ~ub 101111.1 de pu1crc : 
al2.1.2~.hl2 1 ·2(·21 ·2!.„.lll ll 1 ·t 2) 1

• 

5. APLICAŢII 

Folosirea expo11~11plnr negativi ne pe1n1ite ~ă 1enunta111 l,1 a sc1ic linii 1.h: 
fracţie. Mai prec1:-., dcoar~<:t: 

'' I - a·-
h h . 

puten1 înlocui 
a 

prin ah '. 
h 

„ 
·' parti~ul~ r, 
10 

În 3· 10 1
• ' 

.., 
I I , 

- = 7 · I 00 = „ · I O • · 100 I • 

-= 2 . I OOO I = 2 . 1 o 1 
• 

~nei1 i:\1a l1111c lk l1a\'.\11! bi t·11.t "irgula): 
~ J 9 ] 14 

:s) - . b I 1.. l ; d J c) 
I O I UllCI I O OOO 7 2.) 

An1 învă\at 111 clasa a -a ca, de e>.c.:111plu, 524,367 în .,eamnă 

5 . 10 -!- 2. 10 + 4 
3 6 7 -+ -1 . 
I O I 00 I OOO 

-- -
I OCJO 

Eliminind liniile de fract1c , notatia de\ uh: i1111târă (unnăriti exponenţii) : 

5 . I()! + 2 . I o ~ 4 . I 011 -I 3 . I o-I + o . I o 2 + 7 . I () '. 
A 

ln fizică. 01 .... trono111ic şi chin1ic ~~ luc n.:ază cu 11un1erc m.1i „1nCJ n" sau n1a1 

„mici" dec1t cel. cu ~ct rc ~întl!rn ubi;-.11ui\i 
De exernplu, Vtll'i'.Lt lu1111nii c\h' de aprox11nat1v ~00 OOO OOv 111/s~ u1.i:-.a 

Pămîntului c.:stc d~ a proxin1a tiv 5 974 OOO OOO OOO OOU OOO OOO t~ 1nas.t u11 L11 
atom de hidro gen est1.· di: aproxirna tiv ,ltJ'1~tuvowouo01 1oooooouo 16 7 g . 

Este destul de gn.:01 sa luc1ăn1 cu nun1ere dt' <.h„LSt fel. [J1. ai:cca, ÎJJ p1.ict1c5 
se utilizea~ n1ult :-.cricrc<J ~tandard a nu111e1clor 1cale. 

Să dâ1n cîte\a i:xcn1plc. Nu1llulUl 20 poatL: fi s..;ris „. 10. :-0.dll o.') . 10 ; 

această ultimă scncrc ~ste w.·11t r(;c/ .\IU!Ulu1d a s,l. 



Nurnărul 6 poate fi scris standard astfel: 0,6 · 101
• Numărul 0,15 este scris 

standard astfel: 0,15 · 10°. Nurnărul 0,015 este scris standard astfel: 0,1 5 · 10 1• 
A 

In general, un număr real oozitiv a este scris standard în forma 

111 • I O 

unde 0.1 ~ 111 < I. iar e este un număr întreg. Numărul m este numit mantisa lui 
a. Astfel. mantisa lui 20 este 0.2. mantisa lui 0.15 este 0.15: mantisa lui 0,015 este 
şi ea 0.15. 

Să scriem în formă standard : 
vitei.a luminii : 0.3 . I 0'1 rn/s ; 
masa Pămîntului : 0,5974 · I O ' t , 

n1asa atomul ui de hidrogen: 0,167 · 10 23 g. 

f<~XERCIŢII 

I) 01re ~ste n1antisa nunlăr11lu1 real : 

a) 0,47 · 10 
3
: h) 0 . 12 · 10

2
: i.:I 169000 dl Jf14' , c ) 0 .00012: f) 7.15 · 101. 

2) Scneti în formă ...iandard nunlă rul · 

a) 10 100. b) 650 OOO; c) 0,(X>2: d) 0.()3005. c) 0,000067. 
.'\) Scrieti în formă standard produsul nu1nerelor . 

a)O.I · 10' şi O.I· 10 
1

: hl 0.<1 • 102 ş10 ,9 · 101
• c)O.XS • 101 ~i0.75 ·10 . rn Ote secunde are un an bisect'! Cîţ1 1nctri parcurge o ra:ră de lumină. într-un an bisect? 

(Exprunaţi în formă s.tanJard.) 

5) Masa Soarelui e..,tc de aprox11nat1\ 0.2 · 10 kg. {)c cite o n este 1nai marc ma"a Soarelui dc
cit n1asa Pămi ntului ? 

6) Distanţa n1edic de la P;in1int la St>arc C'ilC de 0.156 · 109 krn. Ot t11np ii trehu1e unei ra1c de 
luminr1 să parcurgă aceasi:·1 distant 1 '! 

6. INTERVALE 

Să reprezentăm multin1ea numerelor reale printr-o a x3 (vezi figura I ).f~iecă
rui număr real îi corespunde un punct pe axă : ·de exemplu. nu1năru l ui I 
îi corespunde punctul /, lui O ii corespunde O. numărului a îi core!Spund~ 
punctul A. 

o I A 

o 1 a 

Fig. I. I 

J~ie a şi b numerele reale (cu a < h ). 
I a : h l rnulţimea f.Y I .r E- R, a < \ ~i 
interra l închis de e.xtrernităfi a. h. 

14 

În clasa a VII-a an1 învăţat să notăm cu 
,. < h}. Această m ulţin1e se nun1e~te 

Dacă e 
utunci inte1\ 
segmentul A h 

Intervale 
efectua cu ll 

sr1 scricn 

Rea1n int 

/ I U 

Să rcpre 
(vezi figu ra 
unuiJ dintre 

• 

Interseq 

Deci : 

I) l)cscn l 

gu rn 2. iotei val 

I 



1
• Nun1ărul 0,15 este scris 
andard astfel : O,J 5 · I 0-1

• 

fonna 

n1 este nun1it mantisa lui 
,15; mantisa lui 0,015 este 

5 ·I O 

~ de lumină. in1r-un an bisect '? 

.te mat marc ma a Soarelui de-

(it ump it 1rchu1e unei raze de 

axă (vc1j figura l).Fiecă

ex~n1plu. nu1nă rului I 
nărului a îi corespunde 

„ 

1 am învăţat să notăm cu 
tă n1ultime se numeşte 

Daca extremităţilor a ~i b le corespund pc axă punctele A. respectiv B, 
atunci intervalului închis [a: hi îi corespunde multimea punctelor situate pe 
segmentul 11B (vezi figura 2). 

A X 8 

a X b 

Fig. 1.2 

Intervalele închise sînt multimi de numere: deci toate operaţiile ce se pot 
efectua cu mulţimi (reuniunea, intersecţia etc.) se pot efectua şi cu intervale. 

EXERCIŢIU REZOIJVAT 

Să scricn1 într-o f orrnă 1nai simplă n-1ultin1ilc : 

[- 7: J 1 u [O: 8] şi [- 7: 31 n ro: X]. 

Rea1nintim că dacă A ~j B sînt mulţimi. atunci 

A u B = [.\" I .\" E / t sau X f"'. B} iar A n 11 = f .\ I .\" E 11 şi ·' f= /J}. 

Să reprezentăm intervalele [- 7: 3] şi [O. 81 prin segmente pe axa numerelor 
(vezi figura 3). Reuniunea lor este formată c..hn clementele ce aparţin cel puţin 
unuia dintre intervale; deci : 

[- 7: J] U [O: 81 - f -7 ~ 81. 

L 
„ 

-7 
Fig. 1.3. 

Intersecţia lor este formată din elementele ce aparţin ambelor intervale. 

Deci : [- 7; J] n [O: 8] ==- [O~ 3]. 

EXERCIŢII 

1) Desenaţi o axă a nurnc:rclo1 (lua\i unitatea de rnăs111i'1 de 2 cm). Reprezentaţi pe l'a. ca în fi

gura 2, intcr\alele : 

[ 3 : - 2J. [ "I • ... 
2] şi [ 2.4: 2.5]. 

15 



-
2) Stabili11 valoa1ca dt: .tde\'a t a p1 opo1 i1 iii r . t 

fţ .1 ) ~ 10: 1J: ~o ro: "'l·fe) r4. 121. ~ 1 s 1.2 1: 12 
(/ t h 

1) Ar<1taţi că d•a·a a h. at111.:i ( lalil 

(4 : 5]. 

2 
[..::LJ Este adc\arat.i prl)pozitta .•• daa1 [a./l) l!' tc 1111 1n1cr\al închis. atunci il !u.hj'? 

5) Scrrd, j tyt)o tor~ ma i sim lă 1nultin1ile : 

1Jh"fi110 i}U[:r; !5]: tfJJ-' · m u [~. 9]: CI (I . 8 71: d ) r a: a+ 

L I la I, a)l tu. nt I]: t) I I: 2] I 2: IJ g) jl .2: 2.21u [ 7 

h 

ffi} Etectuaţi : 

l] U fo + I: 

~1] . 
(/ + 21. 

a) I) : JJ 111. 91: h) fO : 71nf4. 11}: C) I I : 2Jn[ 2: !]: dl (1 : 21n1 I; 10): 
c) la I. 1tl1, f 11. 11 t 11; I*) f o: al() [ I: 11. pcnl111 a'> O. 

7) t>n.:l 11aţ1 clemcntde m11ltin11lo1 
a) z r1 1 1: 21: o)" rî r - ~. 21. ci z r11 1: 6J. 
81 C':11t'. rnul1irn-: .r ..,atisface cond1\1ilc \ I I: I] ~1 \' lJ {I. 2} fi. 2. JI? Soluţia este unică 'l 

l.1.11 daca cei c111 ca \"sa l 1c intcn al ? 

[2iJ Care 1nter\al lil. h] 1ndcpltn~1e Hn1indo11ă cond1tiile : 

[a:h) JfJ. 7] - IL9lş1fa./•l(l{~: 7) j.) : 7]'! 

1~ 1c a ~1 b n lllnere rc<i le cu a 
111uiti1 n\!a 

h. Se ('hi~nuie~te să !)e noteze cu (a:/•) 

t., I .\ E: R, a< ,. ~i ' < bJ. 

11urr11tcl inter\ al de!>chis d exrre1nitfiti a. h. Deoarece nu este adevărat că a < a, 
n.:zulta l;a a~ (a: b): l.t ti:L h r/ (a: h), adică intervalele deschise nu-şi conţin ex
tn.: 11lltaţ1l<:. 

(),,,.,t u h, atl111~1 1111c1v11l11lu1 dt:~ l11s (a: /,) 11 t'<>IC\punde pe axă mulţime,1 punctd11r 
1n1c11 ,11'- scg111e11 1ulu1 AH (\t:ZI iig.u.i 4). 

A 8 

---(- =----- +--.... 
o b 

I 1g. 1.4 

EXERCil l l J R ~zoLVAT 

~'1 ~c 1 ien1 într-o forn1ă mai unplă rnultimile : 

(-2: 3) U (O ; 4) ~i ( 2: J) () (0: 4). 

S.:1 1~p1ezencărn 1nte1valt:lt: f 2: ~)şi (0; 4) prin părti ale unei axe (vezi 
figura 5). Nu111ărul 3 apa111nl! intervalului dt~sch is (0: 4); la fel, O aparţine lui (-2: 
JJ. (>h::,c:rva111 ca rcuniunt!a celo1 doua inte1valc este intervalul deschis (-1: 4), ia1 
111tcrsl.!cţia ct!lor două intervale es te 1nter~ulul deschis (0: 3). 

Fig 1.5 

o 

' 
3 4 

16 

.1) O (O 3). b) O 

8 1 ( 31 50) 
I) 128 49 79 . 

2) ]':tectua\1 : 

.1) (0. 7) u (6.5. 

t'J (I:; ) (1: 
i) ( 46 : 4 I ) ( 29 

7 ~ (i5 46 . 

~) Prcc11a11 elcn1c 
a} N t (0, 51 h)' rn Ară taţi că 

Să obser\ăm c 
ch1s. lntersectînd d 

Ce obţinem d 
de exemplu interva 
figura 6. Obscr\ărt 
sint r11ai mari decit 

dpartmc intersecpc 
interval semide ch1 
[)ec 

(0: 11 f 

În gener I. dacă a 

ea se n un1c~tc int 
închis la drca pta. 
şi \ < hi. 

I) (oral) C111t ·li 
2) Stabrli\1 \aloa11 

el) o r (o 2 ). b) 



14: 5) 

rvnl 1nch1s, a1unc1 11 lu:hr"! 

r u. a I J u I(/ + I. {/ + 21. 

u[ 7 : 
() ~'] . 

2; I): dl li: 21nl I· IOJ: 

li. 2. JI? Soluţia c~tc unică '! 

7 J '! 

e să ... e note1c cu (o)•) 

este adevărat c.1 u < a. 
deschise nu-şi conţin ex-

· pe axă nulii ime.i pu 11~td111 

I. 

părti ale unei axe (vezi 
la fel, O aparţine lui (-2: 
:va lul deschis ( 2: 4). iar 
i), 

... 

, 

EXERCfl'll 

tabtli\i \aloarea de adevăr a propon11ilor: 

a) O (0;3). h)O.I ( 0.1:02).c)-
1 t(-1 

. 2-).d) 
7 10 10 8 

XI ( 31 50 ) 59 ( ~3 ~l) 
f) 128 49 . 79 . g) 93 52 41 

l)ţtcctua\1 : 

.i) CO: 7) U (6.5; 7.5): h) ( 0: +) U ( - I: -~ ) . c) (0; 3.1 ) 

t') ( I : ~ ) l J ( I: 
4 

) : y(10: I l fJ f I: 2). g) ( - 1~, : 1~,) ( 
i l ( 46 : 4 I ) ( 1 ( ~9 . I 2) . j) ( t; 2J) (' ( _ .28 

7 "\ 65 4(1 • 19 • 8 • 37 45 . 
41) 
(1(1 

~) Preci1.tt1 clc1ncn1clc 111ult11n1lor, enu1nerindu-le : 
a) N , (0. 'i). h) Z "l ( ': 4): l') N n (-4: J>. 

I 
( I Ol e) 

8 ( 

( I ..ţ I ~ (2 

6 
17:1) 

I ' • 
hl (0: 

rn Arata\t că <.l.tcă a. h sint numere reale poz111ve ~I a h .tlUllCI "' (IJ. h ) 

I 

3 

'} U (I: 5). 

J) n (2. 3J: 

Să obscr\ăm că, intersectind două intervale închise, obţ1ne1n un 1nter\al în
chis. lntersectind două intervale deschise obţinen1 un interval deschis. 

Ce obţinem dacă intersectăm un inter\al inchi cu unul de.:;ch1s? Să luăn1 
de exemplu intervalul inchi:s [ I: 11 ~i intenalul deschis (0 , reprezentate în 
figura 6. Obser\ăm că intersecţia lor este formatfl din toat ·netele reale care 
sînt mai mari decit O :;;i 1nai mici dccît I, inclusiv nut r sa nun L·I O nu 

L- - - -~~~.,.;;;-+.=..;;=~/+--
- 1 o 7 2 

Fig. l.6. ' 

.1pa1tîne intersecţic1. Acea~tă mulţ1n1e de numere se note, :.J (0, l j ~i se numl!şte 
interval ~emideschis cu l!xtren1itftţile O şi l, desch1!> la stînga " inchi~ la dreapta. 
Dec 

(0: I}= f' I~ E: R,O <xşi.x< l}~if I, I]( (0.2) <O: 1). 

În gener I. dacă a< h. se obişnuieşte să e noteze cu (a: hl mulţ1111ea 

t' I ' t::. R, a< .\ şi \ < hi ~ 

ea se nun1e:;;te inter\al 
închis la dreapta . La 
şi \ < hi. 

~emidcschis cu extre1nitătile a şi b, deschis la stînga şi 
fel, se notează cu [a: h) mul\irnea { I \ E R. a< x 

EXJ<:RCl'J'l I 

I) (oral) C1111i · 10: I). (O. lj: I I. J): (-\:I] 

2) S1ah1liţ1 \aloare.1 de udev-;\r a propoz1\iilor: 

li) o ro. 2). b) l. (O. 2). CI I [ 

\ 

, -

17 



3} Stabilil i valoarea de adevăr a propoziţiilor : 
cr) (2: 3) C (2: 3]: b) (2: 3) C [:!: 3]: 1: ) (a : />) ( I a: h i. <I) (a, b] C. La: h). e) (a b1 Ca: bJ: 

n (a: h] c [a: h ]. 

4) Efect uaţi reuniu nile : 

a) (3: 6] U (2: 4): b) ( -+: I J l'. [ O. ; ) : l ) [ I: 21 [ I : l~l: dl ( )) fi. 2. 31: 

( ~ : 3) [ 7 I I J ( 13 272 ) ( 25 20) c) ( l .J: 4,1) u ( 1.4: 4.2]: o 
I 7 U fi : g) . 

7 . Î 
• 

l) 9 . 

S) Efectuaţi : 

al (-7: J) n [O: 8): b) ( ~ : ~O] n [ - ~ : ~ ) c I li .5: 1.~I n [l. 1: 5. I ]: cil [ 
1

8

1 
. - n 20] 

7 

n [ ~ : : ) : till (i1

1 : ~~ J n [ ~~ : ~ ~) . QTI [ ~; : !~ ) n ( ~ ~ · ~ ~] 
[fil Ca re interval I îndeplineşte condiţ11l e . 

Inte rvalele de forma [a: h]. (a ; h). fa : h) ~i (a : h ] au e:xtre n1ită t i lc a ,j h~ ele se 
nurnesc intervale mărginite. Vom mai folo~i ~ i inter\ale nemărginite. An urne . 
vom nota cu [a: +ex>) mulţi mea {.\·I ' R. a < .\ l ~ i cu (a: -=-= > 1nulţimea 
{\"I .\" E R. a < x}. Acestea sînt intervale cu e xtrcn11ta tea a. nernă1g1nitc la 
dreapta. 

Dacă extremităţi i a îi corespunde pe o a ă punctul A (\ e7j fig ura 7) atunci 
inte rva lului nemă rgi nit (a: -I oe) î1 corcspundl' sern idrca pta n1 u rca tă . fi.J rmată 
din punctele situa te „la d reapta" lui 1. 

A 
(_ 
a 

Fig. 1.7. 

Vom nota cu (-oo; aj mul timea t.r I r 
f \" I x E R. x < a}. Acestea sînt intcr\ale 
~tînga. 

. 

A 
,...,-..---=-...,.,.-• ..,,.,...-=-~~-~1r-~-~~--

a 

j I!!. I 8. 

R. ·' < a} :)I cu (--::.o· a) 1nulţimca 
cu cxtrcn1ita tea a. ncrnă rginirc la 

Intervalului nemărginit (- or: a) îi cnn:spunde pe axii o se1n1dr captf1 (cea 
ma rca tă în figura 8), forma tă din punctele ~itua 1e • .lcl stînga" lui A. 

Ob.1eri·arie. Simbolurile +oo ş1 x nu rep1 c.1i11t.1 nu rncrc reale. Se ob1";> nu1c ... te să ,l~ 1,; 1tcastă 
... imbolul + oo astfel: „plus infinit". 

Se obi~nuieş te să se noteze cu ( oe~ t oo) 1nult1n1en nu 1111.:rclor reale. 

EX~:RCl'J'I I 

1) Desenaţ i o axă, luînd unitatea de mă-;ură <.Ic I cm Pc rn.:l'astă C1xă rcpreze111.q1 . 
a) mult imea numerelor rccrle \· astfel încît \ <. 5. 1 : 
b) mult1mea nu merelor reale 1· ast ICI î ncil 1· > 1.2. 

Există numere reale z astfel incit 'Mi a\.cm = - 5.J s1 = > 1.2? Prin "e ~int de n:p1e11:nlal t: 
pc axă '? 

18 
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2) Rcpre1cn1 

0D Cc p 

e te n1ul\ 1n1ca vi<ll 

rn [)acă 
dc~pre reuniunea 11 

S) Efcctua\1 

a) ( oo; 

d*l c- oo; al n I h: 

6) Stabilit i V 

a) ( -oo; 

d) X E ( 8: + cel): e 

Să ne reat 
este pozitiv. n 

De exem1 
- 1,25 I = 1.: 

este de fapt int 

I) (oral) E;11 
proprietatea că I > 

'2) Seriei i sul 
:î) I, I \ E I 

d) f V I y R şi I 
3) Scricti sul 
a)f~ I , E: I 

dl I ·' I ' E R şi I 
Rcpre1enta\i pc o 

4) Reprezcn1 
Calcula\i rne 

Calculap ar 
axă. Ce ob~crva\i 

tfil Rep~ 



---- -~ --- -- -- -

h) [a: b) e) (a b) C I a: bi. 

13): dl ' 3) li. 2. 'I: 

• ~) ( 
25 

9 

l) n j 2. ': 5. I]: d I f X • 
I I 

~) n ( 22 11J 
2 J5 • 27 

~] 

.20] 
7 Îl 

'Xlrcn11tăf i)c li si /J; ele SC 
le n<.'mărginitc. i\nun1c. 

l cu (a: co ) rnul~inH:a 

atea a, nc111ărginitc la 

A (\e7j Jigura 7) atunci 
·arta rna rea tă. forn1a tă 

• 

A 

----) ... 
a 

I 1g. I 8 

ŞJ cu ( :le) a) 1nulţin1ca 
atec1 a. nc1nărginitc la 

ixfi o en11d1eaptă (cea 
t" lui A. 

Se ob1spu1t•ştc s;i Sl' c11casc:ă 

rcp1eze11t,1t1 

Pnn \;c ~int ele n:prc1c11t.11c 

' 

- -

2) Rcprczentati pt' aceea~1 axă intervalele (-O':); 3] ş i (2: +oo). Putet i r rec1za inter:.ecţia lor'! 

rn Cc puteţi :-.pune despre numerele a şi b, dacă intero;ectia intervalelor (-oo: a] ŞI [b: +ex>) 

e-.te mulţimea vidă ? 

rn Dacă CJ < h. cc putet1 spune despre intersecţLa intervalelor [a: +oo) ŞI [h: +oo)? Dar 

despre reuniunea lor ? 

5) Ffcctuati · 

a) (-=· 55 ] n [ 21 1 oo); 
' 89 34 ) 

b) ( -oo· - 47) n( 34. 
' 76 55 ' 

toc). c*) (-ex>; a]n[b: +ex>); 

d*) (-oo: a) n [ h; '1 ·oo); c) ( oo: a) n ( h; +oo). 

6) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor : 

a) ( -co: - I J C (- oo; I ) ; b) c-oo: - 1) C (-oo; ">l· - ' c) ( oo; - ~ ] c ( - oo: -~) : 

( 
44 ) ( 3 I ) 4 I ( d) 8 E (-8· +oo>· c) h ~ r~· +001: f) -oo· - - C -oe· - - · g) - ( -oo· 

• ' • ' 7 I ' 50 ' 66 • 
- Îl -· +oo . 23) ( 18 ) 
37 29. 

Să ne reamintim că am notat cu I -~ I pe acela dintre numerele x ş i - x care 
este pozitiv. numindu-l valoarea absolută a lui x (sau modulul lui x). Mai precis, 

I x I = f ·'" dacă x 2! O ~ 
l - x dacă .\' < O . 

De exemplu. I 0,15 I = 0.75, I -0,75 I = 0,75, I - 1 I= t , I 1,25 I 
I - 1.25 I = 1,25 Să observăm că mulţimea 

{x I -~ E R şi I x I < I} 

este de fapt intervalul închis [-I: 1). 

EXERCIŢII 

I ,25, 

I) (oral) Există numere reale x astfel incit I x I= -3 '? De ce? Care numere reale y au 
proprietatea că I y I = 2.11 " 

'2) Scrieţi sub formă de interval mulţimile: 
a) I' ,. R ş1 I ' I< 41: b) {.\I x E R şi 1 ' - I I < 31. c) {' I·' C R ~1 x - 0.5 I< 1,5}; 

d) I y I }' E R ş I I )- 3 I < 21. 

3) Scrieţi sub formă de interval mulţimile : 
a){" I r E R şi I ' - I I< li. b) {.\ I xE R şi] ., - I I <O.li: c) {,·I ,.c._ R ş1 I ., - 1 I <0,01}: 

d) {\·I r E= R şi Ix - I I < O.()(ll} . 

Reprezentaţi pe o axă .icestc intervale. Ce observaţi ? 
4) Reprezentaţi pe o axă nurnerele a= 1,2 şi h = 7,6 (luaţi unitatea de mă~ură de I cm). 
Calculaţi media aritmetică a numerelor a şi h. fie aceasta c; reprc1entaţl-o pc axă. 

a+< a+d a+e 
Calculati apoi d - , e = .., f= şi repre1entaţ i numerele d, e. j re 

~ 2 
axă. Ce ob:,crvaţi '? 

[]] Reprezcntap pc o axă mulţimea numerelor z cu I : I 2: 2. 

19 
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QD Notăm A - [-5; XJ. lJ - [2: 7l. ( 
. 

(- J: 0) . /) = (0: 51 şi L~= (- >: l\J. 

[fccruat1 : 

n) A J R. b) C' n D , c) (A U /J) U C: dl (11 () 8) () f): e) (A 0 B) U E; I) Z 1 /: ~ /). g) /> IJ. 

7. APROXIMĂRI ŞI APROXIMA ŢII 

Numerele reale ne apar ca rezultat al unor măsurări sau al unor ca lcu li!. 
Reamintim că „a măsura" un obiect înseamnă a-l compara cu un a lt obiect 

de acelaşi fel. ales ca unitate de măsură. Practic nu există pos1bilita tea unl 1 
măsurăn exacte; precizia oricărei măsuri depinde de instrumentul de n1ăsu ra 
folosit. 

I) De exempl11, să pnv11n figura 9. Să mă surăm cu rigla (gradată 111 1nn1) 

laturile; obtinem că segmentul AB are lungimea cuprinsă între 2,1 cm şi 2,2 c111, 

1a r segmentul BC are ş1 el lungimea cuprinsă între 2, 1 cm şi 2,2 cm. 
Putem afirma oare că patrulaterul ABCD este un pătra t ? Cu toate cfl ~1 

lungimile segmen telor CD şi DA sînt cuprinse între 2,1 cm şi 2,2 cm, nu puten1 
afirma aceasta; s-ar putea întîmpla ca, 1nă\utînd 
lungimile cu un instrument de măsu ră mai prc.:1~. ~:i 
obţinem că lungimea <;egmentului AB este < 2,13 cn1 , ia r 
lungimea segmentului BC este > 2,13 crn. 

I 1g. 1.9. 

Să acceptăm totuşi 1deea că patrulaterul AB('D ar fi 
un pătrat . Lungimea (în cm) unei latun a acestui pacrat 
este dată de un număr real /. Măsurînd cu rigla , <1n1 
'tabiht că acest număr este mai mare dccît 2, 1 „1 mai n1ic 
dccît 2,2 : 

2,1 < I<2,2. 

!11 practică îl aproximăm pe /, de exemplu cu numărul 2,15. Scncrn I:::::::- 2,1 '\ 
~ i citim ,,/ este aproximativ 2,15". Spunem că „lungimea laturii pătratului t:\t~ 
aproximativ de 2,15 cm''. 

Nu este obligatoriu să-l aproximăm pe I prin 2, 15; îl putem aprox1m,1 prin 
n1ulte alte numere, ca de exemplu 2,13; 2,1: 2,2 sau chiar 2. 

Aproximîndu-1 pe I pnntr-un număr a. facem o eroare*. 
Să ne ocupăm acun1 de a ria pătratulu1. Ce puten1 spune de~pre această a1ic 

(mă surată în cm-)? Formula A = / ne arată că avem 
l 

2" < .4 < 2 .2-. 

adică 4 .4 I < A < 4 ,84. 

Putem aproxima de exemplu n un1ă rul A prin 4,5; sc riem 

„, = 4,5, 

acccptînd astfel că aria pătratului este aproximativ 4,5 cm-. Putem scrie şi că /1 
....._ 4,8, acceptînd astfel că ana pătra tului este aproxima tiv de 4 ,8 cm-. 

-- - -
' Cu\ intui „1.:roare" .tr~ in rna1cn1<llllă în tck„uJ dl: „gn.: -;.cală În\ olunt:.lr<i. inc\llcthil,1" . I).. obr 

lll, prin lrnarc a unei apro\1mr1r1·· intll•'glm \illoarea .1h'>olu1ă a J11trcnţc1 u11111L' 1pn1\11n.11t 'I 

11u111!iruJ pt• ~are-I apro\1mca1ă. În prac1kf1 alegerea unei .1p ro,irnaţ11 \L' f,1c1: in .1~1 kl inLit p1l'l'111.1 
l' I ~:.i ne \clll'>lacă . 
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De regulă, 

mere reale) pnl 
1na le. 

2) Şttn1 Cd 

u ului său (mă 
scrie 1ec11nal Cl 

În tehnică 
x11nflrÎ ale sale 

după necesită\ 

Să oh er 
rnică decît o ol 

Aproxirnind p. 
'.\ .1415 este ma 

1) (ium 

Acea ~ta în sed 1 

Nu n1ă ru 1 ' e:s1 
Pc etiche 

Pe un re 
i1npnrnat : 

Dacă re?J 

dcoa 1ece 5< 1 
111atr1<le20 ki 

Cele de 1 

Vom sp 
dacă 

Aceasta în ca 



1:= (-J: I\). 

'ATII 

ări sau a l unor ~alcule. 
~mpa ra cu un alt obiect 
există po~1bilita tea unL" 1 
instrumentul de n1ăsui il 

.1 rigla (gradată în 111111) 

între 2,1 cm ş i 2,2 l.' 11 1, 

~i 2,2 crn. 
pătrat? Cu toate c.:ft ~ ' 
:m ş i 2,2 cm, nu pute n1 
1tîmpla ca, 1nă'>urind 

măsură mat prc~1s, să 

AB este< 2,13 cn1 . 1a1 

13 crn . 
Jatrulatcrul ABCD ar li 

latun a acestui patn1 t 
Mă<;urind cu ngl.i , 111 1 

are dcclt 2, 1 ~·mai n1 ic 

JI 2,J 5. Scncrn I ::=: 7, I "i 
l laturii pătratului C'> lc 

I putem apro xim<l prin 

unc de!> pre acea \ta a i"ic 

n 

-. Putem scrie şi c<:1 A 
! 4,8 cm . 

lnl 1r.1. ine\1tab1lfi"". I.>..· ob1 

•1en te1 d 111t rl' .1pn1\1111.11 l' ,, 

l:.iel' in .1 ~1 Id i tKit p 1l·l·111.1 

De regulf1, în practică apr(\xi1nă1n măsur1lc obiectelor (care ~int date de nu
mere reale) prin nun1ere raţionale 'crise zecimal, a\~nd de obicei doar cîte\ a zeci-
1na le. 

2) Ş t irn că, pentru orice cerc. raponul dintre lungi111Jlc r1rcun1tennţci ~i didmc

trului s[1u (măsura te cu al.:eea"i unitate de n1ăsură) este numă1ul real 1T care se 
scrie 1ecin1al cu o infiniiate de cit re : 

3' 14 l 592653589793238 ... . 

În teh nică, în fizică. în a"t1onomie se lucrcaz..ă nu cu nl:c t nurnăr. ci cu apro
xin1ă ri a le sa le, ca de excn1plu : 

3.14; 3, !41 ; 3,1415 sau 3 ,141593, 

după necesită ţ i. 

Să ob ervăm că înlocuind (aproximînd) pe rr cu 3,14 fa cem o eroare mai 
rnică decît 0 ,01 , deoarece 

.1.14 - rr I - O .00 I 59 .. < O .O I . 

Aproxi1nînd pe rr cu 3,1415, fa ce1n o e roare mai mică dccit 0 ,0001 ; aproximaţia 

3.1415 este ma i preci să decît 3.14. 

1) C it11n pe eticheta unei sticle de otel 

Conţinut l 00() ± 20 n1l. 

Aceasta însca rnnă că, dacă sticla conţine .\ n11 de oţet. atunci 

I OOO 20 < .\ < I OOO -J 20. 

Nu n1ărul x este aproxin1at de 1 OOO , cu o eroare ce nu depăşeşt e 20. 
Pe etichc:ta unui borc<-1n de muştar citim : 

Conţine 445 t 13 g. 

Pc un re1jstor electnc, cc 
i n1pri1na t : 

folo~e~te în construcţia apara telo r de radio, e~tc 

10 k!l .± 5<'c . 

Dacă re zic:: torul a fost fabricat de R kiloohrni, atunci 

20 - I < I~ < 20 + I • 
deoarece 51 ; din 20 ki loohmi este 1 kiloohm . \ 'aloa rca rezi stenţei e~te :.iproxi-
1n<1til ele 20 kiloohrni. cu eroare de cel niult l kilooh1n. 

Cele de rnai su;-, ne .iustific.:1 unnătoarca definitie : 
Vom spune că numărul a aproximează numărul x cu o eroare de cel mult e. 

dacă 

a - e < .x- < a + e. 

1\ ceasta insca n1nă de fapt că ' E: [a - e; a + el. au că I a - x - l . 



Astfel, 3, 14 aproximează pc rr cu eroa re de cel 
mea 1.ă pe rr cu eroare de cel rn uit O ,OOO I. iar I .8 
e roare de cel mult 0,0 1, căci 

rn u 1t O .O I · 3. 14 t 5 aprox i
a p ro x1mea1a pc 1.807 cu 

I 1.8 1.807 I =- 0.007 < o.o I 
Numărul e este pozitiv. De ohicci. e e~tc „1n 1c" (con1pa ral! \ cu nun1ft rul a) 

ş i este ales de forma 10 " unde n L N. 
Dacă e = 10 1 = 0,1 , se spune că a apro x i tnează pl! , cu cr<)a n.: de cel rnull o 

zecime ; dacă e = I o-~ = 0,0 I, se spune c<i a aprox 1 111e.L1..ă pc \ L: ll e roa re de cel 
mult o sutime etc. 

EXERCIŢII RElC)I \ ' ATE 

I S 
1) Care dintre numerele 2,14 şi 2,15 apro :-.;i1nl!ază pc cu c1oa1c d l LLI 

7 

111 u I t O .O I '! 

Luînd a= '1, 14, c - 0,01 
15 

ŞI .\· = 
7 

2. 142 ... constatăn1 că e-;te adc văr<.it 

15 
că 2,14 - O.Ol <7< 2.14 t- O.Ol. De ase1ncnea, este ade\ă11t cf1 2. 15 0,01 < 

15 
Aşadar amîndouă nun1c rc le 2,14 şi 2.15 ::iprox1n1cL1.1a pe 

7 
cu eroare de cel mult 0 ,01 . 

2) Pentru numărul rr, care aproxirnare este 111:1 1 bună: J. 14 -..a u 115 '! 
3,14 sau 3, 144 ? 

Să comparăm între ele numerele I 3. 14 

I 3,14 - rr I= rr - 3,14 - . 0,00159 .. . iar I '" " 
astfel 3, 14 aproximează mai prcci~ pe rr decit 1,15. 

rr I 
rr I 

!>Î I ~. I 5 
J . 15 rr 

rr I. Avem : 
') ,()()X4 ... şi 

De asemenea, deoarece I 3,14l rr I 3,1 44 - Ti- 0.0024 este rnai 
mare decît I 3,14 - rr I, numărul 3,14 apro :-.:in1 ea7.ă n1a1 preci.., pe rr ~1 dccît 3.144. 

EXERCll'II 

' 
I ) Scrieţ 1 zecimal numărul ~ ; apro x1 ni.1 t i-I .tplll prm .1he trei n.11nen. cu etoan: ck c.:cl n1ull 

7 .. 
n mume. 

5 
2) Numărul este 

I I 
<.1prnximat p1111 0 .4S :;-1 0.46. (';irc d1n1re .u:cstc ,1prnxin1aţ ÎI n 

con ... ideraţ1 n1ai precisă ? [)ar dintre :iprn\1111:1\irlc 0.4°'4 "' 0.45S ' 
1) Putem spune că numărul 1,9 ap1 C1 \Î111calfi pc 1,8971 cu eroare de cd n11il1·,1)0,1: h) 0 ,01 ; c ) 

0,005: <l) 0,00 I ? 
4) Aflaţi numărul \'. ~tiind că : 

a} la - r l 0,2 ŞI li 5); hi I .\ fi 0,1 SI (I 10: ll tl \ I tl,01 Şl {/ 

5) Ştim că numerele \14 ~' 3, l'i ap1 0\1 11ll: 1a un nu111ar 'cu cro..11c dr 1.:d mult 0,11 1. Pu1( 11 
"><.:ne un alt nun1ăr care aproxi1nca1.ă p~ \ ( li c11)ar~ dec I n1ult 0,01 ' 

6) Şt11n c 
„k ~el inu li 0,0 

Q3] D 

"!prnximeaxă PI rn P1 
1atea de l:Crnea 

[fil i\ 
pu1e\1 ~pune de 

Sa ne a 
riabilă se 1 

l)c cxc 
I) Ele 

Con:-;tantin~ 

2) 2x · 
1) l I tf 

4) 2x 

5) 
2x 

3x 

6) 4x 

Prin1a 
necunoscut 

Mulţi 

cazul în c 
0 t..:Cl 

nccunoscu 
brul drept 

Nect1 
mulţirnea 

clcn1ente 
!'fi cxprin1 
în se a 1n nft 

Dec 

• nu a re nu 

a re o soit 



t 001 : 1 1415 <1pro xi
oxime1za pe 1,R07 cu 

ipll ra li\ cu nun1;i 1 ul a) 

cu croa re de cel rnult o 
1 pc \ cu eroare fe cel 

I °' pc 7 l:ll eroare de cel 

1tăn1 că e..-;te ade\'ă rat 

.15 apt lX11111;.11a 

0,0 I< 

15 
pe -

7 

n11u1 : :1, I 4 ... a u 1 I 5 ? 

I ~.I 5 rr I Avem : 
3, 15 rr 0,ll0X4.. ~t 

0.0024 este 1na1 
eci pc rr ~1 dccît 3,144. 

urnen: Cll 1:10.111.; dl'. t:el mult 

ntre t c-.tc .ipn x1nK1tii o 

,45S I 

e cel mult· 110.1: b) 0.01 : c) 

J 
a \ 0,01 I a • 

4 

Jr de cd nu lt O.Ol Putc\1 

6) Ş tin1 că ' E [I . 72J : I ..... ~2 J Ară tati că extremitătile intervalului aproximeal.ă pc ' cu eroare 
de cel mult 0,0 1. 

[g Dacă ,. E [J.226' ~.2·l'5l. ară taţi că cel puţin una dintre extremităţile intervalului ii 

nproxi1ncaxă pe \'cu eroare de cel mult 0,01. rn Pe eticheta unei sticluţe cu cerneală este sens : 10 ± 3 ml. Ce puteţi spune despre canti

tatea de ~erneală din sticluţă ? 
t"""n.î 18 
~ Apro:\1maţ1 numărul - printr-un număr raţional scris ca fracţie cu numitorul 100. Ce 

I J 
puteţi spune despre eroarea aproximării '? 

8. ECUAl~Il ŞI SISTEME DE ECUAl'IJ 

Să ne amintim că o ecuaţie este o propoziţie cu variabilă (propoziţiile cu va

riabi l<i se n1ai numc<.;c prcdic~te). în care apare, o singură dată, ~emnul „=". 
l)c c.\emplu, să considcră1n propoZiţ1ilc cu vanabilă (predicatele)· 
l) Elevul cu nun1cle x este în clasa a VI II-a A, x E { I one~cu, Popescu , 

Constantinescu l : 
2) 2x - 5 = ? . x E 10. I, 2, 31 : 
1) litera x este în alfabetul latin, x E !a. h. 1T, p, x} : 
4) 2x t y = 7, x, y E.. N ; 

2x -t 3 
5) 1 2 -1-

1 
=„. x E R ~ 

- X I 

6) 4x - I = I =- x + 2. x E f I. 2}. 

Prin1a , a treia ~i a ~asca nu sînt ecuaţii. A doua ş i a cincea sînt ecuaţii cu o 
nccuno"icută, iar a patra este o ecuaţie cu două necunoscute. 

Mulţimea în care ia va lori necunoscuta se precizează în dreptul ecuaţ i ei : în 
cazul în care nu este scrisă, \10111 considera că e<.;te mulţimea nun1erelor reale. 

O ecuaţie cu o nccu no..,cută a re forma generală 

.~'( x J - D(~) . x E A/ : 

nccuno..,cuta x apare e/i·c1iv în enunţul ecuaţiei. în niembrul stîng S sa u în mem
brul drept D 

Necunoscuta po..t te fi înlocuită, în enunţul ecuaţiei, cu orice elen1ent din 
mulţi1nca ,W: ca re1ullat enun ţul poate expri ma sa u nu un adevăr. Acele 
elemente ale lui A/ care înlocuite în enunţ. în locul necunoscutei, fac ca enunţul 
..-;ă e\primc un ade\ăr, \Or fi numite soluţii ale ecuaţiei. Rezolvarea unei ecuaţii 
înseamqă afla rea tuturor sol uţiilor sale. 

De exemplu, pnn înlocuire directă, constatăm că ecuaţia 

2x 5 = 2, x E {O, I, 2, 3} 

" nu are nici o solu ţie. In să ecuaţia 

2x - 5 = ? , x E R 

<irc o ~olutie (~i numai una), numărul 3,5. 
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EXERCIŢII 

x t I x 5x - 6 
1) Verificaţi dacă: a) 2 este sau nu soluţie a ccuat1ei -- - -- I = x E R • 

3 2 4 
b) - 4 este sau nu soluţie a ecuaţ1e1 (x - 5)2 + (x l 

, 
6) . (X • 6) = 2( X + 3) . X E: R. 

. 5 
2) Care dintre numerele : - 3. -2. -3. 3 5 

- 1. 2 . 3. 3 este solutic a <-'-uatk1 : 

a) 2x + 3 = x + I. 1( L R , b) x~ + I = 4. x R . c) I x· = - 8. x C -R : d) 2x + 3 = 4x - I • 
X E R ? • 

[J}] Ecuaţia x· + 6x + 9 = (x + 3) . x E R are : 

a) o soluţie ; b) n1c1 o solut1e ; c) mai mult de două soluţii ; d) două <,oluţ u. C..ue ră!lpuru. e:.te c0-
rec1 ? 

Două ecuaţu sînt numite echi\alente dacă au aceeaşi mulţime de soluţii. 
În rezolvarea ecuaţiilor se folosesc următoarele două propr1etăţ1 ale ega

lităţii (valabile pentru numert. reale): 
te„ . Adun1nu la \sau scăzînd din) ambii men1bri ai unei ecuaţii 

acel , . nu11~ - re( I obti al c: \!~ - ti c ÎVClll'ptf cu pr-i, 
Conform acestei proprietăţi, putem trece termeni dintr -un men1b1 u 

într-altul. schimbînd u-lc se mnul. 
ro„rietatc 2. 111nul\1t d (sau împărţind) ambii men1bri ai unei ecuaţii cu 

acela i număr reni . diferit de O. obtine1n o altă ecuaţie. echivalentă cu prima . 

De exemplu, s~ rezolvăm ecuaţia : 3x - I = 9. x E R. 
Adunînd la ambii membri numărul I, obţinem ecuaţia 3x = 9 -r I, x E R. 

echivalentă cu prima Împărţim acum ambii membri cu 3 : obţinem ecuaţia 
10 

x = 3, x E R, ca re este echivalentă cu prima. Această ultimă ecuaţie a re 

· l · IO D . . . 3 I 9 E R evident o singură so uţ1e , numărul ) . ec1 ş1 ecuaţia x - = . x are o 

singură soluţie numărul 

O ecuaţie de forma 

10 

3 

ax + b = O. x E R 

în care a =I= O şi b sînt numere reale, este numită ecuaţie de gradul I cu o necunos· 
cută. Am învăţat în clasa a VII-a că orice ecuaţie de gradul I cu o necuno5eută 

h 
are o singură soluţie, numărul 

a 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Să rewlvăm ecuaţia ax+ 3 = 4x - 2a, x E.. R, în care a este un parametru 
real. 

Trecein în membrul stîng toti termeni-i în care apare necunoscuta, iar în 
membrul drept ceilalţi termeni ; ecuaţia este înlocuită cu ecuaţia echivalentă : 

24 
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Oistin 
1) a =J 

(care este; 

care are e\ 

2) {/ = 

această cc 
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dul suit 

de o pali 

H 
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10 

ohtine1n 
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În 
aceasta ! 

can: an 
posibil 



X 5x - O -· -I = ,x E R, 
2 4 , 

J}", X (. R. 

solutic a 1.~ua1ic1 : 

x c- ~ : d) 2x + J - 4x - I • 
• 

ă !>Olup1. C.11e ră!>pun:. c~tc tu-

aşi mulţime de \Oh1ţii. 

uă propnctăţ1 ale ega-

membri ai unei ecuaţii 
• nn1a . 

·n1 d1nt1-un men1blu 

nbri ai unei ecuaţii cu 
echivalentă cu prima . 

. 
ţia 3x = 9 + I , x E R, 
;u 3 : obţinem ecuaţia 

;tă ultimă ecuaţie a re 

•x - I = 9. x E Rare o 

~ gradul I cu o necunos
juJ I cu o nccuno~ută 

re a este un paran1etru 

Lre necunoscuta, iar în 
:u ecuaţia cehi va lentă : 

sau 

-4 x + ax = - '>a - 3, x ·E R, 

(a - 4 )x = - 2a - 3, x E R. 

Distingem două cazun : 
1) a-:/- 4. În acest caz împărţim ambii mcmbn :li ecuaţit:i cu nun1ărul a - 4 

(c':lre este-::/= O) ; obtinem .istfel ecuaţia echivalentă 

-2a- 3 
x=----,x E R 

a-4 

ca re a re evident o singură soluţie : numărul 

2) a = 4. În acest caz ecuaţia se scrie : 

2a - 3 

a - 4 

o . X = - 2 . 4 - 3. X E R ; 

această ecuaţie nu are nici o soluţie. 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ 

Într-un vas s-a turnat acid sulfuric, mai întîi 0,8 1 cu concentraţia de 12% 
apoi 1,2 l cu concentraţia de 20% . Ot acid sulfuric cu concentrat1a de 15% mai 
trebuie turnat, pentru a obţine o concentrat1c a amestecului de 16% ? Dar de 
18%? 

Rezolvare. Să notăm cu x cantitatea (în litri) de acid sulfuric cu concentraţia 
de J 5<,(- ce trebuie turnată in vas pentru a obţine amestecul dorit. Totalizînd aci
dul sulfur 1c pur d111 cele trei con1poncnte .ile amestecului. obţinem pe 

12 20 15 . . 
de o parte 0,8 · 

100 
+ 1.2 · 

100 
+ x · 

100 
htrt , iar pe de altă parte (0,8 + 1.1 "T 

I (i 
-t \") · litri. Rezolvîn<l ecuaţia : 

100 

12 + 20 15 16 
o .s . l 00 I ·2 . 100 + X • I 00 -· (o ·8 + I •2 + X) • I 00 

ohţinen1 soluţia x = 1,6. Deci, pentru a obtinc un amestec ~u concentraţia de 
J 6'?t , va trebui să mai turnăm în vas 1,6 I acid sulfuric cu concentraţia de 15%. 

În acelaşi mod, să încercăm să răspundem la a doua 1ntrebare De data 
aceasta sîntem conduşi la ecuaţia 

12 20 15 18 
o ,8 . I 00 + I ,2 • I 00 I X • I 00 = (o ,8 + I .2 + X) • I 00 

care are soluţia - 0.8. Această soluţie fiind negativă, putem spune că nu este 
po\tbtl să mai obţinem (în condiţiile date) amestec cu concentraţia de J8C}f;. 
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EXERCIŢII 

I) Rezohati ecuaţiile de gradul I : 

? I 
a) -=- x - - -= O: b) 0.25 x - 1.8 = O: c) 

3 5 

3 
- x+2=0:d)ll'ix t- J .JI O 
5 

Scrieţi '>oluţiile !.Ub formă zecin1ală . 

5 
2) Ş11m că 6 c'>te '>olutie a ecuaţiei 

alte ..,olut ii ? 

x " 111 -= 5. x E R. Aflaţi numărul 111. f·cua1 i.1 1nai .uc -:-1 
2 

5 5>. ;- 4 
3) Este adevărat că ecuaţia 2 + 2 x = 

2 
, x E R, are soluţia O? Re1olvaţi-o ! 

X 
4) Rezolvaţi ecuaţia: + 1.11 = 4.0.t 

1,6 

5) Rezolvaţi ecuaţiile : 

I I 
a)8x - J = 5x -- ( llx - 5). h) (2x - l) +- C4x - 1) +- (Xx 

2 , 4 X 
I ) l 2x: 

c)(x - 3)(x-5)+2=(x 4l2 -+ ~ : d)( .1 - 4x)"-l (..f - 3x)2 = (<;x -5)2: !;;)tei 
6 ~ 

=(3 - 13x)2
: m Cx -l- 2)(x rJ) - tl = (x ->-5)(4 + xJ 12: 

4x + I 

J - 8'x 
= - -.x E R I - 2x ( 

3 + 8x 
3 1 J [ill ' -- 2x - - h) 
8 1 8 . 3 --h. 

- 1 ( „ ) . '\ ---- = O x ~ R\ -
4 - 6 '.\ • J ' 

6) Rezolvat1 ecuaţ11le, analizînd to.ite cazurile ce pot apărea (a ~ i 111 sint paran1ctrt real i) : 

} 

a) a· - x -= I + ax, 
X X O X 

b) - - --- - --- ; c) - + 2 
a a - l a + I a 

ax I : 

GO (n1 + l)x +-a = x; [ill a(x - a) = 111(x tn). 

7) Pentru ce valori ale parametrului a, ecua1ia 
„ 

- 2(a - I rx + 2a(ax - 2) - (Sa - I )x 

nu are o singură soluţie? 

Să luăm de exemplu ecuaţia : 

2x + y = 4 , x, y E R. 

Ea este o ecuaţie de gradul I cu 

y 

------ --, 
I 
I 

b I 

26 

I 
I 

0 X 

a 

Fig. I. JO 

A 

două necunoscute . Inlocuind necunoscuta 
I 

x cu -::;- . iar necunoscuta y cu 3, obţinem - I 
propoziţia adevărată : 2 · - + ~ - 4 2 - . 

Putem spune astfel că perechea ( ~ : J) 
este soluţie a ecuaţiei. Pute·111 constata, prin 
înlocuire directă, că şi perechile (0; 4 ). (I; 
2), (2; O), (3; - 2) sint solur1i ale ecuaţiei. 
Orice solutie a ecuaţiei are forn1a (/; 4 - 21), 
unde I e~te un număr real. 

o 
plan, d 
n1ulţ11r: 

X 0 ~I 
o 

unde 1 

Accsl 
a # ( 

( I X 1 



i x + J.J I =O 

Jmărul nt. r.cu•11ia nlm .11c ~· 

l O ? Re1olva11-o 1 

I 
") ) +- (l\x I) + -' · X 8 rn(I I 2~ )1 + 12 5x) ' 

\ ) I „. -· 
- 3\ f 2 ~ J ·' = Ox t: R -
- 6x ' 1 ' 4 

~I 111 SÎ ni parametri rc.1h) : 

l I . • 

- tn). 

În locuind necunoscu la 

iscuta } cu 3, obţincn1 

I 
I : 2 ' - + J - 4 . 

2 

că perechea ( ~ ; J) 
i. Pute·n1 constata, prin 
şi perechile (0; 4 ). ( I; 

int solutii a Ic l.!cuatiei. 
~i are forn1a (/; 4 21), 

real. 

• 

I 

• 

• 

O ncl. pereche de nun1erc reale (a; b) poate fi identificată cu un punct din 
plan. cc a1c ab~cisa a ~1 ordonata b (vezi figura 10). În c lasa a VII-a am arăta t că 
n1ulţin1ca ,0Jt1\iilo1 ccua\1e1 poare fi identificată cu o dreaptă din planul 
x O ) (\C1J tlgura 11 ). 

O ccuat1c de gradul I CLI două necunoscute x şi v are forma 

O. x. \ l:. R 
• 

unde a O sau li O. Solutiil~ aceste i ecuaţii ~înt perechi de numere reale. 

y 

[ 
A (O;-!..} 

b 

o X 

~ 
L 

t 
o 

L 

I 1g I 11 Fig. I.12 

Aceste percch1 !'.C d 1.; nt1l1ca cu puncLele unei drepte din planul xOy. Dacă 
u ~O şi h 1 O, acca ~ta d reaptă este determina tă <le punctele 

4 (O. l' - · ' 
lJ 

o) (fig. 12). 

Cc "> t: 1n 1n11 I. d· , 1 O , ,1u daca ft - O' 

I~XERCll'J I 

t) Hcprclull.111 . 111tr uu -;1 ten1 de C(H•rdonatl . dreapta :-.olut ii lor ccuat1c1 : 

.i) 3x 2) () O, b) 5:\ y 8 - O; GO - 4x 2y i - O; rn - 2x + Sy - 12. 

2) Rcp 1 zl.':ll.tl 1 1 11 .1edc1~ 1 shtcrn de cn0n.iona1 c. d reptck : 

a)~, ' 4 O; blx , t I tl:c)4x- 4y 12;d)2x 1 y O.Ccobscrvati? 

[}:I] Rlprc1 111.111 111 .1cel.b1 "'Mcm de coordonate dn„ptdc de ccuatn 4x -l 2y 5 - O ş1 
t". -t 3)' 9 O Pu1c11 do,cd1 că ele <.iot paralele'! 
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Un sistem Je ecuaţi i este format din două sau mai rnulte ecuaţii. cu acelt:a~i 
necunoscute. De exempl u, 

") ... 
(x. y E R) 

v - 1 
w 

c te un sistem de ~cuaţii cu două necunoscute. I ... a fel, 

f X 5 = 0 

l X t )' 3 
ş1 chiar f 

X 5 = () 

„ y = 1 

sint sisteme de. două cc1Kttii cu două necunoscute. ' 
Să luăn1 s1ste1nul de c.Jouă ecuaţii cu doua necunoscute 

l 2x t ~ 

Jy 3 
• 

5 
(x, y ~ R) 

P<:1el.'.hea (2; I) e Le c.oluţie a acestui sic;ten1, deoarece înlocuind necunoscuta x cu 
:!, iar necunoscuta ) cu I, amind<)uă propo:11ţiile 

2·2-t 1 -5 
. 

Şl 

sînt ade\ăra te. Putcrn identifica perechea (2. 1) cu un punct din plan, anu111e cu 
punctul ..._)ce a1e abscisa 2 şi ordonata 1 (\ei1 figura 13). 

În general. soluţiile s1sten1elor de ccua\11 cu două necuno cute x ~i ) .... int 
perechi de nun1erc reale ş1 pol fi identificate cu puncte din planul x(J) . 

Două s1:-t•111e de ecuaţii. ce au aceleaşi sol uţii, sint nun111c t.'('hha ll'ntr. 
Si~ten1e•<. d· dourt ecuaţii de gradul I cu douft necunn:--cute x şi ) au fo1n1.1 : 

[ 
ax + by -t· c = O 

(x, y E R) 
a'x -1- b'y + c' = O 

;.\111 învăţat în cla~ a \'11-a inai multe n1etode de rezolva re a unor a~tfcl de 
sisterne. 

De exen1plu ă rcz.ol\ăn1 ~1stemul ( 
3x 2y = 5 

' - 4x + 7, = 2 
pnn metoda reduccru. 

y 

J s 

o I 

L 

Fig I I 1 
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JC 

. 

Înn1ult1n1 ambii nie1nh1i a1 prirnei 
ecuaţii cu 4. iar ambii n1embn a1 celei de-a 
doua cu 3 : obţine1n sistemul . 

[ 
1 :!'" 8v = 20 

- 12x + 2.lv - 6. 
• 

Adunăn1 acun1 1nembru cu n1c1nb ru (t'll' 

do11i'i ecuaţii ; obţinen1 : 

13y = ?6, 

de unde y = 2. 

' 

l)in p 
Soluţia sist 

pnma ccua 

Aceasta es1 

J\~:lda r x · 

perechea 

2) Re: 

[fil [ :: 

X+: 
3x - j 



~,.. -- . ---- --- „ -- - -- -- -

uite ecuaţii , cu acclea!;li 

cuind necunoscuta x cu 

net din plan , anu111e cu 

1ecuno<;cute x !;li ) ~înt 

planul xrJ). 

înt nun1ue el·hhalcnh.'. 
n~cute x ş1 ~ au fo1111.1 : 

1.olva re a unor a::,lfel de 

• 5 

: 2 
, 

bii n1e111bri a1 pr1111e1 
nbi1 nien1b n a1 celei de-.1 
Jl sistemul . 

~X - 8v - 20 
• 

lx + 21 V - 6. 
• 

e1nbn1 cu n1c1nb111 1.:clc 
tern : 

3y = 26, 

. 
Din prima ecuaţie obţinem 3x = 5 + 2y, adică 3x = 5 + 2 · 2, deci x = 3. 

Soluţia si\tcmului este deci perechea (3; 2). 

Să ~ . [ X - 4v = 3 . re7olvam sistemul • prtn metoda substituţiei. Din 
3x + 2y = 5 

prima ecuaţie obţinem x = 3 + 4y; înlocuim în a doua : 

3( 3 + 4 y) + 2 y = 5. 

Aceasta este o ecuaţie doar în necunoscuta y, pe care o rezolvăm : 

9 + 12y + 2y = 5, 

14y = - 4, 

2 
y =- -7 . 

( 
') ) 21-8 

x = 3+4· - 7 = 
7 

13 

7 

( 
13 2 ) perechea 7: --

7 
. 

EXERCIŢII 

1) Rc1olvati pnn 1netoda reducerii sistemele : 

[ 
3x - 2v 

a) . 
4x 3y 

7 

9 ( 
8x - 3y = 2 

b) 
2x - Sy + I = O 

2) Rc1olvaţi prin metoda substituţiei sistemele 

Soluţia sistemului 

r:-;-ţ [ 4x - 5y =- I 
L:.Ll 2x I lOy 1 

este 

[ 
- 2x I y - I - O 

a) 
X f- y - 3 = 0 

b) [ 
X+ 2y - 4 = 0 

- x + y = o 
. 
• f 3x t 2y - 6 = O 

c) 
\. - x i } + l = o 

[fil [ 4x 
2x 

- 6} + 10 - o 
y + I - O 

i---::71 [ X + 3y + 4 = 0 
~ : 

Sx -r 4y = 13 

[fil ( 3x -r 5} + I = O 

X - 3)' = 6 

[fil Re1olvaţ1 s1stcmclc (alcgeţ 1-\ă singu ri metoda de rezoh:arc): 

[ 
3x 5v = 8 

a) : 
2x I 4) 3 = O 

[ 
X+ 2y = 5 

d) 3x - 6y = 9 
c) 

[ 

4x - Sy = O 
b) 

4x -r IOy = 3 

I I - X+ - y = 18 
5 6 
I I 

- X - - y = 21 
1 4 

[ 
2x + 5} - I 

I.) ; 
4x - lOy = 3 

deci 
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Să considerăm sistemul de două ecuaţii de gradul I, cu două necunoscute : 

[
a X b y + C -= 0 
a'x -t b'y + c' = O . 

Ştim că mulţimea soluţiilor primei ecuaţii se identifică cu o dreaptă (c/) din 
planul xOy; soluţiile celei de-a doua ecuaţii se identifică cu punctele dreptei 

y y 

Fig. 1.14 Fig. I.15 

-X 

(d ') (vezi figura 14). Soluţia sistemului se identifică cu punctul P de intcrs ... cţic a 
celor două drepte. În acest caz sistemul este compatibil determinat. 

Dar se poate întîmpla ca cele două drepte (d) şi (d') să fie paralele, ca în 
figura 15 . În acest caz sistemul de ecuaţii nu are nici o soluţie ; se spune că 
sistemul este, în acest caz, incompatibil. 

De exemplu, să considerăm sistemul : 

(
x + y - 1-=0 
X + y - 2 -. o (X, } E R). 

Dacă reprezentăm într-un sistem de coordona te xO) dreptele c;oluţiilo r celor 
două ecuaţii ce formează sistemul (vezi figura 16), constatăm că ele sînt paralelt' . 
Dacă sistemul ar avea ca soluţie perechea (~; y), atunci am avea x t y 1 ~1 

x t- y = 2, ceea ce este absurd. Sistemul este deci inc om pa tibii. 
Se mai poate întîmpla ca dreapta (d') să fie aceeaşi cu dreapta (rl) . În acest 

caz sistemul de ecuaţii arc mai multe soluţii ; fiecărui punct al dreptei (d) îi cores
punde o soluţie a sisten1ului Se spune că sistemul este, în acest cai, con1patibil, 
însă nedeterminat. 

10 

Să considerăm sistemul : 

[ 
2x - y - I = O 

4x - 2y - 2 = O 

(x, y F R). 

Amîndouă c 
zentată în fiJ 
sînt perechil1 
compaubil n 
Obser\ă1n c 

y 

c ) 

I I ' 

a) [ I 

O. Ix 

I, I X 

2) Rc11 

6x --



cu două necunoscute : 

ă cu o dreaptă (d) din 
;ă cu punctele dreptei 

Fig. 1.15 

unctul p de intcrs ... cţ1c a 

erminat. 
1') să fie pa ratele, ca în 

„ 
0 -.oluţic ; se spunL ca 

dreptele soluţiilor celor 
ităm că ele sînt paralcl1.:. 
:::i am avea x 1- Y I ~i 
a tibii. 

cu dreapta (d). În ace;st 
net al dreptei ({/) î1 corc~
în acest cai, con1patibil, 

Amîndouă ccu:qiile cc foi rnea1ă sistc rnul au aceeaşi dreaptă a soluţiilor, repre
zenta tă in figura 17. Deci si~tcn1ul arc mai multe sol uţii ; n1ai precis, soluţiile sale 
sînt perechile de iorma ( \ : 2x- - !). unde x ~ R. Putem spune că sistemul este 
compatibil nedetern1inat. 
Obser\ătn că a doua ecuaţie se obtine din prima prin înmultire cu 2. 

y 

X 

I 11!. I. 16 Fig. 1.17 

EXERCIŢII 

2 I 
I \'. 1 - y == 12 

[ 9()\ r- llHh J o x +- y - 4 3 2 
a) h) 2 . [S[] 

I lllh t I l!h I , 'i ' 5 I 
3x - 2y = 5 X • y - 4 

6 4 

d) [ 
O, I' 1 I, 7) 30 

[ill { 10x + 7y = 14,7 . 
I, h: O, I) I (1,4 I 11 X - 10" - 5,1 

2) Rc1oha11 ~istcmde Jc ccuati1 : 

2 
4, i 81 - --

(1 X t y X y 
a) 10~ 17 h) . 

2 ~ 
) 

4\ .!Oy r 55 o 
3x + 7y 2x 9 

9x 1 2)' 12x 1) 13 J 

J 10 X+ 2y -J J 4x 5y -l 6 
c) d) 

nx ~) 1 I 3x ~) - 2 J 19 
4 6 6x - 'iy f- 4 Jx + 2)' 1 

3 I 



~ 3) Rezolvap mt mele de ecua1n . 

a) [ (x I )(' + :? ) (X I)() I l 

{2x ~ I ) ) 

( l; lh - (x „-)(„ 

(X + ~)() 4) (x 

Fie sistemul : 

4) 

4) 

4 l) 

(X 2l(2) 3) 

x+ y + z = 6 
X -t )y -f 7z = 24 

- 3v + 8z = - I 
• 

x +I x-2 

I~ , + 1 \ 3 
b) • . . 

• x - 2 X+ 5 • JI 
) - 1 ) 3 

(x. y, z E:,R). 

Acesta este un s1:>ten1 de trei ecuaţii cu trei necunoscute : x. y şi z. ·roate cele trei 
ecuaţii sînt de gradul I. 

O solutie a o;a este un triplet de numere reale (x ; y; z), astfel incit dacă lnlo
cui ~ necunoscuta x cu r. pe y cu )' iar pe z cu z. toate cele trei propo1jţii : 

X" + r t = = 6.x-f 5y+7z=24şi -3;1+8z= - I. 

-;înt adevărate. Prin înlocuire directă, constatăm că tripletul (2 : 3 ; I) este sol uţie 
a sistemului. 

Fie (x : J' ; => o soluţie a sistcn1ului. Din faptul că propoziţia r + y -t z 6 
este adevărată, deducem că ~ - (> - l - z. Din faptul că propoziţia r + 5 i 1 + 

• • + 7 z = 24 este adevărată. înlocuind pc x. obţinem ( 6 - )' - => + 511 -f 7 z 24. 
Mai ştim că propozitia -3y + Xz I este adevărată ; a:;;adar perechea ( J : z) 
este o soluţie a sistemului 

f (6 y z) + 5)' + 7z = 24 . 
l - J, -+- 8z - I 

• 

Rezolvînd acest sistem, obţinem l ' = 3. z = I. Acum x =- 6 3 ..., 
1\jungem Ja concluzia că tripletul (2 ; 3 : I) este singura soluţie a sistemului de 
trei ecuaţii cu trei nccuno cute. 

Să obser\ăn1 că în rezol\arca sa an1 folosit metoda substi tuţi ei : din prin1a 
ecuaţie a si~ten1ului a1n „scos" necunoscuta x în funcţie de celelalte apoi an1 

înlocuit-o în celelalte ecuaJii ale sistcrnului (mai precis. doar într-a doua). A1n 
obţinut astfel un :;i~tem de două ecuaţii, în necunoscutele y ~i z. 

Să aplicăm metoda substituJiei şi pentru rewlvarea sisternului : 

2x + J y - z = I 3 • 
• 

3 x + 2 y - 2z = I 3. 
• 

5x - 4y - 2z = 11 . 

Observăn1 că cel mai comod este să „scoa tem" din prima ecuaţie pe z : 
z - 2x + Jy - 13. Să în locuin1 în celeia Ite : 

32 

{ 
3x+2y -2(2x +3y - 13)= JJ. 

5x-4y 2(2x tJy 13) = 11. 

I 

Efectuînd ca l 

rezolvindu-1, 
Deci soluţia ~ 

Alt excn1 

Vom scoate, 
(în a treia nu 

}( 

d) 

a) 

• • 

/ 

\ 

' \ 

' t- -O 
X ) 

X 2• -

G3J Rc1ol 

2, 5~ 

4 ' -ţ 

~ J\futcmaudi - ~ 



x + I x -2 
) -r- I \ " J 

b) 
• . 

" - 2 X -I 5 • 

~ I ) t 3 

~ E R). 
• 

ute : x. y şi z. ·roate cele trei 

: y; :), astfel incit dacă înlo
z, toate cele trei propo1iţi1 : 

3y + 8z = -1. 

ripletul (2 : 3 ; I) este soluţie 

cii propoziţia ' + l ' -+ z 6 
ptul că propoziţia r -t 5 ~' + 
(6 - y - :) -t 5) -t 7 z 24. 
ată ; aşadar perechea ( l ' ; z) 

24 

Acum x = 6 3 1 -· 
lgura soluţie a sish:n1ului de 

toda sub tituţiei : din prin1a 
·uncţie de celelalte apoi ani 
ecis, doar într-a doua). A1n 
tele " şi z . • 

!a sistemului : 

i" din pri1na ecuaţie pc z : 

- 13. 

= I I. 

I 

Efectuînd ca lculele. acest sistem de ecua ţ ii se transformă în 

f 
x - 4~ =- I J 

X - IOy = - 15 
' 

, { 

rewlvîndu-1, obţinem ,. = 5 şi y = 2. Apoi z = 2 · 5 t 3 · 2 - IJ = 3. 
Deci soluţ ia \1~temulu1 e~te tripletul (5 ; 2 ; 3) 

2x -t- V + Z = 9 
• 

Alt exemplu : sistemul x-y - 1 • 

X + 2z = 5 

Vom scoa te, de exemplu, din a doua ecuaţie y = x · I , ş1 vom înlocui în prima 
(în a treia nu este nevoie). Obţinem sistemul in x !;>t z: 

z 
c 

......._ 

'-..... I / ......_ I / 
........ / 

------~~ 

X 

Fig. f 18 

1) Rc1oh ati -.i„temck de eLua1i1 : 

' ) I ( I 

a ) ) -t- l 2X . b) 

. ' I 

4 

d) x - y ?, IX e) 

' 2„ 27 \() 

[2::0 Re1olvaţi s1-.tcmele c..lc ecuatii : 

2x - 5y l 41 42 

a) I I b) - x-- v-- ,_ 
4 3 . 6 

~ t.1:ucmaucă - ,\lgcbr.1. d .• 1 \'III-a 

8 
y 

[ 
2x + ( x · I} + z - 9 

X+ 2z = 5 

Rezolvîndu-1 . obţinem x = 3. z = I ; 
\iSte{llu\ are ca sol uţie tripletul 
(3; 2; lJ. 

Tripletele (.\; I': => pot fi 1den11ficate cu 
puncte ale "Patiului, 1nzcstrat cu un o;1stem de 
coordonatl (),, / (\ e11 figura 18). Mai precis, 
tripletul ( \. J; :) \e 1dcnt1fică cu punctul P ce 
are ab'icisa \, ordonata v ~i cota z. (În figura 19 

abscisa lui ? c:-.te lungimea segmentului OA. 
ordonata lui P este lungimea segmentului 08. 
iar cot:l lui P este lungimea segmentului OC.) 

EXERCIŢII 

' - ) - L = 4() 

2x - Jy O 

5y - 6z =O 

i z () 

lx -t- ?.y + z I · 

X - Jy - 2z = 5 

X + Jy ...L Z -:= 42 

x-1 y tl 7 

4 5 \ 

C) 

3x ~ 4z 47 

2) 5z -34 . 

2, + y - z - 5 
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• 
Multe probleme ridicate de practică pot fi rezolvate cu ajutorul unui model 

matematic. De obicei, un model matematic asociat unei probleme este format 
din ecuaţii şi inecuaţii, ce reflectă problema concretă. 

Problema 1. Pentru construcţia a două blocuri de locuinţe de acelaşi tip au 
fost pregătite 212 panouri prefabricate. Un tracto r cu remorcă transportă, la 
fiecare drum, cite trei panouri la blocul mai apropiat. Pentru transportul spre 
blocul mai depărtat a fost alocat un alt tractor, ce poate transporta în remorcă, 
la fiecare drum, 4 panouri. 

După o săptămînă , al doilea tractor a făcut cu 14 drumuri mai puţin decît 
primul şi au mai răma" să fie tran~porta te 30 panouri. 

Aflaţi cîte panouri mai trebuie transportate spre blocul mai apropiat şi cite 
drumuri mai are de făcut primul tractor. 

Rezolvare. Să notăm cu x numărul de drumuri efectuate de primul tractor 
(cel care transportă panouri spre blocul mai apropiat), iar cu y numărul de 
drumuri efectuate de cel de-al doilea, în acea săptămînă. Din textul problemei 
re zu I tă că y = x - I 4. 

În total primul tractor a transportat 3x panouri, iar al doilea 4y panouri. 
Rămînînd de transportat încă 30 panouri, avem 3x + 4y + 30 = 212. Astfel 
x şi y formează soluţia sistemului de ecuaţii : 

f y =X - 14 

l 3x + 4y + 30 = 212 

Acest sistem de ecuaţii, împreună cu condiţiile x E N ş i y E N, formează mode
lul matematic al problemei. Rezolvînd sistemul, obţinem x = 34 şi y = 20. 

Deci primul tractor a transportat 3 · 34 = 102 panouri. Pînă la epuizarea 
celor 106 panouri ce trebuie transportate spre blocul mai apropiat, ar mai trebui 
transportate 4 panouri, deci 2(!) transporturi cu primul tractor. Pentru blocul 
mai depărtat mai sînt de transportat 26 de panouri, adică 7(!) transporturi cu a l 
doilea tractor. Puteţi găsi o organizare mai bună a tran~porturilor? 

A 

P~oblema 2. In port, două conducte ce descărcau ţiţei dintr-un petrolier de 
21 OOO t trebuiau să-l descarce în 12 ore. După 5 ore, la conducta principală 

apare o defecţiune ; ea este imediat înlocuită cu conducta de rezervă , care are 
însă un debit de două ori mai mic. În consecinţă, descărcarea durează 15 ore. 

• Puteţi afla debitele celor trei conducte ? 
Rezolvare. Fie x debitul (în tone pe oră) al primei conducte, y debitul celei 

de-a doua, iar z debitul conductei de rezervă. Dacă descărcarea ar fi decurs 
normal, atunci în 12 ore conductele 1 şi 2 ar fi descărcat 12(x + y) tone titei. În 
cele 5 ore de functiona re normală ele descarcă 5(x + y) tone ~ apoi, în cele 
15 - 5 - 10 ore rămase, conductele 2 şi de rezervă descarcă lO(y + z) tone. 

X 
În plus, ştim că z = - · 

2 

Aşadar x, y şi z formează soluţia sistemului de ecuaţii 
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unui model 
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1sportul spre 

~ 
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Li puţin decît 

>ropiat şi cîte 

trimul tractor 
· numărul de 
tul problemei 

a 4y panoun . 
= 212. Astfel 

)rmează mode-
34 şi y = 20. 

tă la epuizarea 
t, ar mai trebui 
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-un petrolier de 
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• · apoi în cele - ' ' IO(y+z) tone. 

j 

l 2(x + y) = ÎI OOO 

5( x r y) + I 0( y + z) = 2 I 000 
X 

z = -
2 

Acesta este modelul ma te1na1ic al problemei. Rezolvînd u-1 , obţ i nem x = I 150, 
y = 600' z = 5 7 5. 

Problema 3. Din A pînă în C. trecînd prin B, sîn t 104 km. Din A pînă în B, 
trecînd prin C, sînt 128 km, iar din B pînă în C, trecînd prin A, sînt 96 km . 
Aflaţi distanţele între A şi B, B şi C, A şi C. 

Rezolvare. Să notăm cu x distanţa între A şi B, cu y distanta între B şi C şi 
cu z distanta între A şi C, măsu rate în km. Astfel, distanta între A şi C, trecînd 
prin B, este de (x + y) km şi aşa mai departe. Nume.rele x, y ş i z formează soluţia 
sistemului de ecuaţii : 

X+ y = 104. 
y + z = 128. 

X + Z = Q6 . 

Rezolvîndu-1, obţinem x = 36, v = 68, z = 60 
Problema 4. Tatăl lui I onică a depus la CEC suma de 4 OOO lei pe două car

nete: unul cu dobîndă de 3,5%. celălalt cu dobîndă de 5%. După un an a primit 
pentru suma depusă dobînzi în valoare de 185 lei. Cit a depus pe carnetul cu 
dobînda de 5% ? 

Rezolvare. Notăm cu x suma depusă de tatăl lui Ionică pe carnetul cu 
dobîndă de 3,5% şi cu y sum a depusă pe carnetul cu dobînda de 5%. Textul pro
blemei se transpune în condiţiile : 

X+ y = 4 OOO 

3,5 5 
- x + - y = 185 
100 100 

Obţinem y = 3 OOO. Deci a depus 3 OOO lei pe carnetul cu dobînda de 5%. 
Problema 5. Studiindu-se în lctbora tor dependenţa rezistenţei unui termis

tor de temperatură , au fost obţi nute următoarele date : 

temperatura T (în ° C) 20 40 80 

rezis tenţa R (în k!l) I 0.3 O. I 

Se bănuieşte că legătura între tempera tura T şi rezistenţa R este descrisă de o lege 
de forma : 

T + a R = . 
bT + c 

Determinaţi valorile lui a, b şi c. Care va fi rezis tenţa termistorului la tem
peratura de 60° C ? (Se presupune că formula găsită este corectă.) 
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l~e=olvare. Datele obţinute ne a ra tă că a. b, c sa tisfac relaţiile : 

20 + a 
I = 

b · "O + c 
: () .3 

40 a 
: O. I 

h · 40 I c 

. Coeficienţii" a. b şic formează astfel soluţia ~1~tcmul ui de ecuaţii 

a --t 20b ţ_ c - 20. 

a I I 2b t O.Jc - -to. 
a t Xb I O. Ic XO. 

Rczolvîndu-l, obţinem a :.:- 220. b - -20. c -_ '00. Formula c~te deci 

T -220 
-- - . 
- 20T t- 200 

următoarea : R -

Fo lo~ind această formulă, obţinem rcntru te1nperatura de 60 ·c' valoa1ca 

reL.is tentei egală cu 0 , 16 k!l. 

PROBl,El\1E 

I ) Alla\1 lacurile unui triunghi. ~tiind c{1 ,1dunind cîtl' două laturi .... l' l)bpne pt· iind 45 111. 

52 m. 48 m 
2) Două tri unghiuri '>Înt a:-cmenca: pri1nul are latunk de lungin1c 7 crn. 10 1.;111 ~1 11 1.;111. 1.1r al 

th>ilea ,1re perimetrul de 70 cm. Alla\1 lungimile laturilor celui <.k-al dorica triunghi 
1) Un triunghi ABC are laturile de lun1:,1Îme a. h. c Nound <..u \/. \.I' purKtele de t,1ngen1.1 .1le 

cercu lui i n..,cri.., cu lat urile tnu nghtu lu 1 (;\f se allf1 pc lat ura fi( . '\ pe lat ur:i AC) ,11l.1\i lu ngtn)ilt• .... l'g
rncnt clor HJ\1, .\fC. AN. NC. BP ~t PA. Cai oarticular : a 14 u11 h lf, \.'III. c 20 dll 

4) Un container conţine 30 de tele\ i1oarc şi 28 aparate de r,1d10 şt ~1111:1 re';it~· 729 kg •• ilt 
container de acelaşi tip con\lne doar 10 tclevi1oarc ')t 40 de aparate de radio. cintfir1nd .t73 kg; un .ii 
treilea conta iner la fe l cu primele două conţine 16 tclc\t1oarc -;;i 62 aparate <le rad11), dntărind 601 kg. 
Afla\i masa unui container gol, precum ~1 rna..,a unui tclc\izor Toate tele\11\iurcle sînt th: a~cl.t';il tip. 

De a ... cmenca. aparatele de radio. 
5) Suma a trei numere naturale t'""t" 100. Dacă impărprn primul număr la al dutlca ob11nl'111 

citul 5 ~i restul I : dacă împă rţ1m al dotlca numa r la al treilea, obţrnen1 din nou citul 5 -;.1 n: .... tul I.<. .11~ 
„j nt numerele ? rn Un bazin cu capacitatea de I 500 I poate li urnplut prin trei conducte pn:\°fl/Ute cu 

robinete. Lă..,înd de'>chisc doar robinetele primelor două conducte. ba1inul ~c umple in 10 m1nu1e. 
Dacă deschidem robinetele conductelor I ş1 1. bal'tnul ... e umple i n 25 minute. l"Xb1tul cdc1 de-a 1rc1a 
conducte este de 3 ori mai mare decît debuul celei de-a doua. \tla\1 deb1tclc: celor trei condu1.;tc. În cit 

ump s-ar umple ballnul. dacă ar fi lăsat de„chr'> numai un robinet? 

10. RĂDĂ INA PĂT ATĂ Ş CUBICĂ 

În figura 19 am desenat un pătrat cu lungimea latun1 de~ cn1. Să-1 n1ăsurăn1 
diagonala AC cu rigla (gradată în mm). Lungimea d ·a diagonalei c~tc cupnn~ă 
între 5,6 şi 5,7 cm. 

Aplicînd teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic ABC', obţinc1n 
d !. = 4 !. + 4 2 

' 

' adică : d~ = 32. 
A!;.adar d este un număr real , cuprin <; între 5,6 ş i 5,7. al cărui pătrat \!slc 32. 

Acest număr se notează I 32 şi se numeşte rădăcina pătrată a lui 32. Putem 
aOa 1.icncrea ~a zecimală aplicînd lui 12 a lgontmul de aflare a rădăcinii pătrate. 
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Fig. l. 19 

învă ta t în clasa a VI-a. Obtinem : 

c 

A 

B 

Fig. J.20 

I 32 = 5 .656854 ... 
În figura 20 am desena t un cub ce a re volumul de 10 cm1• Dacă i-am 

măsura muchia AB cu rigla , am constata că lungimea I a sa este cuprinsă între 
2,1 şi 2,2 (c m). 

Pe de altă pa rte, ştim că volumul cubului es te /1 cm'. Deci : 

/
1 = I O. 

Aşada r l este un numă r 

Acest număr se notează f W 
radicalul de indice 3 din I 0). 

real, cuprins între 2, J şi 2,2 al cărui 
ş i se numeşte rădăcina cubică a 

cub es te 10. 
lui IO (sau 

Atît numărul V 32, cit ş i numă rul r 10, sc rise zecimal, au o infinitate de 
cifre în dreapta virgulei, cifre ca re nu se repetă în mod periodic. De aceea, în 
practică sîntem nevoiţi să luc răm cu aproximaţii a le lor , de forma 5,65 respectiv 
2, 15. 

J>elinit1 . I iino dat un numâ r real a O, vom numi r,ădăcina pătrdtă a lui 
a ~i om nota Va. nun1ărul .cai ~ O ce a rc p1 opnetatea ca pătra tul ~au est a 
f1i11d dat un număr reaJ b. \ OJn nun1i rădăcin c 1că lui b I \Om nota cu t h 
numa tul real ce :irc p1oorietatca r.ă b este cuhuJ ău. 

ObH•ri·afir. Nu putem \orbi dc~pre rădăcina pătra tă a lu a -25, deoarece nu există nici un 

număr real al cărui pătrat să fie -25. De asemenea, cu toa te că (-6)1 = 36, rădăcina pă tra tă a lu i 36 
nu e-.te -6, ci 6. 

Exemple. Deoarece ( ~ )' = :
9

. avem~= ~ ; deoarece 0.1 22 0,0144 . 

a\ cm I O ,O I 44 = O. 12. 

Deoa rece 2' = 8, a\.em j18 = 2 ~ deoarece ( 2)1 = - 8, a vem t1 -8 = -2. 

De asemenea, ~ ~ ~ . \I - ?7 = -3. 

Am învăţ at în clasa a VII-a să lucrăm cu rădă cini pătrate . Vom reaminti 
pn ncipalcle proprietăţi : 

1) ( I a)
2 

= a pentru a > O ; 

2) I a
2 = I a I pentru once n umăr a , 
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3) Va ·t'b =ta · b pentru a > O şi b > O ; 

4) Va :v'b =\ia'.b pentru a> O şi b > O, 

ca re se mai scrie şi astfel : 

EXERCIŢII 

1) Calculaţi : 

a) V6" · f24 ; b) Vî2 · v'27 ; c) v'4sO ·I/SO. d) V48 · ViQS. 
2) Este adevărat că V a1 + b2 ={ai + W pentru once a, b ? Demonstraţ i sau daţi un 

co ntraexempfu. 

3) Scoateţ i factori de s ub radjcal : 

a) t/750; b) Vî60 ; c) V 1620 ; d ) t/2l6 ; e) ~ ; f) V2a4 
; t]} V2a 4

b
3 

; GJ V50a
3

• 

4) Introduceţi sub radical ; 

a) 3 v'0,5 ; b) 0,5 V3 . c) 11 VS ; d) 5 t/Ti : e) 0.5 \/2; f) J ,2 VIO. 
5) Scoateţi faeton de sub radical, apoi efectuaţi adunănle : 

a) VTo"o + V2s8 + {128. b) V 125 -V120 + VT8o: c) vtOs - V27 + ~ - v'?s -r VJOO: 

d) VT76 - v215 + VJ%. 
ml Efectuaţi impărt1nlc : 

a) V4S :V5 ; h)lfi7 i/7s. c) vî": V::- ; d) 1/lib: tlf · 
Extragerea rădăci nii pătrate dintr-un număr a> O este anevoioasă. De 

aceea se obişnuieşte să se utilizeze tabele. La sfirşitul ma nualului este prezentat 
tabelul ce conţi ne rădăcinile pătrate ale numerelor natura le mai mici decît 100. 

Cum calcu lăm 
20 t/0,2 folosind ta belul ? Să scriem 0,2 = 100 ; 

deci 
V20 4,472 1 ... ffl = ViOo = 10 = 0.4472 .... 

V 
V84 9' 1651 ... 

La fel, 0 ,84 = ,/li'\i\ = 
1 

= 0 .9 165 .... 
V 100 0 

Extragerea rădăcin i i cubice dintr-un număr este şi mai anevo ioasă decît 
extragerea rădăcinii pătrate. La sfirşitul manualului prezentăm tabelul ce con
ţine rădăcinile cubice ale numerelor naturale mai mici decît 100. 

Întîlnim uneori în calcule numere de forma ~ (VS - l ). tf3" + v2. -
2 

Vi 
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( ~ 

numitoru 

La fel ca 

ficare cu 

Să re 
unor num 

De e 

sa efectul 

pentru a 

= 0,4 • 2,2 

Alt e) 

fica fracti& 

(t/3 + l) 

3 

VJ - I 



monstrati sau daţi un 

- · 
b 

este anevoioasă. De 
ualului este prezentat 
e mai mici decît 100. 

20 
2 --· ' - 100 , 

mai anevoioasă decît 
'.Cntăm tabelul ce con-
100. 

2 
- l ). V3 + Vi . tl2 

( 

I . ? ---- • Cum operăm cu aceste numere . 
V1 + 2V2 

De exemplu: 

2 V3 + 5 V3 = (2 + 5) tl3 = 7i/3 (ceea ce înseamnă 7 · 15); 

t/2 · ( t/2 - I) = t/2 · ~ 12 - v2 · I = 2 - V2 ; 

c v'3 + 2 v'2 ) · v3 = V3 · i13 + 2 tl2 · V3 = 3 + 2 V 6 ; 

( V5 + 2 v'3 )( 4 VS + v'3 ) = \I 5 · 4 115 + tt's · VJ + 2 i13 • 4 \15 + 
+ 2 V3 . i '3 = 20 + t!i5 + 8 t!i5 + 6 = 26 + 9 Vl5 ; 

v'J:Vi = 
V) L 3 • tf2 \'6 I V2 

2 
= -

2 
\16; spunem că am raţionalii.at 

i'2 . \12 

numitorul ; 

V3 tf3 : (i/2 - I) = --
if2 - 1 

113 ( l 2 + 1) 

( v'2 - I )( \12 + I ) 
6 + V3 = V6 + \13. 
, 1 

La fel ca mai înainte , am raţionalizat numitorul, de data aceasta prin ampli

ficare cu ~ + I . 

Să reamintim felul în care putem obtine, mai simplu, sc rierea zecimală a 
unor numere . 

2 
De exemplu, fie numărul re. Nu putem obţine uşor scnerea zecimall a 

t 5 
sa efectuînd împărţirea 2 : 2,23606... . De aceea amplificăm fracţia cu VS. 

-
pentru a obţine numitorul raţional ; obţinem : 

2 -
v'5 

2. vs = ~. V5 = 
tl5 ·ils 5 

= 0,4 • 2,23606 ... = 0,89442 .... 

Alt exemplu. Fie numărul scris sub formă de fracţie 3 
. Vom ampli-

lf 3 - I 

fica fracţia cu V3 + I ; în acest fel numitorul devine număr raţional : ct/3- I)· 

( V3 + l) = ( V 3 )2 
- 12 = 3 - I = 2. De ci : 

3 3( V3 + l) 3 ~ 
1
FJ tFl ~ =-(\ 3+ l) = l,5·(1,732 ... + 1) = 4,098 .... 
v 3 - 1 ( v 3 - I )( l 3 + I ) 2 
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• 

Alt exemplu. Vom amplifica pe 
4 

l 5 + 
cu l 5 - l 3 , pentru a ratio

l 3 

naliza numitorul : 

4 4( l 5 - l/3 ) 

I 5 + t'3 ( l 5 + l 3 )( l 5 t/3 ) < I 5 ):! - < l 3 r~ 

= 2( \ 5 - l 3 ) = I .008. . . 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Ară ta t i că V 3 + l 5 · \13 - l 5 = 2. 

Într-adevăr, 

V 3 + i s · V 3 - vs = V (3 + ~ s )< 3 - 11s ) t 32 
- 5 = l 4 = 2. 

e) 

g) 

EXERCffll 

1) Efectuati înmultirile : 

a) v 216 · t 50 : b) t 48 ·V 18 ; c) 1 fa · t ah V /; . d) (I 2 - I 3 H3 I 2 - 2 l 3) : 
• 

V2+t2·t2-t2; r> 
2) Rat1onalizati numitorul : 

4 17-1-13 

(5 - 2 \ 3 )(5 - 21 3) : 

J I 8 - 4120 ---· • c) d) ---; c ) : I) 
a) b) ~ 

11 2 I 7 
-

l 6 13 - 12 \2 + 1 2t- \ J 

l 1 - I 
--- : h) 

Lf3 + I 

4 
---; i) 
7 - t/2 

2 +t 3 
--- : j) 
2 - v 3 

7 8 
- ; k) : I) 

t ' 20 - 4 1fT11 3 

2 - 1 5 

1 s - I 

t}I] Efectuati împărţirile : 

a) \ 75 : l 12 : b) 21 8 : 3 l 3 . c) \ 54 · \ 6 : d) l 27a: ~ (a ::/:- 0) . 

4) Aproximaţi (cu eroare de cel mult 0,01) numerele : 

3 12 4 2 2 
a) : b) : c) , d) _ ; e) 

\ 15 t To \ '2 - I I - l 3 I 2 I- I 3 
Rădăcina cubică a numărului a este acel număr u ce are proprietatea că 

3 A ~ ză i3~ u = a. cest numar se notea ~a. Astfel : 

( Ca )3 = a. 
Numărul u ce are proprietatea că c/ =- a este unic. Într-adevăr, să pre~upunem prin absurd că 

ar mai exista un număr v. diferit de u, astfel i ncît '
3 = a. 

Atunci u' · ,, = O, ceea ce putem scrie şi (u - l')(i/ + uv + v
2

) - O (verificaţi !). 
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Î m păr\ 1n <l cu 11 

( li + ~ I) 2 
f- ; V 0. 

Avem o ~u mli de nu 

11 1• = O, ceea cc con 1 r ,17 

Contr;idiqia obtmutl 

T oremă. Dara a b I 

IJ lţ d a 

2) r1 a • [ „ u h 

3) t' a : t' I I 
Demonstra/ie. Pr 

F
. 1 . 1 
ie li = I a ş1 v = l 

bru aceste două egalit 

\ 

i1 \ 

Aceasta înseamn 

Proprietatea 3) se 

Încercaţi să o st 

Să observăm că 

1) Completa\ i tabelu 

-27 
125 --
8 

2) Scoate\i faeton de 1 

) 
I I ţ 

a I 81 : h) I 12 : c) I Si 

[]] f 125a
1
b : [fil 

3) Introduceţi sul-> rad 

l 1 
a) J 1 2: h)2 I J:c)2 
4) Efec1ua1i : 

a) 5 f 24 + 6 1' 8 I : 

I 1 
d) (54 - J(l28+2116 



l 3 , pentru a raţio-

- l 3 ) 

- ( l 3 )2 

- 5 = l 4 = 2. 

) ( l 2 - l J )(3 l 2 - 2 l 3 ~ : 

lll·l6 -t lll. 

---: f) ; e) 
\ 2 + I 

2 I 5 

l 5 - I 

(a# 0) . 

1 
---: 
2 + I J 

ce a re proprietatea că 

;i presupunern pnn absurd că 

O (vcrilica\i !). 

Înlpăr\ind cu u - v (care este diferit de zero) obţinem u 2 + uv + v2 = O sau 
• 

( u + ~ 1) 2 
- ~ \ 'i - o. 

1 
Avem o sumă Je numere pozitive egală cu O. Deci u + v =O şi 1• =O. Aşadar obţinem 

2 
u - ,, = O. ceea ce contrazice presupunerea făcută : u :f: 1·. 

Contradicţia obtmută ne arată că presupunerea pe care a m tăcut-o este falsă. 

Teoremă. Daca a. b 111 două nun ere rca1e, a u1 1 

J) t'IJ- a. 
2) f a · t~ h ' a · h 

3) ly;; · 13 I I' . ' f h -:T- 0) 

Demonstraţie. Proprietatea 1) rezultă di rect din definiţia rădă cini i cubice. 
' 'h 0 3 0 

l b Să A 1 • b Fie u - t a ş1 \ = t .. atunci u = a şi v = . 1nmu ţ1m mem ru cu mem-

bru aceste două egalităţi , obţinem : u 1 
• v3 = a · b, sau (u · v)3 = a · b. 

X 

Aceasta înseamnă că u . \' = l~ a . b ' adică V a . f b = r a . b . 

Proprietatea 3) se mai scrie şi astfel : 
, ~ 

~=i/1 
Încercaţi să o stabiliţi ! 

Să observăm că f 2 · rY 22 = f 2°3 = 2, şi în general : 

3 t1 ai y l a · = a, pentru o rice numar a. 

EXERCIŢII 

I ) Completaţi tabelul : 

- 27 
125 - -
8 

125 

27 
27 --
8 

- I 
1 --
8 

1 

8 
l 

27 

8 

2) Scoateţi factori de sub radical : 

125 

27 

125 

8 

a> l1 8l : b) r 32 : c> [54:d) r' 40oo:c> i o.oos-2
: o t'rsa2 :g) rYa6 :h) r' a6h~ : i) t 8la3b. 

DO f l 25a1h2 
: rn t 16a4 H' ; lt)t fi(a- h)1(a + h)2 ; l;)i 1

3
/ (a - h)

1 

~ ~ li (a+ h>' 

3) Introduceţi sub radical : 

1 J l r: 1 ,3 -
a) 1 L 2 ; b) 2 l 3 . c) 2 l O. 5 , d) 5 I 4 ; e) a 1 ab : 
4) Ef ectuaJi . 

l l 

a) 5 [ 24+6181: b) 2.1375-Sf192: c) 51' 3a+(.24a-2( 192a; 
' 1 1 

d) I 54 - 11 128 i 2 I 16 + 5 lY2 - i 2 OOO . 
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S) Efectuaţi : 

a) Vs· f1200;b) (54· (i l6 :c) ~ ·'~:d) l 108: l' 4 : rn 2: t·'f: m I: (-O,o27
: 

Fie numărul ~ ~ amplificînd cu \~2, raţionalizăm numitorul ; obţinem 
l 4 

6 ll 2 6 172 - 6 
t- - = 3 \l2 ~ deci = 3 tY2 
t 4. t"2 2 t}4 . 

Să observăm că ( ~'2 - I )( l14 -t ll2 + I) = ~t'i · \14 + if2 · V2 + V2· I -

- 1 • V4 - I • if 2 - I = 2 - I = I . Aşadar, pentru a raţionaliza numitorul 

fracţiei i31
2
3
_ 

1 
, amplificăm cu \1 4 + f 2 + I; obţinem ca rezultat 3( V4 + 

+ tY2 + l) = 3( t9 + Vl + I ). 

EXERCIŢII 

l) Raţionalizati numit o ru l : 

3 3 
~~ : b) ,'li\ : c) 

5v2 v9 2 
a) 

2 5 
,YA4 : d) . i • e) 
V'+ L/6 - 1 

5 

2) Ordonaţi crescător numerele : 

a) 2y'7. 5. JV'J şi Vi2o' : b) 9. JVX: t/74 ş1 3 f)O . 

rn Fie a= 2 V 4 - Vi5 şi h = i/6- ViO. Determinaţi semnul fiecărui număr. 

Calculaţi apoi pătratele a2
• f/. Ce ob!>c rvaţi ? 

rn Rezolvaţi sistemele de ecuaţ ii : 
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a) 
x+i/2y =2\!2 {x - V2) - r4 

3 
X - 2y = I : b) V1 X + (ci) o . 

v'2 

LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII 
UNOR CUNOŞTINŢE DE BAZĂ 

L UC R A REA I 

1) Calculaţi: a) (2 · .1)3
: b ) ( - J)i · ( +) . t) ( I )k • (- 1 )'~+i pentru k = 8, 9 ş i 10; 

2) Stj 

a) ( " 

3) Ca 

u) O, I 
ta tele i n fo~ 

4) C.il 

5) Ral 

l) Care 

2) Rezo 

3) Rezol 

X 

a) 

4) Un m 
Căm~a este c1 
Aflat 1 preţ ul CC' 



ir.:-
2 

r--n-ţf) I : ~.027: 
2:~; U-1 

numitorul ; obţinem 

3 f/2. 

+ V2 . v2 + if2 · l -

raţionaliza numitorul 

:m ca rezultat 3( if4 + 

- · 
. I 

semnul fiecărui număr. 

UŞIRII 

ientru /... 8, 9 Şt 10; 

• 

2) Stabilit i valoarea de adevăr a propozitiilor : 

a) ( + ) l =0. 125: b) ( ~ ) ~=0.0625: c) ( ~ ) l=J': d) 2E[2; 1): e) 3 E [2: 3) 

3) Calculaţi : 

a) 0.1 2 · 10~ + 0.12 · 10 1
: b) 0.71 · 10 ~ + 0.3 · 10 1

: c) (0,62 · 1 0~ ) · (0, 155 · IOi). Scrieţi rezul-
ta tele în formă standard. 

-
1
1
9 . 4) Calculaţi : a) 18·(12 + I 3::! 1: h) I 25 . I 250 I 25 OOO: c) I 15 . I 25. 

5) Ra tio nalizat1 
. . . 

a) : b) : d) 
3 

num11 or11 : C) l') 

I 5 - 1 7 I 5 - I I - I 5 I 5 + 2 

LUCRAREA A II-A 

• 
l) Ca re dintre numerele -8, 7. 8 ş1 9 este soluţ ie a ecuaţiei 

, 
x- +63 

= I '! 
16x 

2) Rezolvaţ i ecuaţiile : 
X X 

a) 
2 

+ 4 = 3: h) 5( x - I) 4(3 - x) + 7. 

3) Rezolvaţi sistemele de ecuatii : 

x + y 
+ x = 6 [x-v=-1 

x ~ 2y + 3z = 8 2 
a) • b) 

- 6 . c) x - y • l x - y- z =O 
- y = 4 8x - 6y = 2 

8 '( - 2y I- 2z = - I 

4) Un muncitor cheltuieş te 952 lei pentru a-~1 cumpăra un costum, o cămaşă ş i o cravată . 

Cămaşa este cu 38 lei mai scumpă decît cravata, iar costu inul este de 9 ori mai scump decît cămaşa. 
Aflaţi preţul costumului , al cămăşii ş i al cravatei. 
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C PITOI UL li 

UN ŢII 

1. NOŢIUNEA DE FUNCŢIE 

Să notăm cu litera A interva lul închis [O : I], iar cu litera B intervalul închis 
[O; 2]. Putem stabili o legătură între aceste interva le ~ anume, fiecărui element .\· 
din A îi putem face să-i corespundă dublul său 2x. care este un element din 
mulţimea B. Am definit astfel o funcţie pe mulţimea A, cu valori în mulţimea B. 
O notăm astfel _(:A·- B; această funcţie este descrisă (dată) de formula 

/(x) = 2x. 
În general , să ne imaginăm că am făcut să corespundă fiecă rui element x 

dintr-o mulţime A un (singur) element y dintr-o mulţime B; spunem că am defi-

nit o funcţie d e la A la B. 
~ H 1tin<l • .tuncţ1 a /, definită pe n1ultimen A, cu va -

011 1n mulţi , B I\ . numeşte domeniul de definiţie a l funcţ iei .f. i.11 

m rit• n D ~ ,. D ~· P• n1 •I ("' li llo (' iul d ' ,·n lori ,,1) funcţi e i f . 
In exemplul de mai sus am 1u1os1t litera x pentru a nota un element oa recare 

din domeniul de definiţie ; orice literă folosită în acest scop poartă numele de ar-

gument. 
Exemplu. Perimetrul unui dreptunghi este de 12 cm. Ce putem spune despre 

aria sa ? 
Să notăm cu b (cm) lungimea bazei dreptunghiului. Deoarece semrpcrime-

trul este de 6 cm , înălţimea dreptunghiului va fi de 6 - b (cm). Ana a (în cm
2

) a 

dreptunghiului este dată deci de : 

a = h · (6 - h). 

Pute m spune că această formulă ne dă aria dreptunghiului în funcţie de lun 
gimea bazei sale. Să precizăm această funcţie. 

Numărul a, re prezentînd o arie, nu poa te fi negativ: putem cons1dcn1 l 

a E [O;+ oo). Deoa rece b şi 6 - b reprezintă lungimi , trebuie să avem h „1 

6 - h > O; astfel b E [O: 6 l 1 

Deci dependenţa a ne1 de lungimea ba7ei dreptunghiului este e xpnn1a l u 

prin funcţia 
/: fO: 61- [O: -t- 00

). 

descrisă de .f(b) = b(6 - h). 
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Dar codorn 

&1 rcp 
labei de \al 

În1cstn 
ten1 în e vi 
unin1 print 1 

Oh ser\ 
nu1nărul a 1 
lui IO: 9j. I 
rnea ba 1.ci 
n1a tă ';li prin 

~ : r O: fi 
<Jh11 11t1/11 

,lfe ,llt \lldtHllCI 

Alte l'" 

lfe (f<.'\Cl'('~fl' 

vide. dind r 
oră , ficcan 
apă rind astl 
oră. fi cca re 
apă 1înd op1 

Putcrn con1p 

Să obscr 
nurnă răni. A 
se risă de 11( 1) 

din pian ; cit~ 



ra B intervalul închis 
ie fiecăru i element .\' 

' . 
este un element din 

valori în mulţimea B. 
(<lată) de formula 

dă fiecărui element -" 
!; spunem că am defi-

11e 1nut1in1ca A. cu va
finiţic al fl1ncţic i .f. i,1r 
valori '•1) fllncţi c i r 
a un element oarecare 

1 poartă numele de ar-

:c putem spune de<.;pre 

Deoarece semiperime
[cm). Ana a (111 cm ) a 

iului în funcţie de Iun-

. ; putem considera 
:buie să avem h 

l 

rhiului este c \prirna lu 
' 

Aici a rgun1entul <:\te literd b. Care este don1eniul de defi niţie a l funcţiei ? 
Dar codon1eniul '? 

Să reprezentăm grafic aceast ă funcţie, prin puncte. Comple tăm mai întîi un 
tabel de \aiori : 

h o I 2 3 4 5 6 

.f{h) o 5 8 9 8 5 o 

În1est1ă111 planul cu un sistem de axe de coordona te (vezi fi gura I). Scoa
tem în evidenţă punctele cc au abscisa b ş i ordona ta flh), trecute în tabel. Le 
unim printr-o linie „continuă". Graficul obtinut este o linie curbă. 

Qb..,e rvăm. pri\ind aces t grafic, că 
nu1nărul a poate lua valori doar în interva
lul [O: 91. Deci dependenţa ariei de lungi
mea bazei dreptunghiului poate fi expri
ma tă 51 prin f uncţ1a : 

~ : l O: 61 . I O: l) J. g( h) h( 6 - h ). 
Oh1 c1 1·a111 . l·11nc11a " dller.-1 de lum.:11a }. căci 

are alt 1odon1cn111 ! 

A/1e e\'cn1ple I) l'rocese de cre~tere şi 
de cle\·creş1ere. O celulă de bacterie se di
vide, dind na~tc re la două celule : du·pă o 
oră, fiecare dintre acestea se divide, 
apărînd astfel pa lr u celule ; după încă o 
oră, fiecare dintre cele 4 celule se divide, 
apărînd opt celule ~1 aşa mai departe. 
Putem completa un labei : 

Mon1entul r 

N urnă rul tota I 
de bacterii 

o 

I 

] 

2 

Y • 

a= f(b) ~-

) 

„ 

o 

2 3 

4 8 

/ '\ 
J \ 
I· .... ,_ 

I 

-

I 

' 

I b X 

Fig. II.I 

• 

Să ob~ervăn1 că nurnărul total de bacterii , n. depinde de momentu l în care lt: 
numărăm. Acc .... t fenomen de creştere este exprima t p rin funcţia /1 : N - 1\1 , de
sc n..,ă de 11(1) 2' (venf1caţ i !). Graficul acestei funcţii este o rn ul time de puncte 
din pl~n : citcva sînt desenate în figura 2. 
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n 

T(°C) 
80 ' 

70 
60 
50 

I/O 
JQ 

I 
/ 20 L 

10 
\ 
~ 

o I t 
10 f 5 20 t(min) 

Fig. 11.2 Fig. 11.3 

b) Măsurînd temperatura T a ceaiului dintr-o cană, s-au obţinut următoa
rele rezulta te : 

Momentul t 

Temperatura T 
(în ° C) 

o 

80 

• 

5 10 15 

40 20 10 

Dependenţa între tempera tura ceaiului şi momentul în care s-a măsurat 
această temperatură poate fi exprimată prin funcţia : 

·1· : fO: oc) - R 

dţscrisă de T(t) = 80 · 2 '~ (verificaţi 1 
). 

Graficul acestei funcţii a fost tra5at in figura 3 pnntr-o linie „continuă", ce 

trece prin punctele ce corespund masurătorilor. 
2) Elevii unei clase au obţinut la teză următoarele rezultate : două note de 

4, patru note de 5, trei note de 6, cinci note de 7, opt note de 8, şase note de 9 şi 
patru no te de 10. Construim funct1a 

./' : l l . 2. J. 4 . 5. 6 . 7. 8. 9 . I O} - N 

care face să corespundă fiecărei note frecven/a ei (numărul care arată de cite ori a 
fost obţinută nota). Funcţia este descrisă de tabelul : 

Nota x l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Frecvenţa e1 fix) o o o 2 4 3 5 8 6 4 
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Graficul ace 
C( 4; 2), D( 5; 4), 

f(x) 

~ 
I 

-

c 1 
- -

J 

o I 

1) (oral) Care din 

o 

2) Fie A - f I • 2. 
de valon al functici. 

3) Fie func1ia g: 

Calculati 1,'( - I l. g(Ol. gt 

4) Un pie1on plea 
mergind cu vi1c1a (con 
lori a timpului / din inti 
tul t (r este exprin1at in 

--1 

( 

Ati putea compleu 
fu net ia ? 



f 5 20 f (min) 

g. 11.3 

s-au obţinut următoa-

15 

10 

il în care s-a măsurat 

itr-o linie „continuă" , ce 

rezulta te : două note de 
>te de 8, şase note de 9 şi 

~ 

ul care ara tă de cite ori a 

7 8 9 10 

s 8 6 4 

G raficul acestei funcţii este alcătuit din punctele J( l ; O), A(2; 0), B(3; O), 
C(4; 2), D(5; 4), E(6 ;. 3), F(7 ; 5), G(8 ; 8), H(9 ; 6), ş i K(lO ; 4) (vezi figura 4). 

f {x) 

r 
I · I-

I -I H 

.__ .. " +- ,_ -
F 

D K 
,___ >-·-~ - E 

c 
J I 
~ 

i 

o I A 8 X 

~ - . - Fig. II.4 

EXERCIŢII 

1) (oral) Ca re dintre diagramele următoare nu definesc fu neţii 'l De ce ? 

a b c 

2) Fie 4 = f I. 2. 3. 4. 51 ş1 fie funcpa f. A - A dată prin fo rmula/{ .\) 
de valori al fu nctie1. 

3) Fie funcţ ia g: R - R descrisă astfel : 

t- I dacă ' ' 2: 

2 dacă \ ..> 2. 

Calcu laţ i R( I ). mO). ~I). i:( 1.51. g(2) . gC! 5). g(3) .. !..1<4). 

d 

.\ Alcă tu1ţ1 tabelu l 

4) Un pieton pleacă la ora 8 din localitatea A ~i ajunge la ora 12 în localitatea B (în aceeaşi zi), 

mergind cu viteza (constantă) de 5 km/h. Considerăm funcţia d · [X. 12] - R. care face ca fiecă rei va
lori a timpulu i t d in intervalu l [X. 121 "ă-i corespundă distanţa d(I) parcursă de la ora 8 pî ră la momen
tul 1 (1 este exprimat î n ore, iar d(.f} în kilometri). Scneţ 1 formula care descrie pe d ş1 completaţi tabelul : 

I 8 8,5 9 10 10.5 I I 12 

d(t} o 

A\1 putea completa tabelu l ş1 cu alte valori? Aţ i putea alcăt ui un tabel ca re să tlc~crie complet 
fu ncţ ia ? 
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5) Un paraş ut1-.l se aruncă dintr-un a\ ion ~1 i~i de„ch1dc para~uta la 1 secunde du fii nHH11entul 

-.ahulut. Tabelul de mai jos ne dă di !>tanţa parcur..,.:'1 în căde re liberă. in metri : 

I I 
„ - 3 4 

distanţa d 4.9 19.6 44. I 78.4 

Pute\i de-.crie dependenţa între d şi / printr-o funcţie? ( Indicaţie : con1parati prin împărtiri: val1)rilc 

lui d cu pătratele lui 1.) 

6) Reprezentaţi grafic funcţiile: 

al f· \-2, -1 , O, I , 2} - R, /(x)= x' - x . „ 
h) g: j-2, -1 , 1, 2} - R. g( >:) = 1 t _:_ 

·' 
7 ) Care dintre graficele fu ncţ iilor: 

\ 

a)/: R - R. j(x)= 3x5 - 7'.1:3 - 4\: hl g : R - R, g< \)= ---: el h R - R h(\) ,2 - I 

co nţine originea axelor? 

8) Pentru ce valoa re a lui nr. graficul func\1c1 

I R - R. /( \") - 2' - m, 

conţine punctul A(l; -5)'? 

2. FUNCT L NIARE 

>: t I , 

O funcţie f: R - R definită prin /{x) = 1n-r + n. unde m şi n sînt numere 
reale date, se numeşte funcţie liniară. Graficul oricărei funcţii linia re e<,te o 
dreaptă în plan. Cunoaştem de asemenea că, dacă 111 >O, atunci funcţia este 
crescătoare (ceea ce înseamnă că dacă a < h. atunci j(a) <./(h)): dacă 111 <O 
functia este descrescătoare (ceea ce înseamnă că dacă a< h, atunci /(a)>./( h)). 
Dacă rn = O funcţia este constantă; graficul ei este o dreaptă paralelă cu axa 

Ox. 
Pentru reprezentarea grafică a unei funcţii liniare este suficient să cunoaş-

tem doar două puncte ale graficului. 

Exemple. l) Fie funcţia .l: R -- R dată de./(\') = 2x - 4 . Ea este o funcţie li
niară; aici n1 = 2 şi n = - 4. Avem/( 1) - 2 · (- 1) - 4= -6 ş i /(I) = -2, deci 
punctele A(- 1 ~ -6) şi B( I ; -2) aparţi n graficului. Graficul functiei va fi dreapta 
AB (vezi figura 5). Dacă M(x; }) este un punct al dreptei AB. atunci 
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coordonatele sale 
tei AB nu există 
de ecuaţie 1· - 2 \ 

y -

I 
-o I . 

la 
-

c_ 

J I 

I -
/ -- - -

A I/ -
I 

. -

r=ig. I 1.5 

Deci dreapta se 
2) Să rcprl! : 
Fie g: R -

este d rea pla dete 
dreaptă în figura 
drepte , anume ac 
~i 4. Deci .l an: ca 
:>i B aparţin grafi< 

J 

o 

_o 

E 



... ecundc Jur.O niomcntul 

aţi prin impă rţ1H. val111 ilc 

; I h R - R /rl. \ l ~ ~ l . 

de tn şi 11 sînt numere 
f uncţi 1 linia re este o 

>O, atunci funcţia e~tc 

a) < /(/>)): dacă 111 < O 
:::: h, atu ne 1 /(a) > /( h)). 

l reaptă paralelă cu axa 

ste suficient '.-\ă cunoa~-

- 4. Ea este o funcţie li
= -6 şi /( 1 ) - 2 . deci 
:ul funcţiei va fi dreapta 
al dreptei AB. atunci 

' 

coordonatele sale \ şi v \erifică relaţia .r - 2x + 4 = O. În afară de punctele drep
tei AB nu există altele care 'iă verifice această relaţie. Spunem că AB este dreapta 

de ecuaţie 1 - 2.,. r 4 O. 

! 

y 

--
I 

I 
o I 

Ila 
I 

I 
I ·-

A I 
I 

Fig. II.5 

M( x,y J 

X 

Adesea. pentru a reprezenta grafic o funcţie 

liniară. deterrninăm punctele în care graficul in

tersectează axele de coordona te . Pentru aceasta, 

ţinem seamă de faptul că axa Ox are ecuaţia 

y = O, iar axa Oy are ecuaţia t - O. Pentru func

tia din ace~t exemplu, gă!'>im intersecţia graficu
lui cu axa Ox rezolvînd sistemul : 

· ; obţinem ~oluţia (2; O). 
[ 

y - ?x + 4 -= O 

y = O 

Intersecţia cu axa Oy este da tă de soluţia 

!->Îs temu I u i: 

[ 
~ ,_ Jx + 4 =O 

, adică de (0; - 4 ). 
x=O 

Deci dreapta se obţine unind punctele C(2; 0) şt 1)(0; 4) (ve1i figura 6). 
2) Să repreL..entăm grafic funcţia f': [I; 41- R descrisă de /(x) = x + I . 
Fie g : R - R funcţia liniară descrisă de .f((x) = .\ + 1. Graficul funcţiei g 

este dreapta determina tă de punctele (- 1: O) şi (0; l ). Am reprezentat această 
dreaptă în figura 7 (cu linie întreruptă). Graficul funcţiei .f va fi o parte a acestei 
drepte, anume aceea formată din punctele (x: y) care au abscisa x cuprinsă între 1 
şi 4. Deci 1· a re ca grafic, segn1entul ce uneş te punctele 4 (I; 2) şi B( 4; 5). Punctele A 

şi B aparţin graf1culu1 funcţ1c1 .f. 

y r · 
/ 

/ , 

1/ B 

I/ 
/ 

/ A 
l ' . 

/ _ ,_ 
/ 

1, / 
-, o I / X 

/ 

Fig. 11.6 Fig -
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• 

3) Funcţia h :(I; 4) - R. h(x) = x + 1 are graficul desenat în figura 8. 
Punctele A şi B nu aparţin graficului. 

4) Funcţia k :( I ; +00 ) - R, k( r) = x + I are ca grafic semidreapta cu origi
nea în A reprezentată în figura 9. Punctul A nu aparţine graficului. 

y 

~---+---+-· ~ 

/ 

/ 
/ 

o 

/ A 
/ 

- I 

Fig. II.8 

y 

Ţ 

. 
/ 

/ 

' o / 
/ 

X 

J 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

/ 
/ 

• / 
/ 

/ A 
/ 

î 

, -
X 

Fig. 11.9 

Să aflăm funcţia liniară f pentru care fi I) = 3 şi fi2) = 5 (deci al cărei grafic 
conţine punctele A( 1; 3) şi B(2; 5)). 

Funcţia f fiind liniară, este descrisă de ./( r) = n1x + n, pentru orice .:r E R. 
Ră mîne să aflăm valorile lui m şi n. 

Avem fi I ) = 111 • I -J- n = 111 + n, iar ./(2) = 111 • 2 + n = 2111 + n. Deci pen
tru a afla valorile lui m şi n, va trebui să rezolvăm sistemul : 

[ 
m + n = 3, 

2m + n = 5. 

Rezolvîndu-1 , găsim 111 = 2, n = 1. Funcţia liniară căutată este descrisă de 
formula./( .\·) = 2x + I . 

EXERCIŢII 

(l.l Anati numărul a ştiind că graficu l funcţiei co nstante f · R - R. f( y) = a, conţine punctul 
/\f(-.\_ 5) Reprezentaţi grafic functia. 
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~ Constru iţ i graficele funcţiilor : g : R - R. g( \') = 3 şi h : [ - t: 2] - R. h{ x} = 3. 
Reprezentaţi grafic, în ace l aşi sistem de coordonate, funcţiile : 

.f. g, h : R - R. dc-.crise de : 

/( \) - '· g(x) - -., t 2. h( \} = ' 2. Ce observaţi ? 

E!) Comparaţi între ele graficele func{iilor : 

./i : R - R. /i( ') - - 2., + 2 • 

.h. [0:~ ] - R./;(,) -2 , + 2 : 

.... 

5) Reprezenta 

a) / : R - R, 

b)g · R-. R1 

\) []2J Reprc~ 
'-../: (2; + oo) -

~ ( 7) Pentru ce ' 

a) c:rescă toa re 

rn a) Oei 

b) Determina 
c) Există o fu 
d) Reprezenu 

rn Sâ pn 

temperatura creşte 1 

a) Stabiliţi o 
b) C.e tem per. 
c) La ce aciln 

• 
10) Reprezen1 

j(x) = [ 
·x 

X 

• 

Ne propun 
real pătratul să1 

Să complet 

„ 
'\ X 

f{x) 

Valorile fui 
descrescătoare , 



cui desenat în figura 8. 

afic semidreapta cu origi
graficului. 

/ 
I/ 

• 7 
/ 

/ A 
/ 

:1 X 

Fig. 11.9 

) = 5 (deci al cărei grafic 

+ n, pentru o rice x E R. 

- n = 2111 + n. Deci pen
til : 

căutată este desc risă de 

c 

-

• 

f1 : (O; 3) - R. fj(x) = -2x + 2 : 

fa : [O; 3} - R, fa.(x) = -2~ + 2 . 

5) Reprezentaţi grafic funcţule : 

a) f: R - R . ./{x} = [ 2 dacă X< 0, 

-I dacă x~ O; 

-x daclx $O. 

b) g : R -. R. g(x) = O dacă O< x < 2, 

X - 2 dacă X > 2. 

\_[ID Reprezcnta1i grafic functiile: 

f: (2; + oo) - R, ./{z) ==< 5 - z şi g: (-oo: -2) - R. g(z) = 5 - z. 

~(?) Pentru ce valori ale lui m funcţiaf: R - R dată ~e.ft .\) = (n1 - 2)x + 111 este· 

a) crescătoare; b) descrescătoare; c) constantă? 

rn a) Determinaţi funcţia liniară f pentru care fi I) = 10. j{2) = -4. 

b) Determinaţi funcţ ia liniară g pentru care g(O) - 2. g( I) = 4, ~(2) = 6 şi g(3) = 8. 
c) Există o funcţie liniară h astfel incit h(-1) = -3. h(O) = 2, li( I) = I '! 
d) Reprezentaţi grafic fu neţule f şi g. \ 

rn Să presupunem că, pe măsură ce cobotîm spre centrul Pămintului. la fiecare 30,5 metn 

temperatura creşte cu 1°C, iar la suprafaţă temperatura este de 20°C. 
a) Stabiliţi o formulă care să descrie dependenţa temperaturii de adîncime. 
b) Ce temperatură va fi la adîncimea de 122 m? 
c) La ce adîncime temperatura va fi de 36°C? 

')(; 10) ·Reprezentaţi grafic funcţia f: R - R descrisă de : 

j(x) = [ 
x - 2 dacă x > 2, 

-x + 2 dacă x < 2. 

3. FUNCŢII PĂTRATICE 

• 
• 

Ne propunem să studiem funcţia care face să corespundă fiecărui număr 

real pătratul său : 

f: R - R, _/( x) = x
2

• 

2 

4 

Valorile funcţiei trecute în tabel ne îndeamnă să presupunem că funcţia este 

descrescătoare pe in.tervalul (-oo~ O] şi crescătoare pe [O; +oo). 
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• 

f(x) 

j 

Fig. II.J O 

X 

„ 
I n figura JO prezentăm graficul 

acestei f uncţ11 Am scos în evidenţă 
punctele a le căror coordona te \Înt tn:
cute în tabelul de \aiori de mai sus Gra
ficul funcţiei este o paraho/ă 

Vom numi · funcţie pătratică orice 
funcţie de forma : 

unde a. b. c sînt numere reale, iar a :;I= O 
În pa 11icular, f unctia f de 111a1 ~uc.. 

este o funcţie pătratică (a I . /> 
- (' - 0). 

Grat1cul oricărei funcp1 patraticc este 
o parabolă. 

EXERc1r1u REZOLVAT 

Să determinăm funcţia pătratică g ce are proprietatea că g( I) - O · g(2) - I 
şi !?(3) = 4. 

' Ştim că !?(.r) = ax- + hx + c pentru orice r E R. Rămîne să determinăm 
' coeficienţii a, b şic. Avem ,!,'( I) a· 1- -I h · I + c a+ h + c: 

) 

g( 2 ) - a · 2- + h · 2 + c = 4 a + 2 h + c : g( 1 ) = a · 3 - -1- I> • J + c -= 9 a -! 3 h --!- ". Dec 1 

coefic ienţii îi aflăm rewlvînd sistemul de ecuatii : 

a -t b i c =- O. 

4a ~ 2b + c I. 

9a + Jb -r c 4 . 

Înlocuim acest sistem pnn altul. echi\alent cu el scăzînd din a doua ecuaţie 
pe prima, iar din a treia pe a doua : 
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a + b 
1a + b 
5a I b 

t- c = o. 
= I. 

= 1 
~ . 

Scăzînd acum din a treia ecuaţie pe a doua. obţinem : 

a ·t- b - O, 

Ja t b - 1 

2a - ) ... • 

„ 

( 

' 

• 

Acest ultim ~ 

Aşadar funcţit 

l) Complctati tal 

\ 

I I 

/1(\') --1 \ .___ __ _ -

I - \ 
2 

' / 1(\) = ,„ 
- ---1 

Reprezentaţi grafl 
valon reale (lua\i ca un 

2) Aceeaşi probi 

\ 

I 

g•( \") = \ -+ 

- 1 -
Ce observnti '! 

3) 1\cee<i:)• problc 

' 
I 

\ 

h ( \) \ \ 

h~( ' ) r · I- \ 



10 prezen tăm 
Am ..,cos în 

gra fi cul 
evidenţă 

or coordona te sîn t tre
: va lon de n1a i su.., Gra
o parabolă. 
functie pătratică o rice 

\ 

nurnere rea le. iar a=!=: O. 
r, funcţia f c.le mar su~ 
pă t ra t i că (a I . h -

f1 n:i funcţii pat nr ticc l!'\lt: 

~a că .l.~ I ) = O : {,"( ? ) 

Ră rnîne ~ă dctcrm i nă n1 

, . (l t h + (' : 
I f- c - 9a + Jh l c. Deci 

zind din a doua ecua ţ ie 

n1 : 

• 

„ 

( 

' 

• 

f 

• ' 
, 

• 

Acest ultim sistem se rezo lvă uşor ~ s oluţia sa este a = I . h = - 2, l' = I . 

Aşada r funcţia pătra tică că uta tă este g : R - R. g(.\) = x1 
- 2 \ + I . 

EXERCIŢII 

1) Completaţ i tabelul : 

J 
- 1 o 3 - 3 - 2 

2 
.., .., 

( -/i( .\ ) \ .., 

h< \') - .\ 

I ' 
/~ ( \") - - 2 ,„ 
/,( \) - - ,~ 

• 
./i.(.\) = - 2 , -....__ L 

Reprezentaţi grali~. în accl~i -.1~tcm de coordonate. funcţule /i. / 2. f. /J. /~ . f~, d efi nite pe R, cu 

va lo ri reale (luaţ i ca unitate de măsură. pe ambele axe, I cm). 
2) Aceea~i problemă, pentru funcţiile g 1, g~ . g1. li• şi g. 

-

I 1 I ,. _„ - - J --„ „ 
,,.,. "" 

!{1 ( \} = ' r · 

g i ( \ ) = ,. t I 
,__ 

I 
g 1( \) = \ t „ 

. 

' g. ( \) = .\ - I 
' .. „ . 

g,( \) = 
, 

r · „ 
~ 

r 

Cc observatt ? • 

3) Acec.1)1 problcrnă, pentru funcţiile '11• h„ h. Iv,. 

.\ ' - 2 
2 

() 

h.( ') ' . \ - , . 
• 

'11(\) =.r 2, 

h~(\} = \ . ~ · ~--

o 

I 

2 

I 
-„ I 

2 

3 
2 -

2 

. 

3 
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4) Aceeaşi problemă, pentru funcţiile J. 1. J.. k1. 1..~. 

1 I 3 
\ ' - 2 - I - - o - 1 - 2 3 

2 2 2 

• /q (X) = \'-
.... 

J.. , (r) - ( \ - l)z 
„ 

" .( .\ ) - ( \' - 2) 

J. ~ ( x) = ( \ 1 

f- Ir 

Ce observaţi ? 

5) Determinaţi funcţia pătratică ce a re pro prietatea că g(O) = O. g( I) = -2. >,i(2) = O. 

lli! Care funcţie pătrat ică are graficul o parabolă ce conţine pu nctele A(I ; 4), B(2; 3) şi 
C(1; 4)? 

7) Reprezentaţi grafic funcţia ce descrie dependenţa ane1 unui pătrat (măsurată în cm-) de 
lungimea laturii sale (măsurată în cm). Alegeţi unitatea de măsură de 4 cm pe fiecare axă de coordo
nate . Completaţi apoi tabelul : 

latura I (cm) 1,4 2 10 ,____ 

a n a A (cm~) I 
'----

8 10 

~ În figura 11 vedeţj desenată o curbă ce seamănă cu un arc de parabolă . F.a este graficul 

unei fu neţii/. Completaţi tabelu I : 

f(x) 

J 

o 
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X 

fl.x) 

------- ----- - ---

----------

I 

Fig . II.1 1 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

0,5 

X 

I 1,5 

Este i ntr-adevă r un arc de parabolă ? rn Înălţimea. h (în kilo metri) atinsă de o 

rachetă la r minute după lansa re este dată în tabe

lul : 

. 

durata o I 2 3 4 
zborului / 

înălţimea h o 25 100 225 400 

Puteţi descrie mişcarea rachetei printr-o 
funcţie? Aflaţi înălţimea atinsă <lupi 10 minute de 
la lan-.are. prcsupu nî nd că motoorele rachetei fu nc-

ţioneai'ă tot llmpul. 

' 

( 

- 1 s .\ · . 

Grafi 
I 

tat o 

. 

' 

I 

Fi 

figura 



-----~- ·-

3 

2 
2 

• 

,f,'( I) = -2. !,'(2) =O 

:ine punctele A(I ; 4), 8(2; 3) ~1 

mi pătrat (măsurată în cm ) de 
e 4 cm pe fiecare axă de coordo-

10 

arc de parabolă . Ea este graficul 

1,5 

l arc de parabolă ? 

mea h (în kilometri) atinsă de o 

e dup;l lansare este dată în tabe-

) I 2 3 4 

) 25 100 225 400 

rie mişcarea rachetei printr-o 
iltimea atinsă după 10 minute de 
.1rind că motoarele rachetei func-

I 

' 

- - - ---~ --=--------=-=--

4. AL TE FUNCŢII 

Orice număr real x. diferit de zero, are un invers, ca re a fos t notat sau 
X 

x-1
• Să considerăm tabelul : 

X - 4 -2 

I 

X 4 2 

Putem considera funcţia 

- I 

- 1 

I 

2 

-2 

I 

2 

2 

I 
f: R\{O} - R, j{x) = - . 

X 

Graficul acestei funcţii (vezi figura 12) este o hiperbolă. 

') -

I 

2 

4 

I 

4 

Fie x un număr real > O ; putem extrage rădăcina pătra tă din x ~ ca rezul-

tat obţinem numărul real \ x. 

f (x) 

\ f{x/ 

o X 

~ 

\ • 
o I 

JC 

Fig . II.1 2 Fig. 11.13 

Să completăm un tabel (consultaţi ş1 tabelul de la sft rş1tul manualului) : 

o 2 3 4 
4 1--------

o I 
=I .7 J „. 2 - I „ - I .4 I ... 13 -

2 - '" 

Funcţia f: [O; +oo) - R descrisă de f(x) = Ix are graficul pre1entat în 

figura 13. 
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EXERCIŢII 

J) Reprezent a i i grafic, co n1pletî nd mai i nti i un tabel de v:llon. I unei ia : 

Î 

(: R\101 - R. /('I 
\ 

2) lin a rh11cc1 vrea ..,ă pro1cctc1c o cameră dn:ptungh1ul;.ir[1 ,t\ ind "upnlfat.1 lk 15 111 ~tah1llt1 
cum \ana1ă lungi mea camerei în lunct1c de lăt1mea ci . Rcprc1entaţ1 grafic .1cc<i...1r1 dependenţă 

rn Înrre Bucur~ tl ~· Plo 1c~1i. pe ~osea, sini 60 kn1 . in ci t lllnp parcurge un auton1\JOil 

aceas tă d1<,tanţă , mergî nd cu v11c1a (co1htantă) 1•" Rcprc1enta ti grafic dependenţ.1 i111re dura1a 
călătorie i ~ i v it e7ă . 

4) S11m că tensiunea curentului elt·c.tric din reţea este de 220 V. Făcîndu-1 ~ t11.·arf1 printr-un 
rezistor de re1is 1enţă R (o hmi), inten"lla tca sa I variază astfel 

/( /?) -

. 11 I ra ... aţ 1 graficul dependenţei lut 1 1.t\ă de R 
hl Rl'11 ... 1<irul 1.·.., tl.' prntq.11 lk 11 ... 1gur1n ţă lu11htlă <le 5 \ C.1r1.· 1.· -.h: \,1f<>;11 t: .1 

te• rc1i...to rulu1 . ce nu provoacă intreru p: rea curent ului prin d1-.trugc rc.i ... 1gurantci ., 

5) Reprezentaţi grafic funcţ ia/. li . ,IJ - R. /(\) 
J 

\ 

LUCRARE PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII 
UNOR CUNOŞTll'ŢE OE IlAZĂ 

1) Se dă fu net ia I: R - R, descrisă de : 

.l pentru\ < O. 

/( \) 

pentru \ 

Calcul aţi /( .l ). /( 2). /( - 1 ). /(0 ). /( I). /(2) . /(3). /(41. 

2) Repre1entaţ i grafic funcţia I R - R. /( \) 
• 

\ . 

I) P\1nc1ul 1(2; J) apaq1nc g1.ll1c11 lu1 lu n1. ltt:1 l1nrar1.· da11.· dl.' /f\) 

/I( '2.: - l) '! 
; „ I br pu rlltul 

4) Un kilogram de pon oca lc costă 18 lei. Ali.:ătu1ţt graficul funcţiei care c\pri1nă modul in 
care preţul unei can tităţi de port ocale depinde de nla'.'>a act·stc1a . .-:010,ind graficul. -.1ahil iţ1 dt Ct>..,t:'\ 
700 g portoca le. Ot cîntăreş tc o pungă cu portocale care a co-.tat 21.60 lei '? 
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PO 

Am în vă tat în 
tatt: p rin litere :;; i î11 

Să ne rcarninti 

este un polinom in 1 

es te un polinon1 în 
de O po l fi Ct\nsid 
uniformitate , \ orn 
Nun1erelc reale co 

Ne vom ocup 
aceasta va li nota tă 

• 
Am învăţat în 

nonică. Ot.> asemen 
na rea, scăderea şi i n 

I) Se net 1 i n Io rină 1 

I I 

a) - \ • 
2 ' 

2) Sc1iel1 în l o 1 mă c 

„ 7 .\ i \ 5 
I t X + y· -t ,\ -t :\..a ; < 

3) Ce pol 111on1 tn 



~ 1a : 

... upr.ilaţ;l tk 15 lll s1.1htlq1 
p gr.1l 1c .11.:l'a..,1f1 di:pi:ndcn \fi 

t 1 m p parcurgi: un a 111on11101 I 

1fic dependen\a 1n1rc durata 

Făcindu-1 s.1 trL'atft p1 int1-un 

1~ ,,i111.1n.:.1 m1111111.i .1 rc1t,ll'll 
1guranţe1 ., 

iUŞIRll 

/(\) :!\ '7 I f),11 f'llllll\ll 

Jnc\1c1 care cxprtnl.1 rnodul in 
1sind gral1n1I. ,tahilip dt co-.t:I 
>e I ? 

CAPITOLUL III 

• . POLINOA fE. OPERAŢII CU POLINOAME 

Am învă tat în clasele a VI-a şi a VII-a să facem calcule cu numere reprezen
tate prin litere ~ 1 în primul rînd cu po linoame. 

Să ne reamintim că, de exemplu, 

X3 Y2 
- 2r + 3 

este un polinom in nedeterminatele X şi Y, de gradul 5 ; 

Z2 + -
1 

Z + 4 
2 

este un polinon1 în nedeterminata Z, de gradul 2. De asemenea, numerele diferite 
de O pot fi considera te poltnoame de gradul O în orice nedeterminată ; pentru 
uniformitate, vom considera că numărul O este polinom (dar că nu a re grad). 
Nun1erele reale considera te ca polinoame vor fi numite polinoame constante. 

Ne vom ocupa în special cu polinoame în tr-o singură nedeterminată ; 
aceasta \.a fi notată de obicei cu litera X. , 

Am învăţat în clasele anterioare că orice polinom poate fi scris în formă c~
nonică. De asemenea, am învăţat să efectuăm trei operaţii cu polinoame : adu

narea. scaderea şi înmulţirea , să le repetăm prin : 

EXERCIŢII 

I) Sericii i n formă canon1.:ă pohnoarnele : 

l ' a) -X" 
2 

~ 2 X t- Jr + 5 ; b) X+ I I- 2X2 + 3X·1 
; c) J - 2X + 4%1 

- 8X ; d) ..t - X+ x3 - X2
• 

2) Scne\1 1 n forn1ă canonică ~un1a polinoamelor : 

-.) 7.\· 3.\ t-5 şi 2,\:'2 1 7: b) 2X-5 şi 4X" -3X+6, c) l X + X2 -x3+ X şi 
1 + x -t- r2 + .\ ' -+ A..s : t1 > xi x + 1, x' + x + 1 şi x1 

- 2x1
• + 1. 

3) Ce polinom trebuie adunat cu X -r 2X- 3 pentru a obţine ca rezultat x4 - X1 + l ? 

57 



-
4) Eti.:ctuaţi cal:.:ukle : 
a) l3_r - 3X 5) - (2.X..z - J.\' + 4) : b) (X r ll 6) (3X' - X!+ 2); c) (5X2 + 6X + 3) -

- (X! 1 2X) i. (2X! + 5). 
5) Ef1.:ctuat1 î nrnulţirile : 
a) 3X2 ·(4X - l); b) (4X1 -5,\'- 1)·2X2

; c) (X 7X- 3)·(2X-l); d) (x4+x3-8)· 
· (2X2 3X + I). 

2. ÎMPĂRŢIREA POLINOAMELOR 

Fie monoan1eJe 6X~ şi 2X'. Constatăm că : 

6X~ = 3X1 
• 2X3 

• 
' 

putem seric astfel : 

6X5 
: 2%3 = 3X' . 

Observaţi relaţia între gradele n1onoamelor : 5 - 3 = 2. 
În general. dacă m > n şi b #O, atunci : 

axm : bX'' = (a : b )X'""n 
. . . 

care se mai scne ş1 : 

aX:11 
: bXn = !!_ X"' n. 

b 
La fel procedăm şi în cazul unor monoame în mai multe nedeterminate ; de 

exemplu : 

l 2X3 Y2 
: 4XY = ( 12 : 4)X3

-
1 y i-t = 3X2 Y, 

(- 14Xf-1Z): 2XY2 = (- 14: 2)X1
-

1 y3 2z1--0 = - 7YZ, 

(-3X 2Y-' ): (-2l') = ((- 3): (-2))X2--0y3
-

1 = 2_ X2Y2 = 1,5X2 Y2
, 

2 
22X : 11 = (22: l l)x4--0 = 2%'. 

EXERCIŢII 

1) Efccluati i mpă rţirile : 
a) 8.x4: (-2X~); b) (-6r) : 4,\'3 ; c) (- SX') : (-X~); d) 4X7 

: 8X; e) 25X2 
: 5X ; 

f) 5X1 
: (- IOX). 

2) Efectuaţi : 

a) (-15X' Y~) : (-SX-Y2
); b) 4X~~: ( - ~ X'Y ) ; c) 3Xr': 2XY; d) 3x'Y2

: 4.x'Y; e) 25.x'Y : 

: 5XY2
; f) (-6X'Y~): 3X2Y . 

• 

Fie poli noa mele P(X) = 2X2 + 4X şi Q(X) = X + 2. Constatăm că P(X) = 
= Q(X) · 2X , putem spune că polinomul C(X) = 2X este citul împărţirii polino
mului P(X) la Q X). 

Alt exemplu : deoarece 

X2 - 4 = (.X. - 2) · (X + 2), 
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• 

putem spune că polii 
nomul X - 2. 

Să încercăm sl 
Q(...\') = X 2 + X . Ot 
acest cît este polinon 

de unde : 2.-\"' + 5.\' 

Identificînd coeficien1 

ceea ce este absurd . 

Presupunerea făc 
Nu putem împărţi „ fă 

Să observăm însă 

astfel putem spune ci 
citul 2x· - 2 şi re~tul 7 

Să ob servăm că 
X

1 + X. care este 2. 

Practic, procedăm 
A ~ • - 1mparţ1m mon 

- înmulţim pe ' 
care-l scădem din deîm 

- deîmpărţitul s 
2X2 la monomul ,\ ~ • 

- înmulţim pc -
care-l scădem din -2,.\' 

- deîmpărţitul se 
poate fi împărţit la m< 
restul este 7 ){ + I . 

(- ) + 



r + 2) ; c) (5X2 + 6X + 3) -

:ix - I); d) (X' + x3 - 8) · 

lLOR 

multe nedeterminate ; de 

(2f, 

= -7YZ, 

xi yi = 1,5 x i yi , 

d) 4X7 
: 8X ; e) 25X2 

: SX ; 

XY ; d) 3x3r2 : 4x'.r1 ; e) 25x3r: 

2. Constatăm că P(X) = 
ste cÎtul împărţirii polino-

• 

putem spune că polinomul X + 2 este citul împărţirii polinomului X.! - 4 la poli
nomul X - 2. 

Să încercăm să împărţim polinomul P()() = ? ,\' ' + 5X + I la polinomul 
Q(X) = X 2 + X. Otul lor ar trebui să aibă gradul 3 - 2 = I. Să presupunem că 
acest cit este polinomul C(X) = aX + b ; atunci : 

2,\'1 + 5X + I = (X2 + X) • (aX + h), 

de unde : 2X·\ + 5X + I = aX' +(a + b)X2 + bX . 

Identificînd coeficienţii, obţinem : 

ceea ce este absurd. 

2 = a 

O= a + b 

5 = b 

l = O 

(coeficienţii lui X'), 

(coeficienţii lui X
1

), 

(coeficienţii lui X), 

(termenii liberi), 

Presupunerea făcută ne-a condus la o concluzie absurdă ; ea este deci falsă. 
Nu putem împărţi „fără rest" polinomul 2X3 + 5X + I la X .! -;- .\'. 

Să observăm însă că : 

2X'+ 5X+ 1 = (X2 + X)·(2X - 2)+7.\' + I ; 

astfel putem spune că prin împărţirea lui u·' + 5.x· + 1 la x- + x· am obţinut 
cîtul 2.x· - 2 şi restul 7 .x· + I. 

Să observăm că gradul restului este I , mai mic decît gradul împărţitorului 
.x·2 + X, care este 2. 

Practic, procedăm astfel : 
- împărţim monomul 2X1 la monomul X2 şi obţinem 2X ; 
- înmulţim pe 2X cu x· +X şi obţinem produsul parţial 2,\'' + 2.\'7 pe 

care-l scădem din deîmpărţit ; 
- deîmpărţitul se înlocuieşte cu -2X2 + 5.\' + I ; împărţim monomul 

-2X 2 la monomul X 2
, obţinînd - 2 ; 

- înmulţim pe - 2 cu X 2 + X şi obţinem produsul parţial - 2.\- - 2,\', pe 
care-l scădem din - 2X2 + 5X ; 

- deîmpărţitul se înlocuieşte cu 7 X+ I ; deoarece monomul 7 .\' nu mai 
poate fi împărţit la monomul X 2

, împărţirea s-a terminat. Citul este 2,\' - 2, iar 
restul este 7 X + I . 

2X1 + 5X + I X 2 +X 
(- ) + 2XJ + 2X2 

2A' - 2 
- 2X2 + 5X + I citul 

1 

(- ) - 2X - 2X 

7X+ I re!>tul 
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Se obişnuieşte să se schimbe semnul fiecărui produs parţial, efectuîndu-se 
adunări în loc de scăderi ; calculele se aranJează astfel : 

2 \'" ~ + 5.1\' + I 
- 2 \ 1 - 2,\'2 2 '( T 2 

- 2.\'2 + 5 ... Y 
2X2 + 2.1\' 

7.\ + I 

Urmăriţi etapă cu etapă. împărţirea polinomului 81 \'
1 

- 10 \ - + 35X -1- I 
la polinomul 9X2 + X + 4 : 

8 l x4 - 1 O X2 + 3 5 X + I 
- 8Ix4 - 9X3 

- 36X2 

- 9X3 
- 46X2 + 35X 

9X3 + X2 + 4X 

- 45X2 + 39...\ + I 
45x- + 5.\ + 20 

44X + 2 1 

I 9X
2 
+X+ 4 

9X2 
- X- 5. 

Deci cîtul împărţirii este 9X2 
- X - 5, iar restul 44X + 2 1. 

În general, se poate demonstra o teoremă a împărţirii cu rest pentru poli
noame . Acea st::. ~P: enuntă astfel : 

·rEORE~lĂ. Fie polinoamele! P(X) de gradul p şi Q( X ) dt.: gradul q, cu coefiw 
cienţi numere reale. 

Există un polinom C(X) şi un polinom R(}{) a stfel incît 

P(Xl = Q(X) · Q X) + R(X) 

şi astfel încît gradul polinomului R(X) să fie mai mic decît q. Polinoam'e)c C(X) şa 

R(X) cu aceste proprietăţi sînt unice. 

Observa/ie. Înainte de efectuarea im~ rtirii. atît deimpă rt itul cit ş i împărţitorul trebuie scnş i i „ 
formă canonică. 

EXERCIŢII 

) Efectuaţi împărţirile : 

a) (JX1 
- 6X2 + 2X): 3X; b) (6,\'~ 5,\°" !- 4,\ ~) : 1- 2.\'2). 

• 
1) Efectuaţi în1părţirile : 

a) (X1 - 5) : (X - . 2) ; b) (3 ,\'2 + 20) : ( \' - 3) ; c) (3 .~2 
- 27) : (,.\ - 3) ; d) (8 \'

1 

- 2) . 

: (2X- 1) ; e) (25 - JO,\'+ 9X2
) :(3X 5): f) (.l;'1 

- 6X1 + I L\' - 10) : (.\' - 4). 

m Efectuaţi împărţirile : 

a) ( X 2 + I ) : (X + I ) . b) ( .\'1 -t 1 ) : ( \ I ) ; c) (,\ ... + I ) : ( ,\' + I ) : d) ( \'5 + I ) : ( ,\' + I ) : 

c) (.\ ,{, -t I): (X+ I); f) (.A,+ I) : (.\ + I). Puteţi spune care \a fi citul ş1 restul împărţirii lui .\ •v +I 

la X + I '? 
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l7'1 Ete1.:1uati in1păr\ir 
tÎa) (.\ 1 + I I : ( \ t 2 

rn Efec1uati in11 

Ce ob~ervat i ? 

"'-.. [fil Fie C(Ă) cI 

i1nţă'ftirea polinomului ,\' 
De ce? 

7) Efectua tiimp.~r11n 
a) ( ,\ '' 2 r 1 t \ + 2) : ( 
- 7,\'' + 6.A' ) : (,\'2 - 2) : d 

rn Efcc1ua11 in1ri1 

nonică): 

a) (,\·
1 

- f 1
) : L\' t 

•. (.\ '2 >" 1 ' I : ( ) ( 6,\'• 2 \ ) 

rn Atla~1 rc~tul I 
IÎ~-le: 

~olinoame i n nedet 

10) Etectuati calculele 

r( \ • 9> 

3. D 
l 

DefiniJie. Vom ! 

există un polinon1 C( 
pă ~tirii lui P(X) la Q( ) 

sau Q I P (şi vom citi „ 
D<ică Q I P, vom 

sau că P se divide cu Q 
De exemplu, ){ 1 

scrien1 ( ... \' -t- I) I ( J\2 

PoJiriomul 2.1\ 1 
-

+ 6 ... \'
1 

- „\'2 
- 3 = (2„\ 

Polinomul cons1a 
= 2 · (,\' t 2) ; consta 1 

=2· ( ~ x++) 
Polinomul X nu d1 

X obtinem restul 1 ; la f 

Ob~cr~·aţ1e. Polinornul 

l:Onlundaţ1 d1v1zibilitutca polu 



us parţial, efectuîndu-se 

+ \ 
.....- 2 

81 \ - I o\ + .35 .\ + 1 

+ :< + 4 

-X 5. 

~ l. 
"firii cu rest pentru poli-

.A) dt· gradul q, cu coefi-

Jt 

..ît q. Polinoaniel C(Xl şi 

şi imp.1rtitorul t1chu1e scrişi Î'1 

27) ( \ 1) ' d) (8 \' - 2) . 

0) : (.\ 4). 

\' + I) : d) ( .\'~ + I ) : (.\' + l) : 

tul şi restul impă11irii lui x·IY -r 1 

„ 

,~„ Elel:tuaţi impă rţirile : 
al(,\ ' -t I> : (.\'+ 2): b)( .\ .()+ I) : (,\'2 + 2): c)( ,\.., + I) ; ( .\ '1 t- 2). Ce observat•? 

rn Efectuaţi impărţi1ile: c.y-l + .'\ 2 + I): (,'<1 + .\'-t· l) ş i (X'+ X2 +I): (X2 
- X+ 1). 

Ce observaţ i? 

"'-- cm Fie C(X) citul împărţirii polinomului X
1

+A·1 +.'<+ I la X 2 - X +2. Efectuaţi 
im~ârtirea polinomului .\'3 

-L \ 
2 + ,\' +- I la C(X). Este adevărat că obtmem citul X 2 

- X+ 2? 
De ce? 
~- 7) Ekctuaţiimpărţirile: 

a)(.\'' - 2\ 1 
\ + 2): ( ,\'1

- \
2 

- .\' + I)· b) (.\ "3 + 2 - \ - 2...\:.!): (4 - 4X t- ,\'2); c) (X-
- 7 \"2 t 6.\') : I\ ' - 2) : d) ( 18.\"" - 8,\'1 + 4,\ ' - 1): (4,\ 2 t- \' I). 

[fil Etectua1i impărţfrile polinoa111elor în nedeterminata X (scrieţi-le mai întîi în formă ca

nonică) : 
a) (,\'" f'). (.\', Y) : b) Cl.5 ,\ 2 t- 16.\r+ 8Y2).(3\'+4Y): c) (2X1 +3Xl Y +2XY - Y2

) : 

: (.\'· - >1 ; d) (6\- - 1.\'}~ 8Y2 + 51 : (~ ,\' + sr+ 2); e) (9\ 1 - 6X2 r - 2XY' + 4Y1
): (3X+ 2Y). 

rn Aflaţi restul împărţ i rii polinomului .X2 -6,\' }' -t 9 r2 la polinomul X - 9 Y1
, conside

ri~e : 
a }polinoame i n nedeterminata X , b) polinoame în nedeterminata Y. 

10) Pfectuat1 calculele: 

r<.r~ 9) . (.\'' + 2.\)] : f< \ + 2)(,\ - 3)] . (,\'2 
- 3 \')1 

: (.\' + 2)2
• 

3. DIVIZIBIL11'ATEA POI.J NOAMELOR . 
POLINOAME IREDUCTIBILE 

Definiţie . Vom spune că polinomul Q(X) divide polinomul P{X) dacă 

există un polinom C(.A') astfel incî t P(X) = Q(X) · C(X) (adică dacă restul îm
păr>irii lui P{X) la Q(X) este polinomul nul). În acest caz vom nota Q(X) I P(X) 
sau Q I P (şi vom citi „Q divide pe P" ). 

Dacă Q I P, vom mai spune că polinomul Peste mul tiplu al polinomului Q, 
sau că P se divide cu Q. 

De t!xemplu .. ,\' -t- 1 divide pe X ' - 1, deoarece X2 
- 1 = (X+ I) · (X - I ) ; 

scnen1 ( \' + I) I ( X2 
- I ). 

Polinomul 2.\ 1 
- I divide polinomul 2.\'5 + 6„\'1 

- X2 
- 3, deoarece 2X5 + 

+ 6 ... \'3 
- ,\'

2 
- 3 = (2 ... \' - 1 J. (.\'2 + 3). 

Polinomul constant 2 d1v1de polinom ul 2X + 4, deoarece 2X + 4 = 
= 2 · („\' t 2) ; consta nta 2 divide şi polinomul .X' + 1, deoarece X+ l = 

=2· (__!._ \ +-)) 2 , 2 . 

Polinomul X nu divide polinomul X 2 + 1, deoarece împărtind pe X2 + 1 la 
X obţinem restul I ; la fel, „\' + 3 nu di\ ide pe X 1 + 3.\ - 5. 

3 
Ob.)er~·aţte. Polinomul oon..,tant 2 di\ ide polino1nul co nstant 3, deoarece 3 = 2 · - . Nu 

2 
contund.tl • divizibilitatea polinoarnelor 1.:u divuibilitatea numerelor naturale ! --'-
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EXERCIŢII 

G Stabiliţi dacă polinomul Q divide sau nu polino mu l P, unde a) P = 4X5 
- .....3 . Q = 3X - i : 

b) P = X
1 

- 2,\ + l. Q =X - I : c) P = X 3 
- 8. Q = X2 + 2X + 4; d) P = X 5 + I , Q =X - I ~ -10 

c) p = x" - 1. Q = .,\'2 +X+ I : f) P = 3X2 
- 14X + 15, Q = 2X -3· 

,Q Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor : 

a) (,\'2 
- I) I ( ,\. - I) : b) (.Y + I) I ( X2 + I) : c) (X - 2) I (X2 - X - 2) ; d) 3 I 4X ; 

c) (,\' + I) I {2X - I). 

3) Pentru ce valori ale lui n1. polinomul 2X~ + 5X2 + n1 se divide cu polinomul X + 2 7 

~ 4) Fie polinomul flX) = ,\'' - ,\'2 + X - l ; scrieţi trei polinoame care îl divid . Aceeaşi pro-
blemă pentru polino1nul ,\'1 

- .L\'2 + 9X - 27. 

[fil Arătaţi că dacă polinomul R divide polinomul Q, iar polinom ul Q d ivide polinomul P, 
atunci R divide pe P. Ce proprietate a relat1e1 de d1v1z1bilita te î ntre polinoame este aceasta 7 

rn Ară taţi că dacă Q divide pe P şi pe R, atunci Q î l divide şi pe P + R. 

Definiţie. Vom spune că un polinom P(X) este reductibil dacă poate fi sens 
ca produs de polinoame . 

P(X) = Q(X) . R(X), 

factorii Q şi R a vînd gradele > I. 

De exemplu, polinomul X2 
- I este reduc tibil : 

xi - I = (X + I ) · (X - I ) ; 

de asemenea, polinomul X 2 + X - 2 este red uctibil : 

X1 + X - 2 = (X - J) • (X+ 2). 

Şi polinomul ... \"' + I este reductibil : 

A...i + l =(xi+ t 2 X+ I ) · (X2 
- \12 X+ I ). 

Ca exemple de polinoame ce nu sînt reduc tibile a vem în primul rînd poli
nomul nul ; apoi polinoamele constan te '# O ; celelalte polinoame ce nu sînt re
ductibile vor fi numite ireduc tibile. 
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Observaţi schema de clasificare a polinoamelor : 

- ounoame ireductibile 
- Polinomul nul 
- Polinoame constante <F O 
- Polinoame reductibile 

Comparaţi-o cu schema de clasifica re a numerelor naturale : 

Numere prime 
Numărul O 
Numărul 1 
Numere compuse 

• 

Vom arăta c 
Să consider~ 

Dacă am pn 

cu gradele I ui Q 
1 > 1 + 1, ceea c 

este ireductibil. 

J) Descompunet 
a) X2 

- 1 ; b ) X 

2) Prec1zaţ1 cari: 
a) x' 4 ; b) ~ 

3) Fie P(X) \ 
(Notăm cu P(,a) num 
operatiile 1ndJcate : de 

4) Fie P(X) - ) 

pentru a E I 2, -1, O 

Să luăm de 
binomul X 2 : 

Obţinem citul „\'2 

P(2) : P(2) - 21 
-

oare aceasta o întî1 
Să considerăr 

X - a ; teorema î 
astfel încît : 

a) P(X) = ();' 
b) gradul lui 1 



. 
p = 4Xs - _J, Q = 3X - 2 ; 

d} p = ,rs + I , Q = X - I ; -) 

'X2 - X- 2} ; d) 3 I 4X ; 

ivide cu polinomul X+ 2 1 

e care îl divid. Aceeaşi pro-

iomul Q divide polinomul P, 

tre polinoame este aceasta 1 

ie P + R. 

:tibii dacă poate fi scris 

'+ 1 ). 

:m în primul rind poli
olinoame ce nu sînt re-

turale : 

Vom arăta că polinoamele de gradul J sînt ireductibile. 
Să considerăm polinomul de gradul J : 

aX + b, a# O . 

Dacă am presupune că este reduc tibil : 

aX + b = Q(X) · R(X) 

cu gradele lui Q şi R mai mari decît I , atunci din compararea gradelor am obţine 
I > J + I, ceea ce este absurd. Deci orice polino m de gradul 1 

ax + b, a # o 

este ireduc tibil . 

EXERCIŢII 

J) Descompu neti î n factori polinoamele : 
a) ,.Y2 

- I ; b) X 1 
- I ; c) X - l ; d) X' - l ; e) r - I : f) .\'11 

- I. 

2) Precizaţi care polinoame i nt reductibile : 
a) X- - 4 ; b) )( - 2 ; c) )( - 4X + 4 ; d) 2X- 2 ; e) 4X - 2; f) X ; 8 , g} x" + 2 : h} X I 

3) Fie P(X} = . .Y'+ ix-- 3x - l. Calculaţ i P(- 2), P(-1), P(O), P(l), P(l 2). ?(13) ~I P(2) 
(Notăm cu P(a) numărul obţinut înlocuind în polinom nedeterminata X cu numărul a şi efectuind 
operaţ iile indicate ; de exemplu, P(3) - 31 + 2 · 3· - 3 · 3 - l = 35 .) 

4) Fie P(X) X' 2X2 4X - S şi Q(X) =[(X - 2) ·X- 4} ·X S. Calculaţi P(a) şi QCa) 
pentru a E {-2, 1, O, I, 2}. Ce observaţi? De ce? 

!\1 1 I { I~ a 

Să luăm de exemplu polinomul P(X) = x3 - X + I şi să-l împărţim la 
binomul X - 2 : 

X 3 -X+ I 
- x3 + 2X:i 

2X2- X 
- 2X2 + 4X 

3X+ I 
- 3X + 6 

7 

X - 2 

X2 + 2X + 3 

• 

Obţinem cîtul X2 + 2X + 3 şi restul 7. Pe de alta parte, să calcu lăm numărul 
P(2) : P(2) = 21 

- 2 + 1 = 7. Observăm că restul împărţirii este exact P(2). Este 
oare aceasta o întîmplare ? 

Să considerăm un polinom P(X) şi să-l împărtim (cu rest) la btnornul 
X - a ; teorema împărţirii cu rest ne spune că există polinoamele C(X) ş i R(X) 
astfel încît : 

a) P(X) = (X - a)· C(X) + R(X), 
b) gradul lui R este mai mic decît gradul lui X - a. 

o3 

, 



Însă gradul lui X - a este 1 ; aşadar polinom ul rest R(.X) este constant : 
R(X) = r. Putem deci sc rie : 

P(X) = (,\' - a) · C(.X] + r. 

Putem afla restul r fără a face împărţirea? În egalitatea de mai sus să înlo
cuim nedeterminata X prin numărul a : 

P(,a) = (a - a)· C(a) + r. 

Oeoarece a - a = O, obţinem că r = PC.a). Am dovedit de fapt următoarea : 

Teoremă. Re!'\tul împ&r\1111 p\)1 1nomuhu J-\Ă) la aJ1no1,1ul .\ 
ca lculînd valoarea P(a). 

Cum calculăm valoarea P(a)? Să luăm cîteva exemple. 
Fie P(.X] = /Y

2 
-t- 2~\' t 3 ; a tunci P(a) = a · a + 2 · a -t 3. Observăm că pen

tru a obţine pe P(a) trebuie să efectuăm două înmulţiri, apoi două adunări. Dacă 
scriem însă P(X] = (.\' + 2) · \ + 1, atunci pentru a obt1nc pe P(a) -
= (a + 2) · a -r 3 efectuăm doar o înmulţire ~i două adunări. 

Alt exemplu. Fie polinomul T(.A1 =-- \ 1 + 5..\'2 - 6 \' ~ 4 : atunci T(a) - a· 
·(a· a) + 5 · (a · a) - 6 · a + 4. Pentru a-l obtine pe T(a) sînt necesare deci 4 în
mulţiri şi 3 adunări (scăderea este considerată adunare). Putem proceda mai 
economic, calculînd cu formula T(X} = [( ~\" ~ 5) · ~\' - 6] · \' + 4 ; efectuăm 
doar 2 înmulţiri şi 3 adunări. 

EXERCIŢIU REZOLVAT 
' 

Aflaţi valorile lui n1 ş i n astfel încît polinomul P(X) = ,\'2 + 111 \' -f n să dea 
restul 2 la împărţirea cu ,,\' - l şi restul 5 la împărţirea cu .\' - 3. Ce rest vom 
obţine dacă vom împărţi polinomul P(X) la \ - 2 '! 

Rezolvare. Scriem P( I) = 2 şi P(3) 5, adică : 

[ 
I -f n1 + /1 = 2 

9 + Jn1 T /1 : 5. 

R I A • d •• b• 5 7 ezo vtnd acest sistem e ecuaţu, o ţinem n1 = ---::; . n =?. 
- -

Putem calcula acum restul împărţirii polinomului la .r - 1 : 

~ 5 7 5 
P(2) = 2~ - - · 2 + - = - . 

2 2 ~ 

EXERCIŢII 

J) Aflati restul împărţirii polinomului 5X' - 21.\ + 7 la binomul : 

I 
a) X - l ; b) X - 2 : c) X+ l ; d) X - - : e) ~ - I 2. 

2 
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• 

3) Aflat i rc~t 

restul - 3. 

' 
împărţirea la A , 

cm Împ."ir 
:turi restul 2. (\• r 

~ Ar~taţ 
du-l la r,\ 11 ob111 

În clasa a 
2, 3, 5. V 01n : 
X-a. 

Dernonstraf 
f();) la X - a e 

Reciproc, ' 
e '<I!-.tă un polin 
/'(,\) se divide c 

Obsen a ţie. O 
mul e!)te d1vi1ib!I cu 

se divid cu .%' - I. 

1) (arc dintre I 
a) 7X1 5\~, 
l. l 2Ă t 3.\ f 
2) Vcnl1ca\1 d. 

l.itul : 

a } 2,\ ' t X -

~i \ 2 ' d) 2.\ 4 J 

rn Să pre~ 1 
a) .\'' -r- X - S 

lti : l') \~ - 10.\ , 

'i •. \1a1cma11c:i - \lgcb~ 



>mul rest R(X) este constant : 

- r. 

egalitatea de mai sus să înlo-

r. 

dovedit de fapt următoarea : 
lca lnnu111ul .\ 

<emple . 
~ 2 · a -t- 1. Observăm că pen
ltiri. apoi două adunări. Dacă 
:ntru a obţine pc P(a) 

adunări . 

-6\' + 4:atunci T(a )- a· 
e T(a) sînt necesare deci 4 în
junare). Putem proceda rnai 
1 • , \ '- 6] · \' + 4: efectuăm 

. T 

P(X) =-- .\ ' + 111 \' -+ /1 să dea 
-ţirea cu ,\· 3. Ce rest vom 

5 7 
-:;- . 11 =1· 
- -

i la .\' - 2 : 

I 

"I' 

2)jAJlati restul împă rţiri i la binomu I .r - 2 a polinoamelor : 

1 2fi'- -r ,\ - 10; b) 3.\' 4X 5X - 2; c) 2X..i - 3X 5; d) 4fi .X + 5 ; e) lX - 8.l' - 3. 

3) Anap restul împărţirii polinomului 3X1 
- mX- + 15 la X 4, ştiind că împărţit la }{ - 2 dă 

restul - 3. 

' @l Anati restul irnpărţir11 polinomului X + 3aX+ a - I la binomul X a. ştiind că prin 

împărţirea la ~X 3 dă restul 5. 

[fil Împărţind polinon1ul 2X1 1nX~ + nX - 16 la X - 3 ş1 X + I, obţinem în ambele ca-

zun restul 2. Ce rest vo1n obţine dacă-l vom in1părţi la X - I ? 

~ Arătaţi că dacă împărţind polinomul P(X) la X - ~ obţinem restul r. atunci împărţin-
du-l la i·Y u obţine1n ace l aşi rest r. 

În cla sa a V-a am învăţat criterii de divizibilitate cu anumite numere prime : 
2, 3, 5. Vorn stabili acum un criteriu de divitibilitate cu polino mul ireductibil 
X- a. 

1 eorcndi. l ) I b I ll 1 num 1 
da l P(n) O 

Demonstraţie. Dacă P(X) este divizibil cu X - a, atunci restul împărţirii lui 
P(X) la x-- a este O : însă acest rest coincide cu P(a). 

Reciproc, dacă P(a) = O, a tunci teorema împărţirii cu rest ne a~igură că 
t:x1stă un polinon1 ( '(X) a~1 fel încît P(X) = (X. - a)· ('(X), ceea ce în~eamnă că 

P(X} se divide cu \ a. Teorema este demonstrată . 

Ob~rvaţie. Dacă într-un polinom P(X) su ma coeficienţilor este O, at unei P( I ) - O, deci polino
n1ul este di\ Î7ibil cu X I. [ ) c exemplu, polinoamele 

2 , .. • 1Y -t I. 5Y 3x1 - 2x1 + 4X2 
- 2X - 2, XX 2X -I I 

se divid cu X - I. 

EXERCIŢII 

I) Care dintre polinoamele de n1a1 JOS sint d1v1z1btle cu X - I '? 
a)7X' 5\'-4 . b)6,\ 5X I ; c) 42X- +27}{ 69;d)K - 2.\''+ 3,\. 5..\ ~ 3: 
l'.) 2.r' 3.\ -t 8,\ ). 
2) Vcriltcati daLă primul pohnon1 este divizibil sau nu cu al doilea ; în caz :.lf1rma11v all:"q r 

c: it ul 

a) 2,\' ' 1 ,\ 10 ŞI X 5 ' ' ,I - . b) 4X - sx-+ 9);'+ I şi X - 3; c) 3A 
2 

şr X 2 ; d) 2.\'"' - 3X ~ 5 şi \ 3. 

rn Să presupunem că a 1- 3. - 2. - 1. O. I. 2. 31 ~ntru cc valon ale lui a. poltnon1ul 

a) X + X 9\' 9; b) \"1 -r 3X~ 4X - 12; c) X' - Jf x, 1; d) X' 4\ 9.\ 

~h : l) \"' 10.\ -+ 9 . f) ,\'"' I 6,\ t- 11..\"" T 6X. este d1viLibil cu X - a '? 
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5. DESCOMPUNEREA POLINOAMELOR ÎN FACTORI. 
FORMULE SPECIALE 

Scrierea unui polino111 ca produs de factori ireductibili prezin tă ace lca~i 

avar.tajc ca ş i scrierea unui număr na tural ca produs de facto ri primi ; este utilă 

în special a tunci cînd efectuăm ope raţ ii cu fracţii . 

Nu putem descompune întotdeauna efectiv un polinom în factori ireducti
bili ; de cele mai multe ori ne l imităm la a-l descompune în doi facto ri . 

În clasa a VII-a am învăţat cîteva formule speciale, care ne ajută în descom
punerea în factori a polinoamelor. Să le reamintim : 

- formula de scoa tere a facto rului 
comun · 

- formula de restrîngere a pătratului 

binomului : 

- formula de descompunere în facto ri 
a diferenţei pătratelor · 

Să folosim aceste fo rmule pe cîteva exemple. 

a · b + a · c = a · (b + c) 

a~ + 2ab + b2 = (a + b):! l 
a 2 

- b2 = (a + b) • (a - b) I 

Exernplul 1. Polinomul x8 + 4X' se descompune în facto ri în mod evident : 

u6 l • 1 l l 2 1 
A (X·-+ 4). La fel, polinomul 2 x· + 6 X - 3 X se descompune de exemplu 

astfel : X · - x- + - X - - sau astfel : ( 
I , I I ) 
2 6 3 ' 

I ' 2 X · (3X· + X - 2). 

Exen1plul 2. Constatăm imediat că polinomul x6 + 4X' + 4 este pătratul 
unui binom : (x' + 2)~. La fel , polinomul (5X + 2)2 + 2(5X + 2) + 1 este pătra
tul lui (5X + 2) + 1 = 5X + 3. 

Exemplul 3. Polinomul 25.x4 - 9 poate fi descompus în produsul (5X:! -l-
+ 3) (5X' - 3), sa u în produsul (5X2 + 3XV5X +V3XV5X - V)) ; ultima des-
compunere este o descompunere în facto ri ireductibili . 

EXERCIŢII 

1) Eliminaţi parantezele : 
I i 

5) ; c) 5X ( S X+ 2 ) ; d} 2X(3X - 8) (.\' J) , a) (2X + 4) ; b) (2X - 3) (X-t 

c) (X - I)(.\ - 3)(X - 5). 
2) Scoateţ i factor comun : 

.t) 14\"'- J.\"J. b) 8.r-4 I 4X1 ~ r 2
: c) (JX 1)2 t 5(3X- I) ; d) (6X ~ 1r1 + .1(6.\ t ll' . 
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' 

~) 2 (X++ 
)) Co1nplcl 
a) 9X'1 -1 „. 

4) Restrin 

a) x'' I 

l 

c) t2X· 12,\ 
S) Dcscom 
a) 49..\'' -

~~ {)e 

' •• > x· 2 

O altă { 
mula dif eren' 

Ascmă~ 

Observati C\ 

I) {)csc 

a) 8X1 
-

2) Desc~ 

a) .\ 
1 I 

[El] 
a) .\'' 

Uneor 
gradul I . 

De e~ 
să i 1 - 5 , 
rea, obţine 
P(X) - (X 

Alt e 
- 12X + I 
T(X) = (X 
descompu 
T(X) - (.Y 



lN FACTORI. 

tibili prezin tă aceleaşi 
tctori primi ; c5tc ut i lă 

>m în factori ire<lucti
doi factori . 
re ne aj ută în <lescom-

- a · c = a · (b + c) I 
- --------. 
~ah + b2 = (a + bf I 
2 =(a + b) · (a - b) I 

ctori în mod evident : 

)Compune de exemplu 

4x4 + 4 este pătratu l 
X + 2) + I este pătra -

, 
Js în produsul (5X· + 
- lfJ) ; ultima des-

d) 2X(3X 8) (.\' 3) ; 

d) (6X + 1)4 I J(6.\ t I 1' . 

' 

e) 2 (X+ ~ ) ~ (X+ ~ ) ~ f) (X + 3) (X - 4) + (,Y - 4)
2 + (X f 6) (A 4}. 

3) Comple1a11 pîm la pă trat u l u nui b inom . 
a) 9.r + .. 25 ; b) 9X' - ... -ţ- 100 ; c) 25 - 10,r 1 

T •• • : d) 16 -I ?AX + ... ; e) 4,\" - l2X
1 -+ ... . 

4) Restringe\1 : 

a} X" + X
1 -I 0,25 ; b) 9X' - 12.\'2 + 4 : c) 9 - 12X' -+ 4X' . 

' 

I , I 
d ) - .x- + X I- - ; 

2 :! 

e) 12%'! - 12X + 3. 
5) Descompuneţi în factori: ... 

f-- a) 49X" - 16 ; p~ (3X I- 2i (2X + 3f ; c) (5X + l)~- 16X· ; d) 8X' - 2X2 
: e) 25X' - 16 ..\'

1
• 

~ Descompuneţi î n facto ri : 

a) X~ - 2: b) X' 3X~ ; c) 2X1 
- X. 

O altă forn1u lă specia lă, mult utiliza tă în descompuneri le în facto ri , este for
mula dif erentei cuburilor : 

~b'- (a - b)(a'+ ab f b ')] 
Asemănătoa re este şi formula sumei cuburil or : 

[ a'+ b ' = (a + b) (a· - ah + b ) 

Observati cu atentie deosebirile dintre cele două fo rmule . 

• 
EXERCIŢII 

I) Descompuneţ i în fac to ri po hnoan1ele . 

I 

l 
a ) 8X1 

- 27 ; b ) (X t- 2)1 + (,\" - 2)1 
; c) - „r - ,Y: d) >;" - 27 X' : e) 8,r ' I 

64 
2) Desco mpuncti în faeton . „ 

>/I I 125 . f) I 6A + - ' . 4 
„ 

a) A 1 t- ix· (Ă - I ) - I : b) X" + 2x·· + I : Ic) I >."' + .x' - .% ! - 1 ; ~ x' - x' + x·· - 1. 

~ De~compuncţ i în factori : 

a) x1 
- 2 ; b > x' - 3 , c > x - 4 , d ) r ' + 2. 

Uneori putem descompune un polino m în facto ri căutîndu-i un factor de 
gradul I . 

De exemplu , fie po lino mul P<_X) - x·' - 5X 2 + 8X - 4. Suma coefi cientilo r 
să i , 1 - 5 + 8 - 4, este O. Deci polinomul se divide cu X - l . Etectuînd împărţi
rea, obtinem P(X) - (X - l) · (X2 

- 4X + 4) ş i obse rvăn1 că puten1 descompune 
P(X) = (X - I )(X - 2f. 

Alt exemplu. Să descon1punem în fac tori polino mul T( X ) --:: x' - 7 X!. -
- J 2X + 18. Deoarece suma coeficienţilor săi este O, polinomul se divide cu X - I : 

X) 1) ' , 6 l , 6 T( = (X - (X + x- - X - 18). De0arece 1 + 3- - • 3 - 18 - O, putem 
descompune X' + „\"i - 6,%" - 18 = (X. - 1)(x·· ·t- 4X + 6). Deci a m descompu~ : 
T(X) = (X - I )(X - 1)( ,f ' l 4X t- 6}. • 



-
Din exemplele de mai sus rezultă că în general, descompunerea în factori a 

• 
unui polinom este dificil de executat. Nu există reguli generale de lucru ; trebuie 
folosite toate posibilităţile a vute la îndemînă, uneori chiar artificii de calcul ce 
denotă ingeniozitate. 

Observa/ie. Dacă un polinom a rc toti coeficientii numere întregi ş i se divide cu X - a, unde 
a L Z, atunci a este divizor a l terrnenului Liber al polino mulu i. Ve rificaţi a ceasta pe exemplele de ma i 
sus. 

EXERCIŢII 

I ) Dcscompuneti în facto ri : 

a) X
1 

X - 6 ; b ) -~ t X 6; c) X 2
- IOX + 16; d) x~- 7X + 12; e) X'- 9X + 18 ; 

f) 3X" - 1X + 2. 

2) Descompuneti i n factori : 
a) X

1
- 7X + 6 : b) X1 

- 6X·+ llX - 6 ; c ) X'- 1X -36 ; d) x' - 3X -r 2; e) X'
- 12X t 16; f) 4X1 

- 4X2 
- 9X -r- 9. 

rn Descompuneti în factori : 

a) X' - 25Xi + (i()X - 36 ; b) X' - 6X1 + I !Xi t 6X 24 ; c) x4 - 4X1 -f 3X 2 + 4X - 4 : 
d) X' 5X2 + 4 ; c) r + 4X~ - 32 ; f) x~ - %1 

- 8X2 -t 8. 

Polinoamele în mai multe nedeterminate se descompun mult mai greu în 
factori . Nu există metode generale ; reuşita descompunerii depinde foarte mult 
de utilizarea adecvată a formulelor speciale . 

De exemplu, pentru a descompune în factori polinomul 

X.! + 2XY + Y.! + XZ + YZ, 

grupăm termenii în două grupe : prima grupă (fo rma tă din primii trei termeni) 
este pătratul unui binom ; în a doua grupă scoatem fa ctor comun pe Z. Polino
mul se scrie : (X + Y).! + (X + Y)Z. Scoţînd încă o dată factor comun, am des
compus în factori : (X + Y)(X + Y + Z). 

Alt exemplu : fie polinomul 9x·2 
- 6XY + Y - 9. Primii trei termeni pot fi 

restrînşi ; polinomul devine : (3X - Y).! - 9. Folosind formula diferenţei pătra
telor, am reuşit descompunerea polinomului în factori : 

(3X - Y + 3)(3X - Y - 3). 

Alte exemple : 
, A ) 1 TA ,,A ) ) y' ) ) ) 1 ) ) ) ) 
A - 3x-r - + r = A - 2X-r - + - x -y - = (x - - r -t - (XY) = (x- - y- + 

) ' + XY)(X- - y- - XY) ; 
„> ) l ) l l ) :l l 

x -r - + x - - y- - I = x -c y- + I) - e y- + 1) = ex- - 1 X y- + 1) = ex + I xx -
) 

- I )(Y- + I) ; 
X.! y .! - zi. + 2 YZ - 2X + I = (X.! - 2X + l) - ( Y2 

- 2 yz + Z 2
) - (X - 1 )2 

-
) 

- ( Y - Z)- = (X + Y - Z - I )(X - Y + Z - l) ; 
X.! - 5XY + 6Y.! = X.! - 2x·y - 3XY + 6Y2 

- X(X - 2Y) - 3Yex - 2Y) = ex·
- 3Y)(X - 2Y) ; 

1A , , "~ v4 • ,~ > , > > > , 
A + x-r - + I = A + 2x-t '- + / - x r - -= (X- + y-)- - (XYJ- -= 

-=. (X.! + XY + y .!xx- - XY + Y! ) ; 
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Ă..~ XY +. 
t- Y'(X - }') (,,\A 

[fil 1Xsco1np 

a) x' \}' 4 ,\ 

~ 5 l' ! 5 . t :J \ l ' I j 

t2LJ {)c~~nmp1 

al \"1 I 2...\ r 
16Y1 : 1)27\

1 
64 ~ 

~ l)l!scon1p 

,, ) ( ,\ l ' I ) 
d ) ta\ bY) Ch\ 

I- 9} . 
4) 1)1!:-lO OlpllOC\ 

a).\ 1 1,\ 5,, 
c) .\ 

1 
I 3X 4,\ + 2 

. C l l M 
Ml 

I1c 1x)linon11.! 
Ohst't"\~nd c1 

(X 1 )(„Y 2: 
Acun este 

( ,\" - 1 ) („\ 2) .: 

Fie pol i noa r 

• 
J)e~con1pu111 

sr1 ob"c 1 \ ;11 
QL\) ~ spune 111 l 

polinoa n1ele X 
I' şi Q. 

lată l i~ta po 

- poli noa ri 

- polinoa n 
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ornpunerea în factori a 
1erale de lucru ; trebuie 
ir artificii de calcul ce 

ş1 se divide cu X a, unde 
aceasta pe exemplck de mat 

'X+ 12; e) X1 
- 9X + 18 ; 

d) )( - 3X + 2 ; e) X' -

X - 4X' + 3X~ + 4X 4. 

pun mult mai greu în 
rii depinde foarte mult 

l 

:lin primii trei termeni) 
1r comun pe Z. Polino
factor comun, am des-

irnii trei termeni pot fi 
rmula diferenţei pătra-

f - (XY)' - (Xi - y.! + 

X Y2 + 1) = (X + l XX -
} ) 

2YZ+ z~)= (X - l t -

V)- 3Y(X- 2Y) - (X 

(X2 + Y2) I - (XY) I = 

I 
I 

I 

l 

i·~ - xr + x'r1 -- x.! y• + .xr r'i = x4(X - Y) + x·r~<x· Y) + 
+ YJ(,ţ' - Y) =- (ĂA t- x~ y- + rxx - Y) = (x·~ + XY + Y 1XX.! Ă y • y )(X. Y). 

EXERCIŢII 

[}I] Dcscompuncti in factori (toate literele care apar sînt considerate nedeterminate): 

a).\'·' .A"Y I .XY' }'1
; b) A 1 + A·B+ AB· + B'; c) \" ' t AX ~ BX I AB; d) .AY ~ 3XT 

+ 5 y f 5 ; (') X! y I XY !- a.X y a x· - a~ y - a I ; t) x' + a X! f 3a 'X t 3a I. 

["fil Dcs~ompuntţi în factori : 

a) \-1 l 2X Y 1}"1 
; b) ,'\''' Y'; c) 9X·c - 12XY + 4Y~; d) 9X' 

' . 12.A Y 1 3 y· ; e) 8 I){ y- -

- 16Y : f) 27X' 64 r '. 

BJ Descompuneţi în faeton : 

a) (.\ }' + 1)1 -f (.\' + }')1 
: b) (X Y)(X· - z - ) t (.X - Z)(X· Y); c) X ' -a~ 

d) !a~ l bY) ~ (b.\ a}') ; e) ,\,1 2XY· + Y : fXX + Y)~ (A - 4XY t Y) : g) ,\'"' 

b' T 2ab . 
2Y Y + 

+ 9}..i. 

4) Dc.:.1,;0mpunett i n t.tct,HÎ ireduccibih, căuci nd mat î ntit un factor de forma X a : 
a).\' 2A 5.X-l-6:b).\"1 4X!+.r + 6;c)X 12.r· 5,r 6;d)X 2.3.X 1,7..i+J: 

e) .\·' t JX ' 4.\ ~ 2. 

6 . CEI MAI MARF. DIVIZC>R COf\1lJN ŞI C"l l MAI MIC 
Mlrl I Jf>I l C()Ml N A DOUA PC>I lNOAME 

Fie polinomul 7î A') - X1 
- s.x--~ + 8X - 4. Care sînt polinoamele care îl divid ? 

Ob~e1v1nd că SL divide cu x· - 1, putem să-l descompunem în factori : 7tX) = 
' = (X - 1 )t ,,Y 2 )" 

Acun1 este evident că polinomul T{X) se divide cu X · 1, cu X - 2, cu 
(X. - 1) (X - 2) .\- 3.X + 2 şi cu (x· - 2).! = x·.! - 4X + 4. 

Fie polinoarntle : 

P(X} 6.\.~ 24.x·· şi Q(.X) = 3X' - 12.X-' + 12X. 

De~compunîndu-le în factori, putem scrie : 

P(J:) sx· (X. + 2)(.X. - 2), Q(X) - 3X(X - 2)2
• 

Sti ob..,c1 v.1n1 ca binornul .\.· - 2 este divizor a l ambelor polinoarne P( ,\) :;ii 
QLt): ~puncn1 dc..,pre 1· l că este divizor comun polinoamelor P ~i Q. De ac.;ernenca. 
polinoan1elc ,Y si X(X 2) x·2 

- 2x· sînt diviLon comuni polinoa1nl'.lor 
p şi Q. 

Iată lista poltnoamelor care sînt divizori comuni lui P ş i Q : 

- poli noa niele con~tantc a ; 

- pohnoarnele: de forma ax· ; 

- pohnoamelt de forn1a a(x· - 2) ; 
unde a este un nun1ă r real :I= O. 

- pohnoamcle de forma aX(X- 2), 
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Observăm că tot1 di\.11o n1 co1nuni lui P ~i Q divid ~1 pc ,\'(X 2) \ 
2.\": acesta este nun1it cel n1ai fflare divizor comun al polinoamelo r I' ~i (). 
Dacă luăm polinon1ul 3.\( \' - 2) şi polinomul 2X(X - 2), obscr\a111 că ele 

sint multipli ai tuturo r di\ 11nnlor lui P şi Q ; putem să le numim şi pe ele „cel mai 
rna1e divizor co1nun al polinoamelo r P şi Q'· ; preferăm în să ~ă luc răn1 cu \'( .\' 

~) = x- - 2,Y, deoarece coeficien tul termenului de gradul cel nia1 înalt es te I. 
Să observăm că d1viLoni con1uni lui P şi Q au gradele O, I şt 2, iar cel rnai 

n1arc divizor comun lui P şi Q a re gradul 2. 

Definiţie. Fie două poltnodmL f>(X) ~1 Q(X}. Un polinom D(X) ce arc ur
n1ătoarele proprietăţi : 

I) este divizor al lui/'(X) ~i al lui Q(X) ; 

2) orice divizor al lui P şi Q este divi7or şi al lui D(X), va fi numit cel 1nai 
ma re di \.izor comun al polinoan1clor P ~i Q. 

Ob\en•ati1. I ) Cel 111a1 llHllC d1v11{)1 <.:o rnun a două polinoame 1111 e!i / l' un"'; ori<.:e pol1no1n lk 

t.111n ia/)(\'). unde a c-.tc un num:11 lt".tl „ O. arc -;.1 d proprietălile I) :;.i 2). 
"'1 el I 111.11 fl),lfl' dl\ l?11r Llllllllll a dn1i;I pnlinna1nc r :;.i Q C'\IC di vi1or co n11111 ;ii 1111 ,. 'I al 1111 (> . 

)!r:1.!1tl -,;lu 1.·..,1~ cd n1.1i .11.11t' d111t1l' 1.?1<1<kk d1\11orilnr co n1uni lui P 4> 1 Q. 

Cum putem obtinc efect iv cel 1nai mare divizor comun a două polinoarnc '! 
Dacă polinoan1ele P ~i Q 1o,înt descompuse in factori ireductibili , a tunci cel 

1nai mare di\izor cornun a l lor se obţine luînd produsul facto rilo r ireduct1hili co
n1uni, la puterea cea mai mică cu ca re apa r în cele d ouă descon1puneri. 

l)e exemplu , fie po linoamele : 

P{J1) - x·~ + 6X...i t IJX
1 

1 14X-~ -f- 12X + 8 = (..\' + 2) 1(X~ -I I) ~i 

Q(.X') = 2X' -t 6.-\ 4 I 2x·1 
- 2X2 

- 8 = 2(X + 2).!(X.! + I )(X I ). 

i n cele două descompune ri a par factorii ireductibili X+ 2, x·-' f- I ~ i ;r I 
Dintre aceştia, doar primii d oi apa r în ambele descompuneri. Fac101ul ,.\ I : 
1p·1rc cu exponentii 3 şi 2, deci va apă rea cu exponentul 2 în cel 1nai n1t1rc div1zn1 

co111 un a l pol1noamelor P ş1 Q. Cel mai mare divizor comun al lui/) ş 1 Q va fi pol1-
11orn ul : 

D(X) = (X -l 2) '<X -I· I ) = x4 + 4XJ + sx·.! + 4X + 4. 

A/1 eremplu. Fie A(,\') 2X -t 1 ş i B(X) = (X - 1XX + 3). Nu exi~tă n1c1 un 
fa cto r ireductibil comun polinoa melor A şi B; deci cel mai mare di vi1or l.On1u11 al 
lui A şi B este I : poltnoar11ele A şi B sînt prime între ele. 

EXERCIŢII 

(; 

J} AOaţi cel n1ai mare d1\1tOr cornun al polinoamelor: 
.t) <X I)( ,\" 2)(.Y °') -;.1 ( \ I I )(.\ 2)(X + 3); b) (X - I)!(.%'+ 5) ~1 ( \ 

c .\ f ">C.\ - 3) :;.i ( Y J) : d) 14.\(,\ I 7) ş 1 4X2(X - 7); e) 3X.1CX I) CA l 
I )C \ I 5 I • 

f)(\ IJ "' 
4 \f,\ I) (X"' -t I). Scnet1 I 1 n lorrnă canonică . 
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2) Altq1 
a) \' 

d I X' ' \ -I 
~I 2,\ . t 2 \ 

J) Seric\ 
()( .\ ) să fie /)( 

ii) Q<.\ 
I:!,\ I 4. /Jj 

a) .\ 

Nu în 
bili. Mcto 
nu este ap 

~ . 
n11ca, numi 

Să lu 
+ >..' - 20. 

În1pă r 

Obţintn1 c 

Ob\incn1 < 

Oe oa 
e"te cel 111r 

Alr 
Q( ,\') = ,\'I 

"" Fud1 
aul ~)rul unui 



l ~i pe ,\'(X - 2) \ 
al polinoamelor /> :;.i Q. 
r - 2), ob"er\ 'in1 c.1 ele 
numim şi pc elc „CLI rna i 
nsă ~ă lucră1n cu ,\ (.\ 
dul cel n1a 1 1na I t es tl' I 
ele O, I ~ · 2, ia r cel 111ai 

olinom D(X) ce a re ur-

{X), va fi n un1it cel 1nai 

1 este 11111c ; orice polino1n dl' 
). 
·or lnmu n <ii 1111 /' , j al lt11 O . -

un a două poltnoa1nc '! 
i ireductibili, atun<..1 cel 
actorilor ircduct1h1h ~o
e două de~con1puneri . 

t- 2) 1 
( ,\"

2 I I } ~ i 

~-2 + I )( x I ) . 

r + 2, x·.! + 1 ~i ,\' 
:>uneri. Factorul A 

I 
1 -

în cel n1ai n1c.1 rl' div1 zo1 
n al lui P ~ 1 Q v.i ti poli-

- 4X' + 4. 

I 

\ 

. ' 
I 
• 

( 

• 

2) Afl.t\f l'cl 111.11 n1a1c <l1.\ 11or 1.:omun .tl pt•lin11aml.'lor : 
a) r \ '>I \' + 2 \ + ,\ : b) \ \ ~ i .\ 4 

• 2X t" I : l") 4.\' ' 12 \ 9 ~I ~ r I 27 . 

d) .\' "\ \ -f 2 ~I \ \ - 2 : C) 8.\' J2 ~j 2,\' 14 \ .... 2{) . I l ,\ 7 \' t,- 12 ~I "\,\' 6 \ 24 . 

!!,) 2.\ 2.\ 4 ŞÎ 4.\'' 12 \' - 40 : h) ,\ - \' 2 ŞI ,\ '' \ - 4 \' + 4. 
3) Scnc\1 un polrnon1 P(X) Jc graJul 2 a~tfol i n...i1 cel 1na1 marc <liv1101 con1un al 1111 ! '( \) ş i 

Q(.~·-) să lie /)(X). unde . 
a ) Q(.\) x I , DL~ ) .\' 1 I : b) Q(.\ ) - 2X 8 : D( ,\ ) .\ - 2 : c ) Q( \ ) 9 \" 

- 12X i 4, /)(,\) "\,\ 2. 

rn Aflaţi cel mat mare dÎVllOr co1nun al pol inoa1nclor : 

a)X· ,\l'şiX~- UY Ir :h)6(.\"~ }')°~19(,\~ }' )(.\ 
• Y) . 

rn Ară la\1 că polinoan1ele : 

a) X' I I ş i X' I I : b) X + J,\ + 2 ş t X' I sini prime intrt! ele . 

Nu întotdca una putem desco1npune efectiv poli noa mele în factori ireducti
bi li . Metoda de aflare a celui mai mare d1\1Lor comun, prc1,entată mai înainte, 
nu este aplicabilă întotdeauna. De aceea \On1 prezentC:.t încă o 1netodă, algori t
mică , numită a~goritn111/ lui Euclid*. 

I 

Să luăm de exemplu poli noa mele P(X) =- ,\'- + 2X 24 ş1 Q(X) =- ,\ - -~ 

+ x· - 20. 
Împărţim polino mul P la polinomul Q : 

x·~ + 2 .. r - 24 .\ ·2 
-L Ă. - 20 

- .r- - .\' -+- 20 i 

x-- 4 

Obţinc:: n1 citul I ~ i restul R1(X) = X - 4 : 

P(X) - Q(X) · I + CY - 4 ). 

Î1npărţi111 polinomul Q la polino1nul R1 : 

X1 + A:. 20 X - 4 

- „Y2 + 4,\'" I,\ -t- 5 

5x· - 20 
- 51 + 20 

+ 3). Nu ex1~tâ n1c 1 un O 
mare di\i1or tnnu111 al 

'. X i 5) ~ 1 ( \ I )( \ I 51 • 

\ "
1
(A l)(Â -! I )( .\ I li ~• 

' 

Obţinem ci tul X t- 5 şi restul R,(X) = O : 

Q(X) = R .(1} · (X. + 5) I- O 

Deoarece restul R 2 este O, algori tmul se opreş te ; re~tul J?1(X) - X - 4 
este cel mai mare divi zor comun a l polinoamelor P şi Q. 

Alt e.\en1plu. Fie polinoamele I'' X) =- ,\ ·• - 2X
1 

-l 4X 
1 

- 4X. -t- 4 ş1 
Q(X) - X 1 

- 3X2 -l 2X - 6. 

• Fuclid - 111atcn1atician grec ce a trăit în -;ecol ul ll l 1.e.n. în ora~ul All'\,1nd1i;.1 CFg1p1): c:-.tc 
autorul unui fai1no~ tra1a1 de geometne. 
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Împărţim polinomul P la polinomul Q (efectuati împărtirea !). Obt1nem 
citul X+ 1 şi restul R1(X) = 5%2 + 10 : 

P(X) = Q(X) ·(X + 1) + (5X2 + 10). 

Împărţim polinomul Q la polinomul R 1 (efectuati !). Obţinem citul 
I 3 5 X - 5 şi restul R2(X) = O : 

Deoarece restul R2 este O, algoritmul se opreşte ; restul R1 (X) = 5X2 + 10 
este cel mai mare divizor cotnun al polinoamelor P şi Q. 

Observa/ ie. Putem spune că şi X2 + 2 este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi Q. 

Alt exemplu. Să aplicăm algoritmul lui Euclid polinoamelor P(X) = 
= 2x4 - 2X3 - 2X2 

- 2X - 4 şi Q(X) = x3 - 3X2 + 4X - 4. 
Împărţim polinomul P la polinomul Q. Obtinem cîtul 2X + 4 şi restul 

R1(X) = 2%2 
- 10X + 12 : 

P(X) = Q(X) · (2X + 4) + (2X2 
- lOX + 12). 

Împărţim polinomul Q la polinomul R 1• Obtinem cî tu l +X+ 1, iar restul 

Ri(X) = 8X - 16 : 

Q(X) = R1(X) · (+X+ 1) + (8X- 16). 

I 3 · 
Împărtim polinomul R1 la polinomul R2• Obtinem citul 4 X - 4 şi restul 

RJ(X) = O : 

Algoritmul se opreşte aici. Cel mai mare divizor comun al polinoa melor 
P şi Q este ultimul rest 7'= O obţinut, anume R2(X) = 8X - 16. 

EXERCIŢII 
• 

1) Folosind algoritmul lui Euclid, calculaţi cel mai mare divizor con1un a l polinoamelor: 
a) X

2 + 3X + 2 şi X 2 
- X - 2; b) X2 

- sx· + 4 şi X2 + 2X- 63; c) 12X2 + 5X - 3 ŞI 6X2 + X l; 
d > sx1 

- 4X - 1 şi x 2 
- 2x + 1. 

[]] Aflaţi cel mai mare divizor comun al polinoamelor : 

a) X
1 

- 6X2 + I IX - 6 şi ,'('3 
- 8X2 -t- 19.A' - 12; b) 6X1 + 13X' -t- 15X - 25 ş 1 2X3 + 4X~ + 

+ 4); JO ; c) 6.A'"' + X1 
- X şi 4X1 

- 6X2 
- 4X + 3; d) 2 \"' - I 2X3 + 19X' -- 6.\' + 9 ş i 4,\' - 18..-\'1 + 

-+ 19 \ - 3; e) x4 + 2.x1 
- X+ 2 şi x4 - ,\'3 + 2.~! +X+ 3; o 2x~ - I IX2 - 9 şi 4X' + Jtx4 + 81; 

g) JX~ - x4 - 3X + I şi 3x4 + ,\'3 + )(1 + X - 2; h) ,,\'~ - 17x4 + 16 şi X7 
- 12.\' + 11. 
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mpărţirea !). Obţinem 

aţi !). Obţinem cîtul 

stul R1(X) = 5X2 + 10 

nun al polinoamelor P şi Q 

polinoan1elor P(X) = 
•• 
;îtul 2X + 4 şi restul 

12). 

ul +x + 1, iar restul 

)). 

I 3 . l ul -X - - şi restu 
4 4 

>mun al polinoamelor 
S. 

ir comun al polinoamelor. 
'.X2 + 5X - 3 şi 6,\'2 + X I, 

+ 15,\' - 25 şi 2X1 + 4,\'2 + 
.: - 6\' + 9 ş14.\'1 - 18A'2 + 
IX2 

- 9 şi 4X5 + I IX' + 81: 
+ 16 ŞI ,\ 

7 
- 12 .\' ·r 11. 

l 

( 

' I 

• 

( 

- ==----- -------

3) Sint polinoamele 3 , .~ 4.\· + I şi 2.\'- + X+ I prime intre ele? Dar polinoamele 
4\' - 5.\ + I şi ,\' ' 5.\'+ 4? 

{ ci mai mic 111ultiplu con1un al polinoamelot X) Q(Ă) ec;;te un poltn 111 
\1(\) earcpnp11 t.ţ 1 l 

- pohno.unele P( X) s1 Q(Ă'.} di\id polinomul M(>r. ) • 

- dacii P('t() şi Q(X) d1\1d un pohnom TîĂÎ, atunci ş1 pohnorn ul \1(X} îl d1-
\. t 

.....Y Y\ 

Cu a !te cuvinte : 
- M(X) este un multiplu al polinoamelor P(X) şi Q(X) ~ 
- dacă T(X) este multiplu al polinoamelor P(X) şi Q(X), atunci T(X) este 

multiplu şi al lui M(X). 

Între polinoamele P(X), Q(X), cel mai mare divizor c©mun D(X) al lor şi cel 
mai mic multiplu comun M(X) al lor există relaţia : 

l'\Ă) · Q( .\} ! >( x) · M(.,\}~ 
Această relaţie ne permite să-l aflăm pe M(X), dacă îl cunoaştem pe D(X} : 

Al(>.> [ P(X} • Q( )J : ne 

Dacă polinoamele P(X) şi QC\) sînt descompuse în factori ireductibili, 
atunci M(X) poa te fi luat produsul tuturor factorilor ce apar în descompuneri , 
fiecare factor la puterea cea mai mare. 

De exemplu, cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 
P(X) = (X - 1 ).!(X+ 2)(X + 3) şi Q(X) = (X - 1 )(X + 2)1 este polinomul 
M(X) = (X - 1 )1(X + 2) 1(X + 3). 

EXERCIŢIU REZOL V AT 

Să aflăm cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 2X
1 

- X1
, 2X2 + X şi 

4X2 
- 1. 

Rezolvare. Descompunem cele trei polinoame în factori ireductibili : 

2X' - ,\ .? = Ă·.?(2X - I), 

2X.? + ){ = X(2X + I), 

4X.? - I = (2X + I )(2X - I ). 

In descompuneri apar factorii ireductibili x: 2X - I ş i 2X + J. Primul apare 
cu exponen tul 2 în prima descomrunere. Cel mai inic mulriplu comun va fi 
x·2(2.\ ' - 1)( 2X 1 I) 4„\'4 

- .\ '
2 

EXERCIŢII 

1) Aflap cel 1na1 mic mu lttplu cornu n a l polinoamelor : 
a) (X I )1(X - 2) ş 1 (X I )(X - 2)2; b) (X - I )(X - 2)(X - 3) ş i (X 1)2(X 3); c) (,\ - I )1 

şi (X - l )(X + I)'. 
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rn Alla11 cel mai mic mu lt iplu comun ni polin na1nclor : 

\' (a -l /l)\ t ah şi\ (a ~,) \ a1 . 

Sc1ic1i-I în formă canonică. 

J) 1\lla11 cel mai mic mult iplu comun al pnlin<1amclor : 
a) \ - 4 \ ş1 \ '- - !< \ ~ Io . hi \ t ~ \ ' ~1 \ 

1 + 8: el.\ 1 + J şi \ ' - \ -t \ : 
d I l) . \ • I 12 \ + 4 şi 27 \ ' + 8: e) \ \ '>I \ 

1 I • I) \ ! - 3 \ ~ 2 -.1 .\ ! - \ - 2 

J -1) Afla ţ i cel mai mic multiplu comun al pol1noarnclor : 
\J'6 a) I - \ . I T \ şi I .\ : hi ( \ r 2 I . ( \ 2 )( .\ ~ I) ŞI ( \ -I 2 )( \ + J) : c) .\ 2. ( \ 

( \ 2>'· d) \ '. .\' I şi.\'' - I : e) 3 \ I J \ r I ş 1 I 9.\ : rn .I\ + 5 şi 4.\" \' I I. 

[}21 J\llati cel mai mic multiplu con1un : 

a) .\ 
1 

- 6 , .. · I li \ - 6 şi .\ ' 8 ,\ ' 19 \ 12. h) ,\ ..i I ş1 \ " - I. 

7. FUNCŢII POLINOMIALE ŞI ECUAŢII POLINOMIAl..E. 
1'EOREMA LUI BEZOUT 

2) ş i 

. Am întîlnit în lecti ile antenoare multe exemple de polinoa me. Putem 
acum forma gene rală a unui pohnon1 în nedeterminata X. de gradul n : 

sc nc 

On)t(" + lJn 1.\ "' 
1 

I ... +a. \' + O t ,.\' + 0 11, 

sau 

unde coeficienţii a0 • a 1, a'.! • . „, a „ 1. an sîn t n urne re rea le, iar an =I= O. 
Să luăm de exempl u polinomul /'(.\' ) -- 2.\' 1 

- J ,\ '2 + 5. Scriind u-l astfel : 
/ '(.\' ) = 2.\'

1 + (-3)}(~ +O,\"+ 5, tccunoas tem coeficien ţi i: 

a1 =2,a~= 1,a1 -0,a0 =5. 

Să înlocuim în acest polinom nedeterminata x· cu numărul 1 ; obţ i nem ca 
rezulta t numă rul 2 · J'.l - 3 · 12 + 5 4; îl notăm P( J). Deci P( l ) = 4. 

3 
Dacă înlocuim nedetermina ta X cu număru l T, obţinem ca rezulta t 

1 l 1 , 3 1 
n un1ăru l 2 · ( ~) - J · ( ~) + 5 5 ; ii notăm P ( T). Deci P ( ~) =- 5. La fel, 

/>(2) - 2 · 21 
- 3 · 22 + 5 = 9. P(- 1) = 2 · ( - 1)1 - 3 · (-1)2 + 5 = O. 

Înlocuind nedeterminata x· cu un număr x. obţinem ca rezulta t numă ru l 
2 · \ 

1 

- J · , - + 5, care se notea1ă P( r). Putcn1 defi ni o funcJie h : R - R pnn 
Iz(\) - P(,) pentru orice _,- E R. Ac.easta este o funcţ ie polinomia lă. 

În general, polinomul 

\ ,11 + \'" I + -1 \ O„. 0 11 I· .„ -,- O • 

de te rmină o f unctie poli non1ia 1;""1 

- "+ 111+ + _j - <111 ' \" li„ I ' X . . • 0 2 ' \ ·1 

f'uncţiile linia re, desc rise de 

.! · R - R, definită de formula j( x ) = 
a 1 • , . t 0 0 pentru o rice x E R. 

/( .r) ll1 • .\' + an 

sînt exe mple simple de funcţ ii polinon1ia lc. 
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Ş i I unc ţiil c pălra ii~ 

Fie ./'. R - R 

Orice nun1ăr r Cl. 

\ •11 +- \ " I + a„. a,, i .-

sînl toc n1ai soluJ11) 

li,, 

Dacă a„ =I:- O, se sp 
De exe n1plu , 

cum arn vă1ut. Pl.l 
111-lea 

Am vă1ut că ecua 

(c u a1 =I= 0) au o 

Ci t \ + au are O SÎI 
o rădăci nă reală 
2.\' ' - J.\'.! -1- 5 ar 

Polinoarncle, 
probleme ridicate 
r[1dăcinilo r polinc 
da tora Lă lui Bezo1 

Teoremă. l\Ju 
binon1ul }( r îl < 

Ară taţi că p 
numă rul natural 1 

Înt r-adevăr, 
-t- (n - 1) = O ; d 

Ca re polino 

r( ~ )= J? 

Fiind un pol 

· * Bl~ :0111, l~ ticn 1 



I ŞI \ .\ I .\ : 
\ ") 

l-1) :c)\ 2. <\ 2 ) ş i 

5 şi 4.\ \ + I . 

I. 

LINOMIALE. 

noa mc. Putem se ric 
radul n : 

co. 
. Scriind u-1 astfe l : 

rul I ; obţinem ca 
( I ) = 4. 

nem ca rezulta t 

. ( 3 ) Ip l = 5. La fel, 

5 = O. 
rezulta t numărul 

ţie h : R - R pnn 
dă. 

formula fix) =
L R. 

f 

Şif unc ţi il e pătra tice /(.r) = 0 1 • x- + a1 · r t ctii <.; Înl l'unc t1 i pol1nom1a h.: 
Fie .I : R - R o func ţie po l i no mia lă , definită de 

/ ( ) _ 11 + 11 - I + L -' + + . r - a„x 0 ,,- 1 Y .. . ,- a~ \. a1 Y ao. 

()r i<.:e nun1ăr r cu proprieta tea că .f(r) = O va fi num it rădăcină a polino1nult11 
a„.\ '' + a" 1.Y

11 1 + ... + ay_ .\ 'J. + a, ,\ + a11. Rădăcinile rea le a le acestui polino111 
~ int tocmai ~o lu ţii le ecua ţiei po lino mia le 

a11x
11 + 0 11 1X

11 1 + ... + a2x
2 + a,x + au= O, x E R. 

Dacă a„ =F O, se spune că acea sta este o ecuaţie de gradul a l 11-lea. 
De exe mplu, numă rul - 1 este rădăci nă a polin omului 2 ~\ - 3,\'- I 5, aşa 

cun1 a m văzut . Pute m spune că - 1 este soluţ i e a ecua ţi ei polino n1iale de grad ul a l 
III-iea 

' l 2x - 3 x~ + 5 -= O, x E R. 

An1 vă zul că ecuaţiile de gradul I : 

ai x + an -= O, x E R 

(c u a, ~ O) au o singură soluţie , n umăru l - ~ . D eci poltno mul de gradul I 
a1 

a1 ,\ + ao are o singură rădăci nă . Polinomul de gradul a l II-iea .\' ' 1 1 nu are nici 
o rădăcin~ rea lă (de ce?). Se poate a ră ta că p olinomul d e gradul al 111-lea 
2.\' 1 

- J,\ - + 5 are ca rădăcină rea lă d oa r pe - 1. 
Polinoamele , în special sub formă de funcţi i po lino mia le, a par în multe 

probleme ridica te de fi zică , chimie , tehnică . De multe o ri inte resează aOarea 
rădă ci nilor polinoa melo r. În acest scop se fo l oseşte n1ult n rmă toa rea teore rnă, 
da to rată lui Bezout* : 

Teoremă . Numărul r e!JtC rădăcină a polinomului P(>..) dacă ~i numai dacă 
binomul ,\. r ii divide pc P(.:t") . 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Arătaţ i că polino mul x n+I - nX11 -1- (n - I ) SC d ivid e cu x 
numărul natural n. 

Într-adevă r, înlocuind nedete rminata x· cu I , obţi nem 
-I (11 - J) = O; deci 1 este rădă cină a polinomului . 

- EXERCIŢIU REZOL V AT 

l, o rica re ar fi 

1111 1 I"+ - /1 • 

Ca re polinom P(X) de gradul a l Ii-lea are valo rile P(- 2) = 3, P( - 1) = 6, 

p( ~ )= 3 ? 

Fiind un polinom de gradul a l Ii-lea, î l vo m sc n e 

P(X) = aX 2 + hX + (', cu a # O. 

• • /Jezour, Etienne - matematician francez ( 1730- 1781). 



• 

A găsi polinomul ce satisface cond1ţi1lc date inseamnă a pr~<.:i1a valorile <.:oL'li
<.: Îc nţilor a. b şi c. 

Condiţia P(- 2) = 3 se scrie a · (-2)2 + b · (- 2) + c = 3. La fel, celelalte 
condiţii se scriu : 

' a · (- I t + h · (- I ) + c = 6 
. 

Şl 

Coeficienţii a, b şi c formează soluţia sistemului de ecuaţii. Rezolvîndu-1. 
obţinem a= -2, b = -3. c = 5. 

EXERCIŢII 

„ I) Fie polinomul P(X) = 2 \ 1 
. \ '

1 t- J \ 5.\ + I. 

a) Calculaţi valorile P( 3), P( 2), P( I ), P(O), P( I), P(2), P(3). 

b) Calculati P(- ~ ) , P( ~ ) . P( ~ ) 

c) Aproximaţi (cu ero:ire de cel mult 0,01) valonle P(- J 2 ). P< I 2 ). P<. I 3 ). 
'( 2) În împărţirea (2 \ '' - 5 \ +a) : ( \ 2), determinaţi coeficientul a în a~a fel încît restul ..:i 

fie O. 
J I J 5 

- . - 1. - , - . 2. - este rădăcină a polinomului : 
2 2 2 2 

°" 3) Care dintre numerele -3, 2, 

a) Ă..i + 4X
2 + 4 .X + 3; b) 4 .\'2 + 12\' t- 9; c) 2.\'' - .\..i - 2\' - 2\'~ 4.\' - I : 

J) 2x1
' „,.~ - s;r' - s r1 r '! 

rn Aflaţi polinomul de gradul al doilea P~') CJ1 >(~ + lJ1 ,\ + Oo ~tiind Că : 

a) P(- 3) = - 39, P(O) = O, P(J) 

P(- I) = 4, P( I) = 12. 

- 33, b) P(- 1) 
( 

I ) J O, P 2 =4, P( I I = O ; c) /~ 2) - J . 

Fie polinomul în nedeterminatele X şi Y : 

P(X. Y) = 2X1 + XY + 5 Y + 1. 

Înlocuind nedeterminata x· cu numărul 3, iar nedeterminata Y cu numărul - 4, 
obţinem ca rezultat numărul 2 · 3 + 3 · (-4) + 5 · (- 4) + I= -13, pc care îJ 
notăm P(3, -4). Deci P(3, - 4) = 13. 

Înlocuind nedeterminata X cu un număr x. iar re Y cu numărul l'. obţinem 
numărul 2 ·.t

2 + .\' · y + 5 · y + I, care va fi notat P(t, y). Acest număr este 
numit valoarea polinomului P în (x, y). 

Aşadar, 
) 

P( l , l ) = 2 · I ~ + I · I + 5 · I + I = 9 ; 

I 17 ~ 
+ 2 ' I + 5 · I + I = 2; P(- 4, 3) = 2 · (-4t + (- 4) · 3 + 5 · 3 -f- I = 36 : 

P( l f 2' 3) = 2 . ( 11
2)2 + I 2 . 3 + 5 . 3 + I - 20 + 3 I 2 . 
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1) Aflaţ 

a) (I. I 

2) Pentr 

a) P(\·. ~ 

3) Fie p1 
P(3, y) = 9? 

O frac 
p 
Q. Numito 

De exe 

tionale în 1 

raţionale în 1 

Fractiil1 

polinoame. 

fracţia 

identifică Cl 

Putem 

rezultat obţi 

. 2~ 
raţională -

l l 

( .\'1 + .\')(2 ' 

( A'i + \ )( 1\ 

Pentru , 

cesar ca atît r 

De exc 



a pr~ci1a \alonll! <.:ol'li-

c=3. La fel, celelalte 

e ecuaţii. Re1olvîndu-I, 

. Pt I 2 ). P( I ~ ) 
ul a în aşa fel i ndt restul ~ 

;,IC rădăcină a polinomulu i : 

l : 

~liind că : 

P(IJ = O; c) f( - 2) J , 

ata Y cu numărul -4, 
+ 1 = - 13, pc care îl 

cu numărul y, obţinem 
y). Acest număr este 

3 + 5 · 3 I- I = 3(l : 

EXERCIŢII 

1) Aflaţi valoarea polinomului Q(X. Y) -= 2X y! + 2 în : 

a) (I, I); b) (I, 2); c) ( 1, l); d) (I, - 2); e) (3, 2); f) (4, 212); g) (- 2, \3) . 

2) Pentru polinomul P( \ , >') = 5X~ - .\' Y- + r ' + .\', calcula ţ i : 

a) P(x, 2); b) P(x. - 1); c) P(I, y); d) P(- 2,y). 

3) Fie polinomul P( A. Y) \'~ - 3X Y ~ 2 Y - A' + 3. Pentru ce număr y avem P(3, y) = O ? Dar 
P(3, y) = 9? 

8. FRACŢII RA l IONA LE. 
AMPLIFICAREA ŞI SIMPLII„JCAREA 

O fracţie raţională este o pereche de polinoame P şi Q. scrisă astfel : 
p 
Q . Numitorul Q trebui~ să fie diferit de polinomul nul O. 

2X + I X 2 2X + I 4„\'~ - 4);' + I 
De exemplu, sînt fracţii ra-

3 .X2 + I ' X 4 ' ( 3 X - I )2 

. 2X + Y X + I 
ţ ionale în nedeterminata X. iar ---

X + 2 Y' Y + l' 

raţionale în nedeterminatele X şi Y. 

~ y-

,\' 

);' + y' 
- - - sînt fracţii 

I 

Fracţiile raţionale ale căror numitori sînt constante # O sînt de fapt 
2X2-+ I 

polinoame . De exemplu, fracţia 
1 

se identifică cu polinomul 2X2 +· I : 

fracţia 
X2 + 2 I 

2 se identifică cu polinomul 2 X 2 + 

identifică cu polinomul 
2 

X + V 6 
= i1 2 X + 1 3 l 2 I 2 . 

Putem amplifica o fracţie raţională 
p 

- cu 
Q 

. 
once 

1 ; fracţia 

polinom 

2X + l 6 

i'2 

R #O; 

se 

ca 

rezultat 
R·P 

obţinem fracţia raţională 
R·Q 

De exemplu, amplificînd fracţia 

2X + I 
raţională JX2 + 

1 
cu polinomul X1 + ,\', obţinem ca rezultat fracţia raţională 

(„\'2 + X)(2X + I) 
(X' + X)(3 ,\'2 + I ) 

2X' + 3X2 + );' 
3x4 + 3X' + .\'2 + X 

Pentru a simplifica o fracţie raţională ~ cu un polinom R # O, este ne

cesar ca atît numărătorul P cît şi numitorul Q să fie divizibile prin R. 

2X2 + X 
De exemplu, fracţia raţională 

3 
\'' + X poate fi simplifica tă cu 
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2..-\' + I 
polinomul ,\' ~ ca rezultat obJinem fracţia JX2 + 

1 
; fracţia 

poate fi simplifica tă cu X. cu X+ I sa u cu X2 + X. Obţinem pe rind : 

2X2 + 3 X + I 2X2 + X . 2X + I 
respectiv J,\'2 + 

1 
• Primele două fracţii JX' + 3X2 + X+ I ' 3X3 + X' 

obtinute mai pot fi simplificate : prima cu X+ 1, a doua cu X ; ca rezultat obţi
nem cea de-a treia fracJie. Aceasta nu mai poate fi simplificată cu polinoame de 
grad > I ; spunem că ea este ireductibilă. 

2X2 +X 
Alt exemplu : fracţia 

4
X + 

2 
poate 

I 
2X + I ; ca rezultat obţinem polinomul 

2 
,\'. 

J) S1n1plificaţi fracţiile rai1onale : 

EXERCIŢII 

1) 

fi 

2,\'
1 

4 \'2 r 1 xa' \ r1 

a) . : h) 1 1 : c ) , : d) 
J .\„ 6 ,\ Y 12a \ - Y 

5 \'~ _, 6 \ 

5.\ 

2) Simplificali · 

' 9 .r- t- 9 . .\ ,\ 2 \' t I 
a) tt." + 4 . o) 

·----. C) 
\ - I 

.\' ' j 8 \ , t :r + .\· 
I ) ,\' ' t ,\ : g ) --.--

,\' ' - I 

3) Simplificaţi : 

,\' I 
' (\'- I )" 

d) 

simplificată 

e) 
.\'} \ 

.\' y -t- ,\ 

cu polinomul 

,\' ' - 25 7 \I - 7 
• c) 

\ - - 1 O \' i 2 S 2 \ '2 + 2 • 

J \ i- J\'Y \' - 16> -
a) , : h) , 

r ' r1 
\ ' 125 >'\ 

9 ,\}'-9}'- ,\ 8.\}' ..L 16 } e l 2,\ 2 }' d) .\'2 - 10 \ ' ) -! 2S 7 . 

QSJ Simplificaţi : 

\'
1 

- 6 .\'~ + 11 \' - 6 
a) 

,\'' - J .\' ..... 2 

.\' ' - }'~ - ') ) / / 
0) r- - ,,.~ - .' \ 7 : c) 

/. 

5) Amplihcati cu X. apoi cu \ - I fract11le: 

.\' ,\' - I • + .\' + I \' „ I ,\ 
a) Vl-1 ; h) . c) <l ) - . 

.\' ,\ ~ I • . \'! + I 

6) l\rnplificaţi fracţiile 

.\' + I \ 

,\'' - ,\ 
!;i I 

\ ,\' I 

astfel incit sit obţ ineţi frac\ii avînd acelaş i numitor. 
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9 \ '4 9 \ ) I 

,\ ' + \ . }' + \') ' I I • - (,\'' - r > 
') -

g 

Fie de c 

na ta ,\' cu nu 

Deci f12) = · 

rezultat nun 

2 ş 1 că arc v~ 

Însă, <laa 
anuleal'.ă : Se 

În genen 

n1ina ta ..-r cu u 

< 'a :11/ I : 
~-aloar~a 1n r, ~ 

('a zul 2. 1 

no tărn J·(r) = 

De cxcn: 

~C\'
1 + 12,\' 

(\' I)( ,\' 

următorul algo 

l'a\11/ O. C 
În CC:l7 COT 

Pasul 1. a 
Pa ni/ 2 b 
/

1a \Ul 3. C 

l'a \Ul 4. n 



2„\'·' + J„\'.! + ,\' 
~ ' '+ + 3,\" + ,\'· )( 

)bţinem pe rind : 

!le două fracţi i 

~ ; ca rezulta l obţi

ă cu polinoa me de 

- .\' 

+ ,\' 

5 

cu polinomul 

7 \I 7 

+ 25 
• C) - - • 
. 2 \ ' ~2. 

,, - 12'i}'1 

-~ 

10\ > t 25r1 

, .., - 9 \ r 1 

I . \' r ' - ( ,\ I „ ... 

\ 

• 

9. VALORILE UNEI FRACŢII RAŢIONALE 
FUNCŢII RAŢIONALE 

Ă. - I 
Fie de exemplu fracţia raţională F{X) = ,\':! _ 

1 
. Să înlocuim ncdctcrmi-

2 - I I 
nata X cu numărul 2 ; obţinem numărul = - , care se notea11i F{2). 

22 
- I 3 

I I . 
Deci F(2) = 3. Dacă înlocuim nedeterminata X cu numărul - 2, obt1ncm ca 

3 3 --
rezulta t numărul 

I 
--- 1 

2 2 
--- - 2 ; acesta se notea Lă 

3 

2 

-- I 
4 

--
4 

r(- +}. Deci F ( - +} = 2. Se spune că fracţi a ra ţională are valoarea 
3 

in 

I O - I 
2 şi că are valoa rea 2 în -2. De asemenea, F(O) = 0~ _ 

1 
= I . 

Însă , dacă înlocuim nedetennina ta X cu - I (sau cu I), numitorul fracţiei se 
anulea.dl : Se spune că fracţia raţională F nu are defin11ă valoarea in - I şi în 1. 

În general , dacă într-o fracţie ratională F{X) = P(J'() înlocuim 11edctcr
Q(Ă'} 

mina ta X cu un număr real r. pot apărea două cazuri : 

Cazul I : Q(r) = O. ln acest ca z spunem că fracţia raţională F ·nu are definită 
va loa r~a În r, sau că nu este definitA în r. 

Cazul 2. Q(r) -#- O. În acest ca z fracţia ra ţională F are va loarea 
P(r) 

Q(1) 

notăm F(r) = P(r) . 
Q(r) 

De exemplu, 

8,\ 2 + 12X + I 
(\' - I )( .\' - 6)' 

următoru l a lgoritm : 

pentru a calcula efectiv valoarea f '(r ), 

l + X · ( 12 + ,\' · 8) 
vom se rie F<.X) = ş1 

6 + ,\' · (- 7 + X) 

unde 

vorn 

Pasul O. Citeşte numărul r. Dacă r =I= 1 şi r =I= 6, continuă cu pasul 1. 
În caz contra r scrie „ excepţie". Stop. 

Pasul I. a = r · 8 ; Pasul 5. d = -7 + r : 
Pasul 2. b = 12 + a ; Pasul 6. e = r · d ; 
Pasul :3. c = ·r · b ; Pasul 7. nutnitor = 6 + e ; 

în r ; 

folosi 

Pasul 4. numărător = 1 + c ; Pasul 8. F(r) = numărător : numitor : 
Pasul 9. Scrie rezultatul F(r) Stop. 
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' 

Fie 
X+I 

fracţia X 1 _ 
3
X + 

2
. Numitorul are două rădăcini, anume 1 şi 2. 

Pentru orice număr rea! x, diferit de 1 şi de 2, fracţia are valoare în x, ş1 a nume 

x+ I "+ I 
x 2 _ 

3 
. . t" + 

2
. Putem defini o funcţie h : R\{ I, 2} - R prin h(x ) = _\.2 _ 

3 
\" + 

2
; 

aceasta este o funcţie raţională. 

ln general, fie F(X) = ~~ o fracţie raţională. Să notăm cu M mulţi
mea rădăcinilor reale ale numitorului Q(X). Putem defini o funcţie f: R .M ...... R, 
prin fix)= F(x). O astfel de funcţie se numeşte funcţie raţională. 

3x2 + 1 I 
Astfel , funcţiile g : R\{ I} - R, g(x) = şi i : R\{O} - R, i(x) = -

x- 1 X 

sînt exemple de funcţii raţionale . 

l 
Şi funcţia t : R - R descrisă de t(x) = x1 + 

1 
pentru orice .\' E R, este o 

funcţie raţională. 

Studierea funcţiilor raţionale va fi făcută în liceu. 

EXERCIŢII 

' I 3 2 . 5 
1) Calculaţi valoarea fracţiilo r raţ ionale de mai jos în . -· 1 I -~ - • Ş I . ' • 2 . 2 3 

3 \'2 
- 2 2X2 

- 5.\' + 3 
• 

X+ 4 2X + I 1 \'' -" \ 2 
a) 

' 
b) c) 

X 2 
- 3X 

d) 
X 3 + 2X + 2 • c) 

,\ (l \ 9 X+ 6 X - 3 

2) Pen tru ce numere a, fracţia raţională : 

2X - 3 5 4 \' 3 3,\' - 17 12 \ ' 4 
a) · b) · c) --- ; d) : e) 

X - I • 2X + I ' X + 2 3X + 15 IS ,\' 
nu arc definită 

valoarea în a ? 

3) Scrieţi a lgoritmul pentru calculul valo rii F(r}, dacă F(X) este fracţia raţ iona lă : 

){ + 1 x 2 
- 2x + 2 sx·2 

- 4X .... 3 
a) X - 2 : b) 3X + 4 ; c) x· + I 

10. OPERAŢII Cl FRACŢII RAl IONALF 

Priviţi circuitul electric desenat în figura 1 : do i re zisto ri , avînd aceeaşi 

rezistenţă R, au fost legaţi în paralel cu rezistori de I k.f1 respectiv 2 k.f1 , iar cele 
două celule obţinute au fost legate în serie. Care este rezistenţa totală a circuitu
lui ? 

Cunoscînd formulele de calcul ale rezi stenţelor, vo m putea afla rt..zistenţa 
R 

primei celule : R + 
1 

k.f1 (am presupus că şi rezistenta R este expnma tă în ki-
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loohmi). 

totală a 

putem ~ă 

Avem ur 

În 
chiar ş i J 
raţii cu f . 
rea . 1nmu 

De 
. 

avînd în , 

La fel, 

J 

S.i nb~er~ 

2 
,\' + I . 

sirnplifica1 



lăcini, anume 1 şi 2. 

valoare în x, şi anume 

,. + I 
rin h(x) = 2 3 

- +-1 , 
\ . - ~-. ~ " „ 

i notăm cu M mulţi-

o funcţie f : R .M _,_ R, 
nală. 

I 
: R\{0} - R, i(x) = -

X 

ru orice x C R, e5te o 

• I 3 2 . 
I -~ - ' ')I 
' 2 ' 2 

'. + 3 3,\'• 
- . c ) -
~ 2 ' ,\ ~ 

5 

3 
5 \ I- 2 

n \ t 9 

I " \'- t 
e) - ~ nu arc defin i tă 

6.\' 

: \ia raţională : 

)NALI 

rezistori, avînd aceeaşi 
respectiv 2 kO., iar cele 

istenţa totală a circuitu-

om putea afla rt.tistcnţa 

1 R este exprima tă în ki-

' 

• 

, 

Rkfl Rkf:l. 

11cn Fig. III. I 

loohmi). Rez1!>tcnţa celei de-a doua celule ei;te 
2R 

--- kil. Deci rezistenta 
R t- 2 

R ?R 
totală a circuitului este de + -. --

R + I R + 2 
Aducînd la acelaşi numitor, 

putem să scriem : 

R 
-I-

R + I 
U •I) 2R:. + 2R 2/? 

R-+ 2 

· R1 + 2R 
+ 

( R + 2·)( R + l ) 
- - -

( R + I )( R t- 2 ) 

( /~:. + 2R) + (2R!. + 2R) 

( R + l)(R + 2) 

3R1 -I 4 R 
R!. + 3 1~ + 2 

Avem un exemplu de adunare a două fracţii raţionale {în nedeterminata R). 
A 

In fracţiile raţionale nedeterminatele reprezintă de obicei numere reale ~ 
chiar şi fracţiile reprelintă numere reale ; de aceea este natural să definim ope
raţii cu fracţii raţionale, care să extindă operaţiile cu numere : adunarea, scăde-
rea, înmulţirea şi împărţirea. 2.\' _ I 

De exemplu, pentru a aduna fracţiile raţiona le 
,\' 

a vînd în vedere că au acelaşi numitor, vom proceda astfel : 

,\' 

2.\' -
--

,\' 

5.\ - 2 
t 

La fel, 

J _ + 4,\ ' + I 
.\' - I .\' - I 

(2,\ ' - I) + (5X - 2) 

,\ ' 

3 + (4X + I) 
.\' - I 

7)..'- 3 

X 

4)..' + 4 

\' I 

ŞI 

~ \ + }' .\ + 2 y (3,\' + Y) + (. \' + 2 }') 4,\' + 3 y 
- --t 

\ I y .\ J.. } ,\' + y ,\' + y 

,\ .., .\' (.\' - Î) + \ 2.\' - 2 
+ ---• X!- X :. ;(- - I );' - I I 

5X- 2 

X 

, 

Sa l)bscr\cl 111 că putem s1mrlifica ultima f racţic cu x· 
2 .\' - 2 

I: ca rezultat obt1nem 

,\' 
ş 1 x2 _ 

1 
, după ,\' + 

1 
. Aşadar, putem spune că suma fracţiilor „\'2 _ 

1 

simplificare, est<. 
.\ 

2 

!- I 
. Se obişnuieşte 

w 

sa se scne : 

\ - 2 
+ 

,\ ' 2 

I I .\' + .\ - - ,\ '- - I 
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• 

d) 

I) Adunaţi fracţiile raţionale: 
• 

5 
a) ŞI .. I'>) 

,\' 4- I ,\ + I 
. 

,. + 2 r~ 1.\ - r 
, r·' > 

ŞI . \'" }' C) 

EXERCIŢII 

.\ +- 2 
\'! + .\' 

,\ - 3 

.\'·' - 2,\' 

ŞI 

ŞI 

:r - I 

\ , 4- .\' 

\' 

.\ . - 2 \' 
2) Efectuaţi adună rile. simplifici nd rezultatele : 

a) 

+ 

5X 

,\' + 2 
10 +--,\' + 2 , 

3 

(X - l )(X+J> 

b) 

d) 

,\' i.~ I 

.\'! t- X t .\'2 + .\" 
I - ,\' 

+-
.\'1 + I e) 

c) 

f) 

5 \ - 4 

I I 
,\ - }'~ 

r~ r 

ŞI 

Ş I 

J \ I 2 

li 

2.\ I r ' 
\ ) 

2,\' ;- 3 
c) - - + 

( ,\ - I )( \' + 1 ) 

.\': + I \' 
·--+ X1 - I \'1 -

w p R A 

În general, daca - ş1 - s1nt două fracţii raţionale cu acelaşi numitor, Q Q 
P R P + R 

definim suma lor astfel : Q + Q = Q 

Pentru a aduna două fracţii raţionale cu 
mai întîi la acelaşi numitor, prin amplificare 
regula de mai sus. 

numitori i diferiţi, le vom aduce 
convenabilă, apoi le vom aplica 

De exemplu, fie 
xi 

fracţiile 
X - I 

Şl 
I 

X 
Pentru a le aduna, le vom 

aduce mai întii la acelaşi numitor, amplificîndu-le cu X, respectiv cu X - I : 

xi xi x-11 1 ---+ 
X- I X 

__ X_
1 _+ X - I 

X( X - I ) X( X - I ) 
X i+ (X - I) 

,\'(X - I) 

,\'i + „\' - I 

xi - .\· 
X . 3 Alt exemplu. Pentru a aduna fractiile ş1 să obser-

> ( ,.'{ - I )2 ,'\'2 - I ' 
văm că cel mai mic multiplu comun al numitorilor lor este (X - I )2(X' + l ). A~ada r. 
pentru a le aduce la acelaşi numitor, le vom amplifica cu X + 1, respectiv cu 
X - 1: 

Xtl I 
X ----+ 

(X - I )2 

Să adunăm 

X-1) 
3 X 2 +X )„\' - 3 

X 2 
- I (X + I )(,\' - I)~ + 

(X - I )(,\'2 
- I) 

X 2 + 4X - 3 
(X - 1)2(X+ I) 

f ··1 X ractu e X+ Ş I ,\' . 

„r2 + 4X - 3 

\'
3 

- X 2 + X - I 

. Cel mai mic multiplu comun 

al nurnitorilor este produsul lor: (,\' + I)(..-\' -
~ 

I) = x~ - 1. Vom proceda astfel : 
.Y- 1) 
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X + X-tl) __ , _ 

X+ I X - l 
„\"~ - X + 
„\'2 - I 

X+l 
x2 

- 1 

( X 2 
- X) + (X + I ) 

X2 
- I 

X 2 + I 

X 2 
- I 

Să adl 

poate fi ser 

comun al r 

De rcg 
cit posibil. 
ireductibile ~ 

Astf ci, 

nîndu-lc, ob 

Re1ultatul 

Alt e\t 

Ad unind u-1<! 
_,.~ .\' ' ' 

. . 

Putcn1 sin1pl 

()/J \('/ ""/li 

\ ' '' I: 
.\ ' 

utund dnd adt 
1rcduct1h1k. I! 

Alte c 



-4 

I J 

' - } " 

' . )'• 

~.\ ...... J 

~I 

şi 

I l(X + J) 

\' 

1 \ 1 ') 

11 

2 \ I >' 

\'' - I . 

u acelaşi numitor, 

riţi. Ie 
poi le 

vom aduce 
vom aplica 

i le ad una , le vom 

pectiv cu X - I : 

) ,\'\ -t \ - l 
' ,_ - .\ ' 

3 
,.,...., -- , să obser-
·- I 

, 
l)(X t- I). Aşadar, 

+ 1, respectiv cu 

~\' - 3 
I }(~\'2 - I ) 

: multiplu comun 

m proceda astfel : 

f 

„ 

l 

• 

f 

• 

Să adunăm polinomul 2 .. r + 5 cu fracţia rJ \i onală 

2.\ ' I- 5 
poate fi sc ris ca fracţie raţională cu numitoru l I : 

I 
'} , 1 

.L\ 
comun al numitorilor este chiar numitorul fracţiei --

. \' - I 

(,\' - I )( 2 „\' -I 5) -t 1 \' ' 
'

11(::! .\ t 5)+ 
)\ - I .\ - I 

' J ,\'-

,\ - I 
. Polinomul 

Cel mai rn ic rnultiplu 

V 0111 proceda astfel: 

5.\ I- ~ \ . 5 

.\' - I 

De regulă , rezultatul adunării a două fracţii n.qionale trebuie ~in1plificat pe 
cît posibil. Preferăm , din mo tive evidente, scric1ca lui sub form<1 unei fracţii 

ireductibile (însă aceasta este, în general, dificil de real izat). 

f 
. . . .\' I 2 

Astfel, să luăm ca exemplu rac\11le rat1 onale ~·+x ş1 
I 

. \ ' I 
nîndu-le, obţinem : 

\' + 2 . ' + ,\'- + .\' 
\ I 

.\· + I 

( .\' + 2) + .\' 
,\( „\' + I ) 

2.\' + 2 

.\'(.\' + I) 

I . Adu-

Rezultatul obţinut poate fi simplifica t cu ,\' + I ; se obişnuieşte să se sc ne i 

Alt exe1nplu. Să 

.\' -t 2 I 2 -- -+--
.\'~ I .X .X + .\· 

I uăm f ractiile 
,\ ' ' - J \'.! ~ 2,\' 

raţionale 

J .\ I I 
' . \ '• ŞJ -.\_,.ţ_-f_ -.\ \ --t y-

Adunîndu-le (observînd că cel mai mic niull iplu cornun a I nun1 ito rilor este 
. \'~ - .\'

2 
- .\ '

2
(.\' - I)( . \' ~ + .\' -t 1 )), obti nen1 : 

r - 1 l J ,\· t I x' - 3 .\' ~ -1- 2.\' + 
,\' ~ - . \'.! 

-- ---
,\ ..t t .\'\ + , . .: 

(..\'' - 3,\ ·2 -1 2.-\' ) + (J .\ - - 2 \ - I) 

x' - ,\'~ 

Puten1 sirnplifica rezulta tul obţinut cu ,\' 1 
- 1 ; vom st: ne : 

\'' - I 
\' ~ - .\'..! 

.\'
1 

- 3.\' ' -t 2,\' I- 3. \· I- I 
.\'' - .\"2 . \'.ţ + .\ I I \" .\'..! 

Oh,1•1 ra(t<' A1n fi putut evita o seric de calcule dac.:;1 atll 11 obsena t de la inc.:eput l.'1 rn11:1ia 
\ . 

.\ 

' \ I 2 \ 
\ 

.\ . 2 \ 
poate fi simplificat{t cu ,\' - I '>i înloc.:u1tf1 c.:u 

.\ I I \'1 I \ 
atunci dnd adunăm fracţ ii ra ţio nale , este bine să vc1 i lic.:ă1n îna i ntL' de toa te dacri de 'iÎnt ' :I II 1111 

ireductibile . eventual Stl le simplifică n1 . 

Alte exemple. Să 
5 

efectuăn1 : JA' + 
2.\ --

.\ '2 I I 

,\ 
ŞI 

I - . \'.: 

I 
I- -

,\' I 

S3 



Avem: 

2X 

X 2 + I 

X ---+ J - xi 

5X2 + 5 
(X1 + I) · JX 

I \ I 

X-+· 

„Y + I 

(l-X2)(X+I) 

6X2 

+ -----
3X(Xi + I) 

(X1 +X)+ (I - X i ) 

( I - X 2 )(X+ I) 

I 
- , 

J - X'" ' 

J I Xi+ 5 . 
3X3 + 3X ' 

sau, observînd că cel mai mic multiplu comun al numitorilor i - xi şi X+ l este 
I - x 2 = (,\' + 1)(1 - X): 

X I X) I 

X + I I - x2 + 
X+( l - X) 

I - X 2 

] 
--~ · 

I - X 2 

În general, dacă ~ şi ~ sînt două fracţii raţionale cu numito rii d1fcri1i , 

atunci suma lor este fracţia rat1onală 

.t:; • J> + Q . R 

Q . . ~ 
• 

Adunarea fracţiilor raiiona le are aceleaşi proprietăţi ca şi adunarea 
numerelor reale : este comutativă şi a5oc1ativă. Putem astfel să adunăm trei sau 
mai multe fracţii raţionale, indiferent în ce ordine. 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Să . X+ I X - I 7 X 2 
- 18X + 7 

V adunăm fracţi i le raţionale şi · 
X - I ' X + I X 2 - I 

Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este ... Y2 
- l = (X+ I) · (X - I). 

Pentru a aduce toate cele trei fracţ ii la acelaşi numitor, vom amplifica prima cu 
)( + J. iar a doua cu X - I. Obţinem astfel : 

84 

X+1J 

X+ I + 
X - I 

„ li 
X-I 
X + l + 

7Xi - 18X + 7 
xi - 1 

(Xi + 2X + I) + (Xi - 2X + l) + (7 X 2 - 18X + 7) _ 

X 2 
- I 

9X2 
- 18X + 9 
X 2 

- I 

9(X - I )2 IX I 

xi - J 
9X- 9 

X+I 

Să ad 

Pentru 
cu X+ Y. I 

De ce crede 

J) Adu< 

a) 

2) Efcd 

S\ 
<l) 

1 -
c) 

,\ I 

,\' !- 2 
J ,. + 4 

+ J\ 4 

3) f:fcct 

a) 
\ 

d) 
.\ + ) 

\ ,\ ' ) 

4) Efcctua11 

I 
a) ~ 

\ .\ 

\ I ) 
l') 

1 \ ' -· 2> 
4 

C) 
( \ 2)( \ 



I IX2 + 5 
------ · 

3X3 + 3X ' I) 

) r 1 - X2 şi X + 1 este 

--.,.- . 
I - X2 

: cu numitori i d1feri ti. 

:tăţi ca şi ad unarea 
'.el să adunăm trei sau 

7X2 
- 18X + 7 

X2 
- I 

1 =(X + J) • (X - I ). 
>m amplifica prima cu 

7 

~x+ 7) 

X - 9 
r+ I 

\ 

f 

1 

• 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Să ad ună m f1acţi1le raţ i onale 

~ ' 3x- + y-

.\ 2 + 2.\ y + yl 
ŞI 

- 2X 
\' + y 

Pentru a aduce fracţiile la acelaşi numitor, va trebui să amplificăm a doua 
cu X + Y. Deci : 

3,\ .! + r.! \'+ } l -2..\' 3Xi. + yi - 2A'i - 2„\'Y 

x ' + 2 \ > + r1 + x + Y ( X + Y)2 

( ,\' -
., 

X- ~ )2 n- =( ( X + }')2 x + 

De ce c redeţi că am sc ris rezulta tul ca pătrat ş i nu astfel : 
l l x· - 2XY + y-_______ ., 

X1 + 2 X Y + Y1 

EXERCIŢII 

1) Aduceţ i la acela~i numno r fractiile, simplificîndu-le î n prealabil · 

2 \ J \ 4 \ 4 .\ + 6 4 o \ .\' + 3 
a) - ... j · b) "Î c) 

.\'(,\ I 7) „ .\ -- I ' 9.\'-+ 12,\ +4 " 9 \ - 4 ' \ 1 _ 9,\ ' Ş I 

2 \ - 6 \' 
- -

.\ ._ 6 \ -t 9 

2) Efect uaţ i adun:irilc . 

a) 

,\ I 

5 \ ' I 2 

2 \ ' 
t-

2.\ t 
4 

„r + I 
b) -_-\'_-, - + 

,ţ' - I 

.\' 

,\ ' I 
; c) --

\' + I 

.\' ;..: 
,\' ' d) 2- + )..' - I 

4X - 3 
e) .\ · l 2 

.\' + I 

\' 2 
f) + ; g) 

,\ ' I- I .\' - I 

2.\ 5 

2 - 5.\' 

2 \' j 5 

2 -t 5.\' h) 4,\' + 3 + 

+ 
J \' + 4 

3.\ - 4 

3) Efect uaţi adunările : 

a) 
\ + } 

\ ~ } 
d) 1 

\ - \ } 

t 
\' - }' 

,,. r 
• \'} I >-

2\ 
b) .\' -.- 2 r + 

4 ) Efectuaţ i aduna nle. ~1 mpltficî nd (dacă este 

I 2 ~ .\ -t I 2.\' + 3 
a) -~ t b) 

.\ ,\ I .\ - ,\ - 2 

\ + } }' \ 2 } 
c) I ' d ) 

2,\ 2) 2.\ -t 2 } \ - y· 

4 1 
c) 

( ,\' 2)( \ 3) (,\ I)( \ 21 
f) 

2r } 4.\ 
---· 
. \ ' - 2 } , 

c) 
\ ..... 2 } 

+ 
2 \ t- } 

po~ 1 bi l ) rezulta t ul : 

2 - 3.\ ' \ ' 16 ,\' 
t- -t 

,\ -j .., r- 4 -
2 

)..' - 2 
I 

( \' .., ' _) (.\' - 2) ' 

2 I I 
- y' + + ( .\ - ) ) , ' 

, \' ( \ + } ) 
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• 

\ 

g) 
,\' + )' r t l , . -j / )/ 

- + + h) 
{. \' -t ) )( \ (}' 7)(7 - .\) (7 .\ )( \ ) ) ( \ > )( \ - L) 

.\' 7 \ ) I + - -t t-( } + .\ )( } + 7) ( / -t \)(/ -t ) ) 
i) 

.\ J ,\ - I \ t- I 

QD Efectuati adună rile : 

I 
a) I + : h> I + \ + 

\' - I 

\ 
. c) I + \ I \ - -I 

\ 

,\ 
--- : d) .\ f 
I - \ 

~ Fie fractiile : 

2 \ ~\ , 4\' J 
rt \' J -=- : U( .\) - : //( \) - ----

.\ 2 \ \ t- 2 \ \ 4 

2 , . 

\ 

/) 

\ J 

Calculati {{ .\') - /.{\) + G( .\') ; I"(\') - 2(1( \ ) t //(,\), H( ,\ "} - J.\\'J ~ .\(,'(\')I 21/(\). 

[2:IJ Efectuati adună rile : 

a) 
. \ + I 

• y - - J .\ ' + 2 + 
.\ I 2 --

\ '- 4\ + J 
b) 

Opnsa fracţiei raţionale F(X) -
P( .\) 

Q( .\ ') 

• , _ - 4 

\'~ f- 4.\ + J + 

este fracţia 

\' 9 --
\ 16 \ I X 

raţională 
I~ \ I 

Q( ,\) 
care se notează - F Scăderea fracţiilor raţionale se defineşte cu ajutorul 
adunării, prin : 

G „-- (j + (- f ). 

3.\' - 4 De exemplu. dacă vrem să scăden1 fracţia raţională din fractia 
, .\'! - I t 

7 

I 
, vom proceda astfel : )( t-

7 3.\' - 4 7 

.Y + 1 X2 
- I .\' +I + 

7 ( ){ - I ) -t (- 3 ,\' + 4) 

-3"Y + 4 
' .r- - I 

4,\ ' - 3 
x~-

Practic vom proceda ca şi în cazul adunării: 

.\ I I 7 

.\' + I 

Ohseri·a1ie. Să observăm 

J,\' - 4 

.\' ' - I 

că opusa 

7( \ ' - I ) - (3 ,\ - 4) 

. \'~ - I 

fract iei 
I' . 

- este lractia 
Q 

I' I' I' 

Q Q {! 
p 

~ asemenea, să observăm c;.\ prin ampltficarca fract1e1 
Q 

cu 
I' 

I ob tinem frac11a 
(} 

• 

EXERCIŢIJ 

t) Efcctuati . 

I 4 5,\ 2.\ 2 \ 2 \' ~ a) b) c) ---· d) ' • \ .\ .\' + 2 \ + 2 .\' \ -I J \ - :. \ 
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• 

2\ 

\ I 2 \ 

2) Fkct 

a) 
\ 

7 
-I 

2 \ I 

::? \ 

\ \ 

J) J•1L 

Ca l<.:u 1:111 I n11 
//( \ ) ll 

[fil 
„) 

\ 

\ ~ ) 
c) 

,\ ) 

(.\ 
C) 

> I 

. \ ) 

Produ! 

raţională 

Observăm 

rul produs 

De 

Se obi 
putcn1 s1mr. 

Sin1pli 
A 

faeton 111 
~ V ' numa raton 

• 



)/ 
1) (.\ + ) )(\'I /) 

I I 
I- + 

\ t I ,\ I .\ 

2\ 
) \ -I 

\ I 

\ J 

4 

/t\) I 'U( \') I 21/(\') 

\ 9 ) 

,\ t6\IX 

raţională 
I~ \ l --

Q( \") 

elineşte cu aj uto rul • 

din fracţia 

4) 

I' I' I' 
-· 

Q {! 
/' ' I 0b\inem fracpa 
Q 

f 
• 

d) \ 

+ 

.2 \ ' J .\ 1 7 \' -I 2 -· 
\ . I 2.\ I I ' c> .T .u - .\-9 f) -

( \ 

2) l·Jec1ua\i , ~ implilidnd pe cil po!-.1bil rc1ult.1tul : 

2 J ,\ ~ I J I- 2 \ J \ 2 
a) 

\ ' \' - - - .T - ; b) - \ ~ 2 \ I 2 

7 20. \' 4 2 I 

\ 

( \ 2) I 

.\ 

.\ 
--· . c ) 

2 \ 

\'' 

"' \ -t 4 \ - I d) T ~ -I \ --1- ( I .\' )( .\" I .\) 
e) 

. \ I I I 

\ 

2 \ 
-
' \ 

-I 
I \ I 

J) l' ic fracţiile raţio nale f{A) 
2 \ 
\ 2.\ 

.I.\ 2 4\ 1 
<I( , . , - - ~ i //( \') 

,\ 2.\ \ ..t 
0 11<.:ula\1 frat:ţiile rationalc l '( \ ' ) /-{ .\) ( I( , . ) //(\) : I (\) / '( \ ) - <i( .\) · JI"(\) -

//( \ ) / { \). Calculat i apoi lrac\ta /."(,\) l ( \ ) I I ( \ ) I- li (\). Ce ob:.crva\1 '! Putct i cxpltc~1 '! 

QTI Efectuaţi : 

\ .\ 2 \ ) .Î \ 
a) - - + ---- b) - -. } ' • 2 ) "): \ I } \ - )" .\ - ( \ ( \ 

2.\ I } ) 
- - -

1- ) )(\ 2 } ) \ ~ ) 

\' ' ) .\ ' ~ >! ',. „ \ I „ r 
c) - - -- - - d) - - - - -

} .\ } : .\ -I 
. 

( .\ I 2 } )(2.\ I J.\) \ - } 

I~\ I J6 > . 
( \ -I 2 )')(J .\ 4 ) ) 

. 

I ' ( r + Z) (.\' -I Z) ' ( \ )') 
c ) - - I- + - 4 . 

\ ) } 1. .\' / 

/) 
Produsul a două fracţii raţionale ş1 

Q 
I~ 

- este 
;.~„ , 

pnn defini ţi e, fracţia 

raţională 
P·R 
O·S 

I' R p. /? 
- · -=---
Q .f) Q . ,fi) 

Observăm că nun1ărătorul produsului este produsul numărătorilor , tar numito
rul produsului este produsul numitorilor fracţiilor. 

calculăm produsul fracţiilor 
,\ '.! - 4 . 2,\ · 

De exemplu, să - Ş I --I .\' + 2 „\ '-

,\ "! - 4 2.\' (X
2 

- 4) · 2.\' 2.\' 1 
- 8.\' 

• 
,\'2 ,\' + 2 ),'!(X t- 2) .\' ' -t 2 .r · I 

Se obişnuieşte să se simplifice (pe ci t posibil) rezultatul ; în acest exemplu 
puten1 simplifica cu X( ,\' + 2) = X1 + 2,\' şi puten1 scrie: 

,~.! - 4 2„\' 
--- ·---

X.! ,.\' + 2 

2.\' - 4 

,\' 

Simplificarea poate fi făcută chiar de la început , după ce am descompus 
în factori numărătorii şi numitorii . Orice factor care apare într-unul dintre 
numărători şi într-unul dintre numitori poate fi simplificat. 

, 
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• 

Luînd din nou exemplul de mai sus, să descompunem numărătorii ş1 
numito rii în factori : 

' x- - 4 2-\' 
X .! .\' + 2 

(.\' + 2)(X - 2) 

X .! 
• 

2X 

x+2 
Observăm că X apare ca factor la numitor şi la numărător ; la fel X + 2. Îi 

::,implificăm ; 
,\ - 2 2 ?,\' - 4 
--- · - adică 

.\ I ' X 
~ A ram1ne 

„\' - 2 
Pentru a efectua produsul fracţiilor raţionale 

X 
se rvăm că X poate fi simplificat : 

X - 2 /\'1 

- - - · ---
X )( + I 

X - 2 X --- . ---
x + 1 

X .! - 2X 

X+ l 

. 
şi X+ I ' ob-

Alt exemplu. Să înmulţim fracţia 
X l - I X+I 

cu fracţia , . 
,\'.! + 2,\' + I x- - \' 

Descompunem în factori numitorii şi numărătorii ; cele două fracţii se scriu : 

( ,\' - I )(.\'.! + X + I ) X + I 
( .\' + I ) 

I ŞI X(X - l) . 

Observăm că X - 1 şi .x· -t I apar ca factori la un numărător şi la un numito r ; îi 
simplificăm şi scriem : 

X 1 
- I 

X
2 + 2X + l 

,\ + I 
, -

,\'- - \' 

X 2 + ,\' + I 

X -I I 

( ,\ - I )( X 2 + .\' + I) 

(X + I )2 

I · - -
X 

X2 +X+ I 

X2 + X 

Să înmulţim polinomul X 2 
- 2X + J cu fracţia 

X + I 
• 

X(X - I) 

Vom . 
scne 

pohnomul ca fracţie raţională cu numitorul I : 
x- - 2X + I 

I 
. Observăm că 

putem simplifica factorul X - I : 

,\ ·.! - 2X + I ,\' + I .\' - I X + I .\'- - I 
• • • 

l ,'( - .\' I ,\' .\' 

efectuăm 
, \' );' + 2 .\' - y 

Să produsul fracţiilor raţionale 
. \'.! - y2 . Ş I 

,\' Y ,\' 

Observăm că putem simplifica factorii .x· - Y şi Ă' (o singură dată !). Aşadar : 

X 

88 

,\' + 2 

XY 
• 

,\' - y 

X .\' -t y 

,\' + 2 

>: + 2 
y 

I l 

,\'- y + .\' y-

I I ·(X + 2) · I · --
,\' ( X + Y) • y . .\' 

• 

Inversa 

polinomul /; 

R · S, avem 

Împărţir 

Otul unei f~ 

celei de-a doi 
Reţineţi 

De exer 

Procedăm as 

x2 -
X -f 

(am simplific 

Să seri 

mula, îl pu 

X+ 3 şi cu . 

I) Efectua11 în 

2 3 
a)X .,,b)l 



ipunem numărătorii ş1 

2X 
;\';- 2. 

ărător ; la fel X + 2. Îi 

-2 X1 

,\' ŞI X + I ' ob-

- 2X 

+ 1 

J\' + I 
cu fracţia 1 \ ' • 

,'(- -

două fracţii se scriu : 

) 

tor şi la un numitor ; îi 

X + I - . 
X( „\' - I) 

• I ... 
-
-~ - X 

Vom scne 

\' 1 I 
....___ . Observăm că 

--
,\'- - I 

.\' 

,\' + 2 
,\' y 

• 

. ,\' - y 
ŞI --

X 

~ură dată !). Aşadar : 

I · ();' t 2) · I 

(X + Y) • y . . \' 

• 

' 

Inversa fracţiei raţionale ~ este fracţia raţională ~ (presupunînd că 
polinomul R este ctiferit de polinomul O). Într-adevăr, după simplificarea cu 

R S R·S I 
R · S avem : - · - = = - = I 

' S R S·R I . 
Împărţirea fracţiilor raţionale se defineşte cu ajutorul înmulţir1i, astfel: 

P R P S 
- - - · -
Q S Q R 

Gtul unei fracţii raţionale prin alta se obţine înmulţind 
celei de-a doua. 

prima fracţie cu inversa • 
Reţineţi şi formula : 

J> 

Q _ I'· S 
R Q . J? 

.~· 

De exemplu, să împărţim fracţia raţională 

Procedăm astfel : 

,\' 
· ---

X :! - 2X 

,\' + l 
la fracţia 

X X x ' 
--- . --

X -2 
,\ 

X 2
- 2X 

X+l 

X - 2 

X 

X 2
- 2X 

X+I -~ - 2 '< + l 1 X + I 

(am simplificat cu X - 2). 

(X + 3 )(2.-\' + I ) 
9X2

- 4 
Să 

. 
scriem citul x + 3 

ca fracţie raţională. Folosind for-

3X+ 2 

mula, îl putem înlocui cu 
(X + 3 )(2 „Y + l ) · ( 3 X + 2) 

(9J\. 2
- 4) ·(X + 3) 

2X + I 
X + 3 şi cu 3X + 2, obţinem )J\.' _ 

2 
. Putem scrie : 

(X + 3)(2X + I) 
9X~ - 4 

x +J 
3X+ 2 

EXERCIŢII 

2X + I 
3X- 2 

• 

. Simplificînd cu 

l) Efectuaţi înmulţirile de mai jos, scriind mai înâi polinoamele ca fracJii cu numitorul I : 

1 3 , 5 , 2 , I 
a)X ·x;b)(X' - 2X + I)· X - I ; c) ,\'· ·7 ; d)(\"·+ 4,\' + 4)· X2 _

4
. 



2) Ff ectuali : • 

2 .\ ! - 9 ' .\ + I r- - 4 4,\' 
a) - . b) - · c) ' ' 6 \' • \ '1 + 4 .\' + 2 .\ - J 8.\' \ - I 

lliI Lf ect ua11 î nmu lt irile : 

l \ l ) ' 4 y2 ' 5/. J.\' .\ r- \' + I J( .r· - r· ' ;i) - - . b) - - -- c) d) ' 6 r r" • \ - r 6}' }'' ,\'1 - I 5 \'}" I 

10) 2.\' 1 ) J \ } (J.\'+ 2)! 4X - 5 
e) l 

2 \' ) „ ~ r·· • f) 
I 6.\'2 

- 25 •)( \ I )) 9.\ - - ) 9.\' + 6 

rn f.fccluuţi înn1ulţarilc : 
t 

Xy l 
( I 

) ) I . 
.1 \ : .\' l r' a) ( \ - . b) -(.\' + )') ~ . .\'. I 4 \ r ~ 4 y1 

.\ f- .? y „\') + .\' )'2 ,\ , \ } 

. \' )' 
; c) 

.\ '' ~ y l ,~• ) ol 
, 

,\ ) \' + ) . \' ) , .. }'"' 
d ) - 2 >- : c) -

.\ ) . ' \ ( \ ' }') 
\ • 

. ( I + ) . I >- \ 
g ) 

.\' -I ' I I ) .r- I \ 

.\' r 4 ,\'! .\' y „,~„ ) . 
- . f) · - • . \'! -I .\ y • yi .\' + )' 2.\ ) • 

'i) Ffcct uat1 împă ri 1rile : 

I ') \ I I 5 \' 2 .\' f- 2 ,\'~ - )'! \ ) 
I ) - . - · b) .\ - c) d) \ I \': ' 2.\ \ J 4 .\' - 12 4.\ ' y ' ) 

' (X + >î' ( .\ I >î ' \ ~ J \ \ ' f- J \') I ) r · 
l') 

I 2 n 
2 \) '-1) !' \'! • ' g) 

,\' I >"' ,\ }' 4 \' } 16) J \ - \ r- -
• 

6) Scril·\1 C•~ fracţie 1 <ilională : 

.\I 8 I .\'.! 2.\ )' 
--

I 12 \ • l) .\ f- 4 r · I 4 :o b) --.\ 'i f- 9 \' > 2 ) .• 
l) \ 1 4 „. I ll 

rn Ffectuaţ1 : 

( \ - ) ·• I)' ,\ I I 8 
. ( .\' + 2 ) ; c) 

. ' ( \' ( \ >-r 
~ 

.1) ; b) 
\ ·~ 2 \' -I ~2 ' . ' .\· - I \ \ I (.\'- -I r· l-

.~ \ \' ) . 
,.. I „ > • .r ' + )'2 ; d) ( .\ ,-' -, ) :( .\ - .\ ) ( . \ '1 I ) ( . \ 

.\--:--:- I~ ; e) 7 +X : >'i -' +-') } \ . 
I l - + 

I I 
) t L 

rn Efectuaţi : 

,. ) ' 
-j + I 

) .\ 
a) 

.\' 
1 

I 

) 

90 

I 

)' 
r+--

. \ ' I /. 

,\ l - r ' 
. \ ~ r·· 

I l 
/ 

\ f- )' 

.\' ' l )'l 
- - .\' 
) .\'' + r' b) 
I ,\'! - )'2 

) \ 

' 

LUCRĂRI 

I) Efect uaţ1 : 
a) (3 \ - 6 \ 

d)(\ to ,,~ 4\ 1 

2) Desco mpui 
a)l6\ 4 : 
1) Ară ca ţi că 1 
4) AOaţi cel 

.\ 4 \ j- 4 şi ,\'1 j 

I) Si mpl1fica1 i 

X\ 1 
)'

4 

a) 
6,\"' )'' 

2) Efectua1 i . 

\ -' ---t 
l 

a) 

J) Ce fral \le 

• \'~ f ) \ 

\ 
a) 

4) Efoc1ua11 : 



4.\' - . 
.\' + 2 

4)'2 

\'2 - I 

\ - 5 

\' + 6 

d) 

\'' + .\' )~ 
r' - >' 

·! X)' 
-· ! .\' + } 

, l .r· - r-
) 

4 \ y 
(.\ -t }') l 

) x• - ) I 

1( ,„ )'! ) 

5 \' }' 

.\ \ > 
\ I > ... 

\ ) 

2 .\ ) • 

\ )' 

1 ) 

( .\ I ) ) ' 

„\ } 

) , 

. . 

' 

I 

LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII UNOR CUNOŞTINŢE 
ŞI DEPRINDERI DE BAZĂ 

I 

LUCRAREA I 

I) Erectuati: 
l ' ~ ~ l 

a) (3,\ 6 \ + 2> I ( ~x- t 2 \ - 4): b)(5 \ - 4.\' + 3)-(2.\" - 5.\' + 4) :c)(8 \ - r -t 1)-(5.\ -- Y) : 
d)(.\

1
' - 1.\ "' - 4\ ' I o\ t 4): !\ 1 - 1,\' - .2). 

2) Descon1punc\ i în factori : 
a) 16.\'' 4 ; b) J \ 1 -1 6.\ '

1 t 3.\'2 
; c) 8.\"1 

- Y1 
; d) .\ "' .\ 1 -t 8.\ ' 8. 

1) Ară tati că polino1n11l \' 3 divide polinomul .,\'1 
- 8.X 3. 

4) Anati cel rnar 1n.11c diviLor comun şi cel mai mic multiplu con1un al polinoarnelor : 
.\ ' + 4 \ /- 4 ~i \ 1 

I X. 

I) S1mplific<1ti fraqi1lc 

a) ; b) 

2) Efectua1i : 

\ J .2 \ ! 

L U C R A R E A A I l-a 

rationale : 

1,\' )' - J }'2 

J r 2+ J ,\'>' . c) 

4( .\ ' t- >11 
- 4( \ + )') + I 

2.\ + 2) 

,\' + 4 \ > a) -t - ; b)2.\' - I c) - -- -J 6 ,\ 2.\ ,\'~ r- .\ ) 

3) Cc fractic 1atională poate fi scrisă în locul semnu lui „., astfel încît : 
' ,.\'" I- 2.\' , \ l .\' + ") \ ' I I • 'ţ'- 2.\' + I t „. 

a) -- I· „. b) . ( „. ) = \' I .\" - I • ,\' - I 

4) El'ectuati : 

( 
•' ' ): .\ . \' 2.\'" \ + 

.\'1 -\" + I \ + ,\' - I .\ 

2.\' + I 
') 

,\' - I 

J 
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C APITOLt ' I lV 

ECUAŢII l)E GRADUL Al. 0011.l~A 

1. PREZENT ARE 

M ulte p robleme p ract ice se pot rewlva folosi nd ecuaţiile. De exemplu, să 
presupunem că un a rhitect vrea să proiecteze o cameră de 15 m2

, dorind ca lun
gimea camerei să fie cu 2 m mai ma re decît lăţimea . 

Dacă notăm cu x lăţimea camerei (măsura tă în n1 ), atunci lungimea can1ere1 
este x + 2, iar aria camerei este (r -!-- 2) · x. Putem rezolva problema arhitectului 
dacă reuşim să rewlvăm ecuaţia : 

(X t 2) . X = 15 (X E R). 

Această ecuaţie este echivalentă cu ecuaţia : 

' x- +2x - 15 = 0 (x E" R), 

care este o ecuaţie de gradul al II-iea. O soluţie a sa este e\identă, anume·., -=- 3. 
D ar ecuaţia mai a re încă o soluţie , anume - 5 (verificaţi !). 

Arhitectul îşi rewlvă problema dacă pro1ecteală camera avînd lungimea 
de 5 metri şi lăţ i mea de 3 metri. Aceasta este oare singura soluţie acceptabilă 
pentru arhitect ? 

1)1 flNIŢif~. Vo111 numi ecuaţie de gradul al II-iea once ecua ţ ie d forma 

ax h x C 0 ( X M) 

cu a, b. c numere reale. Putem presupune de la început că a# O, căci pentru a = O 
obţinem o ecuaţie liniară (de grad ul I). 

Să notăm P(X) = a){' + bX + c ; acesta este un polinom în x· de gradul al 
I i -lea ; de aici provine şi numele ecuaţiei. Solut1ilc ecuaţiei se mai nu1ne<;c ~i 

rădăcini ale polinomului. 

De exemplu, 7 este soluţie a ecuaţiei x- - 16x 63 -= O, deoarece este 
• 

adevărat că 7 16 • 7 + 63 = O. Notînd P(X} - x- - 16X. - 63, con~tdtăm că 
P(7 ) - O, deci 7 este rădăcină a polinomului P(X). 8 este rădăcină ? Dar 9 ? 
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Pentru ce va 

D eoa rece 4 
propoziţia adevă 1 

nem propoziţia ai 

D eci m ş1 n 

Obţinem m = - I 

Dacă notăn 

polinomului P(X 
la sistemul de ec\ 

1) Formali ecL 
mul rind este compl 
mulp1nea 

a 

2 

4 

5 

I 

- I 

6 
- I 

b c 
9 7 

o I 

17 o 
3 - 3 
o 5 

o o 
4 o 

I 

[fil Dintre 

a) (' -

c)(2x 

4) Este 5 o so 
nomului x·' 2.\ 

QTI a) Aflat 

b) Pentru ce vi 



:.ţiile. De exemplu, să 

I 5 m , dorind ca Iun-

unei lungimea can1ere1 
problema arh1tectulu1 

.identă, anume'\ 3. 

mera avînd lungimea 
1ra soluţie acceptabilă 

·ice ecuaţie d f < rn1 

'#- O, căci pentru a O 

1om în x· de gradul al 
. . 

1e1 se mai nu1nesc :;-1 

3 O, deoarece C!-itc 
. r 1 63, con~ta tăm cJ 
e rădăcină ? Dar 9 '? 

, 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Pentru ce valori ale lui ni şi n ecuaţia x- + mx + n = O admite sol uţiile 4 şi - 3'> 

Deoarece 4 este soluţie a ecuaţiei, înlocuind necunoscuta x cu 4 obtinem 
propoziţia adevărată 42 + n1 • 4 + n = O. La fel, din faptul că - 3 este soluţi e, obţi
nem propoziţia adevărată : (- 3)2 + m · (- 3) + n = O. 

Deci m şi n sînt soluţii ale sistemului : 

16 + 4m + n = O 

9 - 3m + n = O. 

Obţinem m = - 1 ş1 n =- J 2. 

Dacă notăm P(X) = -''2 + mX + n, faptul că 4 şi - 3 sînt rădăcini ale 
polinomului P(X) se exprimă prin condiţiile P( 4) - O şi P(- 3) = O, care conduc 
la sistemul de ecuaţii de mai sus. 

EXERCIŢII 

1) Formaţi ecuaţiile de gradul al II-iea care au coeficienţii a. b. c daţi în tabelul următor (pri
mul rind este completat ca model). Verificaţi, pentru fiecare dintre ecuaţii , dacă vreun element din 
mulţimea 

a b c Ecuaţia 

2 - 9 7 2x ' - 9x + 7 = O 

(O. -i. I, 2J este solutie. 

-
2) Precizati coeficient ii a. b. c 

4 o I pentru llccare dintre ecuaţ11le : 

5 17 o a) 2x 20x I- .I 19 O ; 

I -3 - 3 
- I o 5 

~ 

6 o o 

b) x x + I O; c) 2x J- 15 - O; 
d)x O;e) x·.i .ix O:f)-9x - O: 
g) x 1 x I 7 ~ x 5 O. h) ) x · -L 

• + 5xl 5 O; 1) (m + I )x _. 2111x ~ 
- I 4 o + 3(m + 2) = O. 

OU Dintre următoa rele ecuaţii, care si nt echivalente cu ecuaţi i de gradul al II-iea ? 

a) (x - l)(x -l l)(x ' + 1) - (i + 3)·; b) x(x + 2){x l 1) - x(x + l)(x + 4) ; 

c)(2x 1)(4x I 2x+ I) - 8x(x1 + 2x+ 15) =- 0: d)CI 2 1 x + J)'+ <I 2 - x l)"'=O. 

4) Este 5 o solul ie a ecuaţiei - xl - 4x f 5 = O? Dar - 5 ? Este I 11 2 rădăcină a tri-
nomului ,\'! 2,\' I ? Dar I I l 2 '! 

rn a) Aflaţi valoarea lui m ştiind că I este soluţie a ecuat1ei 

5x"' - mx + 7 - 1.(1 - O . 

b) Pentru ce valoare a parametrului p. ecuaţia px 5x 4p O are !>Oluţ ia 2? 
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2. REZOLVAREA EClJAŢIEI DE GRADUL AL II-LEA. 
CAZURI SPECIALE 

De exemplu, să rewlvăm ecuaţia 

' x- - 6x = O (x E: R). 

Constatăm imediat, prin înlocuire directă, că numărul O este soluţie a 
ecuaţiei. 

Să presupunem că numărul real s este soluţie a ecuaţiei ; atunci, dacă înlo-
cuim necunoscuta x cu s, obţinem propoziţia adevărată s2 

- 6s = O, sau s2 = 6s. 
Distinge1n două cazuri : 
- soluţia s este O ; 
- s 7'= O ; în acest caz, hnpă rţind ambii membri cu s, obţinem s = 6. Deoa-

' rece 6· - 6 • 6 = O, ecuaţia are două soluţii : O şi 6. 
Să considerăm polinomul P(X) = X2 

- 6)(. Ştim că rădăcinile sa le sînt O şi 6. 
Dacă-l descopunem în factori : P(X) = .\'(X - 6), observăm că cei doi factori sînt 
de forma X - s. unde s este rădăcină a polinomului. 

Alt exemplu : ecuaţia (x - I )(x + 15) = O (x E R). 
Înlocuind necunoscuta x prin numărul s, presupunînd că acesta este soluţie, 

obţinem (s - J )(.\ + 15) = O. Dacă s # 1, împărţim ambii membri cu s - I şi obţi
nem s + 15 = O, adică s = - 15. Ecuaţia are două soluţii, I şi - 15 (verificaţi că 
. I „ ') stnt so uţ11 .. 

Polinomul P(X) = (X - I )(X + 15) este deja descompus în factori. Observaţi 
legătura între factori şi rădăcinile sa le ! 

Pentru a rcwlva ecuaţia 2x~ + 3x = O, x E R, se obişnuieşte să se procedeze 
a stfel : 
- se descompune în factori : x(2x + 3) = O ; 

- fiecare factor ne dă o sol uţi e ; din x = O obţinem soluţia O ; din 2x + 3 = O, 
J 

obţinem soluţia - - · 
2 

EXERCIŢII 

1) Re1ol\aţi ecuapile (presupu nem x E- R) : 

a)>. 4x;b)x ' -3x ;c) 4x~- x ; d) 2x1 =- 7x. 

2) Rc1nha\i ecuaţiile : 

a)x 1x O ; h),1 ·+-2x = O;c)2x1 - 6x O ; d)2x2 +-6x - O;e)7x1 - x = O;l) -5x·'~ 7x O; 

g) 0,6\' 3 ,6x O. 

3) Rc1.olva1i ccua tiilc : 
a) x(x I 8) =- O ; b) (x + l}(x - 2) = O ; c) (x + 2)(x - 3) = O; d) (2>! - 5)(5x - 2) - O : 

(') (1x 8)(2x 13) O. 

Am re zolvat ecuaţii de gradul al II-iea de forma ax2 + bx = O (deci în care 
li pseşte tern1enul liber). Vom rewlva acum ecuaţii în care b = O, deci de forma 

) 

ax ~ c O. 
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De exemplu, să 

Ca de obicei, J 
necunoscut„t x cu nl 
putem sc rie astfel (.\ 

Di~tingcm dou~ 

I ) .\ 9 . 

2) ' # 9, în 
ncn1 .\ 9 = O dcc1 

Atît 9 cit -;.1 9 
Să observăn1 ci 

P(X) - (X 1 9)(X -

sol ut ia 9. 
Alt excn1plu : 
Po linom ul /'(.\' 

Deci ecua ţia arc 

Să rezolvăn1 ac 

Penlru oncc n 
' 6.\· I I 1 .;:, I I ~ 

propozjţia 6.\ , 1- 11 

I) Rc1oha\i ccua11 

a) ' O ; b) l 
g) \ 8 0 ; h) X 

QO Rczoh.uti ~' 
.1) 2x 1 O ; b) 

1) 2>. (1 1 12) o. 

Exemplele de r: 
în cazunle b = O 
Rezolva rea ecua ţiei 

a I te ca zu ri . 
De exemplu, si 



L AL II-LEA. 

ărul O este soluţie a 

iei ; atunci, dacă înlo-, 
- 6s = O, sau ·' = 6s. 

obtinem s = 6 Deoa-

:lăcinile sale sint O şi 6. 
l că cei doi factori sînt 

că acesta este soluţie, 
embri cu s - I şi obţi
J şi - 15 (verificaţi că 

Js în factori . Observaţi 

iuieşte să se procedeze 

ia O ; din 2x r 3 = O, 

J _ " O; I) 5x I 7x O ; 

d) (21 - 5)(5x 2) = O ; 

~ bx = O (deci în ca re 
b = O, deci de forma 

• 

De exemplu, să rezolvăn1 ecuaţ ia 

x- - 81 = o' X E R. 

Ca de obicei, presupunem că numărul s este soluţie a ecuaţiei 

necunoscuta x cu nun1ărul .\; obtinem propozitia adevărată s2 
- 81 

I I 

putem sc rie astfel (.\ t 9)(.\ 9 ) -= O. 

Distingem două ca1u ri : 
1 

I) .\ = -9 : 

; să înlocuin1 
O, pe ca re o 

2) ' =F - 9: 1n ace'>t caz ·' .._ 9 =F O: impărtind an1b1i n1l!n1hn 1.u \ ~ 9. ohţ1 -
nen1 \ 9 O deci \ - 9. 

Atit 9 ci t şi 9 sînt soluţii ale ecuaţiei. 
' Să observăm că polinomul P(J() = x- - 8 1 se descompune în fa ctori astfel : 

l '(X) (X + 9)(X. - 9) :· factorul x· + 9 ne dă soluţia - 9, iar factorul X 9 ne dă 
solutia 9. 

Alt excrnplu : să aflăm soluţiile ecua ţiei 5x.! - 3 = O. , 
Polinomul P(X) = 5A 1 se descompune în factori astfel : 

Deci ecuaţia a re soluţiile -Vf ş 1 Vi · 
Să rewlvăm acum ecuaţia : 

6x + 11 = O, x E R. 

Pentru orice număr real .s, avem 5 .! > O ; deci 6s2 > O, de unde rezultă că 
6s ' l 11 > 11 > O. ~adar, dacă înlocuim necunoscuta x prin numărul s, 
propozitia 6s1 + 11 = O este falsă, oricare ar fi s. Ecuaţia da tă nu a re nici o soluţie. 

EXERCIŢII 

I) Re1ohap ccuapile · 

a) '< O ; b) 4x I O ; c) x· t 9 = O ; d ) 2x 8 O ; e) x! + I O ; f) 4x o,os - o; 
g ) X 8 o : h) X J ") 

~ o. 

00 Rcl'olvati ecuatiik : 

a) 2, J o : b >I 2x ~ 2 O : <.:) 4x - 0.5 o . d) 144x - I . e) 49, ( I 5 r I >! : 
n 2x ( I 1 I 2) O. 

Exemplele de mai sus ne arată că ecua ţia de gradul al II-iea ax l- bx + c = O, 
în cazurile b = O sa u r O, se rewlvă simplu , prin descompunere în factori . 
Rezolvarea ecuaţiei prin de. compunerea trinomului în factori este posibilă şi în 
a I te ca 1u ri . 

De exemplu, să rezolvăm ec uaţia 

4x + 4x + 1 = O ( x E R). 
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Descompunem în factori polinomul P<.X) = 4x·· + 4.\' + I, a st fel : P(X) = 
(2X + 1 }1 = (2,\' + I X2X + l ). Am îndoi factorii ne dau aceeaşi rădăcină 

I 
a polinomului, anume- - . Ecuaţia are deci o singură solutie ; dar, se obişnu-

2 
ieşte să se spună că polinomul are rădăcină dublă. 

Alt exemplu . Fie ecuaţia x- + 2x - 3 = O. Vom descompune în factori trino
mul X.'. + 2X - 3, scoţînd în evidenţă un pătrat perfect : x~ + 2X J \'2 

• 2.\ -r
+ I - 4 =(X+ I )2 

- 2.! = (,.\' + I t 2)( \' I I 2) = (.\ + 3)(.\' - I ). Aşadar ecua ţi a 
are două so l uţii : -3 şi 1. 

Scoţînd în evidenţă un pătrat perfect, ecuaţia x.! - 2x + 40 - O poate fi în lo
cuită cu ecuaţia echivalentă : 

' (x - l) + 39 = O. 

Observăm că ecuaţia nu are nici o soluţie. 

Ecuaţia x2 
- O 2 + I 3 )x + l 6 =- O se rezolvă observînd că trinomul din 

membrul stîng poate fi descompus în factori astfel : 
' -.\'- - O 2 + l J ).\' + I 6 = .\ - - .\t 2 - .\1 J + I 6 = 

= .\'( ..\'-l 2) - I 3C .\'- I ?)=<.\'-I')( .\' - 13). 

Soluţiile sînt deci l 2 şi I 3. 

EXERCIŢII 

I) (oral) Explicaţi de ce următoarele ecuaţii nu au solt1\ lÎ : 

a) x· I - I 2 ; b) x ' -l 6x + 9 I : c) 5( x -l I ) + 29 . O , d) ( x „,) 4 

2) Rezolvap ecuaţiile (a. b ~1 rn '>Înt parametri realt) : 
' . . 

a) x· l=O:blx + 1- 0.clx 100.d)9\-- I : c)4x - 0.01 = 0 : 1114-tx =- I : g)x 
h) o. 0004 x· - 6 25 : i) X - (a I 2 r o . ii 4 9 X ~ 5 , I , : k) L' " :. t ( (J - 9 r o : I) 5" + (/ + h . 
m)2x ' 3111. 

3) Aflaţi toate numerele reale care -.înt egale cu pătratele lor. 

QTI l~nică a sens · 

I 17 

4rr : 

2ah : 

„ Ecuaţia 4x· I 2 - 2xl 6 - O '>t: re1olvă a ... tfel : trecern cermenul 2xl 6 în membrul drept, -.chin1-
bi ndu-i semnu I : 4x· I 2 = 2xl 6 : impă rt irn an1 b11 membri ai .:cuaţ1e1 prin 2, 1 2 ~t obpnem 2, - I 3 : 

d . 1· . . l'"t . 11 · 1 · · ? ec1 so uţ 1a ecuaţ1e1 este - -:;- . n cc con„ta gr~ea a u 1 on1ca . 

5) Rezof\,aţi ecuaţiile (111 este un parametru real) · 
a)(x+8)(x - 5) = 0:b)(Jx S)(x 15. 19) O . cJ4x(5x IJ) ·- O:d) 12x· 0.c) x "-t 31x O : 

f) 2x' - 19x; g) x· = 59x : h) I 8x t 2x O: i)x(x I) 1 IJ(x ll - O :jlx · f-1nx O. k)(x I I) ' 
- x I I : I) ( I 1 m 1x:. =- - x. rn Re1olvaţi ecuaţiile : 

a) (X t I r - 25 - () : b) X + 4 X+ 4 I l)X t 4x l 4 - 1 : dJx + 4x+4 0.L')X t IOx l lh O : 

I l X !Ox + 25 - O: gl x· +CI 2 t I ))x I I O O· h J x ( I -t IT )X+ rr O : i li 3x I ( I + I '3 )x I I O. 

1) (x 7):. = 2. kl x· + (111 + n)x I 111n O: I) 11111x t (n1 -! n)x ..- I = O (111 +O 11 ../ 0) 
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7) Aproxima 
l')X li O;dl 

~al IX 

unul dintre ck este 
bl Demon-.11 

dintre ek C\tc O. 

c) Rezoh ap 

9) O coală 
Anati d1mcn'i1unilc 

3. RE~ 

Vom stat 
Ii-lea are sau 1 

Să luăn1 < 

Împă rţ1n< 
obţinem ecuaţ 

Să consu 

l \ ' (X'+ ut = . 

~ . 
care sa conţi 

Să descompui 

P(x 

=(\ -l 4 
15 

Deci ei 

Ecuaţia 

7. Ma1cm.111dl -



4.\' -t l, a <;tf ci : />(X) -
ne dau aceea!>i rădăcină 

i sol utie : dar. se obişn u-

;eompune în factori trino
r-+ 2X - 1 · .\ ' 2.\· + 
I)(.\' - I). Aşadar ecuaţia 

2x + 40 - O poate fi înlo-

J!>.!rvînd că tnnom ul din 

J -t· I 6 = 

.\' - I 3). 

0 , d) ( X 111) 

=O:fJ l44x ' I :!!) X 
1-9) 0:1)5\ 1 (/ +h' 

l 17 

4rr • 

2ah : 

!\ I 6 în n1e1nbrul drept, 'chin1-
rin 2xl 2 ~i ob\mcm 2x I J : 

l ; d) - 12x O :c) x I 3J x O: 
- (1:1lx t 111x o.~)(X I 11 ' 

4x ~ 4 o:~·ix ~ IOx i lll o. 
- o : I) I 3 X I ( I + I 3 )\ I () . 

-o (111:::/o () 11-:f 0) 

• 

7) Apro'<ima\1, cu eroare de cel mult O.Ol. rădăcinile ccua\ilior : ,1) :\ 

c1 x· 11=0:dJ-1\ 7:e)1, 5 O. \ 

2 • h I \ TT' : 

CT:IJ a) Demon,tra\1 L.1 dacă a, h „înt două numere rc.1k a-.tlel incit al> O. atunci cel pu\111 

unul dintre ele e\tC O 
b) Demon„1ra\1 cf1 dacf1 a. I>. c „int trei numere reale c1'tf1.:I incit ahc O •• 1tunc1 cel pul în unul 

dintre ele e\te O. 
c) Rezolva\1 ecuaţiile · 

9) O coală tk hîrt1c pentru <l~·„cn arc ana de I m iar rapnrtul dirncn„1unilor egal cu tf2. 
Alla ti dimensi unile, cu apro\1ma\1c dl' I 111111. 

3 . REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL II-LEA. 
FORMULA DE REZOLVARE 

Vom stabi li o metodă generală. care ne arată dacă o ecuaţie de gradul al 
Ii-lea are sau nu solu ţ ii. iar dacă a re soluţii cum le obţ1nen1. 

Să luăm de exemplu ecuaţia : 

l 5x + 8x -r l = O, x E:: R. 

Împărţind a mbii membn pnn 15 (astfel încît coeficientul lui x -;ă de\ină I), 

obţinem ecuatia echiva lentă : 
8 1 

x +- x +-=O. 
15 15 

Să considerăm trinomul 
, 8 I 

P(X) = x·- + -
5 

.\ + - . Să ne reamintim formula 
I 15 

(A'+ u)~ = .\' ) + 2u.\ ' + t/. Vom încerca să scoa tem în evidenţă un pătrat perfect, 
X 4 

care să conţină primii doi termeni ai trinomului. Din 2u = 
15 
obţinem u =- 15 · 

Să descompunem în facto ri : 

P(X) - X'-1 ~5 \ ~ = X'-'-2 · ~ \ l ( ~5)'- (:s )'-+ /5 
4 ), =(\ +- -_ . I 5 

Deci ecua ţi a 

Ecuaţia 15x' 

2"5 ( 
4 )- ( I )~ ' 4 I )( 4 I ) 

.\' T 15 - î5 ~ ( \' ...i 15 + 15 \ -t ls - lS --

arc so luţiile 
I 

ŞI - - • 
5 

150x + 405 = O este echivalentă cu: 

x.:. - lOx + ">7 = O, 

L 

7. Ma1ema11că - Algch1;1 , d.a \ 111-.1. 
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r 

adică cu (x - 5)2 + 2 =O : deci ecuaţia nu are soluţi i. 
Să procedăm la fel şi în ca7ul general. Ecuaţia 

-
ax- I- bx + c = O 

este echivalentă 
. l h 

cu ecuaţia x- + 
a 

( 

x+ 
(J 

O. 

Să d y • 1 P(X) ~ + h + " o· 2 h · h cons1 eram tnnomu = .\ - - ,\' - . in u = - obţinem u = - · 
a a a Îa 

Vom completa un pătrat perfect . 

h ( h ) ' ( h )' c ( b )
2 

b
2 

- 4ac P(X} = .\'2 + 2 · - ,\ + - - -t· - =- .\' + - - 2 • 
2a . 2a . 2a a 2a 4a 

Putem descompune trinomul P(X} ln factori de grad ul I numai dacă 
1 

h- - 4ac 
număru l este > O. Semnul acestui număr este acelaşi cu semnul 

4a2 

, l 

numărătorului h- - 4a<·. De aceea, numărul h- - 4ac este numit discriminantul* 
ecuaţiei (sau al trinomului); el se notează de obicei cu litera grecească ~ (se c iteş te 

.,delta"). 
D1st1ngem trei cazuri : 

I. ~ > O. În acest caz vom putea descompune în factori : 

D . . ' + b + c o .. ec1 ecuaţia x- - x - = are două soluţu : 
a a 

b 

2a 
I Ll 

2a 
ŞI 

~+ l L\ 
2a 2a 

• 

Se obişnuieşte să se noteze soluţiile ecuaţiei pnn x1 ş i x~. Cele două soluţii se 
scriu sub formă concentra tă astfel : 

- b + \~ 
X 1.2 = ----- , unde~ 

2a 

.., 
b- - 4ac. 

II. ~ -· O. În acest caz trinomul este deja descompus în factori : 

P(X} = (x+~)·~ 
Trinomul are o rădăcină dublă, iar ecuatia are o singură 

. b 
soluţie anume - ·- · 

' 2a 
~ 

III. ~ < O. În acest caz - ~ > O, deci P(s) > O pentru orice număr real s ; 
4~-

ecllaţ ia nu a re nici o soluţie. 

• a di!»crim1na - a separa. D1scraninantul separă caLurile. 
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Pute1n sisten 
~che1nă : 

('..izul I : 

Ca1ul li : A :::: 

Ca1ul III : 

(oral) Explic: 
a) dacă ecua1 

j. = b2 4ac < ( 
b) dacă ecua 

Obserl'fl/ti. I) I 
aplicată ~1 ecuat1ilor 
corn punere i n fnl:tori , 

2) Dacă b = 2h 

dacă în plus a - I, 1 

Rezolvarea 
poate fi progra1n 

Algontmul c 
Pasul I. Ci te ş te c 
Pasul 2. Calculea 
Pasul 3. Dacă :.l 

Dacă~ 

Pasul 4. Calculi 

soluţie' 

Pasul 5. Calculi 

l) Să rezolvi 



h h . 
=-obţinem u = - · 

a 2a 

' r- • 

radul I numai dacă 

te acelaşi cu semnul 

numit discriminantul* 
grecească ..J. (se citeşte 

b \~). + Li1 -

\"~. Cele două soluţii se 

on : 

b 
soluţie, anume - 2a · 

orice număr real s ; 

• 

I 
( 

Putem sistematiza rewlvarea ecuaţiei de gradul al II-iea în următoarea 

schen1ă : 
_, 

Ca Lul I : â > O Ecuaţia a re două soluţ ii Soluţ ii le ~c calcu lea2'ă cu fo rmula 

dist incte 

.\ 1 ~ x, 

Ca1ul II : A= O Ecuaţ ia a rc o singură soluţ ie 

\"1 = xi 

Cazul III : A < O Ecuaţia nu a re nici o solut ie -

EXERCIŢJU 

(oral) Explicaţi de ce: 

sau 

X 1,1= 
- b± v~ 

2a 

X t,2 = - b ± Yb' - 4ac 

2a 

a) dacă ecuaţia ax1 + bx + c =O nu are nici o soluţie, atunci , 
..J. = b - 4ac < O : 

b) dacă ecuaţia are două soluţii distincte, atunci ..l > O. 

Obsen·a111. I) Formula de re1olvare a ecuaţiei de gradul al Ii-lea este generală, deci poate fi 
aplicată ~· ccuaţi1lor în care b - O ~u c = O ; dar. în unele cazuri, este avantajos să lucrăm prin des
compunere i n f·1c1ori. această tnctodă fiind uneori mai rapidă. 

2) Dacă b - 2h', s.-"'1 ohsenăm că tormula de rezolvare a ecuaţiei devine 
_,,-

-h' :t l b'- - ac 
\1 2-= 

a 

dacă în plus a - I, atunci formula de rezolvare este : x1.1 = - b' :t l /? c. 

Rezolvarea ecuaţiei cu formula generală este o metodă algoritmică ; ea 
poate fi programată pentru calculatoarele electronice: 

Algoritm ul de calcul al soluţiilor este următorul : 
Pasul 1. Citeşte coeficienţii a, b şi c ; 

• 

• 
' Pa 'iul 2. Calculează ~ = b- - 4ac ; 

Pasul 3. Dacă ~ <O, :>Cne „Ecuaţia nu are nici o soluţie", STOP. • 
Dacă ~ >O, continuă cu pasul 4 ; 

-b - l !l 
Pasul 4. Calculea z.ă ,., = 2a · Scrie x,. Dacă ~ = O, scne „O singură 

soluţie", STOP. Bacă ~ > O, continuă cu pasul 5 . S10Î 
' 

Pasul 5. Calculea1.ă 
-b + l ..l . 

X :! = ------'-- • Scne x2. STOP. 
2a 

• 

EXEMPLE 

1) Să rezolvăm ecuaţia 

x2 
- 107x + 1302 = O. 
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Să recunoaştem coeficienţii : a I : 15 - - 107 : c = 1302. Deci ~ 
( 107) 4 · 1 · 1302 = 11449 5208 6241. 
Observăm că ~ > O. deci ecuat1a are două so l uţii. Aplicînd forn1ula de re1ol

va r~. obţine1n : 

X1 .~ = 
- ( 107) ± I 6241 

2 · 1 
- 107 + 79 

2 

107 - 79 
Deci x1 = -

2 
= 14 ;ii v1 

107 + 79 
93. ..., 

,_ 

2) Să rezolvăm ecuaţia 

' o ,O I X + 4 ,2 X + 44 1 - o. 

Ob-.crvăm că ~ = 4,2- - 4 · 0,0 I · 441 - J 7 ,64 - 17 ,64 = O ; deci ecua ţ ia a re 

o singură soluţie. anume -
4,2 

2 · O ,O I 
= - 2 10. 

3) Fie ecuaţia x2 + I 79v t 20 = O. Să ca lculăm discri minantul : ~ 
' (I 79) - 4 · l · 20 = 79 80 = - 1. Dcoa rece ~ < O. ecuaţia nu are so l uţi i . 

EXERCil ' II REZOL V A TE 

I) a) Demonstraţi că pentru oncc 1n real, ecuaţia 

' mx + ( 1n f l )x f 111 O. x E: R, 

a re soluţii. 
b) Calculaţi soluţiile, presupunînd 111 > 1. 
c) Aflaţi valorile parametrului 111 pentru care ecuaţia a re o singură so l uţ ie. 

Rezolvare. 

a) Calculăm d1scnminantul ecuapci . 

, , 4 2 ' 
(111 - + I t -4 · 111 • rn = 111 -t 111 + I - 4n-1 - = (n-1 - I t. 

Constatăm că ~ > O. deci ecuaţia arc soluţii pentru orice valoare a parametrului tn 
b) Să calcu lăm soluţiile : 

' " (Jn + I ) + I ( n1 - I ) 1n - 1 + rn - - I I 
\1' = . ·-

2111 2n1 

Pentru 111 '> I, avem I m - I I - 1n - I. Soluţiile sînt: 

111 ' I - n1 + I 
' , 

rn - I + m - - l 

2rn 
= - 111 ; X = 

2111 

c) Ecuaţia are o singură soluţie numai dacă discriminantul ei este O. Di n 
' (rn- - It = O obţinen1 nr = I. adică 111 = I sau n1 = - 1. 

100 
• 

2) Se dă ecu 

unde 111 este un 
ecuaţia : 

a ) n u a re so I 
b) a re o sing 
c) a rc două 

Re:olvare. C 

4( 

Discriminantul 

Constatăm c 

- dacă 1n E (-o 
cu formulele obi~ 

I 
- dacă rn 

2 

dacă rn l:: ( 2

1 

3) Aproxim 

Rezoh•a re. 

Ave m I 30 
şi Xi= 10,47. 

I) Compktap 

Ecua\ ia 

X ' 5x 6 - 0 

x· -t >. -t 180 

4x + 4-< t 

3, i I~ ' 14 



= 1302. Deci ~ 

nd f orn1ula de re 101-

= O ; deci ecuaţia a re 

scnminantul : ~ 

laţia nu a re soluţii. 

are o singură soluţie. 

- (n,- - I ) . 

•are a pa rametrulu1 111 

l 
111- - l I 

- l 1 
- . 

ni 

1antul ei este O. Din 

nz = -1. 

( 

2) Se dă ecuaţia : 

rnx - 2(rn - I )x + nz = O, x R, 

unde m este un parametru real diferit de O. Pentru ce \aiori a le parametrului rn, 

ecuaţia : 
a ) n u a re sol u ţii ; 
b) are o singură solutie ; 
c) a re două ~oluţii ? 

Rezolvare. Calculăm discriminantul : 

4(n1 1 ) ' 4n1 ' 4(m- - 2m + I 111 ) = 4( 2111 -I 1 ). 

Discriminantul este < O dacă şi numai dacă 
I 

2111 I I < O, adică 111 > - · 
2 

Constatăm că : 

- dacă m E ( oo ; T) , ecuaţia are două soluţii distincte : acestea pot fi calculate 

cu formulele obi~nuite : 
1 

- dacă m = 
2 

, ecuaţia are o singură soluţie. anume • 

- dacă 1n E: ( ~ ; +oe ), ecuaţia nu are soluţii.• 
3) Aproximaţi, cu eroare de cel mult O.Ol, soluţ11le ecuaţiei 

x· - lOx - 5 = O, x E. R. 

Rezolvare. Calculăm discriminantul: ~ - JO 4 · I · (- 5) 
-

>.'"1 , = 10 ± l 120 = 10 t 2 l 30 - 5 t. l 30. 
, ' 2 2 

120 Deci 

Avem I 30 = 5,47 (cu eroare de cel mult o <\utimc). Deci \"1 = - 0.47 
şi X:= JQ,47. 

EXERCIŢII 
I) Compktaţi tabelul : 

Ecua\ ia a h c ..l Nun1ărul 'olu\ ii lor 

X + 5x 6 o 

3x -\ 7„ + 4 o 

' 14x I- 40 o x· 

X l- X I 180 o 

4x ' -t 4x t I o 

3x + 13, 14 o 
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\ 
2) Aflaţi rădăciniJe polinoamelor : 

a) X
2 

- 14X + 24; b) X;+ l4X + 24; c) l5Xi - 8X + 1 ; d) ix·+ 3X + 1. 

3) Rezolvaţi ecuaţiile : 

' ' ' a) 5x -9x -2=0; b )3x· +llx - 20 = 0;c)l.5x - 5,3x 2,8=0;d)0,1Ix·+o,71x+0.3=0; 
• e) x· - 11 x - 81 = O. 

rn Rezolvaţi ecuaţiile : 

a) 10,c + 20x - 30 = O : b) x2 + 2x - 3 = O : c) O. lx2 + 0,2x - 0 .3 = O ; d) 0,0 lx2 + 0,02x -
- O,Ol O. Ce o b 0n·~·. ') 

5) Stab1h1i Clacă ecuaJ;tle următo 1. u nu soluţÎI şi, în caz afirmativ, rezolvaJi-le : 
a) 2x ' - x - I =O ; b) x

1 + 6x 5 O . c) x + 90x - 89 =O; d) x' + 5x + 7 = O; 
e) 3x' - 4x + 1 = O ; f) x

2 + x + 1 = O ; g) x~ x + 1 = O ; h) x2 - x - I = O. 
6) Demon"straţi că pentru orice valoare reală a parametrului m, ecuaţia 2x 2 + mx - 13 = O are 

soluţii. Există valori ale lui m pentru care ecuaţia are o singură soluţie? 

[2[J Pentru ce valori ale lui 1n ecuaţia 4x2 + mx t 529 = O are o singură soluţie? 
Pentru aceste valori, rezolvaţi ecuaţia. l 

8) Calculllti cu aproximaţie de o sutime solutule ecuaţiei : 

a)x
2
-10x-5=0;b)x2 -2x 2=0 ;c)x' 2x 11 - 0. 

[1IJ Aproximaţi, cu eroare de cel mult 0,001, soluţiile ecuaţiilor : 

a) x 14x - I = O ; x2 + 4 I 5x + I = O. 
10) Aflaţi valoarea lui f11 şttind că 1 verifică ecuaţia mx - 14x + 25 = O. Aflaţi apoi cealaltă 

soluţie. 

Q}I] Orice ecuaţie de forma ax
2 + bx + c = O cu a =I: O poate fi adusă La forma x2 + px + q = O, 

prin împărţire cu a. Scrieţi algontmul de rezolvare pentru ecuaţia x1 + px + q = O. 

4. ECUAŢII ECfIIVALENTE 
CU ECUAŢII DE GRADUL AL II-LEA 

Exemplul 1. Fie ecuaţia 

x(x - 1) = 12, x E R. 

Să presupunem că numărul real s este soluţie a acestei ecuaţii ; deci este 
adevărat că s(s - 1) = 12. Putem scne s· - s - 12, sau s2 

- s - 12 = O. Aşadar s 
este soluţie a ecuaţiei de gradul al II-iea . 

) 

x· - x - 12 = O, x E R. 

Şi reciproc, orice soluţie a acestei euaţii de gradul al II-iea este soluţie şi a 
ecuaţiei x(x - l) = 12, x E R. Cele două ecuaţii sînt echivalente. 

Observaţi cum am obţinut ecuaţia de gradul al II-iea 

x2 
- X - )2 = 0 

din ecuaţia iniţială x(x - J) = 12. 

Exemplul 2. Ecuaţia 
, 

(x + J )- = 3( x + I), x E R 
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se poa te re zo I Vc 
solurie a ccuaţi~ 
Într-adl!văr, şi 
două soluţii : 

Arn fi putu 
echivalentă cu ( 
Ii-lea 

ş1 rezohind ace~ 

E\·e111p/u/ 3. 

este echivalentă 

deci cu ecua1ia 

Rezolvati-0! 

Ert>n1p/u! 4. 

Elin1inind n 

adică cu 

Este deci ecl 

ale cărei soluţii, 

Excrnplu/ 5. 

Dacă înlocu 
la fel, dacă în Jo( 

Din ac\!astă 
rile pc care Ic I 
ecuaţiei. 



\ 

x+ t. 

d)0,llx2 + O,?lx + 0.3 O: 

·=O: d) O,OlxJ + 0,02x -

az afirmativ. rezolvaţi-le : 
O; d) x' + 5x + 7 = O ; 
=o. 
:1ţia 2x2 + mx - 13 = O are 

ngură soluţie ? 

25 = O. Aflaţi apoi cealaltă 

1să la forma x· + px + q = O, 

t q= O. 

-LEA 

:stei ecuaţii ; deci este 
- s - 12 = O. Aşadar s 

II-lea este soluţie şi a 
lente. 

• 

' 
t 

I 

I 

• 

• 

se poate rezolva în felul următor: observăm că 1 este soluţie ; dacă s este o altă 
soluţ ie a ecuaţiei, din(.\+ 1) -= 3(s -ţ- 1) ~i s =I= - 1 rezultă s + 1 - 3, adică s = 2. 
„ 
Intr-adcvăr, şi nun1ărul ~ estt> soluţie a ecuaţiei (verificaţi!). Deci ecuaţia are 
două soluţ ii : 1 ::ii 2. 

Am fi putut obţine soluţiile acestei ecuaţii ş i în alt mod, observînd că ea este 
echivalentă cu ecuapa ' t- 2x ~ I = 3x + 3, x E R, sa u cu ecuaţia de gradul al 
II-iea 

X " - 2 = O, X ~ R 

şi rezolvînd acea-.la ultin1ă ecuaţ ie. 

E.\e111plul 3. Ecuaţia 
' . 9 + (x + 1 t = 3(x - 2) , x E:: R 

este echivalentă cu 
' 9 t x- + 2x + I = 3x- - 12x + 12, x E R, 

deci cu ecuaţia de gradul al II-iea : 

Rezolvaţi-o! 

Exernplul 4. Fie ecuaţia 

"x- + 14x - 20 = O, x E_ R. 

' 

9x + I 

5 
' X E R. 

Eli minînd numit orii, o înlocuim cu : 

5(x ' 1- 5) = 3(9x + 1 ), x E R, 

adică cu 

' s~ + 25 = 27x + 3, X E: R. 

Este deci echivalen tă cu ecuaţia de gradul al II-iea : 

' sx- - 27x -r 22 = O, 

ale cărei soluţii, obţinute cu formulele obişnuite, sînt 1 

Exen1p/ul 5. Fie ec uaţia 

2x - 1 

x + 7 

3x ~ · 4 

x - 1 
• 

22 
Ş i -= 4 4 5 ' . 

I 

• 

Dacă înlocu1111 necunoscuta x prin - 7, în membrul stîng numitorul este O ; 
la fel, dacă înlocui1n necuno,cuta x prin 1, în membrul drept numitorul este O. 

Din această cau'l.ă va trebui să presupunem că - 7 şi 1 nu sînt printre valo
rile pe care le poate lua necun oscuta. Evident, - 7 şi l nu pot fi soluţii ale 
ecuaţiei. 
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Cum rezolvăm această ecuaţie ? Pn:supunem că numărul s este soluţie a c1 
atunci este adevărat că : 

... 

2\ - 1 

J + 7 
- 3s r 4 --

\ I 

lntrucît s- 7 #: O şi s I #: O, înmulţim ambii membri cu numărul (s + 7) (s - I), 
care este diferit de O. Obţinem (după simplificări) : 

( J I ) ( 2 \ - I ) ( s- r 7) ( 3.\ + 4 ), 
, 

2s- - s - 2\ + I =- 3\ f- 4\ +- 2ls + 28, 

-J 28J 27 - O. 

Aşadar .\ este soluţie a ecuaţiei de gradul al II-iea 

- x 28x 27 = O ; 

re Lolvînd-o, obţinem \ = -27 sau s - - I. 

. 2x 
Practic, pentru a rezolva ecuaţia ---

x + 7 
3x t 4 

procedăm astfel : x - 1 

aducem la acelaşi numitor ~1 eliminăm numitorii : 

( x - I) (2x l) = (x + 7)(3x~4); 
- t rcce1n la ecuaţia de gradul al Ii-lea : 

l 

- x- - 28x 27 O. 

pc ca re o reLolvăm ; 

- dintre so luţiile acestei ecuaţii de gradul al II-iea. eliminăm pe acelea care 

' <1nulca1I1 \Tt•u nul dintre nurn1tori1 ecuaţiei iniţiale; cclclaltc sînt soluţiile ecuaţiei 
1ni1 ia IL~. 

X - I X 
f\·cn1p/u/ 6. Fie ecuaţia - - - · Pentru a o rezolva procedăm ca în 

X - J 3 

exemplul 5 . 
- clin11năm numitorii : 

' 3( x - I ) = ( x - I )x , 
• 

- trecem la ecuaţia de gradul al Ii-lea : 

3x2 l 3 - x- - X . ' 
l 

2x- + X - 3 0 ; 

- rezolvăm ecuaţia de gradul al II-iea ; ea arc soluţiile . 3 
I ŞI - - . 

2 ' 

- întrucit 1 anulează numitorul membrului stîng în ecuaţia 
X 

X 

3 
(verificaţi!). 

Î ... 
această ecuaţie are nurnai o soluţie, anurne 
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I X 

l 3 
. 

I 

1~·ren1plu! 

adică cu ecuaţ 

Ea are soluţii! 

EYe1np/11/ < 

aducem rna1 i1 
numitorii : 

adică 

sau 

Rc:zol\ărn 
..... l „-,a O •• .;c r\ I 

1n
1 .:1.nrca necu 

l singură se 

F\ernplu! 9 

c<.:te echivalentă 

adică cu ecua t ia 

Aceasta nu a re 1 

il)\ tx l;b) 

2) Rezoha1i ecu;.i1iil~ 
, 

a) (\ 1 J) 25(x 



rul \ C">le soluţie a ei , 

1umărul (.s +- 7) (s - 1), 

)Cedăm astfel : 

imină m pe acelea ca re 

· ... înl ... oluţ11lc f. cuaţiei 

zolva procedăm ca în 

I şi -
3 

2 ' 

'( 1 X 
·cua ţia -

X 1 3 

·ificaţi ! ). 

. ( 
l 

t 

• 

E\·en1plul 7. Ecuaţia 
' 3x- + 1 
, 

2 
=- 2 se înlocuieşte cu 

x- + 
• l 

3x + I = 2(x- l 2), 

adică cu ecuaţia de gradul al II-iea 

l 

x- - 3 = o. 

Ea are soluţiile - I 3 ~i 13 (verificaţi!). 

Exernp/ul 8. Pentru a re1olva ecuaţia 

X + __ 5_ 
2 X+ 2 

8 

X 
- -,--

X - 4 

aducem mai întîi ambii nien1b ni a1 ecuatie1 la acelaşi numitor. climinînd a por 
nun1itoni : 

( X _._ 2 )X + (X 2 )5 8 , 

adică x t 2x + 5x - I O = 8, 

sau ' x + 7x - l8 O. 

Re1olvă1n această ecuaţie de gradul al II-iea ; ea are soluţiile 2 şi - 9. 

a vl )(!rvăm că numărul 2 nu poate fi .... clupe a ecuaţ1e1 iniţiale, deoarece 
'"' ..:uirea necunoscutei x cu 2 provoacă anularea unor numitori . Ecuaţia 

_ x + 5 
x - 2 x -t2 

'singură soluţie, anume 9 (verificaţi!). 

E'(ernplul 9. Ecuaţia 

8 
X 4 

(x + 1)'= (x - I) ' -
este echivalentă cu ecuaţia 

xl t 3x ' t 3x + l = x ' 
l 

3x + 3x - 1, 

adică cu ecuaţia de gradul al Ii-lea : 

6x- + 2 - O. 

Aceasta nu are nici o soluţie. 

EXERCIŢII 

I) Re101\.at1 ecuaţiile : 

a) ' I x = I ; b) x - - 132 
, 

:\ ; c) \ + 1 - 5:\ 8. 

2) Rc1olva1i ecuapile : 

• 
a) (' 25( X T 3 J : b) 2( \ - 2) = 3( '\ - 2) ; C) ( 2\ J) = ..ţ : d) 4( :\ ~) „". 
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(\ 

X 

1) Rc1oha ţ 1 ccua \11k . 

x· + I (x 
a) 5(x - 2) : b) 

2 4 

4) Re1ol-.a ţ i ecua ţiile : 

.1 I f ' ..- 1)1 + ( X - 2)2 = 0; b)(x T 

! I) ( 2 - X ). 

5) Rezolvat 1 ecuaţiile : 

x• + 3 I x· - I 
a) = - : b) ' x· + I . x· + 4 2 

6) Rezolvaţi ecuaţiile : 

3x -t 1 x - 1 5x + 1 
a) ; b ) - -X f- 2 x -2 X+ I 

rn Rezolvaţ i ecu aţiile : 

x· + I X' + 3 
-- - X = 2. b) 

2 ' 6 
a) 

rn Rezol vaţ i ecu aţ iile : 

3x + 1 . x - I 

I )1 
\ ' 

l I) T ( '\ 

I 
- . C) 2 . 

--
X+ 2 

X 

l( j 4 

3 

4 

\ 1 I 
2 : c) 5(\ 2 ). 

2 

.., ) J: <:li \ .i. I l 2(x 31.c.ll\(\ 

2 1 2\ 
. d ) - - . 

x' .+ + 1 Î X X 

X f 7 X 
: c) - -

3x -I 1 x - 3 

5 . c) 
'\'. 4 

8 

2x 3 

5 
I. 

4 5 
a) - = I · b) 

x + 2 x -2 ' 9x· - I 

8x 

3x 

4 

Jx -t 
c) 

3 3 - '\'. 

2x + I 3(2x - I) 
3 - 1 ; d ) 2x - l - 2x + I --- - 0. 

4x rn Just ificaţ i de ce ecuaţ ii le urmă toare nu au solul ii : 

a) 3(x 
, I 

9)' = 2 - I 5 ; b) X~ + I - I ;c)2(x 2) I 3( x 3) - o. 

5. RELAŢII ÎNTRE RĂDĂCINILE ŞI COEFICIENŢII 
TRINOMULUI DE GRADUL AL li LEA 

Să considerăm trino mul de gradul al Ii-lea 

P(X) = aX + bJ( + c. cu a 7'= O. 

I l 

Dacă discriminantul său ~ = b2 4ac este ,,, O, trinomul are două rădăcini ~ 
acestea se calculează în funcţie de coe fi cien ţ ii a. h ~i c cu formulele : 

- b - l~ 

2a 
- b + I~ ,. - --

' .;'\ ,_? -
2a 

• 

Să presupunem acum că ne sînt cunoscute cele două rădăcini x1 ş i x1 ale unui 
trinom de gradul al II-lea. Putem oare afla coeficienpi săi? 
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Să calcul{tm suma şi apo i produsul rădăcinilor : 

- b - l ..\ - b + I ..\ 
X1 + X2 = 2.a + 2.a 

- 2b b 

2a a 

I 

• 

Putem sc rie 

Să consider 
x2. Dar, dacă ne 
eficienţii b ş i c s' 

Formulele 

poartă numele 
al II-iea (sau rel: 

Observafie. Da 
atunci ea este echiva 

1) Calculaţi 

Rezolvare. I 
a calcula soluţii}( 

2) Fie ecuaţi 

a) Demonst1 
so luţii. 

b) Calculaţi 

- suma rădăcinii 

• Franţ;0is Viet 
în special "'-u rezolvare 



2(' 3 I . d I ' I ' I l 

„ 

- I. 

5 
:: ) , + 3 1 \ 

o. 

:'.FICIENTll 
LEA 

11 are două rădăcini ; 
nulele : 

lă cin i \" 1 şi \' a Ie un u i 

:b b 
-=-- • 
' a 

, 

• 

X1X~ = 
- b - I ..i 

2a 

Putem sc rie astfel : 

• 
-b + I ..i 

2a 

b = -a(x1 + x~), 

4ac c 

4a2 l =- . 
4a· a 

Să considerăm că mai mul te trinoame de gradul al Ii-lea au 
x2. Dar, dacă ne a legem valoa rea lui a (de exemplu, dacă luăm a 
eficie nţii b şi c sînt unic determinaţi de rădăcini. 

rădăcinile x1 şi 
1 ), atunci co-

Formulele 

b 
Xt + X 2 = - - , 

a 
c 

X t X" = -- ' a 

poa rtă numele de relatiile în tre rădăcinile şi coeficienţii trinomului de gradul 
al Ii-lea (sau relatiile lui Viete*). 

Observa/te. Dacă se cunosc suma ~şi produsul p ale rădăcinilor unei ecuatii de gradul al II-iea , 
atunci ea este echi\alentă cu ecua11a : 

x- sx ....- p - O. 

EXERCIŢII REZOL V A TE 

I ) Calculaţi suma ş i produsul soluţiilor ecuaţiei : 
, 

3x- - 7x - 113 = O. 

Rezolvare. Ecuaţia are două 
a calcula soluţiile, putem scrie : 

soluţii, întrucît discriminantul ei este> O. Fără 

-7 
Xi + X~-= - -

J 

2) Fie ecuaţia : 

7 - 11 J 
\'1 l' = 3 , - - J 

2x2 
- n1x - 3 = O. 

I 13 - - · 

a) Demonstra ţ i că pentru orice valoare a para 1netrului m ecuaţia are două 
soluţii. 

b) Calculaţi (în funcţie dem): 
., 

- suma rădă cinilo r trinomului 2X~ - mX - 3 ; 

• Fran~is Victe (1540- 1603), matematician francez, unul dintre creatorii algebrei, s-a ocupai. 
în special ai rezolvarea ecuaţiilor. 
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- produsul rădăcinilor ; 

sun1a inverselor rădăcinilo1 . 

suma pătratelor rădăcinilor : 

sun1a cuburilor rădăcinilor. 
f«.>=olvare. a) Să recu noa ~tern cfl a - 2. h 111 . c --

pcn tru orice 111 real . deli ecuatia are <loufl ~oluţii . 

b) Aplicînd formulele lui V1cte. obt1nem 

3 
- · 
2 

Apoi : 

h 
I I 

I \' 1 + x~ (I b 
- 1-

• 

m 
X 1 X~ c 

(I 

c 3 , 

) ' 
xi+x~= (x1 t- x2t 

~· 11 
f- X ~ = (x1 -t- X2) ' - 3.\'1 \ '2 (X 1 + \'~ ) = ( 

1~1 ) 
3) Fie ecuaţiile de gradul al Ii-lea : 

3 . (- ~ ) 

Demonstraţi că ecuaţiile au aceleaşi soluţii dacă şi numai dacă 

b 

b· ( 

1n · + 12 

4 • 

n1 . - -
2 

ni 
1 + 18111 

8 

Rc=olvare. Presupunen1 ca ecuaţiile au aceleaşi soluţii , fie acestea \'1 ş1 \ '» 

Rclaţllle lui Viete pentru pnn1a ecuaţie sînt 

iar pentru a doua ecuaţie sin t : 

b, 
Rczu I tă 

deducc1n că 

I 08 

X1 

b c , 
\' 1 \'2 = - ' 

0 1 a1 

h C' 
1-- .\";! - .\'1.\'2 - • - -

(I ! 0 2 

C > 
, de unde, folosind proprietăţile proporţiilor. 

{/ 

/J 

h 

J 

I 

• 

Rccip 

să notăn1 

• prima se 
4) Un 

siunilc "ale 
Re„oh 

L şi I a Ic d 
Ii-lea ale c 

RcLol\ 
lui s1nt . L 

• 

I) Caku 

a) 2.\ 
n - 9,\:-2 + 16., 

2) f'o11n 

a) l ~i : 

JJ Rc.:101 
coeficient ul ne.: 

4) Af1a11 

5) Alla11 
trică a lor c~te 

6) Atl:q1 

a) pc rime 
b) pcnmc 
c) perimc 

7) Pcnt1 u 

-.inr l'c hi\ alcnic 



. -· -

: dl'(I _l 111 ... 24 ./ () 
, 

• 

- . 
3 . 

1= ~: 12 
„ 

) . I~ = 
1n 

1 -t I 8111 

8 

lCă 

' 

. 
i : fie. acestea .\1 ş1 \ "' · 

I. 

Jprietă ţil e proporţiilor „ 

• 

Reciproc, pre\upunînd că cele două ecua ţ ii au coeficienţii proporţionali, 

să notăm cu r \aloa rea comună a 
. 

~I Atunci 01 = a1r . 

b1 =bir ş 1 c1 - c~r. Evident r #O. Astfel ecuaţiile sînt echiva lente, deoarece 
prima se obţine din a doua prin înmulţirea ambilor mcmbn cu numărul r. 

4) Un dreptunghi are aria de 60 cm2 iar perimetrul de 38 cm. Aflaţi dimen
si unite sa le. 

Rezolvare. Semiperimctrul dreptunghiului este de 19 cm : deci dimensiunile 
L şi I ale dreptunghiului au suma 19 şi produsul 60. Formăm ecuaţia de gradul al 
II-iea ale căre i soluţii \Înt IJ şi I : 

x2 19x + 6Q = Q. 

Rezolvînd ecua ţia, găsim \"1 = 4 
4 (cm). 

şi \"2 = 15 : deci dimensiunile dreptunghiu-
lui sînt : L 15 (cm), I 

• 
EXERCIŢII 

I) CalculJt1 „urna. produsul'>• suma pătratelor rădăcinilor polinoan1clor : 

a) 2X' - 4,\ t I: h) 3X 1 
- 8.\ + 5: c) -.'(1 - 6,r I : <l) 3.Y2 16.\ + 5 : c) 2.\ 1 

16.\ + 19 , 
f) 9Xi -i 16X 27. 

2) Formaţi ecuaţi i de gradul al II-iea ale căror solu\1i sînt : 

a) I '>i 2: b) 4 '>Î 'i: c) I ;-1 
') 

1 : d ) - 4 Şi 5 ; C) ; Ş I 

h)7 - v'3~17 + v'3:1) - 3 - V3'>t J + v3 : j) 2 t V3 ~· 2 

: f) 
.I 

v.~ ; k) I 

4 '>Î 4 : g) 3,5 şi 5,5; 

3) Re101\ati ecuat11lc de mai jos, cunoscînd cite o solut 1e (sens;'\ in dreptul liccăre1a). Aflaţi ~i 

coeficientul nccu nn,cut : 

a) X 
2 n1x ~ J6 o. \"1 12 : 

b) 2x + n1x 5 o. \ 1 = 5. 

c) 5„/ - 8x -l- III O, \ 1 0.6. 

4) Aflaţi <louă numere. cuno~cind că au suma 337 iar produsul 8086. 

5) Allat1 două nun1crc pozitive, ~t1ind că media arit1neti t::i a 101 c~tc I 33,5, tar n1cdia geome

trică a lor este 120 

6) Aflap d1me11„1umlc unui dreptunghi. cunoscînd că arc : 

a) perimetrul de 84 m, ana <le 185 m1
: 

b) perimetrul de 108 m. aria de 729 1n
1 

: 

c) peritnctrul de 108 1n, aria de 542 111
2

• 

7) Pentru cc valori ale lut 111 ;-i 11. ecuaţiile 

x2 + rnx + I = O. 

nx -r 111 = O 
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2 ,y;. .~ \ 1 xz 
8) Fie ecuatia x - v 2x - v 4 = O. Calculati \ ~+ 'l:f şi - +-. făr:i a rczol\a ccuatia. 

\1 X1 

0 Pot fi echivalente ecuat1ile : 

mx
1 

f (rn - 4)x 4n1 = O. • 

(3 + n1)x
1 + 5(5 t 3n1) \ + 8 - O'! 

Dacă da, rezolvaţi-le în acest caz. 

6. DESCOMPUNEREA ÎN FACTORI 
A TRINOMULUI DE GRADUL AL II-LEA 

Să ne reamintim cîteva exemple de descon1puneri în facto11 ale unor tri-
noame de gradul al II-lea : 

xi+ 2x = xcx· + 2); 

X2 
- 6 = (X + V6°) (X - t/6) ; 

xi - 4X + 4 = (X - 2)2 ; 
xi - 4X + 3 = (X - 2)2 

- I = (X - I) (X - 3) ; 
xi - 5X + 6 = X

2 
- 2x· - 3X + 6 - X"(X - 2} - 3(x· - 2) = (X - 2) (X" - 3). 

Metodele cunoscute se aplică mai greu în cazul în care coeficienţii sînt nu-
mere „mari", ca de exemplu în cazul trino mului : 

4 IX2 + 205X - 8364 

Formulele lui Viete ne permit să gă sim o metodă generală de descornpunere 
în factori a trinomului de gradul al II-iea. 
Fie trinomul : 

P(X) = aX2 + bX + c. a ::rf O. 

Distingem trei cazuri : 

1) Discriminantul ..l = b 2 
- 4ac este < O. În acest caz orice încercare de des

compunere a trinomului în factori de gradul I nu conduce la nici un reroltat. Tri
nomul este ireductibil. 

2) Ll = O. În acest caz trinom ul se poa te de\lcompune a '\tfel : 

( 

h 2. 

?(,\') = a \' t ) . 
2'.1 

deci se poate scrie ca pătrat al unui binom de gradul 1. 

3) Ll > O. În acest caz, dacă x1 ş i x1 ~în t rădăCJ nile trinomului, atunci folo~ind 
relaţiile lui Viete obţinem : 

( 
2 b c) , . 

P(X) =a X +-;X +-; = a(X - (x, i xz )...\: + X1X2) = 

= a(X - x,) (X. - .\ 2). 

Aşadar trinomul se descompune ca produ1, de doi factori de gradul I. 

I JO 

Dec 

Discnmir 
se descorr 

Rezul 

41.X 

I) Desc 

a).\' -

f)X 4X -

2) S1mp 

x1 + 10> 
a) 

2x2 21: 

7. 

Exemp/1 

Nu pute 

înmulţind a1 

diferit de O] 
ecuaţiei de g 



a rezol\ a -:cu.1pa . 

~RI 
1-LEA 

factori ale unor tri-

2) = (,\'" - 2) (X - 3). 
·e coeficienţii sînt nu-

rală de dcsco1npunerc 

vricc încercare d1.. <les
a nici un rezultat. Tn-

t f ci : 

' mului, atunci folosind 

gradul I. 

De exemplu, să descompunem în factori trino mul 

41.x·! + 205.x· - 8364 . 

Discriminantul său este ...\ - 205 2 
- 4 · 41 · (- 8364) = I 41 3 721. Deci trinomul 

se descompune ca produs de doi fa ctori de grad ul I. 

- 205 
Xt, = 

' 

± VI 41 3 72 1 

82 

- 205 :r 1 189 

82 ' 

- 205 - l 189 - 1 394 
deci x1 = 

82 
= 

82 
= - 17, x, -

205+ l 189 = 12. 
82 

Rezultă 

41%2 + 205X 8364 = 41(.X. + 17 ) (X - 12) = (41X + 697) (X - 12). 

EXERCIŢII 

1) Descompuneţi î n factori de gradul I : 

a) .X2 - 13X + 30. b) y2 36X T 323: c) 2x·- - 5X - 12 : d) .r 2 + 5,\ - 4 : e) X2 
- 2 vix·- 5; 

nx2 4X - 5:g)10,r 2 4JX + l2:h) .r 2 - 2,\· - 1 : 1)2X- - 2 V2,\· J. 

2) S1mphficap fracţiile : 

X2 + lOX 39 X1 -t X - 12 6X2 
- 5X + I X2 -t X 90 3X

2 
7X + 2 

a) 2X2 -21X l- 45; b) 2X1 X 15:c) 6X2 +X I :CI) 8X'l 83X + 30:c) 2X>+5X - 18. 

X2 + 7X - 8 \ 2X2 

f) 2X2 - 3X + I ; g) 6X) 
5X 3 -
X 2 

0 O emo nstra t1 că pent ru or ice valo are nenulă a p arametrului m. trinomul PO{) = 
= x2 + 2X + 1n

1 + I e;stc 11 cducubil. 

7. ECUAŢII CARE SE REZOLVĂ CU AJUTORUL 
UNOR ECUAŢII DE GRADUL AL II-LEA 

Exemplul 1. Să re zolvăm ecuaţia · 

x· - 6x 

x -5 
5 

=-- · 
· 5 - X 

Nu putem înlocui necunoscuta x prin numă rul 5. Fie s o soluţie a ecuatiei ~ 

înmulţ ind ambii membrii a i ega li tăţii 

1 s- - 6s 

s - 5 

5 
5 s 

cu s - 5 (care este 

diferit de O), obţinem s ' 
ecuaţiei de gradul al II-iea : 

' 6s = - 5. sa u s· - 6s l 5 O. Deci s este soluţie a 

.., 
x· - 6x + 5 = O. 

l I I 



Soluţiile acestei ecua ţ ii, calc ulate cu formulele obişnuite , sînt l ŞI 5 · dar 
' 

numai prima aparţ ine mulţ imii R \ f 5}. Deci ecuaţia 

'l 

x- - 6x 

x - 5 
5 

are o 
5 X 

singură soluţie, anume numărul l . 

Exemplul 2. Să rezolvăm ecua ţ ia : 

I X 6 X. 

Să presupunem că numă rul \ este sol u ţie a ecuaţiei ; atunci l s = 6 - s. 
Pentru a putea extrage rădăcină pătra tă , numărul s trebuie să fie evident 
> O. Pe de altă pa rte, Vs este un număr > O ; deci 6 - s > O, adică s < 6. 
Aşadar s va trebui să aparţină inte rva lului [O ; 6]. 

Să ridicăm la păt ra r ega litatea f; - 6 - s; obţinem s = (6 - s)2
, sau 

\.' - 13s + 36 = O. Aşadar numărul \' e"te soluţie a ecuaţ iei de grad ul a l 11-lea 

' :x ~ - l 3x + 36 = O. 

Această ecua ţie de grad ul Ii-lea a re ca soluţii numerele 4 şi 9. Dintre aces
tea, doar 4 aparţine inter\al ului [O; 6]. Putem constata şi prin în locuire di rectă 

că 9 nu verifică ecua ţia v;-.; 6 - x. Deci ecua ţia Vx = 6 - x admite o singură 
sol uţie: 4 

Cc legătură există intre ecuatia V~ 6 - x ~1 ecuapa x = (6 - x}: ? A doua se obţine d in 
rnma „rid1cind ambii membri la pă trat Cele două ecuaţ ii nu sî nt echivalente. Mul\ imea solu11ilor 
pnme1 ecuaţ ii este inclusă în multin1ea -.olu111lor celei de-a doua, dar nu coincide cu ea. 

De ce se întîmplă .i~a? [\1dcnt, dacl111 u. atunci 1/ ,,· ; da r reci proca nu este adevă rată. În-
tr-ac.levă r, dacă 1/ = v • atunti (u t 1°)(11 1·) O, de unde concluzia „11 1• ~au u = ii'. Deci, pentru ca 

' . 
relaţ ia 11 t·· să implice /1 l ' , este necesar ca /1 ~i t ' să aibă acc l~i semn. 

Exen-1p/ul 3. Fie ecua ţ ia 

t/ x - 2 -t V2 - x - O. 

Putem în locui necunosc uta x cu numere s astfe l încît s - 2 > O (primul 
radical) ~i 2 - s > O (a l doilea radical). Decis > 2 şi s < 2 adică s = 2. Necunoscuta 
x poa te lua valo ri doa r în mulţimea 121. Ob~ rvăm că 2 este so l uţi e a ecua ţiei . 

Exen-zplul 4. Rezolva ţ i ecua ţ ia 

Vx2 V2 - x-3. 

Ca şi exemplul 3, necun oscuta x poa te lua valori doar în mulţimea {21. 
În locuind în ecua ţie necunosc uta x cu 2. obţinem o propoziţ ie fa l să , deci ecua ţia 
nu a re nici o soluţie. 

E\e1nplul 5. Să re1o l văm ecuaţia 

Vx t-2-l Vll - x = 5. 

Putem înloc ui necunosc uta x cu nu1ne rc s astfel încît .\ + 2 > O ş i 11 
deci necunoscuta x poate lua va lo ri doar în inte rva lul [- 2, 11]. 
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1i te, sînt 1 ş1 5 ; da r 

- 6x 5 

-5 
are o 

5 - x 

ei ; atunci\ s - 6 s. 
rebuie să fie evident 
s > O, adică s < 6. 

m s = ( 6 s )2 
, sa u 

.iei de graci ul a l Ii-lea 

le 4 şi 9. Dintre aces
pnn înlocuire direct ă 

, - x admite o singură 

\ ) '> A doua i,c obţmc din 
\atente. Mulpmea solu\ iil or 
ncide c11 ea. 
proca nu este udcvă rnlă . În 
~au 11 -I'" . Deci, pen tru ca 

ît s - 2 > O (primul 
ică s = 2. Necunoscuta 
este so l u ţie a ecua ţiei. 

doa r în mulţimea {2}. 
ziţie fa lsă , deci ecuaţia 

i+ 2 >o şi 11 
. 1]. 

,\ > o : 

' 

Fie s un număr din acest inte rval ; a tunci numă rul V.\+ 2 + . vf 1 - s este 

pozitiv (ca sumă a doi radicali) ; ecuaţia este deci echi va len tă cu : 

( Vx + 2 + vl 1 - x )2 = 25 . x E [- 2 : I I] 

adică cu : 

x + 2 + 2l(x + 2)( 11 - x) + 11 - x = 25 , x E [ 2 : 11 ] 

sau 

V (x + 2)(11 - x) = 6 , x E [- 2: 11]. 

Şi acea stă ecuaţie, a tit membrul stîng, cît şi cel drept sînt pozitivi ; deci 
ecuaţia este echiva l e ntă cu ; 

< x + 2 >< 11 - x) = 3 6. x E r 2 : 1 11 

sau cu : 
1 

- x--r 9x - 14 = 0, x E [-2: li]. 

Ecuaţia de gradul a l II-iea : 
l 

- x- + 9x - 14 = O, x E R. 

are două soluţ i i : 2 şi 7. Amîndouă aparţin inte rvalului [ 2; 11] , deci sîn t solu ţii 

ale ecuaţiei V'x + 2 + v't 1 x = 5. 
Exemplul 6. Fie ecua ţia de gradul al IV-iea : 

x4 
- 27 x2 + 50 = O. 

Prin substituţia y = x2 obţinem ecuaţia de gradul al II-iea (în necunoscuta y) ; 
l 

y- - 27 y + 50 = o ' 

ale că rei soluţii sînt 2 şi 25. Deci x2 = 2 sa u x:! = 25. 

Ecuaţia x2 = 2 a re soluţi ile - v2 şi V2, ia r ecuaţia 
Deci ecuaţia de gradul al IV-iea are patru soluţi i : 

Exemplul 7. Fie ecua ţia de gradul al IV-iea : 

4 x 4 + 3 x2 
- I = O. 

x2 = 25 a re soluţiile - 5 şi 5. 
5, - V2. V2 şi 5. 

Substituim (în locuim ) pe x1 cu y ; obţinem 'ecua ţia de gradul al Ii-lea : 

1 

4 y- + 3 y - I = O, 

I 
ale căre i soluţii sîn t ,V1 = - 1, ,1'2 =4 · 

Ec 
. 2 

uaţ1a x = 
, I 

I nu a re soluţii ; ecuaţia x- =- a re sol uţiil e 
4 

Aşadar ecuaţia de gradul al IV-iea 

4x4 + 3x2 
- 1 = O 

a re două soluţii , numerele - - ş1 -
1 (verifica ţ i !) 

? 2 

I 
--

2 

I 
Ş I - • 

2 

I 

12'~ } i '~ I~ 
...._,,,,,,,. • .,,,,,.... 1 

'1 t, -

I l 3 



Metoda aplicată în cele două exemple de mai sus se poate folosi pentru a re
zolva orice ecuaţie de gradul al IV-iea de forma : 

ax
4 + bx2 + c = O 

cu a::/:- O. O astfel de ecua ţie se numeşte ecuaţie bipătrată. 

Exemplul 8. Fie ecuaţia : 

, 4 
x- + X = 1 ' X E R\ {- I . o}. 

X + X 
, 

Să înlocuim pe x~ + x cu y ; obţinem 

4 
y = -, 

y 
, 

y- = 4, 

ecuaţie ce are două soluţii : - 2 şi 2. 

Ecuaţia x
2 + x = -2 nu a re sol uţii ; ecuaţia x2 + ·x = 2 are soluţiile - 2 ş i 1. 

Aşadar ecuaţia 

, 4 
x- + X = ') ' X E R\{- 1. O} 

X~ + X 

arc două soluţii : -2 ş1 I. 

EXERCffII 

1) Rezohaţi ecuaţiile : 

I I 5 X X I X -f a) -+ - b) - -- · c) - d) x+I 6 ,/ j "'I ' l - I l-x 
l , X 

~ X X 

X 
I . 

' X 

- 4x + 3 2 4x · t- 3 X 
-= l:f) 

X 
e) 

:o/ - 3x + 2 2 = 2. 
X 3x + 2 

[2[} Rezolvaţi ecuatiile : 

a) Vx = x ; b) Vx. - x -1 I : c) Vx = x ; d) Vx2 + J = 2 ; e) ~1 -I 4 2Vx: 

f) V x(x - 5) = 6 : g) v,( 5x \ - 3 : h) v2 - X -t Vx - 3 = 7 ; i) V3 - X + v2 X - I : 

vx + 3 + v\° I 
j) V3 - X + ~ - 2 = I : k) = - : I) VX 2 - 2x + I = 5. 

Vx + 3 ~x J 

QIJ Rezol"'at1 ecuaţiile : 

a) x„ - 2lx
2 

...... 110 - O : b) x• t 12x' -I 20 O: c) x4 
- I2x2 + 20 =-O : d) x4 - x2 + I O· 

' • • i 1!) X - X - 12 - 0 . 

8. PROBLEME 

Multe probleme: de geometrie, fizică, tehnică etc., conduc la ecuaţii de 
grad ul al doilea . 
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Joate folosi pentru a re-

= 2 are soluţiile - 2 şi l. 

d)--
x + l X I . • 

X x - 1 

: 2 ; e) ~1 + 4 = 2Vx: 

: i) V3 - x L v2 - x - 1 : 

I = 5. 

-
20 = O ; d) x• x2 + I = O ; 

conduc la ecuaţii de 

J 

„ 

I 
, 

\ • 

• 

„ 
• 

• 

• 
• 

• 

Formule ca A - rrr'! (a ria cercului de rază r), V = rrr1h (volumul cilindrului 
circular de rază r şi înălţime h), P = / 2R (puterea în funcţie de intensitate şi re zis
tenţă) devin ecua ţ ii de gradul al II-iea atunci cînd necunoscuta este r respectiv /. 
Să rezolvăm cîteva probleme care conduc la ecuaţii de gradul al Ii-lea . 

Problen1a I. Fie ABC un triunghi. Determinaţi pe segmen tul BC (de lun
gime a) un punct M a<.,tfel incit ducind paralela MN la latu1a AB. ana tr«.1rc1ulu1 
AB MN ">ă lic <le 4 on mai mare decit aria triunghiului MN C (vc1J ligura 1). 

A B 

X 

B 

X 

Fig. IV I 

I 
I 

I 
I 

I 

N 
c 

Fig. IV.2 

Rezolvare. Să notăm cu x lungimea segmentului CM. Faptul că punctul M 
aparţine segmentului BC impune condiţia O< x < a. 

Din faptu l că s\BM'J - 4 . SMNC rezultă că SABC SAnMN + SMNC' = 5 . SMN(. 

Însă cele două triunghiuri sînt asemenea; deci raportul ariilor lor este pătra-
tul raportului de asemă na re : \ 

~:::~ =~)'.V\ 
' 

Obţinem astfel ecuaţ ia : ( : ) = 5 ; rezolvînd-o, găsim că a re două soluţii : 

a a 
.\1 = - ŞI \".! = 

I 5 I s 
al 5 

5 
. Prima soluţie nu corespunde (nu aparţine 

inte rvalulu1 ro; al). Poziţia punctului M trebuie a leasă deci în aşa fel incit 

MC = al 5 
5 

Problema 2. O paralelă la ipotenuza unui triunghi dreptunghic ABC taie 
la turi le AB, AC în punctele M, respectiv N. Construim perpendicularele MM', 
NN' pe BC (vezi figura 2). Dete rminaţi poziţia punctului M as tfel încît aria 
dreptunghiului MNN 'M' să fie s . 

Rezolvare. Fie x lungimea segmentului AM ; evident O ~ x < c 

Segmentul MB arc lungimea c - x. Din asemănarea triunghiurilor BM?vf' 

I 

11 5 



' 

' 

ş1 ABC obţinem 
c-x 
MM' 

{/ . . 
- adică lungimea segmentului h ' 

h(c· - .r) 
MM' este 

\' Din asemăna rea triunghiurilor AMN ş1 ABC obtinem MN 

a 

{/ 

. adică 

{/ . \ ' 
lungimea segmentului MN e ... te - · 

( . 

A~ada r aria dreptunghiului M Nl\l'M' />( ( - ' I a' h( ( - \ ) \ 
• 

a ( ' (' 

lrnpunînd ca această arie '>ă f'ie L obt1nem ecuatia 

/J (C X )X 
\. 

(' 

'>au bx hex 4 c.\ = O. 

Aceasta este o ecuatic de gradul al II-iea in necuno~cuta x : ca poate a\ea 
două. una \au nici o soluţie. 01 ... crin1inantul ecuaţiei se scrie~ = (he) 4/i · <' 
== <he 4, )he . 

Să analizăm cazuri le ce pot apărea. Vom ţine seamă de faptul că h. < > 11 

he 
Cazul 1. Dacă ' >- (adică o jumătate din· aria triunghiului ABC!), 

4 
ecuaţia nu a re soluţii. 

Cazul 2. Dacă ·' 
ht (' 

- 4 , ecuaţia a re o singură soluţie : r = 1 Cc po1iţie 

are punctul M în acest caz? 

8 

A 

he 
Cazul 1. Dacă O < ·' < - , ecuaţia a re două soluţii : 

4 

he I he (he - 4.,) --
'J.h 

I 
c 

Fig. IV.3 

.\' =-
he + I he( he - 4,) 

„ h 

Amîndouă corespund unor 
d le problemei : punctelt A1 
(\e11 figura 3). 

-.oluţ ii 
~I /vf~ 

Ca::ul 4. Dacă ~ < O. ecuatia încă 
are două solutii ' ' ~i \ i , dar ele nu 
corespund vreunei ">Olutii a proble
mei. Problema nu are soluţie (aria nu 
poate fi negativă !). 

Problema 3. Aflat i laturile unui triunghi dreptunghic, ştiind că sînt numere 
na turale consecutive. 

Rezolvare. Fie x, x + I, x -t 2 lungimile laturilor triunghiului', ipotenu1a 
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/>( ,. - .\ ) 
Lti MM' c~tc 

li 

. ,. MN 
1nern - . adică ,. a 

\ ) li \ h( ( \ ) \ 

c 

1scuta x : ca poa te a\ca 
. ' I~ ...J. = (/>c ·) 4/, · <"' 

i de faptul că h. , > 11 

a triunghiului ABC!), 

(' 

" · r = - Ce po1i\ic - . 1 . 

I - 4 ,\) 

:> respund unor ~oluţi i 

punctele A/1 !;>Î M1 

Dacă ~ < O, ec uaţ ia încă 

ţu \ , ~ i .\2. da r ele nu 
:unei soluţi i a proble-

nu are soluţie (aria nu 
vă ! ). 

c. ~ tiind că sînl numere 

triunghiului·, ipo te nuza 

J 

I 

' 

a vînd lungimea X + 2. Să a plicăm teorema lui Pitagora : ( \ + 2) = \ l + (X I I r~ . 
Rezolvînd această ecuaţie, obţinem x 1 = - I . x~ - 3. Prima soluţie a ecuaţ iei nu 
convine (nu este numă r na tural !). Problema a re o singură soluţie : t riunghiul cu 
la turile de lungimi 3, 4 şi 5. 

Problema 4. Demonstra ţi că nu există două nume re înt regi consecutive a l 
căror produs să fi e 588. 

Rezolvare. Să presupunem prin absurd că produsul numerelor întregi con
secutive x ş i x t 1 este 588. Deci numărul x este so l uţie a ecuaţ iei : 

x(x + 1) = 588, 

sau a ecuaţiei d e gradul a l II-iea 

' x-+ x - 588 = 0. 

Discrimina ntul acestei ecuaţii nu este pătratul unui numă r în treg (numă rul 
\ 2353 este i ra ţiona l ). Aşada r ecua ţ ia nu a re soluţi i înt regi . Obţ inem o 

contradicţie. 

Problem a 5. Două autoca mioa ne pleacă în ace l aşi momen t într-o cursă de 
440 km ~primul , ci rc ulă c u o viteză mai ma re cu 15 km/ h dccît viteza celui de-al 
doilea. Afla ţi vitezele medii cu ca re au circula t, şti i nd că al doilea autoca mion a 

sosit la trei ore după primul. 

Rezolvare. Să no tăm c u x ş i y vitezele celo r două a utoca mioane. Relaţia 
440 

x = y + 15 este imedia tă. Durata călăto ri ei J'rimului este de 
\ " 

ia r a celui de-a l d o ilea 
440 

de ore. Obţi nem ecuaţia : 
y 

440 + J = 440. 
y -+- 15 y 

440 

l ' + 15 
orc. 

Rewlva rea acc..,tc1 ecua ţii se reduce la rewlva rea ecua ţiei de gradul 

a l Ii-lea : 

y2 + 15 y - 2 2 00 : o, 

a le cărei so luţi i sînt y1 - - 55, y~ = 40. 
Prima soluţie nu convine (viteza nu poate fi nega ti vă !). Vitezele celor d ouă 

autoca mioa ne a u fos t de 40 şi respectiv 55 km/ h . 
Problema 6. Un tablou are dimensiunile de 30 cm şi 40 cm. Ta bloul îm

pre ună cu ra ma are o suprafa ţă de 2184 cm2
. Afla ti lă ţ i mea ra mei . 

Rezolvare. Fie x (cm) lăţimea ra mei ; a tunci tabloul în răma t a re fo rma unui 
dreptunghi cu lungimea de 40 + 2x cm ş i lăţimea de 30 + 2x cm , ad ică avînd su
prafaţa de (2x + 40)(2\ + 30) cm- . Obţinem Lă ţimea \a ra mei rewlvînd ecuaţia: 

(2x + 40)(2x + 30) 2 I 84 . 



• 

• 

Acceptăm o singură oluţie : x = 6 cm. 

Problerna 7. Doi conducto n electrici legaţi în serie au rezistenţa de 15 ohmi, 
iar legaţi în paralel au rezistenta de 3 ohmi. Aflaţi rezistenta fiecărui conductor. 

Rezolvare. Se şt ie că după legarea în serie a doi rezistori ce au rezistentele 
\" (oh mi), respecti v J' (ohmi), ansamblul lor are rezistenta x + y (ohmi): după 

. X I' 
lega rea în paralel, ansamblul are rezistenţa +· · 

X I' 

cînd suma şi produsul numerelor x ş i y, le putem afla 
al Ii-lea 

R' - 15R + 45 = O. 

, adică 
.\'I' . 

1
·
5 

ohmi. Cunos-

rezolvînd ecuaţia de gradul 

Cele două rezistente sînt de a proximativ 4 ,1 respectiv 10,9 ohmi. 

Problema 8. O lege a fizicii afi rmă că un corp aruncat pe verticală (în sus), cu 
vi teza iniţială u mls, se va ana după t secunde de la aruncare la înălţimea 

K ' h(t) = vi - -::;- r ; în această formulă g este „acceleraţia gravitaţională" determi--
nată de atracţia Pămîntulu1 : \aloarea ei este de aproximativ 10 m/s

1

• Aflaţi 
după cît timp de la aruncare corpul se va afla la înălţimea de 100 m, dacă a fost 
aruncat cu viteza iniţială de 45 m/s. 

Rezolvare. Va trebui să rezo lvăm ecuaţia .. 

100 = 45t - 5t1 

în necunoscuta t : obţinem soluţiile /1 = 4 şi /~ = 5. Deci corpul se va afla de două 
ori la înălţimea de 100 m: prima dată, în urcare , după 4 secunde de la aruncare , 
a doua oa ră , în coborîre, după 5 secunde de la aruncare . 

• 

PROBLEME 

I ) Dintr-un punct aflat la 50 m de centrul unui cerc se trazează tangentele la acest cerc. Aflaţi 
distanţele pînă la punctele de tangentă, ~t11nd că raza cercului este de 30 m . 

2) D1mcns1unile unui dreptunghi de arie 6320 crn ' sînt exprimate prin două numere naturale 
consecutive. Ana1i aceste di1nen<>iuni. 

QIJ Orice patrulater are 2 diagonale. Oru.:e pentagon are 5 diagonale. Orice exagon are 

9 diagonale Puteţi stabili dtc diagonale are un poligon cu /1 laturi? Cîte laturi are un poligon ce are 
un nuniăr de 170 de diagonale? 

4) Aflaţi numărul real a, ~tiind că punctul A(a ; a) aparţine graficulu i funcţiei f : R - R. 
' /{ ,.) = \'- + ' - I~ 

' 5) lntr-un apanan1ent. două camere au aceea~• ... uprafată. anume de 16 m-. Una dintre camere 
arc lungimea cu I m mai marc. iar lă timea cu 0,8 m mai mică dech cealaltă. Aflaţi dimensiun1k 
fiecărei camere. 

6) AOat1 rc11stenţele a doi re1istori, ştiind că legaţi în serie au rezistenţa totală de 20 ohmi. iar 
legaţi în paralel au rezistenta de 4,8 ohmi. 

QIJ Dintr-o bucată dreptunghiulară de tablă Zincată, avî nd su prafaţa de 8000 cmi s-a tăiat 
o bucată de 1600 cm '. Aflati dimens1unilc bucăţ ii iniţiale, ştiind că bucata rămasă are forma unui 

pătrat. 
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rezistenţa de 15 ohmi, 
aţa fiecărui conductor. 
.tori ce au rezis tenţele 
x + y (ohmi) ; după 

XI' . 
ă - ohm1. Cunos-

15 
vînd ecuaţia de gradul 

),9 ohmi. 

ie verticală (în sus), cu 
arunca re la înălţimea 

avitaţională" detenni

nativ 10 mls'. Aflaţi 
de 100 m, dacă a fost 

pul se va afla de două 
:;unde de la aruncare ; 

~entele la acest cerc. Aflaţi 

nn două numere naturale 

gonalc. Orice exagon are 

aturi are un poligon ce are 

:u lui funcţiei f : R - R. 

16 m •. Una dintre camere 
ala I tă. Aflati dirnensiunih: 

nţa totală de 20 ohmi, iar 

·ata de 8000 cm s-a tăiat 

a rămasă arc forma unui 

LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII 
UNOR CUNOŞTINŢE DE BAZĂ 

LUCRAREA I 

1) Rezolvaţi ecuaţiile : 

,/ - 14x =O: 4x1 1 = O ; x2 
- 17x + 42 O : 9x2 + 6x -1- I = O. 

2) Găsip rădăcintle trinoamelor : 

\ ' 13X - 30; 2X 3X + 0,5. 

3) Formaii ecuaţiile de gradul al Ii-lea ale căror !\Olut ii sînt : 

5 şi - 8 ; 7 şi -7: 3 şi 18 : 4 şi o. 

LUCRAREA a II-a 

I) Descompuneţi i n factori ireductibili trinoamele : 

2) Si mplificaţ i fracţiile : 

,\ '
1 + 17 ,\' + 7 2 : 2 \ , 27 \' + 13. 

2X1 
- J..\' + 

4 \'2 
- 5X + 

5.\'1 
- 4X + 

3) Produsul a două numere întregi consecutive este 210. Aflaţi numerele. 

4) Două numere au suma 13, 7 iar produsul 46,8. Aflaţi numerele. 



EXERCJfl Ş 

OBLE 1E SC:JPL! ENTARE 

I) Ştim 
I . 

că - = - l ,024. Care e!>t • inversul lut - r? 
T 

") ") 

2) Fie numărul u =..:.:.::.. Scne\ i pe /1 
1
• 11'. li ' ... ub formă de fracţie . 

1.5 

„ F ' I 6 .i) le li = şi LI = 
\~ 

4, I 

-2.6 
Scneti 

li 
pe - . 

l ' 

. 
apoi pc 

t• 
'>ub formă de frac1ie . 

li 

4) Aflaţi nun1ărul întreg m care indcpl inc~tc co ndi\ia : 

J 
a ) 2"' I < _:.. < 

21 
") 

< 
65 

5,2J . 10 I 
5) Calculaţi : 

1.5 · I O ~ 

J I 
h ) Jm < - < .\"" : 

-l9 

4.46 · 10- 1 

----,- ; I X.5 ·O. 96. 
J . 14· 10 

<:; c neţi re1:ulta1ele obtinutc în formă standard. 

6) Aflaţi lungimea a (ve7i fig. I). 
11 cm 

7) Triunghiurile dreptunghice din figura 2 s1nt asemenea . 
Aflaţi a, b ş1 c. 

a 12 
8 

6 16 

rig. V.2 

8) Estimaţi aria haşurată din figura 3. ştiind că : 1,6 < r < I. 7. 

9) Ra1ele a două cercuri sînt de 5 cm, re..,pec11v 3 cm. Aflati raza cercului a cărui arie este egală 
cu surna ariilor celor două cercuri. 
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10) Comp; 

<l1fercn1a 14 

11) Simpltf 

12) Calcula 

13) Ştiind ( 
laturii octogonulu 

14•) ric ln I 
f unct1c dl' ln ( \CZI 

15) Planeta 
11,06 ori mai m<i 
planetei Jupiter. Ş 

16) Ce vaio 
totală a c1rcu11ulu1 

17) Ce vaio, 
a circuitului sa l1c 

R 

7,5 

18) RL101\a 

19) IX·termi 



I 

rARE 

f 

1 de frac1 ie. 

• 

• 10 I 
- -}- : 18.5 · 0.96 . 

JO 

standard. 

1 ). 

igura 2 si nt asemenea . 

10) Cotnparati numerele 41 '3 ~I 5 v2 . Ce semn are d1tercnta 4 VJ - 5 v2? Cc semn are 

Jiferenta 14 4 fi l '? 

.... 

Fig. V. 3 Fig. \r 4 

11) St n1plificat i : 

12) Calculati I f 64 ~1 I ~ 1296 Calculati apoi !' l f 64 ~i C V-1296 Ct obseivaţi? 

13) Ştund că pătra1ul înscris în cercul de rază 1 are laturile de lungime v2. ana1i lungimea 
laturii octogonului regulat in-.cns în cercul de rază 1. 

14*) Fie /„ lungin1ca laturii poligonului n:gulat cu n latu1i inscns în cercul de rază I. Anati /~„ în 
funcţie de /_(vezi figura 4). · 

15) Planeta Jupiter es1e de 5,203 ori mai depărtată de Soare decit Pămîntul ~'arc diametrul de 
11,06 ori mai marc dccîl diametrul Pămîntului. Aflati distanta de la Soare la Jupiter, apoi volumul 
planetei Jupiter. Şti1n că raia medic a Pămintului este de 6 300 km . 

16) Ce valoare lrcbuie să aibă re1istorul R din circuitul desenat în figura 5 pentru ca rezistenta 
totală a circuitului să fie de 1k!l ? Cu ce ar putea fi înlocuit circuitul în acest cal? 

17) Cc valoare trebuie să aibă rezistorul R din circuuul din figura 6 pentru ca re11sten1a totală 

a circuitului să fie de 1 kil ·1 

72 Fig V .5 Fig V.6 

18) Rc1olva1i \lstcn1ul : 

16 

( 

6751x + 3249y = 26751 

3249x + 6751y 23249. 

19) Dctcnninati \,1loarea paran1ecrului tn astfel î ncit I ')[1 fie solupc a ecuaţiei : 

1 cercului a cărui arie c-.1c egală (2'\ + 111)('.!x - 5) - (2x + l)! = 6. 
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• 

• 

20) Rezolvaţi ecuatia : 

l 

x + l 2x+ 2 3x + 3 

21) Aflaţi valoarea parametrului a astfel încît ecuaţia (4 

- --- -o. 
6x + 6 

12 
x )2 

- ax -l 
X 

• 

O să admira solutia 2. 

22) Împărtind numărul a la 113, obtinem cîtul c şi restul I I. Împărţind numărul a la 108. citul 
este din nou c, dar restul este 41. Aflati numerele a şi c. 

23) Exerciund o forţă def N asupra unui resort, el îşi rnăre~te lungimea cu /(/)cm. Ştiind că 
alungirea este direct proporţ1onală cu forta şi că la o forţă de 60 N corespunde o alungire de 24 mm. 
reprezentaţi grafic functia I : [O, 80] - R care desene dependenta alungirii de forţă. Ce forţă pro
voacă o alungire a resortului de 14 mm? 

24) Două automobile pleacă in acelaşi moment unul spre celălalt din local1tătik A )i B situ.ne 

la distanta de 440 km. Vitela au tomobililui care pleacă din A este de 60 km/h. iar a celui care pleacă 

din B de 50 km/h. Exprimaţi distanta dintre cele două automobile in funct1c de timpul r scur ... 

incepind cu momentul plecăr11 ; lua~ t E (O : 7]. unde cu T notăn:i timpul necesar automobilului 
plecat din B pentru a a1ungc la desuna ţie . 

25) Care număr trebuie adunat împreună cu 15, 2 1, ş1 18, astfel incit să le ridice med1a 
aritmetică cu 1,5? 

26) Determinati valorile lui tn şi ·n, ştiind că polinoamele P(X, Y) = 5X~ Y + 111,\ Y2 
- ..\ Y2 + 2XY 

şi Q(X. Y) = - X1 Y + 3X Y2 + 2X Y + nX2 Y au aceeaşi formă canonică. 

27) Fie Q(X) = 4,\ ' - 8X' - 9X' + 18. Ca!Culaţi Q(2). Descompuneţi în factori. 

28) Fiind date polinoamele P(X) = ,\'' - 2a,\ t- a~ şi Q(X') = x· - (3a + I).\ + a', determinaţi 
valoarea lui a astfel î ncît 1'(2) = Q(2). 

29) Arătaţi că polinomul P„(>.î = >."' - an se divide cu X - a, oricare ar fi /1 > I. /1 E N. 
Puteti afla citul ? 

30) Arătaţi că dacă P(l + x) = P(l - x) pentru once x E R, atunci polinomul P(X) = X2 + aX + I 
este pătratul unui binom. 

31) Determinati a. b. c ştiind că polinomul : 

P<.X) = 2X(aX + b) 3X(bX + 2c) + c(X2 + I) + a(.Y - 1) + bare fo rn1a c<1nonică 3,\'2 
- 7 )( -r ~. 

32•) Determinati a. b. c a stfel incit polinomul P( \') = 12,\' i - 40.\ 2 t 27,\ 5 să poată fi scn~ 
sub forma P(X) = (3X I )(a\'· -t hX + c). 

33) Descompunet1 în factori polinoamele: P(X) = 2X2 
- 4X + 2. Q( .~. Y) = X}'+ 2 - 2X- i , 

R( X. Y) = - X Y2 + X 2 Y2 + Y - X Y. apoi polinomul S(X. Y) = P(X) - Q(X. Y) - R(X. Y). 

34) Descompuneţi în factori polinomul ,\'1 
. 6,'(2 y + 12,\' Y2 

- 8 r'. 

35) Descompuneţi t n factori P<. .~. Y) = .\'2 + \'} -t 2 Y + 4. 

36) Descompuneţi în factori ireductibili polinon1ui P( .\1 = (X1 
- 5A' + 4A')( \ ' + 7)( -r 12) 

37•) Fie polinoamele P( ,\') = \'1 + 4X2 
- a. Q< .~ = ,\'2 

- , \ ' - 2. Determ1naţ1 valoarea lui a 
astfel incit cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi Q să fie un polinom de gradul I. Am 

putea cere ca acest cel 1nai mare divizor comun să fie de gradul II ? 

38) Pentru ce valori ale lui s. trinomul x~ + .1,\' + 36 este produsul binoamclor a) X - 3 ~i 
X - 12 ; b) X + 4 şi X + 5 ~1 X - 5 ? 
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39) Simplifica ţi frac~ile ra ~o na le : 

' 5X· - 4X - I 
a) 

5X- 5 
b) 

r 2 
- 2Y - 3 
y2 - 9 \ 

5 y -+- 10 5.\ 
c) 2 >- ' + 13Y + 18' d) 

11.\' + 2 
• 

40) ~ 

a) 

c) 
2x2 -+ 
x~ -

41) ! 

a) 

42) ~ 

a) -
i 

d) 
xi+> 
xr 

43) E 

a) 
2 

44) Ef 

,\" 
a) -

45) SC 

a) 

-I· 

1 -I 
2 

.\ + 

46) Da 
c) a= 1, b = 

47) Re 

a) x -
' e) x· - x -

48) Fu: 
a - I ş 1 a să 

49) Fo 
3 

a) -
4 

50) Fo 

a) a+ 1 

51) Fie 

dul al Ii-lea < 

(J, ln 



=o. 

12 O • d · .~ I \. „ , + - = sa a m11rt ~ u 1a -· 

' 
ărtind numărul a la 108, citul 

uogimea cu /(/)cm. Ş1und că 
!spunde o alung11c de 24 mm. 
ingirii de forţă. Ce lortă pfo-

din localnăţ1lc A '>' B 'nu.ue 
) 1-..m/h, tar a celui care pleacă 
în tuncţie de umpul 1 ~cur:-. 

timpul necesar automobilului 

st fel î ncît să le ridice 1neJia 

' = sx· r + 111.\ r· \} + :!XY 

neţi în factori. 

' - (3a + I)\ + a , determinaţi 

1, oricare ar fi n ~~ I. 11 F N. 

1 polinomul P(X) -= )(~ + aX + 1 

• ~ 3 \ "2 7 V + „ ! forma canonica • - ' ' - · 

).\'2 + 27 .\ - 5 să poată fi scris 

, Q(.\ , >) = \Y + 2 -2.\' - Y. 
· P<,X) - Q(X. Y) - R(X. >') . 

yJ_ 

- sx' -r 4,\ ')( \'' + 7 \' t- 12). 

- 2. Determ1nat1 valoarea lui a 
e un polinom de gradul I. Am 

odusul b1noamelor a) X - 3 ~· 

d) 
18 ' 

5.\"2 
- I I.\" + 2 

\. - .., . -

• 

c) 

d) 

+ 

40) Simplificaţ i 

6XZ- 4YZ - 21X + 14Y 

3.X - 2Y 
a) 

' b) 
X2 Y - X Y + Y - ,\'2 + ,\ - I 

XY - .\ 
2X2 + 16X 18 

d) 
X + 2X1 + 5X2 -r- 4X - 12 

X2 + 5X - 6 
41) Simplificat i : 

X 3 + 4X2 -r .\' - 6 

a) 
(X2 

- I )(X2 
- 3) + I 

(X - I )( .\'2 
- 4) + 2 

42) Efectuap : 

I I 
a) -(-X- --2-)2- - (X +- 2-)2-

xi 

b) 

b) 

y2 xi+ yi 

XY Xl' - yi XY t- X 2 

43) Efectuaţi î nmu lţ irite : 

(X~ + X)(X2 + ,\' + I) - 2 

( .\'
1 + X)(X2 + .\' + 3) -f 2 

h \' 4 
+ c) 

\" - 16 X-4 

• 

„ \ - y 

.\' t- ,\' y 

X+ Y + Z -.\' + )' f- / 
e) t 

YZ ,\ ' )' 

t-

+ 

2X + I I - X2 

a) X+ I i I - 4,\' 

16X2 
- 25 

b) (2X + 3)2 

6X + 9 

4 \' - 5 
c) 

2( .\·2 
- r=> 

J \ 

44) Efectuaţi împărţ iri le: 

I I 

,,\'- y 
+ -: 

X 

- X + y - z. 
.\'Z 

6X2 

4(.\ - >'1 

X2 
- 9 Y2 (X + 3 Y)2 

a) ·, b) 
XY X2 

x i_ y: 

X2 + 2XY + Y2 

.\' - }' 
. - -· . . 

\ ' -r- }' 
c)( '.+-') :(-1 __ I) 

,\ } .\' y 
• 

45) Scrieţi ca fracţie raţională, apoi simplificaţi : 

(2.-\' + 5)(X + 2) X+I 

16X2 
- 9 

-I 
X - l 

c) -l- + a) b) 
4X + 10 X+I \ ' y 

+1 I + \-
4 3X X-I y I / ,\' + z 

1 + 
z 

x+ Y 

46) Dacă 2,\'2 + 3X - 5 = ( \" - a)(2X - b), atunci : a) a = - 1, h - l : b) a = l , b = 5; 

c) a= 1, b = -5. Cum este corect? 

47) Rezolvaţi ecuaţiile : 
a) x2 - 0,4x - 0,12 = O; b) 7x2 + 25x - 12 =O; c) (3 - 2x) - 36 = O : d) 8x2 

- 6x -r 1 = O; 

e) x2 
- x - I = O. 

48) Fie polinomul Xl - 3X' + 2X. Puteţi găsi un număr real a a~tfel i ncic valorile polinomului în 
a - 1 ş i a să fie egale ? 

49) Formaţi o ecuaţie de gradu I al II-iea ce are ca soluţii pe : 
3 I I 2 2 \ 9 

a) - şi - · b) - şi - - · c) - şi - - · d) 4 - •1i7şi 4 I 1'i7. 4 4 ' 4 3' li li' VII yi i. - ' 

50) Formaţi o ecuaţie de gradul al Ii-lea ce are soluţiile : 

I a + b a b 
a)a+bşia - b;b)a + bşi ;c) 

a+b a 
ŞI 

b 
51) fie ecuaţia ax ' + bx + c = O, despre care ştim că are soluţiile \ "1 ~1 x·. Formap ecuatia de gra-

l I 
dul al II-iea ce are ca ~oluţ ii pe: a) -xi şi - x1 ; b) 2.\' ş12xz ; c) x1 + 2 ş i x2 + 2 o ) <;.1 - • 

~ .\• X! 

VJ În ecuaţia x2 mx -t 36 - O, det~rminaţi pe n1 astfel incît \ 2 - ' '· apoi .istfel incit ,.1 = - x- . 
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53) r n ecuatia X! - 8x :t- 111 = O, determinaţi pe 111 a~tfcl î ncît 
I 

a)\'• = 3x1 ;b)x~=--; c) 3,·, - 4x1 3. 
X 

4 + , I + x 
54) Arătaţi că ecuaţia -

I + x 111 .ire cel pufin o rădăcină reală, oricare ar fim c.. R 4 -' X 

55) Fie ccuatia x- - 1 Ox -l 111 - 3 
an: ~olutii? Rezol\.aţi-o în acest ca1. 

O. Care e\tc cca mai mare \aloare a lui m pentru care ecuatia 

56) Sum că graficul funqiei f( .\) = O\' I b - a trece prin punctele A( l ; 1) ş1 B(3 : I). Trece oare 
~cy:-.t grafic ~i prin punctul C(4; 5)? 

-~ 57) Fie propoziţiile : 
' ' a)(2x+3f = l6:b)(2x + 3) 2x(2,+6) + 8.c)(2\ 3) 2x(2x+6)+9:d)2(x+l)(2xt 

-I 4) (2x + 3)
1

. Una este întotdeauna adevărată, alta cte adevărată doar pentru două valori ale lui 
x. lndicati-le ! 

Y 58) Numerele a, b şic sînt diferite între ele. Poate avea ecuaţia (x - a)1 + (x - bi+ (x c)' O 
solu\ ii reale ? Scrieţi ecuaţia de gradul al II-iea echivalentă cu ea. Ară taţi apoi că (a + b + cf < 3(a' + 

, l • „ „ 
+ b- t c-) ş1 că a + b- + c- > ab -!- bc + ac. 

~ 59) Re1olvati ecuaţiile : 
' ' a) (x + I)" = I O + 2x ; b) (x + 5) 3( ~ 4 2) t 13 ; . C) (9 + X) (7 - X) + (9 - X) (7 + X) = ) 00 ; 

4x 3 J 
d) - = X + 12 ; e) -- + 

X 4 x-2 1 - x 12 
60) Rezolvaţi ecuaţijle (în care 111 este un parametru real): 

a)x ' ' Jnrx-4111-=0 ;b)x-+2111x+m - 1 =O ;c)x· ' 4n1 9 
x-m x-1 

J2m :d) --- T- + 2 
x-1 x-111 

o : 
61) Rezol\ati ecuat1ile: 
a) 11.' 5x2 + 4 = O; b) 25xJ - 20x- t- 4 = O; c) x 1 

- x2 
- 12 = O; d) 6x + I 24x + 40 = 70. 

C) X t I X = 12; f) I X - 4 = X - 4. 

62) Ară taţi că oricare ar fi 1n, n, p cu rn # 11. ecuatia 

(n1 - n)x' f- 2(n p)x + p - n1 = O 

are soluţii. Ce se întîmplă dacă 111 = n? 

63) rie ecuaţiile 

ax- + 3x + a + I O şi ax2 -t 2x + a' + 2 - O. 

.\răiap că dacă ccua11ile au o c,olupe comună, atunci acea'>t.ă solupe esce I. Rezolvaţi ecuaptlc 1n 
.t<.:c'I Ctl/. dacă e\IC po-.ibil. 

64) La un turneu de şah. fiecare participant a jucat o partidă cu toţi ceilalţi. Ştiind că au avut 
loc 45 partide, anati numărul par11c1pan1ilor. 

65) Î n arhivă filmele se pă„trează în interiorul unor cuui metalice cu diametrul de 30 cm. 
1nfăşurindu-se pe role avînd diametrul de 3 cm. Ce lungime poate avea o peliculă de film pantru a 
1ncăpc.1, infă~urată. într-o cutie? Grosimea peliculei C'>IC de O.I mm. 

66) Decupaţi, dintr-o bucală de tablă triunghiulară, o bucată dreptunghiulară de 
1naximă. 

-

\ 
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2. E~ 

1) Calculaţi : 2 

2) RLzoha\1 < 

1) Arătati d 

4) O tonă de 
240 dm l. Un autoc 
cu 4q mai put in t 

mare de materiale c 

5) Demon~tn 

6) Pt:ntru cor 
cămaşă c.u 1nî necă : 
să conftcţ ione11: cit 
matenal nefolo~it ? 

7) Cite numcr 
tre acestea sî nt dh i1 

8) Găsiii toat1 
mari decît 2 şi mai r 

9) D<ili exemr 
b) a+b l=l a l 

10*) a) Nume1 
numere pitagorice Cl 

b) Suma a 7 n 

c)Suma a' nt 

11) În maga11a 
nichel. Din ace"te de 
şi cel mul! 15r c nici 
aliaj ? 

12) Un pieton 
6 minute. L:i ce oră 
pietonului. pentru a i 

13) Media a nt 
Anaţi media aritmeti1 

14) O conductă 
treia i n 30 de ore. I 
'iÎnt deschise simultan 

15) Un grup de 
li, cu acec~ i barcă. I 
po1 Ana11 care plimb 



ă reală, oricare ar fi m E R. 

re a lui m pentru care ecuat1a 

( l : I) ~1 8(3 : I). Trece oare 

l + 6) t- 9 • <.ll 2( x t- I) (2x ~ 
Jr pentru <louă valori ale lui 

1/ +- (x b) + (x 
.poi că (a + h + c) 

cf-0 
< 3(a' + 

x) + (9 - x) (7 + x) - 100 ; 

x- m x I + -+2=0: 
_,-1 \ m 

): d) 6x + I 24x -t 40 = 70: 

o. 
~'te I ReLolv-.iţi ccuaptle 1n 

.oţ1 ceilalţi. Şt11nd că au avui 

ice cu diametrul de 30 cm. 
o peticu lă <le film pantru a 

tă drep1ungh1ulară de ari 

• 

• 

I 

• 
\ 

2. EXERCIŢII ŞI ROBLEME RECAPITULATIVE 

I) Calculaţi :a)( 1)1 ...L(- I) +(- 1)1 + ... +(-lf"' +(-1)1.., ;b)(-I)~ ·(-lf ·(- 1)1 · „. ·( l)w·(- 1)11
(1 

2) Re1olvati ecuaţia : 

(x -t l) + (x t 2) +- (x + 3) + ... + (x + 100) =- 15050. 

1) Arătaţi că numerele \ 2 + I 2şi112 + l 2 + 12 sînt mai m1c1 decît 2. 

4) O tonă de nisip umed ocu jii un volum de 0,2 m 1 , iar o tonă de pietriş ocupă un \.Olum de 
240 dm . Un aucocamion este încărcat cu 3m1 de nisip umed, iar alt autocanuon cu pietriş. cîntărind 
cu 4q mai pupn dccît nisipul din primul autocamion. Care autocamion transport.! un volum mai 
1nare de materiale de constructie ? 

5) Demonstraţi că pentru orice n f- N, numerele 2n · 5"' 1 -+· I şi 2n~i · 5" + I nu sînt pnme . 

6) Pentru confecţionarea unei cămăşi cu mînecă lungă se folosesc 2 m de pînlă. iar pentru o 
cămaşă cu mînccă scurtă doar 1,5 m de p1nză. Un croitor are o bucată de pînză de 53 m din care vrea 
să conlecţione1e cîc mai multe cămăşi Cum trebuie folosită bucata de pînză, astfel incit să nu rămînă 
material ncf olosit " Dar dacă este permis -iă ră mî nă un rest de material nef olosi't ? 

7) Cite numere naturale de 4 cifre au cifra miilor egală cu 6 tar cifra zecilor egală cu 3 ? Clte din
tre acestea !.Înt divizibile cu 2? Dar cu 9? DJr cu 4? 

8) Găs1p toate numerele naturale de 4 cifre care sînt divizibile cu toate numerele naturale mai 
mari dccît 2 ş1 mat mici decît 21 

9) Daţi exemple de perechi de numere reale a ş1 b pentru care : a) I a + b I 
b) a+ b I= I a I - I b I : c) I a - b I - I u I - I b 1. 

I a I + I b I 

10*) a) Numerele naturale ,-, 11 şi ~ sînt numite puagoreicc dacă x2 + y~ = z1
• Găsiţi tripletele de 

numere pitagorice ce au una dintre componente numărul 4. 

b) Sun1a a 7 numere naturale consecutive este 126. Care sînt numerele? 

c) Suma a ,. numere naturale consecutive este 22x + 2 , care sini numerele? 

11) i n magazia unei uzine se ană otel de două tipuri : unul cont1ne 5l( nichel. iar celălalt, 25 < 
nichel [)in aceste două tipuri de oţel trebuie să se obt1nă un aliaj care să contină cel puţin JOC', nichel 
şi cel n111lr 15 ' c nichel. Între ce v<tlon trebuie <;ă fie cuprtn'> raportul cantităţilor de oţel ce intră în 
aliaj ? 

12) Un pieton pleacă din localitatea A la ora 9 şi 15 minute şi ajunge în localitatea B la ora 10 şi 
6 rninutc. La ce oră trebuie să plece din A un biciclist a cărui v1te1.ă este de 3 ori mai mare decît viteza 
pietonului, pentru a aju ngc în B înaintea acestuia ? 

13) Media aritmetică a 80 de nun1ere este 47.5 Doua dintre numere .Jnt 101, respectiv 43. 
Aflaţi media aritmetică a celorlalte 78 nu1ncre. 

14) O conductă poate umple re1crvoarcle unui petrolier în 15 ore, o alta în 20 de ore, iar o a 
treia în 10 de orc. Aflaţi în cit ttn1p pot fi umplute re1crvoarelc petrolierului dacă toate conductele 
">Î nt dcsch1"c simultan. 

15) Un grup de tineri face o plimbare cu o barcă cu motor, pe un lac. parcurgînd 2a kn1 . A doua 
zi. cu acce~i barca , grupul face o plimbare pe un riu, parcurgind a km, apoi se intoatcc imediat îna
poi Anati t " HC plimbare a durat mai mult timp. 
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16) Directorul unei întreprinderi află de existenta a două inovaţii. Una determină o cre:;. terc a 

productivităţii muncii cu 101/(, iar a doua cu 20'/o. Directorul apreciază că prin aplicarea simultană ,, 
cdor două inovaţii productivitatea muncii va creşte. 

Cu cît va creşte productivitatea muncii ? 

17) Două cercuri exterioare unul altuia sî nt situate ia interiorul unui al treilea cerc, mai mare 
Fiecare dintre aceste cercuri este tangent celo rlalte două iar cele trei centre sî nt pe o aceeaşi dreaptă. 
Aflaţi aria interioară cercului mare d ar exterioară celor două cercuri mici. Se cunosc ra1elc celor 
două cercuri mici. 

..J 18) Găsiţi o funcţie al că rei grafic să fie segmentul AB. unde A(2; -5) şi 8(5 ; 2). 

19) Demon~traţi că triunghiul ale cărui laturi satisfac relaţia 
c - b a c b a 
---+ +--

a b c 

= O este is9scel. 

20) Calculaţi : ( V3 + 1 )2 t ( V3 - 1)2 
; ( t/3 + 1 t + ( V3 - I t ; ( V3 + 1 t -I ( v'3 1 t. 

21) Descompuneţi în factori polinomul : 

X' -t· Y' t Z' + 3(X + Y) (X+ Z) (Y + Z). 

22) Efectuaţi : 

(- 1 )'' (- J )''· I 
+ . n E N. 

X + Y - 1 X - Y+I 
23) Fie funcţia f: R - R descrisă de J(x) = x~ . Arătaţi că o ricare ar fi numerele reale a :;.i b. 

avem: 

j(a) -r j{b) (a + b ) > J . 
2 2 

a 
24) Ştim că 5a1 

- 13ab + 6b} - O. Aflaţi raportul b · 

25*) Demonstraţi că dintre toate dreptunghiurile cu acelaşi perimetru, pătratul are rina cca 

mat mare. 

26) Un poligon are 4850 de diagonale. Cite laturi are poligonul ? 

27) Rezolvaţi sistemele : 

I I - +- = 0.7 
X y 

3 5 -+ - = 0.5 

a) [
I X 21 y = - 6 [ I X I+ 3y = -1 

· b) ·c) · 
' 2\ X - 3\y = -7 ' 2 X 1 ..J...y=3 

X y 

28*) Pe ecranul unui automat de examinare a cunoştinţelor apar 5 întrebări. la care Ionică tre

buie să ră s pundă prin „da" sau „nu". Ştim că: a) prima şi ultima întrebare au răspunsurile contrare: 
b) a doua şi a patra au acelaşi răspuns; c) sau prima, sau a doua întrebare are răspunsul .. c.la" ; d) 

dacă răspunsul la a patra este „da", atunci răspunsul la a cincea întrebare este. nu" . e) la a treia în

trebare răspunsul este „da". Ce răspunsuri trebuie să dea Ionică pentru a obţine nora 10 ? 

3. PROBLEME DEOSEBITE ŞI CURIOZITĂŢI 

I) Priviti : 

I 38 - + - + 49 -t 50 = I 00 
2 76 
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Puteţi sc1 
scriere să 

2) I 
5 7. 9, 1 
merelor I 

3) J 

Puteţi cor 
cel mai m 

4) ~ 

5) Es 
Dar cu ero 

6) Fi 

Descompu• 

de unde a 

7) Ve 

perfect : 

Aşadar : 

c.le unde 2 -

8) Car 

.,,2 
a) 2~· 

. b) 999, 

9) Priv 

(a; 1 
Puteţi scrie I 



1Jna determină o cn:şterc .1 

ă prin aplicarea simultană .1 

1ui al treilea cerc, mai mare. 
re si nt pe o aceeaşi dreaptă. 
mici. Se cu no..,c razele celor 

5) ŞI B(5 ; 2). 

b n -c b a - +-~~ --
a b c 

re ar fi numerele reale a ş1 h. 

rimetru. pătratul are aria cca 

Jy=-1 

-r y=3 

r 5 întrebări. la care Ionică tre
!bare au răspunsurile contrare : 
urebare are răc,punc,ul .,da" ; d) 
bare este nu" ; e) la a treia în
a obţine nota 10 ? 

OZITĂŢJ 

3 9 
74 + 25 + - + - = 100. . r"ale . 

6 18 =.. 

Puteti scrie numărul 100 folosind, la fel ca mai sus, doar o singură dată fiecare cifră. asllel incit în 
scriere să apară şi radicali ? 

2) Fie numerele naturale impare I, 3, 5 şi 7. Calculati suma lor. G11culaţi 'iUma numerelor I, 3, 
5, 7, 9, 11 , apoi suma numerelor I, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Ce ob'iervaţi „ Puteţi ~pune care este suma nu
merelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, fără a efectua adunările? 

3) Privit i : 12 = I ; (;. -
32 = 2 + 3 + 4 ; 

52 = 3 -t 4 + 5 + 6 + 7. 

Puteţi continua ? Completaţi 192 = „. Care este cel mai mic termen al sumei din membrul drept ? Dar 
cel mai mare ? 

4) Ară tat1 că : · 

5) Este adevărat că Vi + V3 aproximează pe rr cu eroare de cel mult 0,005 ? 
Dar cu eroare de cel mult 0,001 ? 

6) Fie egali tatea a b D.:!ci a2 = ab, de unde 

a 2 
- b2 = ab - b1

• 

Descompunem cei doi membri în factori : 

(a - b) (a + b) = (a - b)b, 

de unde a + b b, sau (tinînd seamă că a = b) 2b = b. A}adar 2 - I. Unde este gr~eala? 

7) Verificaţi că 4 
5 

2·2· 
2 

5 
9 -2 · 3·-

2 Complet{1m în amb11 n1embri cite un ţii trat 

perfect : 

2 5 ( 5 )
2 

2 2 -2 ·2·2 + 2 =3 -2 · 3· 

Aşadar : 

5 5 I I 
de unde 2 - - = 3 - , adică - - = - . Unde este greşeala ? 

2 2 2 2 

8) Care nurnă r este mai mare : 

a) 2222, 2222. 2222, 2222, 2222. 2222, 2222sau 2222; 

. b) 999
, 999, 999 sau 999? 

9) Priviţi : 

(a
2 + b2

) (x1 + .i/) = (ax+ by) -r (av - b.\)2 
: 

(a
2 + b1 + c

1
) (t2 + .l + z') = (ax+ by + cz)2 + (ay - hv)2 + (hz - cy)1 + (c\ 

2 a:) . 

Puteţi scrie produsul (a1 + h1 + c1 +ci-) (,J + .l + ;:1 + rz) ca suniă de păratc '?Dar de patru )'.ii trate? 
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Rczolvap sistemele de ecuaţii : 
16) ~· 

, f X - 3x - 0, 

l x' 2x 2 - O ; 

' f x. - 2x = O, 
l X - X 2 = 0. 

Rezolvaţi ecuatia 1'{(2 
- 2x + Vx' - x - 2 = O. • 

11) Ară taţi oă dacă x + y - 2, atunci y
2 + y" > 2 şi xl -I y 1 > 2. 

12) Cc formă are patrulaterul ale cărui vîrfuri sînt punctele de intersecţie ale dreptelor: 

" - y - 2 = o. X y + 2 = O, X+ y - 2 =o. şi X+ y T 2 =o? 

2) Se dă polinom 

a) Dctermina\1 coc: 
b) Pentru a = 3 

valorile reale ale lui /11 r 

3) Arăta\i că pohn 
ecuaţia P(x) - O. 

13) Descompuneti în factori 4) Arătaţi că poh 

2a' - ab + 4ac - b2 bc I 2c ' 

14) (După „Antmecica' lui D101ant sec. III) Al1a1i două numere. şu1nd că '>urna lor ş1 suma 
pătratelor lor '>Înt legate între ele. Să presupunem că suma lor este a zecea parte din '>urna pătratelor 
lt>r. fie ~ numărul mai mic. iar cel mai mare· fie 2\ : atunci „urna lor este 3x. iar suma pătratelor lor 
C'>tC 5\ [)e~1 3\· trebuie să fie a 10-a parce din 5\'2• Care sint numerele în acest caz? 

15) (Problemă \eche chineLă înainte de sec. III. ) La m1Jlocul fiecărei laturi a unui oraş de 
formă pătrată C\istă cite o poartă. La 20 bu (unitate de lungime) spre nord de poarta nordică se ană 
un stîlp. Dacă de la poarta sudică ne deplasăm cu 14 bu '>pre '>Ud. apoi spre apus cu 1775 bu, stîlpul 
devine vi1ibil. Cc lungime are 1idul oraşului ? 

16) (După Bhaskara matemat1c1an 1nd1an. sec. XII.) Nişte maimuţe se distreaLă ; din tot cir-
dul. o opume la pătrat se caţără prin copaci. iar 12 strigă toate-odată în vîrful coltnet. Cite maimu ţe 

erau in cîrd ') 

17) (După .. l..Jber Abac1" a lui Leonardo Fibonacc1, sec. XIII.) Un ţăran a cumpărat 30 de 
păsări cu 30 de n1onede : pentru 5 potirnichi a plătit 3 monede, pentru un porumbel 2 monede, iar 
pentru fH:care pereche de \răb11 cite o monedă. Cite păsări de fiecare fel a cumpărat ? 

18) (După .. Culegerea de probleme" a lui Chuquet anul 1484.) Un zidar s-a în ţeles cu un 
tăran să-1 ridice casa în 30 de 11le : în fiecare zi în care lucrează să cîşcige 5 scuZl (monedă veche fran
ce1ă) iar în fiecare zi în care nu lucrea1ă „ă plătească ţăranului 6 scu11. La capătul celor 30 de 1ile casa 
c terminată . 11darul a muncit ş1 '>-a od1hnn in aşa fel incÎI a ci~ugat 18 scuzi. Ana~ cite Ltle a muncit şi 
cite s-a odihnit. 

19) Iepurele alb spune că p1s1ca minte. Pisica spune că Alice minte. Alice spune că iepurele alb 
':>• pi~ica mint. Cine minte şi cine spune adevărul "(După Lewis Carroll.) 

20) Două rachete se îndreaptă una spre cealaltă, prima cu 9000 km /h. a doua cu 21000 km / h . 
l:le decolca1ă din două puncte situate la o distanţă de 1317 km unul de ahul. Care esce distanţa din
tre rachete. cu un 1n1nut înainte de c1ocn1rc ? (După Martin Gardner) 

4. OLIMPIADE ŞI CONCURSURI 

Textele problemelor au fost part ial modificate. 
I) Se con-.ideră ecuaţiile x~ 4x t 3 = O şi x2 

- (a·+ I )x + 3a = O, unde a este un nunlâr real. 
Pentru ce valon ale lui a ecuaţiile au o soluţie comună? 

(Olimpiada 1973) 
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5) Fie poltnomul J 

a) Aflat• citul şi rt 

b) Care dintre u1 
P(x) > O? 

c) Pentru cc valor 
!oare? 

6) Fie ecuaţi ;1 -
' 

30° sint solu1i1 ale ccua1 

7) Dacă ,. ~i l ' 

x + y = k. atunci cea r 

mai mică valoare a lui ; 

8) Arătati că d 

.\4 + 14 = .\4 - 4\lf' +: 

9) Se dă tractia 

a) Arătai i că I ( 

c) Pentru ce \'aiori ale 

a) Ailal i rest ul î n1 

b) Simplificaţi 

9 Matt: ma tică - A11,1cb1 1j 



2) Se dă polinomul P(,\) ax'- + b.'{ .+ c. în care coclicientii a. h ~1 c -.înt numere r'!ale. 

t, a) Determinati coeficienţii astfel incit P( I) = P(2) =O şi P( I 1 - 18. 
b) Pentru a = 3. h - - 9, c = 6. descompuneţi polino1nul în faeton; dctcrm1nati apoi 

=O. 
PC>.') 

valorile reale ale lui 111 pentru care fracţia ft,\) = _, este 1reduct1btlă. x- 2X-t n1 

2. (Olimpiada 1974, JUd. Iaşi) 

!ele de intersecţie ale dreptelor : 

x+y+2 O? 

numere. ~ti1nd că '>uma lor ~1 '>Urna 

! a 1ecea parte din c;uma pătratelor 
lor este 3x. iar suma pătratelor lor 
ele în acest caz ? 

ocul fiecărei laturi a u nu1 oraş de 
;pre nord de poarta nordică se ană 
apoi spre apus cu 1775 bu, stilpul 

maimuţe se distrează : din tot cir-
1ată în \Îrful colinei. Cite maimuţe 

OII.) Un ţăran a cumpărat 30 de 
Jentru un porumbel 2 monede. iar 
! fd a cumpărat ? 

1484.) Un zidar s-a în ţeles cu un 
cîştige 5 scuzi (monedă veche fran-

111. La capătul celor 30 de 7tlc casa 
18 scuzi. Aflaţi cite 1ile a munctt ş1 

minte. Ahce spune că iepurele alb 
·ol I.) 

OOO km/h . a doua cu 21000 km; h. 
ul de altul. Care este distanţa din
.. ) 

RSURI 

~a = O, unde a este un număr real. 

(OltmpiadJ 197)) 

3) Arătaţi că polinomul !'(.\) - .\·' + aĂ · - a·.\ 

ecuaţia P(x) = O. 
2a' se di\ ide cu ,\ aĂ' + a apoi rezolvat• 

(Olin1piada 1974, mun. Bucureşti) 

4) Arătaţi că polino1nul .X"1 + aJ\ ' + bA + c se dl\ ide cu X t a\' b numai dacă c = O. 

(Ol11npiadi1 1974. n1un. Bul.ureşti) 

5) Fie polinomul P(X) - 4X 4X' +X!+ 1. 
a) Aflaţi citul ~i restul î1npărţ1rii lui P(X) la 2r~ .J.. ,\'". 

b) Care dintre următo.1rele afirmaiii sînt adevărate, oricare ar fi x R : P(x) <O; P{\) =O; 
P(x) >O? 

c) Pentru cc valon ale lui \ ~ R v,1Joarea P{\·) este cea 1nai micfi po-.ibilă? Care este această va-
loare ? 

(Olimpiada 1975. mun. Bucureşti) 

I 

'\ - 2 

30° sînt solutii ale ecuaţiei ? 

6) Fie ecuaţia + 
2x 

4 
. Ca re dintre nun1ercle sin 2 ; 115; 1 + 12: 4 sin 

l 
X~ 2 

(Oli1npiada 1975. mun. Bucur~ti) 

7) Dacă x şi y sint două numere pontivc, arătaţi 
(\-! 1) . 

c:1 .\ i ~ . Ară taţi că dacă 
4 , 

k 
x + y = k. atunci cca mai mare valoare a produsului xy este în aceleaşi condiţii, ară taţi că cea 

4 

k~ 
mai mică val oa re a lui x2 + y 2 este 

2 
(Olimpiada 1975) 

8) Arătaţi că dacă x+ y= 5 ş1 xy=p. atunci \ t 1 
J+ ~ J I 1 ' X I - \ - -tl p -f'·. 

9) Se dă fracţia 

a) Arăta1 1 că flX) - 2 -~ 
t . { + 

( Ohmp1ada 1975, jud. Bistriţa-Năsăud) 

4 .\"
1 

)2 
F(A) = 

, \ l + ( \ -I 2) 

· b) Pentru ce nuniere reale ,., lr.11:ţ1a eo;te definită în x? 
1 

c) Pentru ce valon ale lui \, numărul Ftx) este întreg? dJ Pentru ce valoti ale lui \ avem ft\') = 2? 

u~e polinomul P(X) X2 
- 2.\' - 8. 

(Olimptada 1975, JUd Ristri\a-Năsăud) 

a) Aflaţi restul împărţ1ri1 polinomului prin X+ 2 şi.\ 4 fără a efectua împărţirile. 

b) Simplificaţi 
, \'

1 f 8 ---
\' -2 \'-8 

(Olimpiada 1976, Jud . Constanta ) 
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11) Dacă polinomul x4 + 4a \'3 + 6hX· + 4cX -f d eslP d1\1ztbil cu \'
3 + 3aX

1 + 1bX + c. 

arăta\i că primul este un pătrat, iar al doilea cubul unui binom. 

(Olimpiada 1976, mun. Bucun.~ll) 

12) Pentru ce valori ale lui a. b. c polinomul P(,\) - 12X' - ..iDX
1 

-r 21 
\ 5 poate fi scris 

descompus P(X) = (3 .\ - I )(aX2 + hX t <)? Aflaţi r;itlăc.in1le polinomulu1 

(Concurs treaptă 1976. mun. Bucun:~u) 

3) Descompunep în factori (X + Y I- 7)J 

(Concur:-. treaptă 1976, jud. Constanţa) 

14) Fie P(X) = aX 11 + h,\"'" + cXP, Q(x) = h .\'" + c ~m + a XP şi R(X) = cX" + a X"' 1 hXP, 

unde a t h + c: -:/' O şi abc: #-O. 
a) Arătaţi că polinoamele P(X), Q(X) ş1 R(..~) dau acela~i rest la împărţirea cu X 1. 

b) Arătaţi că polinomul P(X) + Q(X) 2R(,\') \I: divide lU .\'" - I. 

c) Arăta11 că polinomul P(X) -l- Q(X) + R(X) nu ...e di\ ide cu X ~ I. 

15) Rezolvaţi ecuaţiile : a) 9x 1 + 16>. 
13 a - b 
-3 ::.0 ; b) 

x + l 

16) Rezolvati ecuaţia : 

I 6 
+ -+ 

X +- I 

4 
-= 2. 

x I 

(Olimpiada 1977, mun. Bucure)ll) 

a + b 
= O (x T- 41 , hoţ 0). 

x - I 

(Concurs treaptă 1977, jud . DolJ) 

(Concurs treaptă 1977, jud. Arad) 

17) a) Arătaţi că polinomul P(X) 

Q<X) = X - 2 şi R(X) = ,\'" + 2. 

Â,t - 6,\ 2 l 4X + 8 este d1v1z1bil cu polinoamele 

b) Folosind eventual rezultatul de la a). \tmphfica\1 fracţia : 

f{X) = 
x4 - X 3

- 6X2
..,.. 4X + X 

\'. - 16 

(Concur<; treaptă 1977, JUd . Neamţ) 

18) Reprezentaţi grafic func tia flx) = ' definită pe [ - 2 , 4) apoi aflaţi coordonatele punctelor 
de pe grafic care au abscisa egală cu ordonata . 

19) Simplificaţi fracţia 
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XX + 2X 3 
ftX) = 4X =-x-J 

(Concurs treaptă 1977, jud. Vaslui) 

(Concurs treaptă 1976, jud. Brăila) 

j 

• 

20) Fie cel 
o singură solul ie. 

J 21) Repre1 

22) Rezolv; 

23) Rezol\, 

24) Se dă e 

a) Pentru' 
b) Pentru 1 

25) Fief ~i 
a) D.!termi 

b) Repre1e 
lui de 1ntersec\1e 

26) Fie po 
cu X + 3A' + I. 

27) Se dă 
se dividă cu ,\ -

28) Un tr11 
dintre laturile eg 

29) Detcrn 

împă rţ 1rea la X 

30) Numcr 

între a ~1 /l? 



u X 3 + 311X1 + .~bX + c. 

:ida 1976. mun. Bucun.~ ti) 

- 27 \' - 5 poate fi scris 

ptă 1976. mun. Bucure~u) 

aplii 1976, JUd. Constanţa) 

R( ;() - c X" t a X"' l h XP, 
( 

irea lU ,\ - I. 

iada 1977, mun. Bucun:~1i) 

b 
- -::;Q (x r :1:1. h I 0). 
I 

iri. ireapt..1 1977, jud DnlJ) 

rs treaptă 1977, jud. Arad) 

divizibil cu polinoamele 

, treaptă 1977. jud Neam\) 

ati coordonatele punctelor 

·s treaptă 1977, jud. Va~lut) • 

·s treaptă 1976. jud. Brăila) 

20) Fie ecuaţia x - mx + m - J - O. Determinaţ i valoarea lui 1n astfel î ncît ecuaţia să admită 

o singură soluţie. 

J 

(Concurs treaptă 1976, jud. Brăi la) 

21) Repre1entaţ1 grafic funcţia/. R - R. descrisă de : 

( 
.\ - 2 pentru 'I" E (- =: I). 

fir) -
-2.\ + I pentru x E (I: +oo). 

22) Rezolva11 sistemul de ecuaţii : 

2x - 3y 

5 

(Concurs treaptă 1979, mun. Bucureşti} 

2y-3x 11 2 
=-. 

11 55 
(x 5)2 ' (3 - yt = (x - y)( x + y) - 48. 

23) Rezolvati sistemul de 1necuatii : 

a) Pencru ce 'valoare a lui a ecuaţia are soluţia 4? 
b) Pentru ce valoare a lui x ecuaţia în a are soluţia 5? 

25) Fief şi g două fu neţii liniare. 
a) Determinaţ i funcţiile. ştiind că : 

(Concurs t reaptă 1979, mun. Bucu reş t i) 

(Concurs t reaptă 1979, jud. Constanţa) 

2fi>. + 1) + g(x - I)= 2x + 14 

şi _/{ \ + J) - 2g(x - 1) = 6x - 18 pentru orice r C R. 

b) Repre1cn1a\1 grafic func\iilc .fi') - 2x şi g(x) = - 2.\ + 8. apoi aflaţ i coordonatele punccu
lui de intersecţie a celor două grafice. 

(Concurs treaptă 1979, jud. Arad) 

26) Fie polinoamele P(X) - „r - - 3X + 2 şi Q(.X) = X2 + 3X + 2. Ară taţ i că P(Q(X)) se divide 
' cu X + 3X -t- I. 

(Olimpiada 1977, jud. Dolj) 

27) Se dă polinomul P(X) = X' 1nX' - 1.x·2 
-r nX + p. Determ1nat1 n1. n . p astfel î ncît P(X) să 

se dividă cu .x· - I. X 2 ş1 X - 3. apoi rezolvaţ i ecuaţia P(x) =O. 

(Olimpiada 1979, jud. Timiş) 

28) Un triunghi i..,o-.cel are perimetrul de J 60 m. iar baza este cu 20 m mai mică decît oricare 
dintre laturile egale. Aflat1 lungimile latunJor. 

(Concu rs t reaptă 1980, jud. Dolj) 

29) Detern1inaţi parametrul n1 astfel î ncît polinomul 2x4 - mX + X2 
- 7 să dea restul 4 prin 

împărţirea la X + 2. 
(Concu r~ treaptă 1980, jud. Dolj) 

30) Numerele reale '" 
I I 

~" a ~1 b verifică relaţiile : x + - = y + - = a, \}' - b. Ce relatie ex istă 
X ) ' 

iC 

~ 
intre a ş1 /1? 

i- (Olimpiada 1979, mun. Bucureşti) 

) 
13 1 



INDICAŢII ŞI RĂSPUNSURI 

Pa~. 3. 3) 16C(. 4} 57 lei/kg. 6) 2,75; 1,64; - 5,92; 0,7. 7) -26, 25; - 41 ,958. „ 

Pag. 4. 3) Suma di feră cu I de puterea 26
• 4) a) Suma diferă cu { +) 4 

de 2; b) Suma diferă cu 

( ~ ) ~ de 2. Pu teţi generalii.a ? 

Pag. S. 4) Nu este adevărată dacă a < I ! 

Pag. 7. I) a) 5
11

; b) (- 5)
12

; c) ( ~ ) 6
; d) ( ~ ) 24

; e) 3
24

• 2) 1,77 1561 ; b) 625; c) 0,2401 ; 

dj 91, I 25 

·Pag. 8. I) a) 576; b-c) 1000. 2) a) 210
; b) 315

; c) 2 11
• 4) a) 1215,50 lei (!) ; b) 12 15,50625. 

' l 7 • 27 5) 248.8 cm. 7) a) -8a b ; b) - a ; f) a ". 9) Nu. Are volumul de 8 = 3,375 ori mai mare . 

JO) 90.4 kg(!) 

9 
Pag. 10. b) 16 ; c) 1944. 

Pag. 11 . 5) a) Numărul { ~) 1 
are proprieta tca că ~ • { ! )-I = 1. Dar ş 1 numărul ; 

5 4 
an: proprietatea că - • - I (!) 

4 5 ' 

a) 4 ; b) 9 ; c) 2x ; d) 25. 

Pag. 12. 1) a) - 512 ; b) I ; c) 6,75. 2) Doa r trei, dacă x =;rt= - I ş i x =;rt= l . J) a) ( - ~ ) 3 
; 

b) { ~ ) 2 ; c) (-+) 10 . 

Pag. 13. a) 5 · 10- 1
; b) 3 · 10-1

; d) 3 · 7-1
; e) 14 · 5-: . 

Pag. 14. 1) a) 0,47; b) 0,1 2: c) 0,169 ; d) 0 ,365; e) 0,12. 3) a) 0,1 · 10-2
: b) 0.54 · 10 1

• 4) 0.318224 · 
· 10. 5) Aproximativ de 335000 ori 6) 520 secunde. 
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Pag. 16. 
6) e) foi: [) r-

7) a) - 3, 

Pag. 17 . . 
a< b şi h > O 

Pag. 18 .. 

(l ,3; 4, 2].6J I 

Pag. 19. 
a, a, f, f , a. 

Pag. 19. , 

~ (0 ,09; I ,O I ) : 

Pag. 22. 
3) nu; nu ; nu : c 
media aritmetic 

3,245 îl aproxi1 

Pag. 24. J 

Pag. 26. 

orice număr re 

o singură ~c 

solut1e. 7) Pent 

Pag. 27. ~ 

Pag. 29. 

f) ( 
27 19 ) 
14 . 14 

( 
47 

3) a) 22 : 

Pag. 31 . 

3) a) (3; 6) ; I 

Pag. 33. 

l ) (9; 9; 6). 



tl 

26, 25; - 41,958. 

l )4 
2 de 2; b) Suma diferă cu 

1,771561; b) 625; c) 0,240 1; 

15,50 lei ( !) ; b) 1215,50625. 

27 
- - 3 375 on mai mare. 8 . 

-I 2ţ 

= I. Dar şi numărul 5 

- J şi X ~ 1. ]) a) ( - ~ ) J ; 

10·2 ; b) 0.54. 10 4) 0.3 18224. 

Pag. 16. 2) a; a; a ; f; f. 4) da, dacă presupunem că a b 5) d) [a: a+ 2]: e) [a I. a+ I] 
6) e) lal :/) [ ·I ; I] dacă a> I ; în caz contrar [-a: a]. 

7) a) 3, -2, - 1, O, l şi 2. 8) X= li: 31 sau X = 12: 31 sau X= 131 = [3: JJ 9) a 5 )i h - 9. 

Pag. 17. I) a) fals; b), c). d) adevărate. 3) a) I, 2, 3 şi 4. 4) Din a < b şi a > O rezultă a' < ab. Din 
a< b şi h ......, O rezu ltă ab < h2• 

Pag. 18. 3) Doar d) este fa lsă. 4) a) [2: 4]; b) ( -+ ; ~ ) ; c) [-1 : IJ): d ( I: 11: eJ 

( I, 3; 4 , 2]. 6) Interval ul se mideschis [5: 9). 

Pag. 19. 3) În acest caz a b. 4) ln tersectia este [a: +oo), iar reuniunea este b: Ioc) . 6) a. a. 
a, a, f, f, a. 

Pag. 19. I) Nu , deoarece \' I> O; 2,13 şi - 2,13. 2) a) [ 4; 4]; b) (2; 4). 3) (0: 2) :J (0.9; l,l) :J 
:J (0,09; I ,O I ) :J (0.009: 1,00 I) 3 I. 

Pag. 22. 1) 0,28571 „.; poa te fi aproximat de exemplu pnn 0,285 prin 0,286 sau pnn 0,2851 ! 

3) nu; nu; nu; da. 4) a) x = 5,1 sa u r = 5,5. 5) De exemplu media aritmetică 3, 145. 7) Comrx1rat1 pe \ cu 
media aritmetică 3,2355. Dacă x < 3,2355, atunci 3,226 aprox1mea7.ă pe x; în caz contrar extremitatea 

138 I 39 
3,245 îl aproximeaiă pe x. 8) Între 27 şi 33 ml. 9) Prin ... au 

100 100 

Pag. 24. I) da: nu. 3) Corect c ' 

Pag. 26. /) a) 0,3; b) 7,2; c) 3,33.„; d) - 2,89.„ . 2) n1 

2 
orice numă r rea l. 4) O singură soluţie : 1,472. 5) e) - ; j) 

17 

- 10: nu. 3) F.cuat1a arc ca solutie 
11 

2; g) O: h) 15· 6) d) Dacă 111 0 O, 

o singu ră 
. a 

so l uţ ie: - -; dacă n1 = O şi a':/= O, nici o solutie; dacă a =m =O, orice număr reni este 
m 

soluţie. 7) Pent ru a = - 1. 

Pag. 27. 2) Sînt concurente. 

Pag. 29. I ) c) x= 0 ,5; y=0,2; 2) d) x= - 1, y= I; e) Soluţta este (5; 3); 

/) ( ~:: -T:)· 
31 a) - · -- · b 1 - • c - · -- · d1 (4 · O 5)· ei (60· 36). ( 

47 7 ) ( I I ) { 5 I ) 
/ 22 . 22 • '/ 4 . 5 . 8 . 20 . / . . . / • 

( 
f:IJ 22) 609 I I I 7 

Pag. 31. 1) c) 7: 7 ; e)x-
590

. y-
1770

. 2)a)(2.25;3,2);h)(9:-3);c) 

3) a) (3; 6) ; h) ( - ~ ; - +) · 

( 
IOX 126 252) 

Pag. 33. I) a) x= 5, y= l i , z - t'P,b) (18; 12; 10): c) (5 . 3; 8). 2) a) 
1
7; 

17
: 

1
„ 

c) (9; 9 ; 6). 

13 ~ 



Pag. 36. I) 20,5 m, 24,5 m , 27,5 m, 2) 17,5 cm, 22,5 cm. 3) BM şi BP au lungimea 

a - b+c 

2 
. 4) 253 kg, 14 kg. 5) 8 1, 16, 3; 6) 45, 15 respectiv 5 litri pe minut; în 33 min. 20 !)CC., 100 min., 

respectiv 300 rnin . 

P..tg. 38. 2) Nu. De exemplu, I 32 + 4
2 = 5 :f: I 3' -r I 42 

Pag 

. <X'+,%' 
= (,r+ 2> 
+ f 2.\'" 
două mo< 

Pag. 38. 3) a) 5\ JO; b) 4\ 10; e) I a I I 21; J) a~ \'îT; g) a
2
hl'2h. deoarece h .... O!; 

h) Sa I 2a, deoarece a> O ! 5) a) 30 I 2 = VISOO; b) - I 5. 6) a) 3; b) ~: c) l~b Pag 
restul 

Pag. 40. 2) a) 
2 l 2 

3 

7 + I 21 
. b) c) 

12V1 - 81/30 
6 

dJ v'3 1 I 2; e) I 2 I . 
• 

. 7 

J) 2 - l/J ; gJ 2 - I ·3 ; hJ 
2s + 1tf1 . 4) c) Se raţionalizează mai întîi numitorul: 4( I 2 I- I); 

45 

se foloseşte apoi tabelul. Rezultat 9,65. 

l --:-1 , , ,..- r' , 
Pag. 41. 2) j) 5a l b· ; k) 2ab· I 2a; /)(a - b) (a+ b)"; 

J) 
v4 J I 4 I I I a - a b - ab· + h . 4) a) 28 I 3; c) - I 3a. 5) e) I 4 ; J) 

a-b 
m) a+ b 

10 

3 

I I 
la + b. 3) c) I 4 ; 

• 

Pag. 42 . 1) c) 2 + I' 4 + L1 2. 3) a) este pozitiv iar b este negativ dar au pătratele egale. Deci 

a = - b. 4) a) Soluţ ia este x = 12. y = 1; b) Soluţia x = Vi. y = -1. 

Pag. 47. 8) D oar f şi g. 

Pag. 50. I) a= -5. 3) Graficele sînt drepte paralele. 6) Graficele sînt semidrepte. 
I 

8) a) j{x) = - 14x + 24; b) g(x) = 2x + 2; c) Nu. 9) a) T = 20 + a. a fiind adîncimea în metri, 
30,5 

iar T tempeatura în ° C. 

Pag. 53. 5) g(x) = 2\ 2 
, 

4x. 6)flr) = x· - 4r + 7. 8) Nu. 

Pag. 56. 4) b) 44 ohmi. 

Pag. 57. 3) x' - X3 
- X2 

- 2X + 4. 

, 3 2 vi 
Pag. 58. I) a) - 4X-; b) - 2 X ; c) 5A . 

, '2 l 5 2 
Pag. 60. 1) a) X - 2X+ 3; b) - 3X + 2X - 2X. 

, 
2) a) Otul X+ 2, restul - I; b) citul 3X + 9, restul 47; c) Restul O. 3) a) Citul X I, 

restul 2; b) Cîtul X2 - X+ I , restul O. 5) Cîtul la prima împărţire este împărţitorul la cea de-a doua. 
8) a) X3 - YX2 + Y2X - Y'; b) 5X + 2Y; c) Citul 2X + 3Y, re<:tul 4YX + 2Y

2
• 9) a) 6YX I- l~Y

2

; 
b) - 6XY + 2X2

• 

Pag. 63. 1) a) Nu; b) da; c) da; d) nu; e) da;f) da. 3) m = 44. 
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J 

Pag. 

Pag. 

-j 100. 4) 

- 4 )(5 .\ + 

Pag. 

2) C} (.\ -

+ 2 Vi). 

Pag. 
-+-3J 12 
·r I) (X 

Pag. 

e) (XY 

t Y)(,\ ' 

(9 y 1 4,\') 

+ 4,\"Y t
(X2 + r ' ); 

Paj! . 

./)a),\ -

'-C divide r 

Pag. 

+ ,\'' + ,\' 

Pag. 

- 4)'; h) 

Pag. 

Pag. 



1. J) B/'.1 ş1 BP au lungimea 

.nut; în 33 min. 20 sec., 100 1n1n ., 

•1htf2b, deoarece /l > O !; 

3 
3; b) 

5 
, c) l ab 

~o ,_ ~ 

- ; d) v'J + I 2; e) l 2 - I ~ 

mai întîi numitorul: 4( 12 + I); 

a - b J 
m) \a -t- b. 3) c) I 4 ; 

a+b 
10 

3 

a tiv dar au pătratele egale. Deci 

-1. 

6) Graficele sînt semidrepte. 

-a a fiind adîncimea în metri, 
I 5 • 
• 

47; c) Restul O. 3) a) Citul X I, 
ste îm~rt1torul la cea de-a doua. 

4YX+ 2Y2
• 9) a) 6YX+ l~Y1 ; 

Pag. 64. /) e) (X- l)(Ă + l)(~ +. lXX~ - 2X + l)(X + 2X -+ I); /J (X - I)· (X' + X + l) · 

· (X' + X 1 + I). 2) Reductibile sînt X' - 4, X2 
- 2 = (X - t/2 )(X+ lt 2 ), X' 4X + 4, X+ 8 = 

= (,r -t 2)(X - 2X+4),X1 + 2= (,\'+ tY2xx2 
- tY2x+ 'tf4) şi x4 -r t = cx2 

- v2x + ixx-i + 
t f2X+ 1). 4) Valorile P<a) şi Q(a) sint egale pentru orice a; de fapt avem acelaşi polinom, scris în 

două m oduri diferite. 

2 46 
Pag. 65. /) a) rest -9; b) rest 3; c) rest - 9; e) rest - 14. 4) 0.869. 5) n1 - -

3
. n = --

' 
3 

2 
restul 

Pag. 65. 3)a) - 3, - 1şi3;b) -3, -2şi 2;c) - 1, I şi 3. 

Pag. 66. 2) c) (3X - l)(fr + 4); ~ (6X + I )3(6X + 4 ). 3) a) 9X
4 + 30X2 + 25; b) 9X' - 60X

1 + 
+ 100. 4) a) (X -r O.Sf; b) (3x·2 2). 5) a) (1x·3 

- 4)(7.t + 4); b) ex· - 1)(5X + 5); e) X(5X -

- 4 )(5,\ + 4) . 6) h) X2(X - V3 )(X J_ V3 ); c) X"( v2 x· - I)( V2x + 1 ). 

-
Pag. 67. I) a) (2X - 3)(4X + 6.X + 9); b) 2X'(X1 + 12); c) x( ~ X-1 ) · ( ~ x·-+ ~ X-r I) 

2) c) (X - l)(X+ 1)2(.X~- X 1 I) 3) a) (X - lYf)(,f + VlX+ Lf4>; c) (X - i14')(X~+ t74X+ 

+ 2(2 ). 

Pag. 68. I) a) (,\' - 3)(X. -i 2); b) (,\- + 3 l(X- - 2); j) (3X - 1 )(X - 2). 3)~- I )(X - 2)(X~ __ -
+ 3x- 12); b) (X"-l)(X-t4)(X + 3X + 6); c) (X - 1)·(,\' + l )(X" 2)"; d) (X-l)(X + 
+ l)(X 2)(X -r 2):j)(X - l)(X -r l)(X - 2)(X-+ 2X .._ 4). 

Pag. 69. I) a) (X - Y)(,\ 2 -t y· ); h) (A J_ BX.A ~ + 8~ ): c) (X + A)(X -+ B), d) (X t- 5)(Y + 3); 

e) (X Y - a
1)(X I Y + a): j) (X + a)(Xi 1 Jo· ). -. 2; a) (X. - Y)(X -t Y)(X2 + 3 Y2); b) (X Y)(X + 

+ Y)(,f2 X y + Y~ )(X' l XY t- Y.' ); c) (JX - 2Yi; d) 3(X - Y)(3X - Y): e) X1(9Y - 4,\') 

(9Y + 4X); j) (3X - 4Y)(9X~ + 12X'Y + 16 r · ). 3) a) (,\' + l)(Y + I )(X] Y2 - X! Y - XY2 + X~ + 

+ 4XY + Y X - Y ...._ I); b) (,\' - Y)(x· - Z)(2.X + Y -r Z); c) (X - a + b XX + a b ); d) (a 2 + h2
) 

(X + Y~ ): e) (X - Y)(X" +.XY - Y' ); g) Completaf1 pînă la un pătrat perfect: (X' 1 > ' ) - (2XY)=. 

Pag. 71. 2) a) x·1 +X: b) x· t- I; c) 2X + 3: d) X 2; e) X - 2; j) X - 4; g) X + 2; h) X - 2. 

4) a) X Y; b) (X+ Y)2
• 5) a) X2 

, \ + I nu se divide nici cu X - I, nici cu X+ I; b) X' -t X + I nu 

!te divide nici cu x· + I, nici cu X + 2. 

Pag. 72. 2) a) x·2 
- 4X t J sau 2X2 

- 8X + 6 b) X2 + 1X + 5: c) Sînt prime intre ele; g) x·1 + 
+ ,l(1 -ţ · ,\' + I ; h) ,\'· - I. 

Pag. 74. 2) (X - a XX bXX - c) = x·' - (a -r b + c),1<1 1 (ab + ac + bc)X· - abc. 3) a) X(X -

- 4) '; h) X( ,\'3 8); c) X(X ' + I); d) (3X + 2)(27X"1 + 8); e) X'(X3 
- I). 5) b) r t X"' - X2 

- I. 

Pag. 76. I) c) P<. Vi) este aproximativ 5,1. 2) a = - 54. 4) a) - 4x·1 + X; b) - x ·2 + I. 

9 
Pag. 77. 3) y = ~ 1· = O. 

7 
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9.Y 
Pag. 78. 2; a) 

9 .\ l\ \' - r / 
4 4

.\: fJ ...\' t- .\ (nu se s1mplifică !). 4) a) X - 3; b) \' + r /' 

C) 
18 \"(,\ }') 

\ J.. r 

l 
Pag. 80. 2) a) l: b) - -; c) 2; ci) 5; c) O. 

2 

2 
Pag. 82. 2) a) 5; h) 

,\ ' 
c) 

\ 

.\"~ + I 2 \ 
Pag. 85. 2) c) · f) 

x·~ + \" . ·' 
(i \ 

. 4) ") Â·l • \ . b) 

2\ 
Pag. 86. 2) a) O; bJ .., . 4) a) ;\' + } _-L.\ ' -
Pag. 90. 3) b) 

,\'· 1 \ } 4) 
./) a) \,\' ( \ + Y) : C) . 

,2y \ 

9 \ ' + 2 
...\„~ _ 

4 
. 5) h) şi c) I 

.\'~ 
C) (.\ + Y)(,,·' - y ) 

7) a) X 1: b) 
\"

2 
- 2 \' 'T 4 

v' „\t'l 
, ) T ransformaţt n1ai i nti i i n fracţii ra1ionale. apoi s1mplilicaţ i-le 

.-\ - I - -

pe cit posibil ! 

Pag. 93. 3) Toate. 5; b) Nici o \-aloare. 

. 
Pag. 96. 2) b) ~ifj nu au solutii : k) Dacă a= Q, atunci are soluţia O : dacă a =I= 9 , nu a re soluţii ; /) 

nu are soluţ ii : m) Dacă nJ = O. atunci .ire soluţia O ; dac.a 111 -:/= O, ecuaţia are două '>olutii ; 

'i) h) O ~i V2 . 6) O) Solupi 26 ~1 24; c) nu are soluţii : d) o <.ingură soluţie ; 2; 
2 

g) soluţii -tf2 şi -Vs:/) dacă n1 

a O : a~ O. 9) Obţinem ecuaţia! 2t' 

n, <) „1ngură ~oluţ 1e ! 8) Indicaţie : analizaţi posibilităţile 

: apr ox1mati soluţiil e ci ! 

Pag. 101. 2) a) 2 şi 12; h) ..! !'ii 12. 4) Ecuaţiile au aceleaşi c;oluţii: ce puteţi deduce? 
6) Nu. 7) nJ -92 "au ni - 92. 9) Folos1ţ1 tabdul de la ,fi~itul manualului. JO) 1n - - 9 ; a doua 

solu\ ie este 25. 

Pag. JOS. 6) c) nu are solu\11. 8) a) 3 
singură soluţie : 2. 

I 5 !>I 3 \ 5 ; c) - 4 - I 22 ş1 - 4 + I 22 ; d) o 

Pag. 109. J) Folosip rela1iile hn ViCtc, dufil cai. h) x 111 = - 9 : c) , ., = 1, 1n = 3. =--
2 

4) 311 ~i 26. 5) 192 ~i 75. 7) Pencru 1n 2 şi n 4 8) J t 4: -3. 9) Da. pentru tn = - 1. 

Pag. 111. 2) a) 
r + 13 

2 \ - 15 
h) 

\ t 1 3,\ - I 
3). -- . e) 

2 \ t 5 2.\' + 9 

negativ doar pentru 111 ~ O. Pentru 1n = O trinon1ul este reduc tibil ! 

Discriminant ul este 

3 
Pag. 114. 1) a) Soluţii 2 şi .;; , ; c) nu nrc "ciuţii; e) nu are soluţti . 2) b) Nu are soluţii: 

i) o singură soluţie 2: k) I: I) 6. 3) a) Patru soluţii : ± Vto . ..!.. 1!1 1 ; b) nu are soluţii. 

Pag 118. /) 40 m. 2) 79 şi 80 cn1. 3) 
11( li - 3) 

2 
~) 4 m ş1 4 m: :>n1 ~1 3,2 m. 6) 12 ş1 8 ohmi. 7) 80 cm ş1 100 cnl. 

13b 

diagonale : 20 laturi . 4) a - 11 3. 

' 

Pag. 120. I 

c) m = 4. 5) Apt 

tiv 12,8 cm. 7) 

5,8 cm. JO) Ne 

Aplicaţi teoremi 
I 

l 2-2 \1 -

poate fi i nlocu 1l 

este (3; 2). 19) 

25) 24. 26) m 

)(" I + a...\,,,-2 + {/ 

a = 4 b = - 12 I . ' 

36) X(.\ - I)(.\ 

Q. 38) a) s = -
d) 5X - I. 4 

@a) Este de I 

x i+ r 
.\ ' + \' 

43) a) 

45) a) 

9 

\ 

2 \' 

I 

I 

8-2 

.12' 

-· „ ' -
I . 

d) - ~I 
4 

sau l6·l - 16 

50) a) x2 
- 2m 

- (c- 2b + 4G 

c) n1 = 15. 5.; 

y2 
- my - 1 

57) c) ş1 a) 

59) a) Soluţii 

d) o s1 ngu ră st 

62) D1'.)crimina 

63) Dacă ' c::.te 
=O, adică ~· 

nerea că ecuc1t 



3: b) 
\'- > l 

\'-t r /' 

I 
5) b) ŞI c) 

I \ 

- Y)(.\'3-: Y') 

ale. apoi simplitic-.iti-le 

1-:/:. 9 , nu arc soluţ i1 : /) 

a\ia are două solu\ ii ; 

"ingură soluţie ; "). 
~, 

: analii.aţi pos1bilttă ţi le 

\ ti ; ce puteţi deduce ? 
• JO) m = 9 ; a doua 

11 - 4 + I 22 ; dJ () 

9 : c) \1 - I. tn - 3. 

ntru m - I . 

Discriminantul este 

1i. 2) b) Nu are s0luţi1; 

re solu\ i 1. 

20 laturi. 4) a ± 21 3. 

' 

... 

I 15 • 484 li 

Pag. 120. 1) E.,: ident. I 024 2) u = - · u- = - ~) • • 22 . 225 . - t' 

- 1435 

·116 

c) m = 4. 5) Aproximativ 0 ,34866 · 101> ~10,142 · 10-
3

: 0,1776 · 10. 6) a = 

. -l)a}n1 = 3;b)111 - J: 

22\ 3 

3 
. adică aproxima-

40 tiv 12,8 cm. 7) a = 8, b = - . c = 20. 8) Între 2,2016 şi 2.56054. 9) I 34 cm. adică aproximativ 
J 

5,8 cm. JO) Negativ; poz1uv. 11) 2 12) 2 şi aproximativ 3,3. 13) \2 - I 2 . 14) lnd1caţie. 
Aplicaţi teorema lut Pitagora celor două triunghiuri dreptunghice nea!.emenca din fig. 4; hn = 

= l l2- 2 l I - Un 1l)2 15) Volumul este de aproximativ 0,14 · 10
1

1> km'. 16) R 1 k!l: circuitul 

poate fi înlocuit prin rezisto rul R. 17) 0,5 kO. 18) Adunăm, apoi scădem cele două ecuaţii . Soluţia 
este (3; 2). 19) m = - 7. 20) Soluţii : orice număr real diferit de l. 21) a 5. 23) 35 N. 

25) 24. 26) m - 4, n 6. 27) Q(X) = (X - 2)(2X - 3)(2X + 3 ). 28) a -3. 29) Citul este 

r-L + oX" 2 + c/ .')('' '+ ... + a"' ,\ + o" 1. 30) a= - 2. 31) a = 7. b = 5, c = 4,32) Trebuie ca P ( ~ ) - o; 
a = 4, b = - 12, c - 5 33) R - Y(x IXXY I); S= X(X-1)(2 - Y

2
) . 34) (X - 2Y)

1
• 35) (X + Y-2XX + 2). 

36) X(X- l)(X. - 4)(X + 3)(X + 4). 37) a = - 3 sau a = -24 ; nu. deoarece în acest cai ar trebui să fie 

§ 
I > ~ I 5 

Q. 38) a) s = - 15: b) \ = 13; c) pentru nici o valoare. o) X+ - , b) - : c) Î , L 9 5 > +3 _}r 

\' - ,\ + I 2.\' 18 ,\"
2 

\ 1- 6 
d) 5X - l. 40) a) 27 7; b) ) i .\' : c .\' + 6 c) ,\ + J 

@a) Este de preferat să notăm ,\'
2 

- I = > ; \. - l 
' -

b) La fel , notăm \ -t \ = } 

\'1 + \' - I 8X 12.\ -1- 16 4 \ I- ' ' y- .+- z-
42) a) -· b) 

. c) --· d) I~ e) 

x· + x· + I (.\'i - 4 )2 • \ - 16 
. 

\ -l 4 
• \ ) / 

X I 
: h) 

12 \ t 15 
: c) X2 -t .,YY. 44) a) 

,\ ' - J,\' } ' )' I- ,\ 

43) a) -- ---- b) I : C) 

2.\' I 2X ~ J ,\ }' -l I y ' ) .\' 

3 3 
8-2X - 1,\' ' I 

; b) \-: c) 2. 46) Corect c). 47) a) - 0,2 ~· 0,6: b) 4 "j - C) - - "I „ 7 • 2 ... 
45) a) ' J2.\. 18 

I 5 -1 + I 5 J 3 
. 

2 , 
I I 

d) 4 şi 
2 

: e) 
9 ---şi 

) 

48) a 1 sau a == 2. 49) a) "< - x ·t- - = O 
16 

, 5 I , 7 
sau 16x· - 16x + 1 - O b) -<" ..... - x - - = O· c) x· + - x • 12 6 ' li 

18 
= O: d) X 

121 
8x 1 = O. 

„ „ 2 .., 2 50) a) x - 2ax -r a· - h = O. 51) a) ax· - hx -1- c= O; b) ax··+- 2bx + 4c - O: c) ax + (h - 4a)x -+-

- (c- 2b ,- 4a) = 0; d) c"< ~ bx -t a = 0.52) m =- 12sau1n = 12:m = 0.53)a) in - 12:b)m =-l: 

4 -t- x 4-v 
c) m = 15. 54) Notăm " = . de unde x = · ecuaţia de gradul al 11-lea 

• l + "< y - 1 

y2 - my - 1 = O arc discriminantul pozitiv, oricare ar fi 1n real. 55) n1 22: solupa 5. 56) Nu. 

57) c) şi a). 58) Nu. Pnma inegalitate se deduce din faptul că d1scnmioantul este negativ. 

59) o) Soluţii -3 şi 3; e) solu\1i 5 şi -2. 60) a) Soluti1 1n şi 4n1 : b) solut11 tn I ~i ni 1-1; 

III + I d) o singură soluţie : · 61) a) Soluţii -2. -1, l 51 _2:. d) o ..,oluţie: 9; l) o Sl)l u\ic: 3; j) 4 şi 5. 
2 

I 
2 

I I , 
62) Discriminantul „e poate -.cnc 1 (tn - 11) ...J- -:;- (11 - p)' +- -:;- (p - mr. deci nu poate li negativ. - -
63) Dacă ,. este soluţia comună. atunci 'e ... te ..,oluţ1e a ecuaţiei (a' 3, - a I) lax :h - a ~ 21 = 
= O. adică x == I. Dar I nu poate li ... olU\lL '1 pnn1e1 ecua\11. onu: \,1hK1re ar a\e.i p.11.1111dnll a. Pre ... up 1-

nerea că ecua \11k au 'l)luţie con1ună c-,te deci labă. 64) Dacă p escc nun1ărul par11c1panţ1lo1. nu1nărul 
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d I 
. . p(p I) . 

parll e or Jucate C'>tc -
2 

- ; 10 par1ic1pant1. 65) Lungin1ea celei <le a 11-a infă~ur:1i1 e<,tc aproxi-

mativ (3 + 211 · O. l)rr. Încap apro\11nativ 2700 infă'.;>urăn: filmul a re lungin1ea de aprox1mat Î\ 1398 
m. 66) Tăiati bucata n1ai intii paralel LU o ba1ă Determinaţi la ce u1stantă de ba1ă ! 

Pag. 125. l) a) O; b) I. 2) 100. 3) Numerele 'iÎnt pozitive. Comparăm pătratele lor cu 2'. 4) Al 
d oilea este încărcat cu peste 3,5 m 

1 
p1etn~. 5) Indicaţ ie : ară tap că numerele se d1\.10 cu 3 ! 6) 34 

cu mînecă scu rtă şi I cu mi necă lungă : la fel. sau 35 cu mi necă -,curtă. 7) 100 numere; 50 nu
mere; 12 numere ; 20 numere. 8) Nu există astfel de numere naturale : ele ar trebui să fie 01\.1z1-
b i Ie cu 16 · 9 · 5 · 7 · I I · 13 · 17 · 19 9) a) a b = I ; a I , b = I , c) a = b = I. I O) a) "< ' 1 ~· 16 c 
posi bil doar dacă x = O, y = 4. ~ ămî ne x ' 1 16 = y~ , ca re se mai scrie 16 - ( v v) (y + \ ). Obser
va ti că apar doar posibilităţile y - x 1,v \' - 2şiy .\ = 4:b)l5,16, ... ,2 1 ;c)Dacăa t I 
este primul număr, obţinem că x(2o -t x- 43) = 4, de unde x = I, x = 2 s.si u ' 4. Cazul \ I 
este banal. Cazul x' = 2 nu convine. Numerele sînt 21, 22, 23 şi 24 . li) Între 
I 

- şi I. 12) Cel tîrziu la ora 9 şi 49 minute. 13) Aproximativ 47. 14) În 6 ore ~i 40 minute. 15) Plim-
3 7 29 
barea pe nu. 16) Nu, ci doar cu 32<; . 17) 2rrr1ri. 18) I: [2 : 5] - R,Jtx) - - X . 19) Relaţia 

J 3 

se scrie 
(b - a) (c - b) (a - c) 

abc 
= O ! ~O) 8 ; 56 ; 3104. 21) (X + Y + Z) . 22) 

(- 1)" 1(2Y - 2) 

x i - ( y I )2 

24) Împărţiţ i cu b
1

; ~ sau 2. 25) Notăm cu .\ lungimea unei laturi: atunci aria va fi \ ( ~ \ ) -

= - x i +]!_ x · aria este maximă atunci cînd , = .!!... 2f>) Numărul de diagonale al unui poligon cu /1 
2 ' 4 

n(n - 3) . . 
laturi este ; 100 de laturi . 27) a) (2 · 5) : b) ( 16; 25) : c) solut11 ( 2: - I) ş1 (2. I). 28) da, 

2 
nu, da, nu , nu. 

Pag. 126. I) I + 5 + 87 ~ t ~. 4) Ridicaţi ambii membri la puterea a treia. 5) Da ; nu. 6) Nu 
esle corect să simplificăm cu a - b ! 7) Extragi nd radicalii, nu este corect să neglijăn1 modul~1l ! 8) 22 11 şi 
9

9
• 9) Desfacînd parante7de, este sumă de 16 µitrate ! Cele 4 pi trate sînt (ax hy c::: - d1)· . (av I b\' + 

+ ct - dz)1, (az - br + ex I d11)~ şi (al t- bz - c11 -t dvf . 10) Primul nu are solu\ie; al doilea ş1 ecuaţia au 
soluţia 2. li) Deduceţi că dacă'" t 1• 2, atunci ty < I. 12) Este un pătrat. 13) ('2a t b -t 2c)(a-b 1 c). 
15) 250 bu. 16) Două soluţ11 : 16 <:au 48 ! 17) 10 porun1bei şi 20 vrăbii ; găsiţi ş1 alte soluţii ! 19) Doar pi
sica nu minte. 20) 500 km. 

Pag. 128. I) Pnma ecuatie arc ca soluţii I sau 3. Pentru a = - 1, O, 2 sau 3 2) a) a - 3, c = 9, 
f = 6; b) pentru m =I= O şi 1n ~ I. 3) Cîtul este X -1- 2a. Ecuaţia are o singură soluţie. 2a. 4) Otul este .\'. 

, I 
restul c. 5) a) Cîtul este ix·- -1- X, restul este I : b) .i treia : c) pentru .\ = O sau x = - : valoarea rninimă „ 
este I. 6) Doar primele trei ! 7) Formap o ecuaţie de gradul al II-iea avîrx:l ca soluţii pc ' ::-1 pe 1 Discnminantul 
ei este· > O ! 9) a) Simplificăm cu 2~ t- 4.K f 8, b) pentru r # I: c) pentru x- - 7. 4. l. 2. O, I, 2 ş1 5, 

. . x·: - 2~-- + 4 
d) pentru ntc1 o valoare a lui x ! JO) a) Resturile sînt O :b) X-

4 
. 11) Anulaţi restul împărţirii. 

Rezultă a = b = c = d = I , pătratul fiind( ,\'' + 2X + I)' . 12) a = 4. b = - 12, c = 5: rădăci nite sînt -1 . 
J 

I . 5 
- ş1 - .13) 3(X + Y)(X -1 LXY -1 7). 14) a) Rc-;tul este a + h + r: h) (P I O 2R)(I) "I) -l 
2 2 

+ Q(I) 2R(I) = O; c) P(-1) t Q( I)+ R(- 1) = (o + b + c)[(-1)"' !- (- !)" -t ( I Y'] :#;O ! 
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15) a) 

17) !>) 

nantul e 
24) a) 
punctul 
27) m 

t 29) m 



ei de a 11-a infrl~ tir.1 n 1.'.'>lc apro\i

·e lungimea de aprox1n1at1\ 1198 
antă <le ba1ă ! 

1parăm pă tra tele lor cu 2 4) Al 
t numerele se d i\ 1d cu 3 ! 6) 34 
... curtă. 7) 100 numere; SO nu
rale ; ele ar trebui să fie tl1\ 11i
:) a= b =I. IO)a) r'+.1 ' 16e 
:ne 16-(y \)(1· ·1 \).Ob~er

'J) 15, I 6, .... 2 1 ; c) Da că a -1 I 
,x 2sflll\ 4.Cazul \: 1 
l. 22, 23 ŞI 24 . I I) În tre 

Î n 6 ore şi 40 minute. /'i) Pl im-
7 29 

, fix) = } x 
3 

. 19) Rcla tia 

(- l)" 1(2Y 2) 
f' ~ L). 22) 

X1 - (Y - 1)2 

: atunci aria va f1 \ ( ~ , ) 

diagonale al unui poligon cu 11 

1111 ( 2 ; - I ) ~i (2 ; - I). 28) da, 

terea a treia. 5) Da , nu. 6) Nu 
si neglijăm modulul ! 8) 221

' ş1 
n - hy c:: c/1)'. (al' -l b\ -l 
·e solut1e ; al doilea ~ 1 ccuaţ ia au 
t.13)(2a t h t2c)(a-b+c). 
1siţi ş1 alte soluţii 1 19) Doar pi-

O. 2 ~au 3 2) a) a 3. c 9. 
ură 'olu\1e, -2o 4) Citul c~tl' .\. 

I 
.aut=-,-: valoarea minimă 

sdutit pc ' ~i pc 1. Oi<ierim1nantul 
r - 7. 4, 3, 2,0,1.2~15; 

· 11) Anulati restul hnpărţirii. 

- 12, c 5; rădăcini le sint J . 

hJ (P l O 2R)(I) /~ I ) I 

- I J"' + ( - I )" + {- I Y' j ~ o ! 

t 

I .\ 
b) dacă a :F O, o soluţ ie, anume 

a 10. 
15) a) Soluţii ~ I 9 ' 

1-- 16) Solu\ i1 o ~l 

3 h 

' 
2 \ 

X - Y -2 
17) I;) 

18) Doa r punctele (O; O) şi (l ; 1). 19) 20) Scrund că d1scrimi-
\' 

.~2 + 4 
nantul ecuaţ1e1 este O, obţinem rn1 - 4111 + 4 =O, de unde m 2. 22) Soluţi1.. ( 10; 6) 23) Nu are soluţu. 
24) a) Pentru a = I sau a = -9; b) pen tru x = -3. 25) a)/(\:) = 2\. g(\·) - 2\ 1- 8; b) 
punctul (2; 4). 26) P<. ~X)) - (.\'1 -r 3X + 2)1 

- 3(X' + 3.\ + 2) 2; citul e'>te ,\
1 

·t- ~ .\' 
27) m = -3, n 27, - -18; rădăcinile polinomului sî nt I, 2, 3 şi 3. 28) 60 m, 60 m şi 40 m. 

25 (h + 1 ): 
29) tn = - . 30) a - ---

~ h 



n 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
. 

I 1 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 
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TABELUL RĂDĂCINILOR PĂTRATE ŞI CUBICE 
ALE NUMERELOR NATURALE MAI MICI D ECÎT 100 

f n 
-

l 11 n ~I f1 

1,0000 1,0000 51 7,1414 

1,4142 1,2599 52 7 ,2111 

I, 7321 1,4422 53 7 ,280 I 

2,0000 1,5874 54 7 ,3485 

2,236 1 I, 7100 55 7,4162 

2,4495 I ,8171 56 7,4831 

2,6458 I ,9129 57 7 ,5498 

2,8284 2,0000 58 7,6158 

3,0000 2,080 I 59 7 ,6811 

3, 1623 2, 1544 60 7,7460 

3,3166 2,2240 61 7 ,8102 

3,4641 2,2894 62 7,8740 

3,6056 2,3513 63 7,9373 

3,7417 2,4101 64 8,0000 

3,8730 2,4662 65 8.0623 

4,0000 2,5198 66 8. 1240 

4, 123 I 2:5113 67 8, 1854 

4,2426 2,6207 68 8,2462 
. 

4,3589 2,6684 69 8,3066 

4,4721 2,7144 70 8,3666 

4,5826 2, 7589 71 8,4261 

4,6904 2,8020 72 8,4653 

4,7958 2,8439 73 8,5440 

4,8990 2,8845 74 8,6023 

5,0000 2,9240 75 8 6603 

5,0990 2,9625 76 8,7178 

5, 1962 3,0000 77 8. 7750 

5,2915 3,0366 78 8,8318 

5,3852 3,0723 79 8,8882 

5,4772 3,1072 80 8,9443 

[";, 

3,7084 

3,7325 

3,7563 

3,7798 

3,8030 

3.8259 

3,8485 

3,8709 

3,8930 

3,9149 

3,9365 

3 ,9579 

3,9791 

4,0000 

4,0207 

4,0412 

4,0615 

4,0817 

4,1016 

4, 1213 

4, 1408 

4,1602 

4, 1793 

4, 1983 

4,2172 

4,2358 

4,2543 

4,2727 

4,2908 

4,3089 

' 

n 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 



'.:UBICE 
DECÎT 100 
! 
• 

n 
' 

414 3,7084 

111 3,7325 

801 3, 7563 

485 3, 7798 

162 3,8030 

833 3,8259 

498 3,8485 

158 3,8709 

311 3,8930 

~ 3,9149 

102 3,9365 

'40 3,9579 

173 3,9791 

1()0 4,0000 

123 4,0207 

40 4,0412 

54 4,0615 

62 4,0817 

66 4,1016 

66 4,1213 

61 4, 1408 

53 4,1602 

40 4,1793 

23 4, 1983 

)3 4,21 72 

78 4,2358 

iO 4,2543 

8 4,2727 

:2 4,2908 

-3 4.3089 

I 

n Vn ~ n Vn lv n 

31 5.5678 3, 1414 81 9,0000 4,3267 

32 5,6569 3,1748 82 9,0554 4,3445 

33 5,7446 3,2075 83 9' 1104 4,3621 

34 5.8310 3,2396 84 9,1652 4,3795 

35 5,9161 3,2711 85 9,2195 4,3968 

36 6·,0000 3,3019 86 9,2736 4,4140 

37 6,0828 3,3322 87 9,3274 4,4310 

38 6, 1644 3,3620 88 9 ,3808 4,4480 

39 6,2450 3,3912 89 9,4340 4,4647 

40 6,3246 3,4200 90 9,4868 4,48 14 

41 6,4031 3,4482 91 9,5394 4,4979 

42 6,4807 3,4760 92 9,5917 4,5144 

43 6,5574 3,5034 93 9.6437 4,5307 

44 6,6332 3,5303 94 9,6954 4,5468 

45 6.7082 3,5569 95 9,7468 4,5629 

46 6,7823 3,5830 96 9,7980 4,5789 

47 6.8557 3,6088 97 9,8489 4,5947 

48 6,92b1 3,6342 98 9,8995 4,6104 

49 7,0000 3,6593 99 9,9499 4,6261 

50 7 .071 I 3,6840 100 10,0000 4,6416 



CUP RI NS 

Cap. I '\umere 

I. ExLrc1ţ11 :;.1 problcn1c recap1tulat1ve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 
2. R1d1carea la putere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 
~. Proprietăţile rid1cări1 la putere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 
4. Puteri cu exponent (întrcg) negativ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 
5. Apltcaţ11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 
6. Intervale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 
7. Aproximări şi aproximaţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 
8. Lcua111 şi s1-.ien1e de ecuaţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 
9. Probi eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 

10. Rădăcina pă tral.ă ş1 cubică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 

Cap JI Funcţii 

l'.011unca de funct1c „ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
2. Funl.ţi1 hn1arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ....................... . 
3. f·u111:111 pă 1ra11cc ......... . ................................................ . 
4. Altt: funcţii .................................................... ·. ·. · · · · · · · 

44 
48 
51 
55 

< 'ap. III Polinoame şi fracţii ra ţionale 

I. Pnlin11ame. Opera111 cu polinoame .......................................... . 
") I" • • 

ln1parţirea pllltnnamclor ................................................... . 
3. Oi\111btl1tatca polin11a1nclo1. Polinoame ireduct1bik ........................... . 
4 Împărţirea prin h1no1nul X-a ............................................... . 
5 Descompunerea pnhno.:imelor în factori. Formule '>pecialc ..................... . 
A < .n1.m.d.c. şi c.n1.m.1n c. a două polinoame .................................. . 
7. Funcpi polinomiale ş1 ecua ţ ii polinnm1ak. Te11rema lui Bezt1ut ................. . 
X F1.1cţ11 raţionale \mphf1carca ş1 '1mplif1carca ................................ . 
9 Valorile unei fracţ11 mponalc f-raq11 raţionale ................................ . 

10. Operatu l.U fracţii r.iţ1onale ............................................... . 

57 
58 f 

61 
63 
(16 

69 
74 
77 
79 

80 

Cap. J\ Ecuat11 de gradu l a l doilea 

Pn„1entare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 
~ Rez.•harea ccuaţ1c1 de grctdul al II-iea. C'a1un -.pccictlc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 
l Rt·zoh<1rea ecuat1e1 tle gradul al II-iea Formula de re1olvare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 
4. G:.u.q11 cchrvalcntc cu ccuap1 de ~radul JI 11-lca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 
5. Rclaţ11 între rădăc1111!c ~1 co1.;fic1cn111 trinomului de gradul al II-iea . . . . . . . . . . . . . . . 106 
6 [)e-.c11n1pu11crca 1 n faeton .1 1 nnonH1lu1 de gr.idul al ll-lea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 
7. &ua\11 care "c rL11>lvt1 cu aju1nr ul un11r ccuatir de gradul al II-iea . . . . . . . . . . . . . . . . 111 
8. Prohlcn1c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 

< ap. V Fx<'rcitii şi probleme 

I . E\crc1ti1 ~r prob!cn1c ~uplimcnt<tn.: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 
2 Exc.:rc11i1 şi pr1•hlcmc rccapi1ulat1vc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 
J. Pr1)nkmc dc11-.cb11e. Cunn1itfq1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 
4 ()li1npiade ~i cnncur-.un . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 

lnrlicatii 'li rii'>pU115uri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . I J2 

f .~ -



Nr. colilor de tipar: 9 
Bun de tipar: 20.1.1986 

Corn . nr . 50489/32045 

Combinatul poligrafic 

„C ASA SCÎNTEII" 

Bucure~u - R.S.R. 

„ 



• 

Lei 11 • 

• 

• 

• 

• 

// ' • 
• . 

„ 

~ 
li: • 

.... 
• 
• 
• I , 

/ 

• 

/ 


