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CAPITOLUL I 

NUMERE REALE 

1. NUMERE RATIONALE , 

Numărind obiecte. din jurul nostru, folosim numere naturale. Am 
irivăţat, încă din clasele I-IV, să facem două operaţ~i cu numerele naturale: 
adunarea şi tnmulţirea. 

Pentru a putea scădea orice număr natural dintr-un număr, a trebuit să 
extindem ideea de număr; introducind şi numere negative: am învăţat astfel 
in clasa a VI-a despre numerele întregi şi despre operaţiile cu numere întregi: 
adunarea, scăderea, trunulţirea. 

Pentru a putea împărţi orice număr întreg la a:lt număr (acesta fiind 
diferit de zero), a trebuit să extindem iarăşi ideea de număr; am învăţat 
astfel despre numerele raţionale şi despre operaţiile cu numerele raţionale: 
adunarea, scăderea, înmulţirea, împărţirea. Am invăţat să comparăm intre 
ele două numere raţionale. Am învăţat apoi că orice număr raţional poate ii. 
reprezentat de un punct pe' axa numerelor. 

Am folosit numere raţionale atunci cind am ,,luat părţi" dintr-un „întreg'', 
sau ctnd am măsurat lungimi, arii şi altele. Am folosit numere raţionale 
mai intii scrise sub formă zecimală, apoi sub formă de fracţie. Orice număr 

raţional poate fi scris (in multe feluri I) sub forma unei fracţii .!!!:. , unde m 
n 

este un număr întreg, iar n un număr natural, dif~rit de zero. 
Am mai învăţat în clasa a VI-a să ridicăm la puteri orice număr raţional. 

*Să reamintim, pe scurt, ceea ce am învăţat în clasa a VI-a despre 
numerele raţionale: 

1) .Adunarea numerelor raţionale este comutatiPă, adică a + b = 
= b + a, oricare ar fi numerele raţionale a şi b. 

2) .Adunarea numerelor raţionale este asQciatiPă, adică (a + b) + 
+ c = a + (b + c), oricare ar fi numerele raţionale a, b şi c. 

3) Numărul O (zero) este element neutru pentru adunare, adică 

a + O = a = O + a, oricare ar fi numărul raţional a. 

·• Textul cules retras nu este obligatoriu. 
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4) Orice număr raţional a are un opu,s, notat -a, care este tot 

număr raţional. Avem a + (-a) = O = (-a) + a şi -(-a) =a. In 
pa1-ticular, -O = O (numărul O este propriul său opus). 

5) Scăderea numărului raţional b <lin numărul raţional a ])Oate fi 
inlocuită de adunarea lui a cu opusul lui b: 

a - b = a+ (-b). 

G) InmuJţirea numerelor raţionale este comutatic1ă, ad i că . a· b = 
= b · a, oricare ar fi numerele rationale a si b. 

7) InmuJţfrea numerelor r~ţionale ~ste asociativii, adică (a · b) • 
• c = a · (b · c), oricar·e ar fi numerele raţionale a, b şi c. 

8) Numărul 1 (unu) este ·element neutru pentru înmulfire, ad ică 
a · 1 = a = 1 · a, oricare ar fi numărul raţional a. 

9) Inmnlţirea numerelor raţionale est e distributi(J('i, faţă de adunare, 
adică a(b + c) 

1 
. a · b + a · c, orica1·e ar fi numerele raţ ion ale a, b şi c. 

Această proprietate este folosită atunci c ind scoatem factor comnn. 
. 1 10) Orice număr raţ ional a "# O are un invers, nntRt - J. avem 

a I 

1 
1 

1 
· 

1 r · 1 1 ·1 1' a · - = = - · a ş1 ~- = a. n pa1·t1cular, - = (număru este 
a a (~) 1 

propriul său invers). 

li) 1mpfu'ţi rea numărului raţ ional a la numărul raţ. ional b "# O 
poate fi inloeuită <le înmulţi rea lui a cu in ven;ul Jui b: 

1 
a:b =a·-. 

b 

12) Nnmer·e le rat,ionale pot fi comparate înt re ele; date două 
m1.1ne1·e raţiona l e a şi b, a 1·em sau a < b, sau a = b, sau a > b. Nume
rele raţionale. ca.re sînt ma i mari decit O se numese po,:,ittve; iar cele 
care sint ma i mici decit O se numesc negaliCJe. 

13) Dacă a > b, atunci a + c > b + c, ori care a r fi nu.merPle 
raţionale a, b şic. Opusu l unui ~umăr raţ. iona. I pozitiv este negaLiv, iar 
opusul unui număr raţional negati v este pozitiv. 

14) Dacă a > b ş i c > O, atunci a · c > b ·c. Dacă ct > b ş i c <0, 
a tunci a· c < b · c ( !). In pa 1·ticlilar avem regala Selllnclor : 

a >c 

+ 
+ + 

+ 
15) Dacă a > b, a Lirnci ex i stă numere 

a +b > b. De exemplu , putem lua c = - - , 

a ş i b. 
2 

raţionale c astfel incit 

media aritmetică a lui 

M11ltinH•a numerelor raLion a le se notează Q, iar mul~i.mea nume r·elor 
rapunale J)ozi Live sau zero se notează Q+. 
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m Numerele raţ ionale negative pot fj scrise sub forma - --; ; unde m şi n 

sî nt numer·e naturale (inr n "#O). Numerele raţ. i o nale pozitive pot fi scrise 
m 

sub forma + - ' 
n 

. . l /11, sau mai s11np u - • unde m şi n sint numere naturale 
n 

(n "# O). Avem 

2m 3rn 4.ni ~=-=-=-== ... ; 
n 2n :Jn 4n 

mimPrele m şi n pot fi a lr.se prime intre ele, in ca1·e caz fracţia --, respectiv 
n 

m se numeşte ireductibilii.. 
n 

1 Num erele raţionale pot fi scrise ş i zecimal ; de exemplu, în loc de 
10 

3 
· · O 75 • 1 d 

2 
se s 'r·e i;e scrie şi 0,1; în loc de - (; se scrie ş1 - , ; ll1 oe e 3 c 1 

şi 0,6666.„ = 0,(6). . ~ 
N u.mă i·u l ra.ţ. i ona:l scris zeci mal 11criodic 0,(7) se sor1e sub forma de f rac~ie 

astfel : 2 . numărul ral. ion al -0,(12) se scrie sub formă de frac~ie astfel : 
!) ' 

t2 4 
-99 = -33° 

Nurnăl'lll raLional 0.1(23) se transformii în fracţie astfel: 0,1(23)=0,1 + 
1 . 23) __ :'!:_ ~-. 2.3 = 99 + 23 = 122 . Numărul raţional -4,1(5) + 10 o) ( ' - 1 o + 1 o 99 !380 990 

se scrie sub formă de frac\.ie astfel : -
1
:; , . deoarece : -4,1(5) = -4,1 -

1 _ H 1 5 - 369 - 5 _ -374 _ _ 187. 
-10 . O,(e>) = - 10 - 10 . g = 90 - 90 - 45 

Inversu l numărului ra\,ional a (pe care l-am notat~) este notat 

uneori astfel : a-1. El es te acel număr raţional ce are proprietatea că 
a · a-1 = 1 = a-1 • a. 

EXEHClTll 

1) Care este cel mai mare divizor comun al numerel~r: _ 
a) 36 şi 42; b) 42 şi 50; c) 26, 39 şi 6S ; d) 144, 192 ş1 324; e) 81, 120 

~i 36 j f) 14, 28, 56 şi 63? 

2) Sint pr·ime între ele numrrele : 
a) 6 şi 15; b) 88 şi 123; c) 36 şi . 35; d) 41şi1141? 
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iS} Care este cel mai mic multiplu comun al numerelor: 
şi 

14
;) 36 şi 42; b) 42 şi 50; c) 6, 8, 20 şi 24; d) 14, 28 şi 56; e) 8, 35 

4) Simplificaţi fracţiile: 

a) 96 . b) 105 . 15 . 44. \ 81 . 16 . 166 . 1666 
144 ' 90 ' o) 51 ' d) 36 ' e) 120 ' f) 64 ' g) 664 ' h) 6664 · 

o) Calculaţi: 

1 1 1 1 2 4 3 7 5 7 5 
a) 2 -3 - 6 ; b) 2 ~ ·3 - 5 ; c) 5 + 10 + 20 ; d) - + - + 

2 4 . 
+ ~ + ..!_ ; e) 22 _ 16 _ 31. 

6 8 3 5 15 
6) Scrieţi sub formă de fracţie numerele raţionale: , 
' 4 1 5 1 1 
a) 4-; b) 13 - c) 7-; d) 5 - · e) 3-. 

5 2 14 3 ' 6 
7) Calculaţi: 

) 1 1 1 1 8 13 16 2 1 
a 5 - + 4- - 3 - · b) 8 - - - - 7 - · c) + 1 1 

3 2 6 , 2 17 34 ' 21 7 - 3 ~ 
1 1 1 d) 13- -10- - 2-. 
2 4 4 

8) Eliminaţi parantezele, apoi efectuaţi calculul: 

a) (+11) + (-3) +(-5 ~) + ( +4 ~) ; b) (-11) - (+13) - (-8)-: 

- (+17) -_{-:-9) - (+13); c) (+18) - (+36) - (-12) + (+24) - (+14). 
. 9) Scr1eţ1 sub formă de fracţie ireductibilă numerele raţionale, scrise 

zecimal: . 

a) 11,1; b) 3,4; c) 0,135; d) -4,4; e) -0,16; f) -2,06. 
10) .Scrieţi sub formă de fracţie ireductibilă numerele rationale: 
a) 3,(4); b) -4,(41); c) -4,4(1); d) 0,(98); e) 0,9(8). ' 
11) Calculaţi: 

a) ~.!.2-. 
14 5 10, 

3 11 
f) -. - . 

4 10 
12) Gn.lculaţi : 

a) 11,1 - 8,2; b) -4,15 + 2,23; c) 0,24 + 0,64 - 0,55; d) 6,125 -
-0,175 + 3,75. 

13) Scrieţi sub formă zecimală: 
3 7 19 5 17 17 

a) 20 ; b) 16 ; c) 80 ; d) 9 ; e) 3 ; f) 41 • 

14) Scrieţi sub formă de fracţie iredm : Libilă numerele rationale: 
~) 11,1 - 8,2; b) 3,(4) - 3,(34); c) 3,(4) + 0,(16) - 2,(0.6); d) 3,(3) _ 

- 3,3, e) 0,(4) - 0,4.4. 
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15) Scrieţi sub formă zecimală numerele raţionale : 

3 2 10 3 5 
a) - · 1,1; b) 2,1 · 1,7; c)- • - ; d) -

5 
· 0,5 + 1,4_. -; e) 543,72+ 

4 5 7 4 
+ 342,2 + 284,03; f) 15,6. 34,5. 

16) Calculaţi: 

a) (+15).(-5); b)(-30)-(-6); c) (+25)-(-1000); d) (-*) {-.:) 1 

e) (- ~)·( + :) ; f) ~ ·(- ~); g) (-3,3) · 4;h) (-11,1) • (-8,2). 

17) Calculaţi: 
a) (+25) : (-5); b) (-30) : (-6); c) (+16) : 8; d) (-1000) : (+25); 

e) (- ~):(-:); f) ! :(- ~); g)(-3,3) : 4;h)4,4:(-1,1);i)2 1~:8; 
j) 2 ! : 1 !.. 

5 20 
18) Calculaţi: 
a) (+8) - (-6) -(+2); b) (-12) ·(+14) - (-9) ·(+16) + (-8) • (-11); 

c) ~·~-(-!)·(-:o)+(-!)·3~· 
19) Scrieţi sub formă de fracţie il'eductibilă numerele raţionale: 

1 8 
1 1 6 . 32 --:7 

a) 4); b) - 21 ; c)-1 ; d) 2i e) -3-· 
(-·a- I 

35 25 -:--14 

20) Calculaţi: 

.!.+-3.. ~-~ 
2 3 7 4 

a) 4 ; b) 5 3 ' 
---

5 4 7 
21) Calculaţi: 

~+~ 
5 7 

c) 3 2 : 
-+-
7 5 

1 3 3 -· - +-a) (9 - 2)-3+1. b) 2 2 4 • 

3 ·(- 2) - 8 , .!_ + ~. (-.!.) 
2 2 2 

22) Schimbaţi locul numerelor raţionale: 

055· 11· -0(8)·-i..-2•1 . 2-1 15 i 0,12 
, l 19 ' l l 5 , -4,3 ' 32 ş 3,6 

astfel incit să fie scrise in ordine crescătoare. 

23) Calculaţi: 

a)~-(~-~~); b) !-(~+ ~); c)(:-!)·(~-î)-
-(: - :J· 

'l 



:24) Care este med ia aril mrti<:ă a nt11n rre lor : 

a) 41 !li 18; b) 
2

'.l si iS · c) -4 4 si 8 2· d) 0,(4) " • 3 ' 7 , l • l , „1 1,(5); e) -1,11 

şi -2,35; f) 18 ~i - 17,8; g) 22.3 şi - 15,7i' 

2:>) Tlin numărul 441,53 se scad succesiv numerele: 34,82; 46,39; 181,2 
şi 30. Care esle rezultatul ~ 

26) Ce număr trebuie adunat cu 7 + 0,7 + 0,07 + 0,007 pentru ca să 
nbtinem ca rezultat 8!> . 

27) Ca.1·e este media aritmeticii a numPrel0r: 

a) 81,6; 88,1; 87,9; 89,0 şi 85,4; b) 99,S; 101,2; 98,9; 99,5; 100,4 şi 
100,2? 

2. RIDICAREA LA PĂTRAT A UNUI NUMĂR RATIONAL . 
Fie a 1111 număr raţional. Vom nota a2 ş i Yom numi piitratul Jui a numă

rul rnţ.ional a · a. 

EXEMPLE. Avem 8 · 8 = 64, numărul 64 este pătratul lui S. Deoarece 

1,4 · 1,11 = 1,96, numărul raţional 1,96 este pul ralul lui 1,4. Avem ~. ~ = 
4 4 

9 V l 1 • ·1 9• V • 3 
= - . numaru ra 1ona - este p atratul hn - DeoarPee şi (-8). (-8) = 16 . 16 4 . 

= 64, numărul 64 esle pătratu_[ şi al lui -8. Dcoa1·ece ( - · ~). ( _ ~) = 

9 V J t• l 9 ~ • l • • 3 = - , numm·u ra 1ona - este p atratu s1 a l Im - - • 
16 ' 16 . 4 

Să ohsen-ăm că numel'e!e 8 şi -8 au aeelaşi pătrat , anume 6'1. De ase· 

l 
3 . 3 . Q 

menea, numere e - ş1 - - au acelaşi pătr11t anume ...::.... . 
4 4 ) 16 

PutP.m spune că: 

])ouă numere raţionale opuse au acelaşi pătrat. 
Acest fapt rezultă din regula semnelor: l'ie a şi -a· dou il numP.re rnţ.io· 

na le opuse unul altuia, numărul a fiind pozitiY. At.lmci (-a) 2 =(-a). (-a) = 
= + a2 = a2

, deci -a si a au acelasi p i\Ln-\t. 
' ' 

T~OREMĂ. Piilrnlul unui produs de numere rnţionale este egal cu pro· 
dul>ul pătratelor numerelor 

Demonstraţie. Vom demonstra doar p entru un produs de două numere 
raţ.ionale. . 

Fie a şi b numere raţionale. Pătratul produsului lor se poate scrie: (a ·b)2 = 

= (a · b) ·(a· b). lnmulţirea este asoc:iativă; putem renunţa deci la pm·an· 
teze: (a· b) ·(a · b) =a· b ·a · b. 

8 

Inmult.il'ea este comutativµ, deci putem comuta: u · b ·a · b =o· a ·b ·b. 
Jntro<lucind din non pa1·antezc, vom sr.frie: a · a· b • b = (a · a, · (b · b) =a 

= a!!· b2• Astfel (a· b):!. ::= a2 • b2• 

De exemplu. avem 6 = 2 · 3; deci 6'.l = 22 • 32• 

TEOREMA. Pătratul inversului unui număr raţional a Ir O este egal 
cu inver:m.l p~tra.tului lui a. 

. 1 . ' 1 • 
Demonstratie. Inversul- al lui a m·e propnctatea cii a • - = 

' a a 

• 1 1 R'd' v J vt t = = - · a. 1 wain a pa ra : ( 
1 )2 ( 1 )2 a·-; = 12 = -;; ·a . Deci 

a 

(folosim teorema de mn.i sus) : a2 • (-~)2 = 1 = (1)2 
• a2, Dar a2 · 

1
„ ,,.. 

· a a w 

= . = - ·a-. e mei rezu ta ca - = - , !ll eorema es e emon· 1 1 „ D • • Iv v(1 )2 1 • t t d 
_ a2 a a2 • • · 

slC'ală. 

Accastt't ult.im.ă. cgnlitaLe se ma.i scrie {<c1) 2 = (a2)-1• 

Să folosim cele două teoreme de mai sus. Obţinem: 

(<t : b)2 = (a" +r = a,2 ·( ~ r = ll2 • b~ = a2 : b2. 

aâi(;ă (a : b}2 =a2 : b2 pentru 0rice numere raţionale a şi b (b diferit de 0), 

a 

·I -
a 

EXERCIŢII 

1) Completa:~i tabelul : 

2) Numărul natu1·al n se sc.1·ie ln ba,1:a 10 cu două cifre. Poate avea 
numărnl n2 cifra unităţ.ilo1· 2? Dat'. 6? D ar 5? 

3) Complcta.ţ i tabelul: 

1 2 3 5 
0,3 -0~2 1,1 --- -

2 2 

1 
2 

3,(3) - --
3 

5 5 
- -- -5 -- 25 

fi. 2 
--
_9 



a) 

c) 

I 

4) Co.m.pletaţ.i tabelul: 

a 2 1,2 

b 3 

a : b 
2 

0,6 -
3 

5) Completaţi tabelele: 

a 1,1 1,2 1,3 1,4 

a2 1,21 

2,1 3,1 2,2 

3 s 7 3 
a - - - -

2 7 9 8 

a2 9 -
4 

. 

3 -
4 

2 
-
5 

1,5 1,G 

-1,3 -1,G 

~ 3 -- - -
2 8 

0,4 

4 -
7 

18 
1,(3) -

11 

1,7 1,8 1,9 

-3,1 [, ,, 
""'" 

5 !:) 
- --
9 !) 

3. RĂDĂCINA P lTRATĂ A UNUI 
NUM.ĂR RATIONAL 

2 

1 --
2 

. 

Să observăm că dacă a este un numavr rat1°onal · • · t• poz1~1v sau nega iv, 
atunci pătratul său a2 este un număr ·raţional p~zitiv. 

Am văzut că 64 = s2 = (-8)2; 1,96 = (1,4j2; ~ = (~)2 
= (- ~)2. 

16 4 - 4 

Numerele raţionale 64; 1,96; :
6 

se pot scrie deci ca pătrate ale altor numere 

ra.ţ.ionale; ele sînt numite pătrate perfecte. 
Vom spune că numărul raţional p este pătrat pol'icct <lacă există un 

număr raţional a astfel incit p = a2. 
Fie pun număr raţional pătrat perfect. Pnt.em ~crie p = a2, cu a pozitivi 

Vom spune că a este rădăcina. pătrată a lui p şi voJu nota a =V p. · 

10 

Astfel, 8 este rădăcina pătrată a lui 64, dar -8 .nu. este rădăcina-pătrată 
a lui 64; VM= 8. Numărul 1,4 este rădăcina ·pă·trată a lui 1_,96-; ·VT,96= 
= 1,4. Numărul ! este rădăcina pătrată a lui~ 1 dar - ! nu este i·ădăcina 

4 16 4 

V t t" l . 9 v9 .J. 3 I 
Pa ra a a Ul - • - r - -' 16' 16 4 

TEOREMĂ. Fie p ~i q numere ra~ionale .pătrate pel'fecte. Atunci p · q 

este pătra.t perrect, iar V P · q = V P · v-q. 
-

Demonstraţie. Fie a= \IP şi b = vq: Atunci a2 = p, b
2 = q, 

iar a şi b sint numere ra\;ionale pozitive~ a· b este număr p.o:z:itiv, iar 

(a. b)Z = a2 • b2 = p · q, ceea ce inseanută că: ~ = a· b = VP • 
· l/"i Teorema este demons~rată . 

De exemplu 2 = t/î şi 3 = V9, deci VM - 2 · 3. 
'l'EOREMl. Fie p şi g numere raţ.ionale pătrate perfecte, iar q :# O, 

Atunci p: q este pătrat perfect, iar ~ = VP : vq. 

Se obişnuieşte ca in loc de a : b = a · ~ 
a 

să se mai scrie şi b . 

Folosind acea.stă notaţie, relaţia din teorema d~ mai sus devine 

1/P - JIP. vq-- Vi 

De exemplu, 11 = V 121 şi 13 = V 169; deci 1 {121 = 
11

• V169 13 

Fie a un număr raţional. Să ne amint.im că am notat cu I a I valoarea 

sa absolută, care este un număr raţional pozitiv sau O. Anume: 

I 
a dacă a >O; 

I a I = O dacă a = O; 
-a dacă a <O. 

De exemplu, I -3 I= 3, l ~ \ = ~ • ·1- ~ I= ~ . I +1001 1 = 1001, 

I -0,(3) I = o,(3). 

Să calculăm numărul V ( 2)2. Respcctînd ordinea operaţiilor, obţ.inem 

V< 2)2 = V<-2)·(-2) =v+î= 2. Să observăm că V< 2)
2 = 1-21 

Pentru orice număr raţional a-, avem 

Va2 = I a I· 
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OhserPa,tie. Dacă 0 1 ,r:-;; 
a < , at.unei v a~= -a #= a! 

Deoarece pâ.t.ratul · v · 
1 o1·waru1 număr rational est" poz·1 · O rezu tă că nu toate n . , · <' 1 .1v sau 

t. I n~~ef.~elev raţionale pob fi }lătrate perfecte. Nuiuerel: 
rayJOna e negative nu po~ I patrate pe1·fecte. 

Deoarece 02 = o, v . 1 om consH era că O este pYitraţ pe f ( · v E ' c ~ r er Rt ca 
XRRCITIU REZOLVAT. Să rezolvăm ecua~ia , 

vo :_ o. 

21/i = 1, x E Q. 

Ecua!.ia se SC1!.ie astfel · Vx 1 V ,1 
· = -2 , ecra ce înseamn 1\ <• ,·i _ ''s le v 1 

cina pătrată a numărului x. Drci x = r· .!)2 = _!. 
2 4 

2 
o:- l'U( ă-

EXERCIŢII 

1) Verificaţi că numerele 6· -~ . 0 Ol· 
I 7 I I I 1.! 

nume1•e1or 36, respectiv .'36. 9 
4( ' 0,0001; 1-. 

4 ~înt rădăcini pătrate ale 

u 16 

2) Care este rădilcina }>ătratc'i a. numărului: 
a) 25 · b) i . ·) .i 25 

' 21; ' c o ; el) -· · e) 1 21 · f) 1 69:> 
v v 4 I I I I • 

3) Care rlintrn pro11ozi!iiJo ce. ur·mel\z1'l sînt aclev;'irnte!' 

a) J/IOî = 11; b) l/I2'f = 11; c) V400 = 20; el) 0::6 = 1 4 . 
e) vo,16 =o,~; f) răcliic1m Jl - t ' tv ' ' 

• • V d ' H ta a a t11n1i num11r raţiona l poz1·t·1v est" mai mica ecît numuruJ. .; 
4) Completaţi tabelul: 

1,4 a 1,41 1.414 1,415 1,42 1,5 

Ce observaţ.i? 

5*) Hezolvat.i ecuaLiil (' 
a) Vi = 10'; h) i/:rxe m mult,iml}a numerelor rnt.ion::i.le) : 

. = 1; c) JVi = i; el) VY = 8; e) VY = ~1. 
Am văzut că orice păt t f t 

ra 1>er ec este jJOzitfr s·•u O J>e . 'Vărat? Răspunsul este : nu! ., · ' c1proc eslc ade· 

De exemplu, Yom arăta că nu murul .2 nu este }>titrat pe ·f . 
Să presupunem c v · ' .1 ect. 

!ncit am J\Utea scr·e z " aS~r exiS_ta un numiir raţ.iona.l pozitiv a astfel 
-r J a = .4. a-l sc1·1em Jie a sub fol'Jn 1 de f t. . 

t'b'J~ m ' rac,.1e u ecluc-
1 t a: a = - ' unde m s, i n s1·nt t 1 n numere na ur·a e, prime · între 1 ee. Am 
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I 

avea deci: ( m)
2 

= 2, adică _m
2 

= 2. De a1c1 ar rezulta 2n2 = m2• 
· n n 2 

Dar 2n2 se divide cu 2; deci m2 se divide cu 2. Rezultă de a.ici că m este 
pClr (căci pătratul unui număr natural impar este impari). Să scriem 
deci m = 2p. Astfel am avea. 2n2 = 4p2, de unde 2p2 = n2• Ca mai 
sus, n este şi el par. Astfel m ~i n au ca divizor comun pe 2, deci nu 
sînt prime 1ntre ele. 

Am ajuns la o contradicţie. Această contradicţie ne arată că presu
punerea. pe care am făcut-o anume că c2 = 2 pentru un număr raţional 
pozitiv a, este falsă. 

Raţionamentul de mai sus îi este atribuit ·lui Pitagora. 
1 1 3• 2 . 

La fel putem stabili că 3 ·, 5· 6· 7· - · - · - · - s1 altele, 1 
I ! 2 1 3' 4• 5' 

nu s1nt pătrate perfecte . Cu alte cuvinte V.21 VJ, V5, V6 etc. nu 
sînt numere raţ.ionale. 

Totuşi, problemele practice de măsurare (pe care le. vom intîlni 
mai tîrziu la geometrie) ne impun să luct·ăm cu „numere" de forma 

Vi, V3, V5, V~ . Aceste numere , precum şi altele, sînt numere 

irationale. 
I 

4. EXTRAGEREA RĂDĂCINII PĂTRATE 
DINTR-UN ~UMlR RAŢIONAL POZITIV 

Am 1nvăţat în clasa. a VI-a. o metodă de extragere ·a rădăcinii pătrate 
dintr-un număr raţional pozitiv, scris sub formă zecimală. Ilustrăm această 
metodă pe exemplul numărului 514,31274: 

.Etapa I: 

Etapa a II-a 

Etapa a III-a 

V5'14,31'27'4P 2 
4 -
1 

V 5'14,31(21'4.o \ 22 
_4 - r-;42-;:::--;· 2;o-(;----,84=):--

11'4 
-g4 

30 trecem virgultl la rezultat. 

V5'14,'31'27'4o 22,6 
_4_ 1_4_2_· -2-( =-84._)__,_ 

11'4 
8 4 442 · 7 ( aU9) 

3 03'1 
2 67 6 

355 

446 . 6 ( =2676) 
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Ete.pa a IV-a: 

Etapa a V-a: 

5'14 31'27'40 4 , -11'4 
84 
303'1 
2676 

3552'7 
31689 

3838 

5'14 31'27'40 
4 ' -11'4 
84 

303'1 
2676 

3552'7 

22,67-
42. 2 {=84) 
4 

446 • 6 { =2676) 

4.528 . s ( 36924;-
4527 . 7 ( =31689) 

22,678 

42. 2 {=84) 

447 . 7 ( =31:29~ 
446. 6{ =2676) 

452S • S f-a6:Z!:ZM) 
4527 . 7 ( = 31689) 

3168 9 45348 . 8 ( =362784 
38384'0 
36278 4 

2105 6 

• . .Să observăm că aplicînd această metodă f V 
ţm ş1 comparaţji, Calculul poate f. t' e eotuam doar scăderi, .înmuJ~ 
d . 1 con muat pîn v 1 b . 

e zecimale dorit (în rezultat) t 
1 

. a a 0 ţm~rea numărului Vt v o . o rn exemp ul de mai , 
pa rata dm numărul 514 31274 t { . . sus, am aflat că rădăcina 
d v ' es e aproxunativ) 22 678 D v upa etapa a 3-a obtinem rVd V o V V O 1• O aca ne opream 
22 6 ' , a acma pa trata dm v 1 51 · , rezultat care este mai put· - d numaru 4,31274 ca fiind 
O d v .m exact ecît cel obt' t d 

ata cu creşterea numărului de t b . , mu upă etapa a 5-a. 
exacte. e ape, 0 ţmem rezultate din cie în ce mai 
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Să aplicăm metoda de mai sus numărului 2 = 2,00 :_ 

2,00 
1 -100 
96 
400 
281 
1190() 
1129Ş 

60400 
56564 

383600 ... 

1,4142„. 

24' 4 (I 96) 
281 . 1 ( =281) 

2824 · H=11296) 
28282 . 2 ( =5.6564) 

r 

Obţinem ca rezultate: 1,41 cu eroare de 0,01 (o sutime}; 1,414 cu eroare 
de 0,001 (o miime}; 1,4142 cu eroare de 0,0001 (o zecime de miime) şi aşa 

mai departe. Toate aceste rezultate sînt aproximaţii (prin lipsă) pentru rădă
cina pătrată a lui 2. 

Să privim figura I.1, imaginindu-ne că mărim, de la o etapă la alta, de 
10 ori segmentul de pe axa numerelor în care este cqnţinut 1/2. Aproximaţiile 
prin lipsă ale lui 1/2 corespund extremităţilor dinspre stînga ale acestor 
segmente. în figura I.2 am încercat să localizăm numărul V2 pe axa nu
merelor. 

-1 o /1 ~~-3--.._4 
I -------I ------

' v.r ---- ------
q9 2 

' 139 

l,t,09 

1,414 1,4]42 1Ş143 1,415 

Fig. l.1 

Dar, atenţie. Nu putem porbi incă despre rădăcina pătrată a lui 2, căci 
2 nu este pătrat perfect I 

o 7.4Â~~.K"~ 
1.41 1,42 

i.414 ·T.4!5 

• • 
2 

.v.z 
Fig. 1.2 

De aceea, este necesar să extindem iarăşi ideea de număr. Pentru aceasta, 
să ne reamintim că numerele raţionale se pot scrie sub formă zecimală. Cal

. cuiul pe care l-am făcut mai sus ne conduce la fracţia zecimală 1,4142 ... , 
care are o infinitate de cifre in dreapta virgulei, cifre care nu se pot repeta 
in mod periodic I 

Vom considera că aceste fracţii zecimale, care au o infinitate de cifre 
tn dreapta virgulei, cifre care nu se repetă periodic, reprezintă fiecare cite un 
număr iraţional. 
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Să ne imaginăm oiteva dintre aceste numere. De exemplu, numifrul 
o,10;0?1000100001... (în d1·eap l.a vfrgulei, numărul de cifre o dintre 
doua _c1fr: 1 consecutive creşte). Dacă această fracţie zecimală ar avea 
o penoada f tv d' k 'f · · 

. . , orma a m c1 re, atunci cel puţin u na dintre cifrele <WP.s-
te1 per10ade ar trebui să f ie 1 • dar d V d V V f' o 

0 

V • • , , aca ne epartam su 1cient dP vir-
gula~ intilmm mai mult de k cifre O între două cifre 1 consecuti1·e. Deci 

numarul reprezentat de această fracţie este iraţional. 
Număl'ul 7t = 3 1415 care · tv „ l d' · · . . , .„, reprezm a raportu mtre lungime şt 

J iametru în orwe ce.re, este un număr iraţional *." De -asemenea dacă 
extragem răd ăcina pătl'ată din 3, obţinem un nou număr iraţio~al. 
EXERCIŢII 

I) Aflaţi pr·ime!e cinci cifre al P. fnw \,iei zecinrn. le ce reprezintă numifrul 
iraţ. ionaJ: 

- l/3 
a) Vs; h) V'4 ; c) VD; ci ) - 1/3. 

2) Aprox imaţi prin lipsă, cu el'oare J e o sutime, numerele V 1 + x,· 
unde x E {5, 6, 7 }. 

5. 1'Ui\JERE REAJ,E 

. . Reuriincl . mulţimea Q fl nu me1·elor raţional e cu mulţimea nmnei·„ lor 
1ra !m1~ l e, obţ.mern mulţimea numerelor reale. Această mulţirne ;·a fi notată 
cn R., iar elementele ei v or fi nu mite numere reale. 

Fiecărui număr l'eal îi putem asoc.ia un p unct pe o dreaptă dată . Reami n
t im că axa numerelor este o dreaptă pent ru ca1·e s-a ales o orio'ine u n sPns • • • • t:> , 
poz1t.1v ş1 o unitate de măsură . . 

De exemplu , numerelor reale 0,32 şi - V3 = -1,73 ... li se asociază 
pe axa numerelo1; din figura I.3 punctele U, respccLiv V. 

V o .u I I I I I I I I I I • I I I I I I I I I I I .... -2 vJ - / (} 0,32 1 
I z 

l•'ig. 1.3 

Ai; tfel, ne putem im11.g ina n ume1·ele r eale ca punct e ale axei numer·e lor. 
D:u· ~i 1·eeip roc, oricăru i pu nct de pe axa nu merelo1· ii pu tem asoeia u n număr 
real! l\foJţ.im ea R a numerelor reale o putem „ident ifica" cu mulţ i mea puuc
t elol' de pe axa numerelor. 

~ Demonstrapa faplului că num;1 r11l 1T nu este ra!,ionaf nu este uşoară; ea a fost 
ua l;l a b i;i fn 1767 de cillre L::unbe1·l , J'olosi ll<.l idei ale marelui malcma lician elvc(.ian 
L1io11hard Buler (1707- 1i8il) . 
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EXERCIŢIU 

Reprezentaţi prin puncte pe axă numerele reale -0,21; -1,11; 1,67; 

V- 3 - v- . 7 s = 2,23 ... ; "4 = o,75; - V 6 = -2,44 ... ; 2 = -1,41... ş1 s = t,4. 

6. OPERATU CU NUMERE ItEALE 

COMPARAREA NUMERELOR REALE 

Să privim axa numerelot' <.lin figura I.4. P uncteJc acestei axe se cores
pund (p1·in coordona.tele lor) cu numerele reale. 

F ig. J.11 o u . .. „, o 1 u V 

Fie u şi v două 1111m.ere reale, ce corespund punctelor U, respectiv V„ 
de pe axa numerelor. Vom spune cilu esfo mai mic decît v şi vom noLa u < v, 
dacă pe axă punctul U este „la stînga" p unctului V (vezi figura I.4). 

1n acest mod, 01·icare douu numere reale pot fi compa.rate Intre e&e; 
mai mult, putem spune că, date două numere rea.le u şi v, a.vem sau u < t1„ 

sau zi = v, sau u > v. Dacă u, v slot raţionale (respectiv l11Lregi), atunci fa-p
tul că zi este ma.i mic decit v (ca numere raţionale, respectiv inLregi) lnsc1A.Innă 
tocmai u < v (ca numere · reale) . 

Numerele rea.le ce corespund punţtelor axei aflate „ la dreapta'' lui O 
vor fi n umite pozitive; celelalte, d iferi te de O, vor l'i num.i Le negativll. Ele 
corespund punct elor ax.ei cc se a.fl ă „la stinga" lui O. Nume1·cle reale poziti ve 
sa.1t O se corespund cu pu nctele se1nidceptei de origine O, marcată cu săgeată. 
Faptul că numărul real u este pozi.tiv tnsea.mnă că u >O. 

Să observăm că dacă s, t, u slnt numere rea.le astfel Incit s < t ~i t < u, 
atunci s < zt. Aceasta. tnseamnă că relaţia de ordin~ < este tranzitivit. 

OPUS. INTERV.ALE. VALOARE ABSOJ,UTĂ 

Fie Sun punct pe nxa numerelor (vezi figura. 1.5); fie T simetricul situ 
faţă de punctul O. Este clar ca simetricul lui T faţă de O esLc Locmai S. 

F!g. l.5 
s T o 

o s t:-s 

Aceast!i. simetrie geometrică ne permite să definim opusul unui număr 
real. Fie s un număr real, ce corespunde punctului S de pe axa numerelo r'. 
Opusul său, notat - s, este numărul real ce cores11Unde simet1·icu lui T al lui 
S fotă de O. 

17 
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Să observăm că: 
a) opusul unui număr real pozitiv este un număr rea.I negativ; 
l>) opusul unui număr real nega.tiv este un număr real pozitiy; 
c) -O= O; 
d) -(-s) = s, pentru orice număr real s; 
e) dacă s < t, a.tunci -s >-t (convingeţi-vă pe un desen!). 

EXERCIŢII 

1) Care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care fafoe? 

a> V2 < 1,4.01; b) va> 1,12; o>.- V2 < -1,41; d)- Vă< 1; 
e) - V3 < -'Zt. 

2) Desenaţi pe axa numerelor punctele A, B,. C, D; E, F, ce cores„ 
pund numerelor reale a, b, c, d, e, (. a.stfel incit: 

a) a < b; b) c <a; c) d este mai mic decit b, dar mai mare dectt a şi 
c; d) e < a şie < c; e) f > b; f) a, c şie sint negative, iar b, d şi f slnt pozi· 
tive; g) d > 1~ 

Vom nota (ca de obfoei) tt ~ v dit.că u < v sa.u u = 11. 

Fie uşi v numere reale astfel incit u~v. Vom nota[u;v]şi vom numi 
interval fnchis de extremitlti a, 'fJ mulţimea formată din. numerele reale x 
astfel înclt u ~ z ~ v. Dacă U, V sînt punctele de pe axă ce au coordonatele 
u, respectiv v, atunci intervalul [u; vJ corespunde segmentului UV (vezi 
figlcra I.6). 

u V 
Fig. L6 u V 

Putem scrie astfel: 

[u; v] = {x E R I u ~ x şi x ~ v}. 

ETementele x E [ii; v] diCerite cfe u şi de v vor fi numite elemente fnte:
rioaro intervalului [ u; v ]. 

Dacă V < zi, atuilci lu; tJ] = f'l, căci nici un număr real X nu poate 
fi simultan mai mare sau egal cu u şi mai mfo sau egal cu v I 

Dacă-u = v, atunci intervalul [u; vJ nu are elemente interioare; 
ntâi exact, [u·; u] = {a}. 

Să privim figura 1.1; vedem că: V2 E [1; 2]; V2 E [1,4; 1,5]; 
. V2 E [1,41; 1,42]; ~ E (1,414; 1,415] şi aşa mai departe, şi că: 

(1 j 2] ::> [1,4; 1,5] ::> [1,41; 1,42] ::> [1,414; 1,415] ::> „. 
De asemenea, 1t E [3; ~];,,; E [3,1; 3,2]; re E [3,141 3,15]; re E [3,141t 

:3:142) şi aşa: mai departe, §Î (3; 4] ::> (3,1; 3,2] ::> (3r14; 3,15] ::> [3,141; 
3,142] ~ „. 
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Fie s Un număr real, diferit de O, şi fie -s opusul şău. Dint~e numerele 
s ~i -s, unul este pozitiv, iar celălalt negativ. Cel pozitiv va fi notat I s I şi 
va fi numit valoarea absolută a lui s (sau modulul luis). Definim 101 =0. 

Altfel sp:us, 

I s I = { s dao~ s ~ O; 
-s-daca s < O. 

Să observăm că. pentru, orice număr real s. avem s <E:; I s I şi - Gă 
I s I = s da.că şi numai dacă s ~ cO( !)J . 

1 
Fie u un număr real pozitiv. Ce înseanmă I s I < u? Să arătăm că 

această inegalitate est~ echivalentă cu următoarele două inegalităţi: 
-u < s şi s < u; sau, pe scurt, cu -u < s < u (vezi figura I.7). 

Fig. I., -u~u 

Dacă. J s I < u, deoarece s ~ I s f, rezultă imediat că s < u. Deoarece 
şi -s < I -s I ~ I s I, rezultă -s < u, deci s > -u, adică -u < s. Reci· 
proc, din -u < s < u rezultă s < u şi -s· < u; in orice caz, I s I < u. 

EXERCIŢII 

J) Stnt adevărate următoarele propoziţii: 

a) 1-2 IE [1; 4,3]; b} l'-'Zt IE (-1; 4]; c) I V2 Ie [1,1; V3J; 
d) V3 E [V2; n]; e) I v21 = V2? . 

2) Care este mai mare: 3 V3 sau 12? 2 V3 sau 3 V2? 
_ 3) Aranjaţi in ordine crescătoare numerele reale: V5, I -n I,! J/31

1 V: I I - v21. (Folosiţi eventual tabelul de la sfirşitul manualului.) 

Fie s un număr real_, iar a un număr raţional. 

Vom spune că a apro.ximeaz4 ,Pe.s cu. eroare ae o zecime dacă a - .! < 
10 

< s < a + .!_ ; altfel spus, dacă s est.e element interio.- intervalului 10 . 

[a - .!_ ; a + !] , a.te cl1rui extremităţi stnt numere raţionale! 10 10 

Vom spune c.ă a aproximează pe s cu eroare de o sutime dacă a - 1~0 < 

+ 1 s . . „ . )( < s < a - • e ma.1 scne ca a aproximeazt1 pe 10() 
t 

eau --
100 

B cu eroare de 0,01, 
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1 In general, vom spune că a aproximează pe s cn eroare de 
10" 

dacă a - _!_ < s < a+ __!_; altfel spus, dacă s este interior in· 
1on ' 1on 

tervalului cu extremităţi numere raţionale 

[ a - ___!_ • a+~) (vezi fig. J.8) 1on' 10n 

---.,~-------"'---->-;-, -- Fig. l.8 
a·Îă'I o O•j(jn 

Astfel, 1,~J aproximează pe 1/2 cu eroare de o sutime, căci 1,41 -
- 0,01 < V2 < 1,4:1 + 0,01; 3,1415 aproximează pe 7t cu eroa1·e de 
1 

- = 0,0001. 
10~ 

De asemenea, 1,405 aproximează pe V2 cu eroare de 0,01, deoarece 
1,405 - 0,01 = 1,395 < 1,4142.„ < 1,405 + 0,01 = ~,415. 

Cunoasterea unui număr real înseamnă cunoasterca tuturor cifrelor 
sale, in scrierea sa _zecimală. Dar, nu putem scrie· o infinitate de. cifre I 
Ne putem doar imagina că putem afla toate cifrele unui numă1· real 
iraţional I De aceea, in practică, numerele reale întllnite sînt înlocuite 
cu numere raţionale ce le aproximează, m~i p1·ecis sau mai puţin preci~ 
(adică cu eroa.re mai mică sau mai mare), după nevoile concrete ale pro 
blemei practice. De exemplu, în viaţa ele toate z ilele, tnlocui1·ea lui 
7t cu 3,14 sau cu 3,1415 este suficientă; în calculele astronomice ţste 
nevoie însă de o precizie mult mai mare (I) 

EXERCIŢll 

1) Daţi exemple de numere raţionale ce aproximează pe re cu eroare 
de o miime. 

2) Aproximaţi cu eroare de o sutime pe V3. 
1 

3) *Dovediţi că dacă s >a şi tt aproximc~ză pe s cu eronr·e de - , 
10n 

t . o + 1 o V a unei ş1 a - aprox1meaza pe s ou 
1on 

Ce se poate spune dacă s < a? 

f 
eroare de --· . 101) 

ADUNAREA ŞI SClDEREA 

In class. a VI-a am tnvăţa.t să adunăm două numere raţiona.le folosind 
reprezentarea lor prin puncw pe axa numerelor. Da .exemplu, să adu11ăm 

num.el'ele - ! ai :!_.Pe axa numerelor din figura 1.9 o.ceste numere· sint repre-3 • 6 
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t-fJ 
I 

Io _, o 

Fig. l.9 

I 
2 

I 
I 
I . , 
I 
I 
I 
I 
18 
7 o 

zentate prin punctele A şi B; dar Ie putem reprezenta şi prin săgeţi cu origine~ 
în O si virful în A , respectiv B. Construim a. treia săgeată, avintl aceeaşi 
J 11 no·i 1~e si se ns cu l\ doua (OD), dai' origi nea în vîrful prim.ei sHgeţi. Vlrful o • 

2 . 7 t 
săgeţii a. treia na incl ictt fap tHl că suma num erl'lor - 3 Ş t 

6 
e!l e 

. I 1 rat.iona - . . 2 

numil. rul 

Si numerele reale pot fi r<' pl'ezcnl.al.e p t"in pu nct e pe axa n umerelor. 
Procecleul de m ai sus ne pPrmite asLfel să adunum două n untel'e reale . 

Fie s si t două numere rt-ale , cărt1 ra le corespund pe axa numerP.lnr 
puneLel<' S . ·t"espect iv 1'. Sit constn1im. pr_i m a săgea~i\ a vl ncl orig-i nea in. O 
si virful Jn S, apoi a do ua silgcată, a.v ind originea în O ş1 v1rf11 l în T. Construun 
;tµoi a treia si1geaLc'.i, a\·lncl OJ'i~inra în S şi avind a~oeaşi lungi~e şi sens C\l a 
doua (vt-zi fi gura 1.10). Vfrfu l ace:; tei săgeţi. determină pe axa numerelor p une-

I 
I ..._, 

(t) I 
I 

I I 
I I (5) I 

I I I 
I ' I I 
I I I I 

I 
' I I 

:r I :u :o •S 
• 5 5 , ( o 

Fig. 1.1 o 

tu l u. N umăl'ul !'Pal ce-i corespun de Ya fi nuni.it suma numerelor· s Şi t şi v1~ 
fi notat s + t (n~zi şi figura 1.11 yw nLn 1 un alL exr;,nplu). r. . _ _ 

Asl fP (, 1,35 + 2,G!> = 4,00; la fel, (-1,85) + a,35 = 1,::>0 Ş I v2 +1t -
= 1,4 l!i... + 3,141... = 4,SSG .. . 

I 
I 
I 
I 
I :o 
o 

(/I 

(s) 
I 
I 
I 
I 

' I 
'5 
s 

I 

'T 

Fig. I.l 1 
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În acest mod, dacă adunăm două numere raţionale, ca numere raţionale· 
sau ca numere reale, obţinem acelaşi număr ca rezultat. Din această cauză 
spunem că adunarea numerelor raţionale se extinde la numerele reale. 

Adunarea numerelor reale are aceleaşi proprietăţi ca şi adunarea nume
relor raţionale. Anume: 

1) Este comutatiCJă: s + t = t + s, -pentru orice numere reale s şi t: 
2) Este asociatiCJă: (s + t) + u = s + (t + u), pentru orice numere

reale s, t şi u. 

3) Numărul O este element neutru pentru adunare; adică 
s +O= s =O+ s, pentru orice număr real s. 

4) Avem s + ( -s) = O = (-s) + s, pentru orice număr real s. 

şi u. 
o) Dacă s < t, atunci s + u < t + u, pentru orice numere reale s, t. 

TEOREl\IA. Fie s un număr real. Dacă t este un număr astfel 
incit. s + t =O = t + s, o.Lunci teste egal cu opusu! lui s. (Altfel spus, 
singurul num;ir t cu proprietatea ca s + t = O = t + s este opui;ul lui s.) 

Demonstraţie. Opusu! Im s este notat -s. să scriam -s = o -+. 
+ (-s); dar O = t + s, de unde -s = (t + s) + (-s). Folosind asocia
tivitatea adunării, obţinem -s = t + (s + (-s)), de unde -s = t + O, 
adică t = -s. Teorema este demonstrată. 

~a fel putem dovedi că -(s + t) = (-s~ (-t). 
TEORElU'A. !"ie s, t două numere reale. Atuilci I s + t I ~ I s I + 

+I t 1. 
Demonstraţia se reduce la examinarea următoarelor cazuri: 

a) s, t ~ O; b) s ~ O, t < -s; c) s ~ O, -s < t <O şi d) s, t < 
< O. încercaţi I 

Fie s, t numere reale. Există un singur număr real x astfel încit s = t + 
+ x, anume x = s + (-t). Acest număr real va fi numit diferenţa dintre s 
şi t şi va fi notat s - t. 

Definim scăderea numerelor rea: le astfel: 

s - t = s + (-t); 
observăm că scăderea poate fi inlocuită de către adunare. 

Ce fel de număr este V 2 + 1 = 1,414 ... + 1 = 2,414„.? Raţional sau 
iraţional? Dacă ar fi raţional, adică dacă V2 + 1 = a E Q, atunci am putea 

scrie V2 = a - 1, iar a - 1 este un număr raţional. Contradictie. Deci 
V2 + 1 = 2:414„. este irational. ' 
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TEllRE.ha.. Fui s un număr iraţional, iar a un număr raţ.ional. 
Atunci a -'- s e · raţionAi 

Demonstraţie. Vaca am presupune că a + s = b E Q, atunci s = 
= b - a E Q, contra.dicţie. Deci a + s nu este raţional. 

Această teoremă scoate în evidentă noi exemple de numere ira-
- . 3 

ţionale. Astfel, V 2 - 1 = 1,414... - 1 = 0,414„.; 5 - 7t = 0,6 -

-3,141 ... --:-- 2,541...; -1,1 - V3 = - 1,1 - 1,132„. = -2,832.„ stnt 
numere iraţionale. 

ObserCJaţie. Teorema nu ne spune nimic despre numerele de forma 
V2 + V3, 7t - V2 etc. 

E.XBHCITll' HEZOLVAT 

Aproxima~i ca numere raţionale, c.u eroare de o sutime, numărul real 

·7t + V3. ' .. (I) l 
RezolCJare. Vom aproxima mai intîi cu eroare de o mume numere e 

7t şi V3. Deoarece 7t = 3,1415„., putem să-l aproximă~ cu p = 3,141 (cu 
eroare de o miime). La fel, avem 113 = 1,7320.„, deci tl P2ltem aproxima 
cu r = 1,732 (cu eroare de o miime). Numărul real 7t + V3 va fi aproxi
mat cu eroare de o sutime de p + r = 4,873. 

EXEUCITII 

1) Scrieţi numerele re~e V3 - 1, vo,5 ; V5 - 1,54 şi 3,86-1t 1n 
,ordine crescătoare. 

2) Aproximaţi prin numere raţionale~ cu ero~re de 0,01 numerele : 
a) V3 + 0,2; b) V2+1/3; c) v.2 +vs .. V V 

3) Care dintre următoarele propoz1ţu este adevarata? 
a) V2+3= V2+ V3; b) V52 +122 = 5+12. 

Fie s un număr real, iar a un număr raţional ce aproximează pe s 
1 1 1 1 

cu eroare de 
10

n ; avem astfel a -
10

n < s < a + 
10

n , sau -
10

„ <\ 
1 . 1 < s _a <-. Altfel scris, I s - a I < -

10 
• 

10° n 

1 
Fie b o aproximaţie a lui t, cu eroare de - . Deci I t - b I < 

10n 

< _..!._ • Folosind una dintre t eoremele demonstrate mai înainte, obţi-
10" 

nem I (s + t) - (a + b) I = I (s - a) + (t - b) I ~ I s - a I + I t -
- b I < J_ + _!... < - 1

- . Cu alte cuvinte a + b este o aproximaţ.ie 
1on 1on 1on-1 

a lui s + t, cu eroare de -
1

- (vezi figura I.12). 
1on-1 

o I A\ 
s 

~ 
I I 1 I 

8\ 
t 

~. 

Fig. I.12 
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De exemplu. 1,414 este aproximaţie a lui V 2. ia r 3,141 a lui 7t
7 

ambele. cu r.roare. de o miime. Putem spune că 1,414 + 3,1-'11 = 4,55$ 

este a1Jroximaţie a Jui V2 + 7t, dar cu eroare de o sutime. 

EXERCIŢII 

1) Aproximaţi cu numere mţionale, cu Cl'Oare <le 0,01, numere.le reale; 

a) V2 + V3; b) V5 + 7t; c) 7t + V6. 
2) Dovediţi că I s - t I ~ I s I + 1 t I, pentrn orice ntunere reales şi t; 

1 aproximaţi apoi prin numere ra ţionulc, eu eroare <le - număm l 
100' 

ÎNMULŢIREA ŞI ÎMPĂUŢIREA 

Inmulţ.irea numen' lor rn! ion Ale se exl,inde Ja nurner·ele reale. Astfel, 

1,1·0,65 = 0,715; la fel, (-2,lt) · (2,G) = - U,00 ş i VI· 2 = ·1,414 ... · 2 = 

= 2,828 ... . Verifica~i că V2 · .,. = 1,414 ... · 3,·141... = 4,441.. .. 

înmulţirea numcrt.>lor reale a re prop rieLi1 ţ ile: 
1) este comutativii; 
2) est e asociativă; 

3) numărul 1 es t.P. elrment neull'lt i)entrn inmul ~ ir ·r: s · 1 =-= s = 1 · s 
pentr·u orice număi· 1·eal s; 

4) <>s le distributivă fa\ă de adunare, 
pentru 01·ice ~umere t'Palc s, l ~ i ll ; 

a<lidl s · (t + u) = s · t + s · u. 

5) or·ice n11mi:î1· l'eal s "=f O 1trlm iLe un inv<'1·s _!._ (not.at şi s- l) ; 
s 

este singurul număr real cu . t ~ . I t 1 1· propne aţ. 1 e s · - = = - · s (altfel 
s s 

s · s- 1 = 1 = s- 1 · s ); 

::;uris, 

6) dacă s < l ~I n > O, atnnei s · ll < t · u„ penLrn orice numer·e 1·eale 
s, t şi ll. Dar.;1 s < t şi u < O, alunei s · lt > l . u. 

lmpărfirea numel'elo1· rea le se defineşte uu aj11to„ul inmulţ i 1·i i : 

1 
s :t = s· -

t 

pentru orice 11unrn1·e l'et\le s ~ i t # o . . 
In lou tic s : t se mai folosc~te şi scrie1·ea :< ub 1 fo.rmă de fracţie:!.._. 

t 
Dar, ln gencrn l, aceasLă fraq.ir. nu mai 1·e1•rt1zinti'L un numu1· 1·aţional (I) 
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Două numere reale de forma Vâ ~i t/b, cu a şi b numere raţionale 
pozitive, se inmu1ţesc astfel : 

va · Vb :: Va:b 
~i se împart astfel: va: Vb = VQ:I>. 

Deoarece notăm ~ : Vb = va I ultima regulă se mai poate scrie şi: 
Vb 

~=~· . 
De exemph1 1 V2 · V3 = ~ = 1/6 

şi V2 : V3 = 112:3 
. . 112 1/2 . 

ceea cc se mai scne V3 = V 3 · 
Să observăm că 'a calcula (aproximativ) produsul V2 · V3 este 

mult mai dificil dcctt a calcula numărul V2 · 3, cu aceeaşi eroare. De 

exemplu, folosind tabelul de la sflrşitul manualului avem V2 : V3 = 
= 1,'142 .... 1,n3o.„, iar V2. 3 = V6 = 2,4494 ... se ob~ine ctirect 
clin tabel, fără . a efectua produsul de numere zecimalei 

Stt ne amintim că V a~ = l a I pentru orice număr rational .a. De aceea, 

~facă a ~ o, atunci Va· V a= yae = 1a1 = a, sau Va· Va= a (pentru 
a ~ Ol). 

De exemplu, 1/2 · l/2 ~.: 2~ 1/3 · V3 =.3, V~ · V~ ~- ~ ; V4 • 
V4 = 4. 

De asemenea, Va : 1/a = 1 (pentru a > O). 
Să calcu lăm de exemplu 112 . V6;obţinem carezulta.t v2. 6= lf12. 

însă 12 = 22 
• 3; deci v12 = V22 ·3 = V22 • V3 = 2 va. 

Aşa.dar, V2 . V6 = 2 v·3. 
Alt exemplu :· VTS. v10 =V 180 = V2'2 . :12 • 5 = v22 • V3e . l/5= 

= 2 · 3 · Vs = 6 vs .. 
Observlm. că dacă unul dintre factorii de sub radical apare la pătrat, el 

poate fi scos de sub radical. 

De asem~nea , V ; . V ~ = V r. ~ = V 1~ = V~ ~ 32 ~.: V ~ . 312 = 

= V 5 . V 1 = V 5 • ~ = V 5„ i_ = L l/ 5 • 
2 32 2 1/32 2 ~~ 3 ~ 2 

Deci putem proceda ln ac:~laşi ·mod şi cu fac"torii nurnjtorului. 
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OBSERVAŢIE. Nu este însă adevărat că Va2 ·b =a Vb; de exem
plu, lutnd a = -2 şi b = 3, avem a2

• b = 12, iar v12 "I= -2 V3. Stabi
liţi formula corectă de „scoatere de sub radical". 

în loc de „rădăcina pătrată a lui a" se obişnuieşte să se spună, mai scurt, 
„radical din a". 

De obicei numărul real Va+ Vii nu poate fi scris într-o formă mai 
simplă (nu poate fi restrins). 

EXERCIŢII 

1) Scrieţi mai simplu; scoţînd factori de sub radical: 

a) V3G; b) v20; c) V24; d) Va2; e) V1s; f) Vn; g) V3oo; 
h) Vso; i) V125; j) V5oo. 

2) Scrieţi mai simplu: 

a) 3 Vs; h) 3 1/20; c) - V24; d) - V3oo; e>- -s V20; r> V32 . 
81' 

V50 . h) v32 . i) v27 . 
g) 9 , 25, ~ 

3) Ce proprietate a înmulţirii numerelor reale ne permite să scriem: 
s · ( 4 · V 11) = 32 · V 11? 

© Restringeţi: 
a) 6 J/5 - 3 Vs; b) 2 vr + 3 V7; c> s V2 + 4 v2Jd> 3 V3 -

-5 J/3 + s V3; e) s V7- 3 V7 - 4 Vi 
~ Restringeţ.i : 

a) s V11 + s + 2 VII; b) Vs -·5+3V5+1; c) ! 1/2-a + 
2 

-1 ~ 112 + i) d) 1,1 V3 - o,6 V3+ o,5 J/3. 
6) Scrieţi mai simplu : 

a) 1/s + V2; b) 1/ 21 + s V3; c) V18 + 2 Vso; d) V21 - 2 V12; 
P) vso - V45 - V32 + V320. 

7) Care dintre propoziţ.iile ce urmează sint adevărate? 

a) VF4 = V3· V4; b) V3Ţ4 = V3 + V4; c) V8 = V2 + 
V - v- V2 v-+ 2; d) 2: 5 = - ; e) O : 5 =O. 

V5 
8) Scoateţi factorii de sub radicali: 

a) V4 . b) V 8 . c V125 . d V49 . e V 72 . 11 . 13 . 3 , 7 , ) 81- , ) 27 , ) 2
4 

• 5
2 

9) Ionel a scris pe tablă „a V2 = V2a2". Este corect? 
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:Sau 

. V2 -
10) Arătaţi că numărul V2 : 2 = 2 - este inversul lui V2. 
11) Care este mai mare: _ 

a) 3 V3 sau V12; b) 5]/32sau12 V8; c) 2 v 1s sau 3 V2; d) 2 V: 
_!_ vso? 
3 

12) Calculaţi : 

a) V2 · (V12-V18); b)_(V3+2)·3 V3; c) (!/3 -V5)· 
·V7; d)2 V5 ·(Vs+ a) ; e>V7·(3V7-6). 

13) Calculaţi: _ 

a) ( V3 - 1) . (V3 + 1); ~) (V5_+ V2). (1/5 - 1/2)_; c){V_? -
_ V 3). (J/7 + ~3); ~ (21/s - _V1) · (2_V5 + V7);_ e) (21/ s -
- 2 V3 + 1) . (l/ 3 - Vs); r> (4V3 - 2 V6 -1) · (2 1/3+1/2). 

PUTERI ŞI RAD~CALI 

Fie s un număr real, iar n un număr natural. Vom nota cu sn şi vom 
<liti „s ridicat Ia puterea a n-a" produsul 

s · s · .„ · s pentru n ~ N* 

n factori 

pentl'U s =I= O· 

OBSERVAŢIE. Pentru n = 21 obţinem ridicarea la pătrat. . 
Verificaţi ca exerci•ţiu că dacă s, t sînt numere reale nenule, iar m, n 
sint numere naturale, atunci : 
1) (s. tr = sn. tn; 

2) sm+n = sm. sn; 

3) sm·n = (sm)n. 

De asemenea, verificaţi că pătratul oricărui număr rea.I # O este un 
număr real poziti". . . . . 

Fie s un număr real pozitiv. Dacă-l scriem zecimal, h putem aplica algo
ritmul de extragere a rădăcinii pătrate. Putem găsi astfel un număr real 
po;:,iti" t astfel încît t2 = s. Acest~ va fi numit rădăcina pătrată a lui s, sau 
radicalul din s, şi va fi notat V s. 

EAEnCqIU REZOLVAT. Să calculăm 1/V2 cu eroare de 0,01. Mai 
întii vom aproxima pe V2 cu eroare de 010001 1 de exemplu prin 1,4142. 
Numărul V 1,4142 este iraţional; el se scrie 1,28.„; îl putem aproxi~a ~eci, 
cu eroare de 0,01, prin 1,28. Acest număr raţional (1,28) este aprox1maţ1e a 
ui V V2, cu eroare de 0,01. 
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EXERCIŢII 

1) Dovediţi că dacă Vs este raţional, atunci s este raţional. 
2) Luînd V3 = 1,7320 ... , aproximaţi pe V V3 cu eroare <le o sut ime. 

ORDINEA EFECTUĂRII OPERAŢIILOR 
CU NUMERE REALE 

ln efectuarea calculelor cu numere reale,. în absenţa parantezelor, 
or<linea efectuării operaţii1ol' este cca ob i şnuită , învăţată în clasele a V-a 
~i a VI-a: mai întîi ri dicările la puLere şi extragerile de 1·ădăc ini , de la 
s tlnga spl'e dreapta; apoi înmulţiril e şi împărţit-ile, de Ja stînga (;prn 
dreapta; în sfirşi t, adună1·ile ş i scăderi l e, de fa stinga spre dreapta. 

ln prezenţa. parantezelm· se ţine seamă de modul de lucru cu paran
tezele, învăţat în clasele anterioare. 

Pînă acum am scris in mai mu lte rînduri 1,4142„.; 3,1415„.; ~i 
a ltele, pentru a nota numere iraţional e. Scriincl cele kei puncte în 
loeul cifrelor care lipsesc, ne-am imag1:nal cli le canoaşte11i pe toate, dar 
nu le-am scris efectiv din lipsa spaţiului. Această scrier·e (cu„.) este 
confuză; de aceea, preferăm să folosim notaţiile V2, "· 

CALCULE CU RADICALI. RAŢIONALIZARE 

Sv Î v v ' • 1 v 1 ]/2 Ef t v Î v L' a nccrram sa scr·icm zecima numant 3 __ . ec uam mpar,JJ·ea 

V2: 3 = 1, 4142 ... : 3; ca l'ezulLat obţ. i nem 0,4714.„ 

Su scl'icm zecimal numărul J2. Este foarte difici l să efecLuăm impilr· 

ţ il'PA 3 : V 2 = 3 : 1 ,4142.„, droarcc:c împiir\itnrul ar:e o infinitate de ci frP 
~ 11 dr<'apta v irgulei. De aceea pr·efer·ăm să eli minărn nulicalul de la numitor·, 
prin aniplificarPa frac[.iei cu V2. Vom scr·ic asLf<'I 

3 
-- = 
V2 

'.-l • V2 = 3 · v·2 = ~ v2. 

V2 · V2 2 2 

Se spu11r că in aces t motl am raţionalizat numitorul. St.:rier·ra zeuima.lrl 

a 1wn1~rului ~ V2 = 1,5 · 1,4.142.„ se poale obţine acum prin înmulţil'e. 

Su mt,.ionalizărn numitoru l fracLiei _ V!)_ ; ampl ifi căm ou VG'. 
' 2 t) 
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S . 1 · V • l f . . 3 V'6 1 · r· V v-5 ă raţiona 1zam. numitoru racţ1e1 V- ; amp 1 1cam cu . 
2 5 

3 V6 =a· V6· Vs=~· V3o = 3 V30 =l v3o. 
2 Vs 2. V5· V5 2.s 10 10 

!n general, din Ja, p r·i n raţiona l izarea numitorului se obţine scrierea 

Va 1 1/- ( r„ d V 1,· i .L. ) --, sau - a a 1m numar ra rona poz1 iv. a a ' 

OBSERVA TIE. Raţio n al i zarea numitoru lui se .in~tifică doar da~i'i 
dispunem. de t abe la de l'ădăcini pătrnte. Dacă nu displrnem . . de o a~lfol 

de tabelă, caleului' efectiv al cifrelor numărului ·-~;;(le exemplu, t r1 ·-

. 3 V32 v3i v9 _ 
buie făcut as trei : V2 = V'2 = 2" = 2" = V 4,5; deci frebuie 

aplicată meLoda de exL1·age1·e a' rădăcinii păLrate numărului 4.,5. 

Cum scriem mai simplu produsul (V3 - 5) · (2 + V2)? Tinin<l seamă 
de distr-ibuLi\'ilat.ca înmulţ.irii faţă de adunare, avem: 

(V3 -5) · (2 + V2) = V3 · 2 + V3 · v·2 - 5 · 2 - 5 · V2 = 

= - 1 o - s V2 + 2 VJ + V6. 
P1·odus11l (Vs + V3) · (2 V5 - 3 V 3) se scr·ie şi asLfel: 

(V5 + V3). (2 Vs - 3 V3) = V5· 2 Vs - Vs · 3 V3 + 
+ V3 · 2 Vs - V3 · 3 J/3 = 10 - 3 V 1s + 2 V 1s - 9 = 1 - vrrs. 

OBSRRVA ŢIE. E :,; Le evident oă 1 - V15 m;LP. mai uşor· de scris 
zecimal -2.872!1.„ (folosind tabelu l de la sfirşitu l manualulu i) dec-1 t 

pr·odusu t(V5 + v .:3). (2 V5' - 3 V3) = 3,968„. ·(-0,724„.). Dar, 

folosind tabe lul ehiil r' şi surna -10- 5 V2 + 2 V3 + V6 = -1 L.1~1~\„ 
se scr·ie zeci111al ma.i 11~01 · <lecit produsul ( V3 - 5) · (2 + V1) = 
= -3,267„. ·3,414.„ . . 

Să scriem mai simplu pr·odusul (3 + V 10) · (3 - V 10}. Pl'ocPJum la 
fel ca mai sus: 

(3 + V 10) . (3 - V 10) = 3 · 3 - ~ 10 + ·3 · V 10 - V 10 · V io = 

= 9 - 10 = -1. 

Observăm că ob\.inem ca rezultat un număr ra ţional. 

In genera l, el'ectu ind produsul (a + Vii) · (a. - Vl>), oh~inem ca 
rezulLaL număntl r·aţional a2 - b (a şi b fiind numel'e ra~ionale). 
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Să. con~iderăni numărul real 
2 

_ 
5 V

3 
; numitorul său este iraţional. 

Vom raţ10nahza numitorul prin amplificare cu 2 + V3. 
Scriem astfel: 5 = 5 · (2 + V3) _ -5 • 2 + 5 • V3 

2 - ·V3 (2- V3) · (2 + V3) - 22 - 3 -
10+5 V3 

·= 1 = 10 + s va. 
La fel, 

4 
_ 7 

5 
= 7 · (4 + V5) = 7 · 4 + 7. V5 

V (4-Vs) ·(4+V5) 42 _5 -

- 28 + 7 vs 28 7 -
- 11 =rr+ 11 vs. 

Alt exemplu: 

4 V2 - Va = (4 V2 - V3) . ( v2 _ 3 V"3) 
V~+ 3_V3 ~ v2 + 3 V 3). ( v2 - 3 1/3) = 

_ 4 v 2 · r/ 2 - 4 v2 . 3 va_ V3. V2 + 0 . 3 va 
· V 2 · V 2_ V 2 ·a V 3 + 3 V a. V 2 ::_ 3 V3. 3 va-
....:. s - 12 V 6 - V6 + 9 17 - 13 V6 17 13 -

2 - 3 V6 + a V6 - 27 -25 = - 25 + 15 V 6. 

EXERCIŢII 

1) Raţionalizaţi numitorul: 

a) 
8 

; h) -
3
_ ; c) V3 ;. d) _ ~. 2 3 V7 

V 15 Vs . V 11 V 12 , e > - V8 ; f) - V 5 . 
2) Care este mai mare: 

a) 3 V3 sau 8 T /70 13 1 1 

6 
sau V3? 

1 /J ? h) 2 v 18 sau 
1 
/rl ; c) _ sau _ . d) _5_ 

V" v2 V2 V"J.' V2 

3) Completaţi tabelul 

a 

1 

V2 
V2+V3 

30 

I 

I 

I 

1 

I 

I 

I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

4) Sint adevărate următoarele propoziţii: 

a) l/î4 =V4 + VîO; b) Vî3-2 >J/2 + 2; c) 2 j/7 >V27; 
d) 7 - V2 = 4+21/2? 

o) Scrieţi intr-o formă mai simplă numerele: 

a) V86Q + ~ 1/200; h) 8 }/3 + J/27; c) 
1 
~ + l/25 ; d) 2l/8-

6 V 2 V~ 
-4 V50. 

6) Calculaţi: 

a) (61/3 - 2 V2) (Sy-3 + 51/2); h) (4 V3 -2 V1) · (V3 + 
+ 2 J/5); c)(4- 2[/10) · (4 + 21/10). 

7) Raţionalizaţ.i numitorul: 

a) 1 ; h) 1 
1+vs 2-vs 

c) 6 V5 
3+J/5 

d) 1/5 + 2 ; e) J/5 + 3 • 

vs-a V2+a 
8) Raţionalizaţi numitorul: 

a) V6 - V3 ; h) VS + l/7 ; c) 3 V2 - 2 V3 . 
V6+V2 V7-2V5 V2+V3 

9) Efectuaţi calculele: 

a) }/60+(3!/5-2V3) · 1/5; h) V3 + J/2·[1/3 + J/2· 
·(Vă+ ]/2)]; c)(V2 + V7) · (3 - 2 V2) · (1 + V7). 

10*) Simplificaţi scrierea V (a - b)2 + V (a + b)2, unde a şi b sînt 
numere raţionale, a > b. 

7. PARTEA îNTREAGĂ A UNUI NUMĂR REAL 

Am tnvăţat tn clasa a VI-a că partea intreagă a lui _ l.._ este - 2, iar 
4 

a lui -1,5 este tot -2; ( - ~] = -2, [-1,5] = -2 (vezi fig. 1.13, a). 

Fie s un număr real. Cel mai mare număr intreg m, care este mai mic 
sau egal cu s, va fi numit partea întreagă a lui s şi va fi notat [s]. 

Astfel [s] ~ s, însă [s] + 1 > s. Toate numerele reale mai mari dectt 1 şi 

mai mici declt 2 au partea întreagă 1. De exemplu, [ V2J = 1 (citim „partea 
întreagă a lui 1/2 este 1") şi [ V3J ·= 1. Dacă m este un număr întreg, 
atunci toate numerele reale mai mari decit m şi mai mici decit m + 1 au 
partea întreagă m. 

De exemplu, [ - V2J = -2 (vezi figura 13, a); [7t] = 3; [-7t] = -4; 

[ ~ + V2J = 2, căci! + V2 ·= 2,1642 ... 

lntruolt [m] = m pentru orice număr întreg m, să observăm că [[s]] = 
=- [s] pentru orice număr real s. 
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a) 

(5) s (sJ.j . I s.2 [5J. I 

b) 

{Sj (sJ .j s {sj,/ s.j 

c ) 

Fig-. 1.13 

EXERClTJ U REZOLVAT. P enLl'll orice ntimăr rea l s, avom [s ] + 
+ [s + ~ ] =[~s] . 

RezolPare. A,·P m [s] ~ s < [s] + 1. Dis Linge m două cazuri: (vezi 
f ig . I.13, b ş i c). . . 

1 1 
Cazul 1 : s < [s] + 2 . ln acest cnz s + 2 < [s] + 1 ; deoarece 

[s] ~ s + ~ < [s + 1], rezu ltă [ s + ~ ] = [s] . P e de alt ă parte, avem 

2[s] ~ 2s < 2[s] + 1, de u nde [2s] = 2[s]. Egali tatea se verifiC'ă. 

·cawl 2 : s > [s] + _!_ . Rezultă 2(s] + 1 ~ 2s < 2[sj + 2; rlf'<' i 
2 

1 3 
[2s] = 2[s] + 1. Pe de altu parte, [s] + 1 ~ s + 2 < [s] + 2 , el e 

un ci e [s + ~ ] = [s] + 1. Ş i în acest caz egalitatea se veri f ică. 

EXERCIŢII 

1) Verificaţi că [V~ - V2J = O; [7t - V2 - V3J = - 1; l2~J = 
= 2[rrl-

2) Dovediţi că [s + t] > [s] + [t], pentru orice nu mere reale s ~i t. 
3) Este adevărată propoziţia: [s + t] = [s] + [t] pen t ru orice s, t reale? 

Da\,i un contra-exemplu . 
4*) Al·ătaţi că, pentru orice număr real s, avem : 

a ) [s] + [s + ~ ] + [s + ~ ] = [3s]; b ) [[~]] = r; l 
(J nd i caţie: luaţi s = 2tl) 
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8. MEDIA ARITMETICI SI MEDIA GEOlUETRICĂ 

Fie s şi t două numere reale. Media lor aritmetică este numărul real ce 
se obţine împărţind la 2 suma lor: 

s + t m =--. 
a 2 

In general , fie s 1, s2, „., sn numere reale (n ;;i: 2). Media lor aritmetică 
se obţ. ine irnpi:irţind suma lor la numărul lor: 

S 1 + S2 + „. + Sn ma = . . 
n 

Media aritmetică a n numere reale este mai mare decît cel mai mic dintre 
numere şi este mai mică declt cel mai mare Jintre numere. 

Fie s, t două numere reale pozitivo. Media lor geometrică esLe numi:irnl 
real ce se obţine cxtrăgînd rădăcina pă.traLă din pr·odusul lor: 

mu = v-s:t. 

Fie nume;-ele 2 + V2" şi 2 - I/2. Avem 2 - J/2 = 0,5857 „. < 
< V2 < 2 < 3,4142 „. = 2 +Vi Media aritmeLică a numerelor este ma= 

(2 + V2) + (2 - V2) 4 
2 

d·. t . w 

1 = 2 = 2 = ; me ia geome rrca a ?r este mr; = 

= V (2 + V2) (2 - ]/2) = ]/ 4 - 2 = V2. Putem scrie asLfel: 2 -

- V2 < mg < ma < 2 + v:L 
La fel ca m edia aritmetică, şi media geometrică a două numere reale 

(pozitive) este mai mare <lecit cel mai mic dintre numere şi mai mică deeit 
cel mai mare <l.intre numere. 

De asemenea, media geometrică a donă numere reale (pozitive) este 
mai mică sau egală cu media lor aritmetică. 

EXERCIŢII 

1) Aproximaţi media ariLmetică a următoarelor numere reale, cu eroare 

de 1~0 : a) 1,116 şi 0,245; b) 1/2 şi 4,33; c) 1/2 şi VJ. 

2) Calculaţi media geometrică a următoarelor numere: 

a) 2 şi 8; b) ~ şi 4; c) 4 - Vf5 şi 4 + VE; d) j/2 şi 2 V2 ; 

e) 3 + 0) şi 3 - 1/5. 
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3) Completaţi tabelul: 

s 2,8 4 8,1 

t 3,5 1,6 3 

s + t 
5 ma =--

2 

m0 = Vst 2 

Indicaţie: folosiţi tabelul de la sfirşitul manualului. 

MĂSURĂTORI APROXIMATIVE 
--

Măsuraţi cu o riglă gr;;idată lungimea segmentului AB din figura I.14. 
Comparaţi cu rezultatul măsurătorilor făcute de către ceilalţi colegi de clasă. 

Majoritatea vor spune că au obţinut ca rez~ltat al măsurătorii 5,1 cm; 
unii vor da ca rezultat 5,2 cm, alţii 

A 
8 poate vor da ca rezultat 5 cm. 

..,,. I 1 Care este răspunsul corect? Credeţi" .rig .. l.t 
că poate cineva să măsoare exact? 

Nici unul dintre răspunsuri nu este exact, dar toate trei sint corecte ( !) 
Puteţi spune rezultatul măsurătorii, cu eroare de o sutime de milimetru 

(sau chiar de o zecime de milimetru)? Evident, fără aparate de măsură de 
precizie mai mare, nu (I) 

Să presupunem că patru elevi au măsurat cu rigla lungimea segmen
tului· AR (figura I.14) şi ne comunică rezultatele: 

5,1 cm; 5,2 cm; 5,1 cm; 5,1 cm. 

Răspunsurile nu sint exacte. In practică , se consideră că media arit
metică a mai multor măsurători ne dă un rezultat mai exact decit rezultat ul 
unei singure măsurători. 

I 1 l t u w d' 't t' u 5,1+ 5,2+ 5,1+ 5,1 n exemp u nostru, accep am ca me ia ari me 1ca = 
- 4 

= 5,125 cm este lungimea segmentului AB. 

A B c 
Fig. I.15 

D 

Măsuraţi cu o riglă gradată, cu eroare de 1 mm, lungimile segmentelor 
AB, BC, CD şi DE din figura I.15. Veţi obţine probabil ca rezultat, pentru 
fiecare dintre segmente, lungimea de 2,1 cm. 

Măsuraţi acum lungimea segmentului AE; comparaţi cu 4 · 2,1 cm = 
= 8,4 cm. Puteţi explica ce se intimplă? 
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9. EXERCITII CU NIDffiRE , 

Acest paragraf conţine exerciţii ce acoperă aria cunoştinţelor de bază 
despre numere.* 

Subliniem încă o dată faptt\l că operaţiile aritmetice se pot face in 
diverse mulţimi de numere: naturale, intregi, raţionale, reale. 

OPERAŢII îN MULŢIMEA NUMERELOR NATURALE 

1) Efectuaţi adunările: 
a) 5 + 206;.b) 172 + 86; c) 9001 + 910; d) 11001+1011; e) 729 + 

+ 2 + 1 456 + 72 001. 
2) Aflaţi numărul care este cu 576 mai mare decit 818. 
3) Calculaţi binar (in baza 2): _ 

a) 101+10; b) 11001 + 1011; p) 1110 + 1110. 
4) Efectuaţi scăderile: 
a) 742 - 122; b) 3 271 - 3 070; c) 142 - 140; d) 10 001 - 999; 

e) 3 030 - 971; f) 720 - 720; g) 172 431 - 72 453. 
5) într-un vas sint 725 l ulei; vrem să turn i"im uleiul în alte două vase, 

între care unul are capacitatea de 500 1. Ce capacita.te minimă trebuie să 
aibă cel de-al doilea? 

6) Efectuaţi înmulţirile: 

a) 176 · 10; b) 28 · 24; c) 175 · 42; d) 103 · 101; e) 1 736 · 25; f) 732 · 
. 240; g) 1 423 . 200; h) 1 400 . 1 200; i) 7 524 . 736; j) 702 . 1 001 ; k) 3 . 8 . 
• 500; 1) 8 . 7 . 300. 

7) Calculaţi binar: 
a) 11 · 10; b) 1 001 · 110; c) 1 001 · 1 001 
8) Calculaţi suma numerelor naturale mai mici decît 1 000. 
9) De pe un hectar cultivat cu porumb se string 6 400 kg porumb. Cite 

tone de porumb se string de pe 42 OOO ari ? 
10) Efectuaţi împărţirile: 
a) 420OOO:1 OOO; b) 144: 12; c) 225 : 15; d) 1024: 32; e) 203 401: 

: 451; f) 166 375 : 3 025. 
11) Afla-ţi citul şi restul împărţirii întregi : 
a)88: 5; b) 125: 17; c) 8 423: 231; d) 1 024: 64. 
12) Arătaţi care dintre propoziţiile· următoare sînt false şi care slnt 

adevărate : 
a) 42 = 24

; b) 33 
• 34 = 37 ; c) 84 = 212 ; d) 511 : 5s ~5t ; e) (22)3 = 22+3. 

13) Calculaţi suma tuturor puterilor 2n cu n E {O 1 2 3 4 5} 
Comparaţi cu puterea 26• Ce observaţi? ' ' ' ' ' · 

14) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor : 
a) 23 >32

; b) 34 >43 ; c) 45 >5'. 
15) Efectuaţi: 
a) 312 : 310 + 30 - 31; b) 59 : 5s + 52; c) (1 + 3;; : 34]6 : 211 . 

d) 2.5 • [24 + 23 • (22 + 2)], I 

•O pa1·te din acest paragraf a fost întocmi tă cu sprijinul lov. p rnt I. .Ligor. 
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16) Calculaţi suma divizorilor numărului : 
a) 20; b) 24; c) 28. 
17) Descompuneţi în ·ractori primi: . 
a) 124; h) 1232; c) 1089; d) 3 249 ; e) 100 · 27; f) 111 · 15; g) 12 · 27 · 50. 
18) Aflaţi cel mai mare divizor comun al numerelor: 
a) 200 şi 1 OOO; h) 1 444 şi 3 249; c) 24, 36, 72 şi 144. 
19) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al numerelor: 
a) 18, 24 şi 25; b) 12, 21 şi 45; c) 18, ·60 şi 90. 

OPERAŢII CU NUMERE ÎNTREGI 

20) Efectuaţi calculele: 
a) <-5) + (-2); b) (-5) + (+10); c) (+4) + (+10) - (-12) -

- (+27); d) (+36) - (-12) + (+14) - (+24) + (-48); e) (-12) -
- (+14) - (-9) - (+ 16) - (-8) - (+11). 

21) Efectuaţi înmulţirile: 

a) (-5) · (+5) ; h) (-4) · (-6); c) (+24) · (-30); d) (+4)" (-15)" 
• (-12); e) (-3) · (-5) · (-8) · (-3). 

22) Sînt ftdevărate propoziţiile: 
a) (-2)8 + (-2)8 = 29 ; b) (-2)5 = (-5)2 + 7; c) 33 + (-3)3 ~ 1; 

d) (-1)25 + (+1)2~ = (-1)21 + (+1)21, 
23) Calculaţi: 

a) 2 - {3 - 4[5 - 6(7 - 8 · 9)]}; b) (-1)3. (-2)2 + [2 + (-1)17]. 4 

OPERAŢII CU NUl\IERE RAŢIONALE 

24) Efectuaţi: 

a) 2,71+3,29; b) 72,5 - 0,24; c) 24 - 25,2; d) 246,2 - 247; e) 7,25 -
-72,5. 

25) Efectuaţi: 

a) 24,32·10; b) 1,003 · 10 OOO; c) 0,04·103; d) 12,5 · 0,12; e) 0,2 · 0,4;
f) 32,5. 2,4; g) (0,3)2; h) (0,1)3; i) 1,~ · 1,3 · 1,4; j) 9,604. 0,007; k) 56,25 . 0,75. 

26) Scrieţi sub formă de fracţie ireductibilă (simplificaţi): 

â ~ . h 12Q . c 33 . d _2~. e 154 
) 15' ) 360' ) 121 , ) 14 400 , ) 132 . 

27. Calculaţi: 
1 3 

a) 12 + 12; 
h) 15 _ ! . c) 17 _ 13. 

16 4, 25 40, 

g) 25 : ~ . h) ! : 5. i) ! : 2. . 
24, 4 I 12 9 , 

3 4 
f) - .- • 

9 6' 

36 

8 71 
d) - - -· 

5 50' 
. 22 • 32 3. 52 

J) - - . - -. 
2 . 5 32 • 7 

3 5 
e) -· - · 

8 6' 

I 

l 

L 

I 

i 
: 

l 

I 

I 

I 

28)' Calculaţi : 

1 1 1 1 
a) 1 + - + - + - + - ~ 2 3 4 5 l 

c) ~ + ~ + ~ + :6 ; d) 1 - : { 1 - ~ [ 1 - : ( 1 - ~ ) ] } . 
29) De pe o sută de hect are iriga te, o cooperativă agricolă de produc ţie 

a obţinut 628 t porumb; de pe celelalte două sut e de hectare cult ivate cu 
porumb, neirigate, cooperativa a obţinut 785 t porumb. Cit pornmb a obţ.i m1 t 
cooperativ a, în medie, la h ectar? 

OPERAŢII CU NUI\IERE REAJ,E 

30. Aproximaţi pe V5, prin numere raţionale, cu eroare de o;OL 
31) Efectuaţi: 

a) 5 V3 - 4 V J ; b) 2 V7 - 2 V 7; c) 3 1/8 + 4 vs - 6 V8; 
d) 6 11 2 - 3 V2 - 2 V 2; e) 2 Vso - V9s - 3 V2. 

32) Aflaţi valoarea de adevt\.r a pro poziţ.iilor : 

a) 2 V3 = V 6; b) 2 Vs= v20; c) V 2 = 1,41; ct) 2 V 4 > 6 ; 
e) 3 V2 > 2 V 3. 

33) Erectuaţi înmulţirile : 

a) (2 + V5) (2 - V .5); b) ( V 2 - V3) . (V 2 + V3); c) (2 vs+ 
+ 1) (2 V5 - 1); d) (2 V3 - 3) (2 V3 + 3) ; e) (7 + 2 V 6) (9 - 4 V6); 

r) ( V2 + V3) (2 112 - V3); g) (3 + V 45) (3 - Vs). 
34) Scoateţi facto1·i de sub ·rad ical: 

a) V150; b) V2400; c) V48; d) V80 ; e) V 2x2, unde X est e 
u n numă1· real. 

35) Introduceţ i sub radical: 

a) 3 V2; b) 9 V5; c) G V 0,2; d) 3 Vo,5; e) 2 V~ · 
36) Restl'inge\i: y2 + ;- + v3 + ! + v~+ 1~ · 
37) Raţion a li zaţi numito rii: 

. a) ;
2

; b) :
3 

; r.) ~ ; d) ~; e) ~; f ) ~S . 
38) Raţionali za\. i numitorii : 

1 b) 1 ) 5 d) 1 a) --- · c --==---
V 4-1- 1 V 3- 2' vs-3 ' 5-·v rn· 

V 6+V5 
e) 

VG - V5 
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39) Efectuaţi calculele: 
a) (1- V3)2 +2 V3; b) 2 V3 -(1 + V2)2

; c) 5 V2 + (1-
- V2) (2 - 3 1/2); d) [(vs+ V6) : V2J · ( V2 - V3). 

40) Aproximaţi cu eroare de 0,01 numărul real i/ V 5 - 2. 

10. ECUAŢII LINIARE (DE GRADUL I) 
CU O NECUNOSCUTĂ 

Să ne reamintim că ecuaţiile stnt propoziţii cu variabilă. De. exemplu 

2x - 1 = 7 - x, x E {-1, 1, 2, 4}; 
8x2 = 1 - xy, x, Y E Q, 

4x ---=1 XER 
1 + X2 I 

sint ecuaţii. Dintre acestea, prima şi a treia sţnt cu o singură variabilă, iar a 
doua este cu două variabile. Variabila într-o ecuaţie se mai numeşte şi necu
noscută. Vorbim astfel despre ecuaţii cu o necunoscută; cu două necunoscute 
şi aşa mai departe. Pentru notarea necunoscutelor se folosesc de obicei lite
rele de la sfirşitul alfabetului: ·x, y, z, .... 

Am învăţat în clasele anterioare că a rezolva o ecuaţie înseamnă .a găsi 
mulţimea tuturor soluţiilor sale (mulţimea de adevăr). 

De exemplu, 1 este soluţie a ecuaţiei 

3 3 
-X=- , XER, 
4 4 

deoarece înlocuind necunoscuta x, în enunţul e.cuaţiei, cu 1, obţinem, o propo
ziţie adevărată. Dimpotrivă, numărul 2 nu este soluţie a acestei ecuaţii, 
deoarece inlocuind pe x cu 2, obţinem o propoziţie falsă. 

Observaţie. ln cărţile mai vechi se scrie că ecuaţia 2x = 4 are . soluţia 
x = 2. Corect este: ecuaţ.ia 2x: = 4 are soluţia 2, dacă am presupus că :XER 
(sau aparţine unei mulţimi ce-l are pe 2 ca element). 

EXERCIŢII 

1) (oral) Spuneţi care dintre ecuaţiile de mai jos este cu o necunoscută 
şi care cu două necunoscute: 

1 . y 
a) x + 2 = Y - 2 (x, Y E R); b). x - 2 - 5 =O (x, yER); c) 1 -

- x = x · 'x - 1 (x E Z); d) x + y + z =O (x, y, z E Z); e) V2x + 
+ V3 (x - 1) = 2 (x E R). 

2) Scrieţi exemple de ecuaţii cu o necunoscută x. 
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3) (oral) Propoziţia: cu variabilă 2x - 1 = 1 = 5x - 4, X E R este o 
ecuaţie? De ce? . 

4) Care dintre elementele mulţimii {-1, O, 1, 2, 3} este soluţie a ecua-

ţiei: a) x - 1=-2x+2; b) x -1 = 
4x - 4

; c) 5x - 3 = -2x + 11? 
. 4 

6) Care dintre numerele -2, -1, O, 1, 2, 3 este soluţie a ecuaţiei: 
a) 2x2 - 1 = 1: b) x · x - 1 = 4; c) 2x +: 1 = x · xfl 

DEFINIŢIE. Vom spune că două ecuaţii cu o necunoscută sint echiva
l~nte dacă au aceeaşi mulţ.1me de soluţii. 

lJe exemplu, ecuaţiile 

X= 2, 

ŞÎ X· X - 4 = 0, 

x E ~0, 1, 2} 
x E {O, 1, 2} 

sint echivalente; ambele au o singură soluţie, numărul 2. 

La fel, ecuaţiile 3x = 5, x E {1, ~, 2, ~} 
3 3 

5 
şi x = 3" , x E Q, slnt echivalente. 

Ecuatiile 2x = 4, x E R şi x = 2, x E R sînt şi ele echivalente. 

EXERCITJU. Decideţi dacă ecuaţiile de mai jos sint echivalente 
sau nu: a) 2x-„1 = 0, xEQ şi 2x-1=0, XEN; b)2x-1=0, 

x E Q şi x = ~ , x E Q; c) 4x + 4 =O, x E Z şi -x - ţ =O, x E Q. 

In clasele a V-a şi a VI-a am rezolvat ecuaţii în care necunoscuta putea 
să ia valori in mulţimea Q a numerelor raţionale sau în submulţimi ale ei. 
De acum. înainte vom considera că necunoscuta unei ecuaţi i ia valori reale. 
Mai precis, dacă nu se specifică nimic, vom coi;isidera că x E R. 

Una dintre cele mai simple ecuaţii liniare cu o necunoscută este 

x-1 =O, x E R. 

Această ecuaţie are evident o singură soluţie,anume numărul real 1. 
O ecuaţie de forma 

ax + b = O, x E R, 

unde a şi b sînt numere rea1e, iar a -:fa O, va fi num1tâ ecuaţie liniarrL cu o 
necunoscută (sau ecuaţie de gradul I cu o necunoscută}. 

In rezolvarea unei ecu aţii (a cifrei necunoscută ia valori în mulţimea. 

numerelor I~<:lle) putem folosi următoarele proprietăţi: 
Proprietatea 1. Adunlntl la (sau scăzlnd din) ambii membri ai unei 

~cuaţii acP,laşi număr real, obţinem o altă ecuaţ.ie, echivalentă cu prima. 
Pro!rietatea 2. Inrnulţ.inrl (sau tmpărţincl) ambii membri ai unei ecuaţii 

cu acelaşi număr- real, diferit de zero, obţinem o altă ecuaţie, echivalentă cu 
prima. 
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.I' 'TmCITJLJ PEZOLV ,r S;\ rezolvăm er11:1ţia 2x -1 =O, x E R. 
AdunMn la ambii membri numărnl 1 (prnlru a izoia 11ec;uno.>c;uta în membru l 
!'t i n~). Obţinem ecuaţia 2x = 1, X E n, cnr0 PF.te ech!\·a~cntă cu prima. 
Împărţim ambii membri ai acestei ' rc;ua\ii cu num;-1rul 2; obţinem ecuaţia 

x = -
1
- , x E R, care este şi ea cchi,·alentă cu pr:ma ! Evident, această 

2 

ultimă ecuaţie are o singură soluţie, anume numărul real _!_ ; deci prima 
2 

1 
ecuaţie are soluţia 

2 
In general, o ecuaţie liniar;A cu o nerunoscut.l: 

ax + b = O, x E R, 

în ca1·e rt i= O şi b sînt .numere rralP, se l'lnolva ln dnuii rLape: 
1) SeâJcm din ambii mcmbf'i pe ~ şi ob\i11c·111: 11x = -b, x E R. 

2) Împărţim amb ii membri cu a şi obţinem: x = - !!_, x E R. 
a 

UILima ecuaţie are ca unică so l uţie numărul real - !!_ ş1 este echiva• 
a 

lentă cu prima ecuatie. 

EXERCl'J'll 

1) Rezo l vaţi ecu aţii le (x E Il): 

a) 5x = 2; b) 8x - 7 =O ; c) [1 2 x -1 2 = O; d) ~/2x = V3; 
1li 5 

e) -
3
. X - 7 = 0. 

2) Este adevăratf1 prnpozi ţia: 
„Orice ec11a\ ie de forma ax + 1 =O, x E R a rc o soluţie"? 

3) RPzolvaţi ecuaţiile: 

2 1 . "\ /2 1 
a) 3 x - s= 0, XER; b) 1,5y=7,5, YER; c) y5z+2=0, 

z E R; d) j/2x - 1 =O, x E R. 

ECUATII R.EDUCTIBll,E J,A ECUAŢII LINL\.RE . . 

Să luăm ecuaţia 

2x +a= 5, 

în care a este un număr J"eal p oziLiv. 
Scădem. din ambii membri numărul 5; · rezultă 

2x + a - 5 = 5 - 5, 
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adică 

adică 

2x + a - 5 =O, x E R. 

Să scădem din ambii 111emb1·i ai ecuaţiei dale pe a; obţrncm 

2x + a - a = 5 - a, 

2x =5- a, X ER. 

Observăm că pl'oprioLntea 1 inscnmnă următoarele: 
meni dintr-un membl'u i11 celălalt, schimbindu-le semnul. 

putem trece ter-

Fie de exemplu ecuu\ia 

2X- 2=3X+1, XER 

S-o rezoh·ăm, ţin1n<l seamă de proprietăţile 1 şi 2. 
Trecem în membrul sling toţi termenii dia membrul drept; obţinem 

2x - 2 - 1 - 3x = O, .x: ER 

ecuatie care este echivalentă cu prima; reducind termenii asemenea, această 
ecuape se scrie 

-x-3 =0, x ER, 

care este o ecuaţie liniară cu o necunoscută. Soluţia ei este numărul real -3. 
Deci, -J este solu~ie şi a primei ecuaţii. 

Să observăm că putem rezolva ecuaţia şi astfel: 
- trecem i n membrul sUng toţi termenii tn care apare necunoscuta x; 

trPcem în membrul drept Lt.:!rmenii în care nu apare necunoscuta. Obţinem 

ec;uaţia 

adicA 

2x- 3x -..:1 +2, xER 

--x =3, X E Rt 

- împărţim ambii mcmb1·i a1 ullimei ecua~ij cu -1; obţinem 

X =-3, X ER, 

ecuaţie ce are sol uţia -3. 
I n general, o ecuaţie de forma: 

ax+ b =ex +d, x E R, 

unde a, b, e şi d sînt numere real e , se rezolvă astfel : 
1) se t.rec în me mbrul sLîng termenii în care apare necunoscuta; se t rec 

în membr·uJ drept toţi te rmenii în care nu apare n ecunoscuta. Obţinem astfel 
ecuaţia echivalentă (cu prima): 

ax - ex = d - b, x E R 
sau 

(a - c)x = d - b, X E R. 
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2) Dacă a -:f. c, a tunci a - c =f. O. Vom împărţi ambii inembri ai ecua
ţiei cu a - c. Obţinem ecuaţia 

d-b 
X=-- ; 

a-c 

l t o • V y 1 al d - b • care are ca so u ,ie urnea numaru re -- ; acesta este soluţie şi a primei 
a-c 

ecuaţii . . 
Dacă a = c şi b =f. d, atunci ecuaţia iniţială nu are solutie· multi mea 

soluţiilor sale este 0. ' ' ' 
Dacă a = c şi b =d, atunci orice număr real x este soluţie a primei 

ecuaţii; mulţimea soluţiilor sale este deci R. 

EXERCIŢIU 

Rezolvaţi ecuaţiile (presupuntnd x E R): 
1 

a)2x+-=x-1; b) 3x-3=2x+1; 
2 

c) x+1 =-x+3; 

V2x-1 =x. d)3x+2=3x+2; e)2(x+1)-x=x-1; f) 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Să rezolvăm ecuaţia: 

(x + 2) · (x - 3) = x · (x + 1), 

Desfacem parantezele; ecuaţia devine: 

x2 
- 3x + 2x - 6 = x2 + x, 

x E R. 

X ER. 

Trecem în membrul stîng toţi termenii în care apare necunoscuta x, iar ln 

membrul drept ceilalţi termeni. Obţinem ecuaţia: 

x2 
- 3x + 2x - x - x2 = 6, 

Reducem termenii asemenea: 

-2x =6, X ER. 

X E R. 

Această ecuaţie este echivalentă cu prima; o rezolvăm; ea are soluţia 
-3; deci şi prima ecuaţie are ca unică soluţie numărul real -3. 

Verificare. Prin înlocuirea lui xcu -3, membrul stîng al ecuaţiei devine: 

(-3 + 2) · (-3 - 3) = (-1) · (-6) = +6, iar membrul drept devine: 
(-3) . (-3+1) =(-3). (-2) = +6. 

Am verificat astfel că -3 este soluţie a ecuaţiei iniţiale. 
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EXERCIŢlU REZOLVAT 

Să rezolvăm ecuaţia: i_ = 
5 

, x E R"'{-1, O}. 
X x+ 1 

înmulţim ambii membri cu x, apoi cu x + 1; obţinem ecuaţia 

4(x + 1) = 5X, X E R"'{-1, O} 

echivalentă cu prima. Ea se transformă într-o ecuaţie liniară cu soluţia 4. 

EXERCIŢIU 

Rezolvaţi ecuaţ.iile: 

a) ( ~ X + 1 )-( ~ X - 2) = ( ~ X - 1) . (x + 2), X E R; 
b) V2y(y-1) = (y + 1) · (V-2y + 1), y E R; c) 21~2x = - x ~ 1 ; 

5 3 x E R"'{-1, 2}; d) +--- =0, x E R"'{-1 , 1}; 
x-1 x+1 

x E R"'{-1, 1 }. x-2 x-1 
e) - ·-- = - --- , 

x-1 -x+1 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Să rezolvăm ecuaţia 

nix- 2 ·=x- 2m, 

ln care m este un parametru* real. 
Trecem in membrul stîng termenii cu x, iar în membrul drept termenii 

liberi; obţinem ecuaţia echivalentă cu prima: 

mx - x = 2 - 2m, x E R 

pe care o mai putem scrie (m - 1)x = 2(1 - m), x E R. 
Coeficientul necunoscutei x poate fi şi O (anume aiuncj ctnd m = 1). 

Se impune astfel să facem o analiză a cazurilor ce pot apare. 
1) Cazul m =f. 1. ln acest caz, împărţim ambii membri ai ecuaţiei cu 

m - 1 şi obţinem ecuaţ.ia 

X =-2, 

care are soluţia -2. Deci, dacă m =f. 1, prima ecuaţie are mulţimea solu
ţiilor formată doar din numărul -2. 

* paramelru =literă, ce poale să ia diferite valori, dar care ln calcule este consi
derată constantă. 
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2) Cazul m = 1. 1n acest caz, ecuaţia iniţială se scrie 

X - 2 = X - 2, X E R; 
mulţimea soluţiilor ei este R. Cu alte cuvinte, orice număr real este soluţie 
a ecuaţiei. 

Obserpaţie. în cărţile mai vechi, această analiză a cazurilor se numeşte 
discutie. lncercati să nu folositi acest cuvînt. Corect: „analizăm cazurile ' ' ·' 
ce pot apare atunci cind parametrul ia diverse valori". 

1) .H.ezolvaţi ecuaţiile: 

X 5x 10 
a) - = 4 · h) - = - . 

13 ' 9 27. 
1 1 

c) x+- =-·· 
4 3 ' d) 7x - 5 = 9; e) 9 = 

= 5x - 16; f) 5 - ~ = 4. 
7 

2) Rezolvaţi ecuaţiile 3 = 8 - 5x, x E R şi 9 - 8x = 1, x E R. 
Sint aceste ecuaţii echivalente? 

3) Rezolvaţi ecuaţiile: 

a) 7x - 5 = 2x + 13, x E R; b) 11 - 8y = 13 - 3y, y E R; 
c) 5(3z - 5) + 8 = 39, z E R; d) 3x - 2(20 - x) = 5x - 8~12 - x) + 20, 
x E R; e) (15 - y) · 4 = 10(6 - 2y) - 8(3 - y) + (8y - 18), y E R; 

f) ~ + x- 3 = ~, x E R· g) 3z + 1 _ 5z - 1 = z + 5 _ 
21 

z E R; 
5 2 3 ' 12 6 4 

11) ~y + 3 + ~ - 4 - 2 = O y E R. 
5 ·3 ' 

4) In ecuaţ.iile care urmează, a este un parametru real. Rezolvaţi-le: 
a) ax - 7 = 5x + 8, x E R; b) ax+ 2x = 10 + x, x E R; c) (1 + 

+ y) (a + 1) = 2(a + y), y E R. · 

5*) Rezolvaţi - ecuaţiile: 
9 3 5 1 

a) - + - = - + - , x E R"'{O}; 
X 7 X 2 

x E R"-' -~· __ !J. c) -
4

- = --7- , 
l 2 _ 2}' x + 7 4. - x 

+ --3-=~•XER"-{-3, - 2, O}. 
X +3 X ' 

b) X+ 7 = X+ 1 ; 
2x + 3 2x - 1 

2 x E R"-{-7, 4}; d) -- + 
· x+2 

6) Rezolvaţi ecuaţiile (în numere renie): 

a) V2x - 1 = 11; b) 8 = i/3x - 1 ; c) 2x = V3x - 6; 

d) 1- V2x = l/2x - 1; e) V 3x = 1 - x; f) V2+y=1- V2y. 
7) Aproximaţi cu eroare de 0,01 soluţia ecuaţi e i : 

a) 1/3x - V2 = Vs, x E R; h) V2x + 1 = ]/2 - x, x E B. 
c) VSx - 1 = V2x, x E R. 
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8) Rezolvaţi ecua\.]ile: 

a)'3x-5 = 1; b) 2+4x=3; c) -3x+4=29; d) 9-2y=17; 

7 3 2 ~) 10y+ fk · 3; f) 4= - y-j-10; a) -X--= -3. 
2 b 2 3 

9) Rezolvă ţi ecuaţiile: 

9 1 1 1 
a) 4x + 2(3x -1) = 1+3(x - 1); h) -! +--;; = -

4 
x- -

6 
~ 

' 10 :> 

1 1 1 ' 5 
-c) x _ 12 = 5 (x + 12); d) 6x - 8 = 4 x - S ; e) 3(x - 2) + 2 = 

- f.x. I i. (1 . .L2X)j f) 7(X + 1) = 3(X - 2) - 4(5 - X); g) ( ·
3
8 - 5y)-- -· T 

2 
I 

- 7 ( 3 ~ % y) = 11. 

IO) Rezolvaţi ccuaţ.iile: 

13 + x 3x - · 1G 10 
a) 7 + 3 =X+ 3 j b) ~ (3x - ·12) + 1 + ! (11x -

.:> • 

3x + 44 - 10) = O; c) 9x - = 100. 
7 

lP) 1lezo Iv aţi ecuaţiile: 

a) (x + 1) (x + 3) =o <x - 1) (x + 2) + 11; h) (2x + 1) (x - 3) = 
=(x+2)(2x-1)-13; c) (x+1)(x-2)=(3-x)(4-x)+1; d)(x+ 

+ 1)2 + (x - 3)2 = (x - 1)2 + (x + 3)2; e) (3x + 2)2 + (4x - 1)2 = (5x + 
+ 7)2, 

12 *) Rezol vati ecuatiile: . ' 

a) 5x + 7 =·13; h) 3x ~ 4 = S; 
3x - 11 19 Gx - 7 

2 1 2 3x 2 
- X - • e) __!- - 1 · f) --
- x - 1 ' 2 x - ' 3x - 2 = 2 - 3x · 

(Indicaţie: stabiliţi mai întîi mulţimea in care ia. valor~ necunosctita.) 

13) Rezolvaţi ecuaţiile (în care a este un para.rn.etru real): 

a) ax+ 1 =a; b) 3x - 4a = 1; c) ax = x -7~; d) ax+ a = 1 + x. 
14) Pentru ce valoare a parametrului real a, soluţia ecuaţiei 8ax = 

. 1 = 3a + 2x este 2 ? 

15*) Aflaţi valoarea parametruJ.ui a pentru care ecuaţiile ax + 1 = 
-= a şi 2a(1 - x) = 1 au aceea.şi soluţi'e. 
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LUCR.lRI PENTRU VERIFIOAREA. îNSUŞIRII 
UNOR CUNOŞTINŢE DE DA.ZI 

LUCRAREA I 

1) Scrieţi sub formă zecim.ală num.erele !a.ţionale: 
11 3 15 4. 2. 

a) 6; b) 5"7 ;: c)3-~· 
2) Efectuaţi calculele: 

a) 1,3·1,5 - 2,15 .+ 411•0,3; b) (-1
1
6)2 + 3i44; 

- (4,3)3 + (-5)2• 
c) 4 32 -t- 52· -, I 

3) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

a) Vo,36 = o,6;. h) VoJi> 1; c> Vo,64 <1; <l) Vo,16 < Vo,~9. 
4} Aproximaţi, cu eroare de 0,01: 

a> Vf; h) V7,5~ 

LUCRAREA A II~A 

1) S~abilit.i valoarea -de adevăr a. propoziţiilor: 

a) 71: E [1; 3]; b) V2 E Q; c) j/3 E [1; 2].; d) 1 + V5 E [1; ,3]; 
e) V2 > 1,41; f) V3<1,83; .g) r. > 3,15. 

2} Scoateţ.i de sub radicali: 

a) (/27; b) VM; c) 1/54. 
3) Efectuaţi calculele: 

a) (1/7 -2) (I/7 + 2); b) (VII -3) '.(Vii+ 3); c) (2 V7 + 
+ VIT) · (Vf - 2 V11). 

4} 'Rti,ţionalizaţi numitorii: 

1 3 3 
a) 1,0); h) i/()i c) 1~· 

V 3 2v 2 V 6 

5) R.ezoJvaţi ecuaţia 5x - 1 = 7 - 2x (x E R). Scric!.i soluţia sub 
formă zecimală. ' 

CAPITOLUL II 

POLINOAME ŞI FRACŢII RAŢIONALE 
I 

1. FORMULE 

In matematică, precum şi 1n fizică, chim.ie şi alte ştiinţe silit folosite 
ioarte des formule; cu ajutorul lor se prezint~, într-o formă prescurtată, 
informaţii care altfel s-ar scrie cu multe cuvinte, pe multe rtnduri. 

De exemplu, dacă vrem. să explicăm, cum, ·putem afla lungim.ea. unui 
cerc, cunoscîndu-~ lungimea da. diam,etrului, scriem, 

L = rcă 

in Ioc de a scrie: „ca să aflăm lungim.ea unui cerc, inm.ulţim, numul'ul r. cu 
diametrul cercului". 

Aria acestui cerc se poate a.Lia folosind formula. 

A = rcr2 ; 

' această formulă inlocuieşt!' următoarea. propoziţie: ·„ca să aflăm aria· unui 
cerc inmultim numărul TC cu pătratul razei cercului'\ 

' Să luăm şi citeva exemp1e de formule din fizică. Scriem 

m 
P=-

V 

in loc de a scrie: „densitatea. unui corp se află im,părţind masa sa la volumul 
său". 

De asemenea, scrie:rn 
Q = cm(T-t) 

in loc de a scrie: „căldura consumată pentru a aduce un corp de masă 
m de la temperatura t la temperatura T se află înmulţind căldura masică 
(specifică) a corpului cu masa corpului _şi cu diferenţa . temperaturilor". 

Scriem: 
F 

p=s 
in loc de: upresiunea se află tm.părţind forţa ce se exercită asupra lichÎ· 
dului la a'l'ia pe care se exercită această forţă". 
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f .................... 

------------------~~~~~~~ 
1mogme 

Fig. II.1 

Legea de for mare a imaginilor p rin lenLilc (vezi fig. 11.1) se sc1·ie: 

f2 = dod, 

l.n loc de: „pă Lratul dis tan ţei fo cale a unei lentile esLe etial cu produsul dis Lan
Lelor de Ia ob!ect, re~pecLiv imag ine , la focare" . 
' PenLru a p r ezc11ta o i.nt'ormn~ie pot ri folosiLe, în general, ma i mult.a 
formule. De exemplu, sii prezentăm modul de calcu l al per1metruJui d l'11p t uu
ghiului din figura II.2. 

P utem scrie formula: 

E P = 2 · A + 2 · B (cm) 
\.J 

CXl sau formula 

A cm 
P = 2 · (A + B) (cm). 

Fig. 11.2 Să annlizăm aces Le două formule. · 
Dacă am fo losi-o .in pmcl ieă p e prim;:\, 

ar trebui să efectuăm două inmul ţ. i 1 ·i (mni înLî i 2 · A, apoi 2 · fl)ş i o a durn: :~. 
Dac.:1 a m foilos i-o pe a do ua, a r Lr·ebu i să el'cctuum o adu.nare, npoi o inmul ţ. i:c . 

A doua formulă este mai bună decit prima; ea ne p0rmite să economisim o 
operaţie . 

De regulă, oamen ii aleg p entru calcule formu la cea mai convenabilă. 

EXERC1TIU REZOLVAT 

In poligonul de încercări este încercat un automobil „Dacia 1300", 
pentru verificarea sist em ului de M nare. Şoferul as igm'ă mai întîi mctşin ii o 
viteză v, apoi, in d1·eptul unui obsei•v:.-itor, frînează b r·usc. Observatorul mă
soară distanţa d parou1·să de maşi nă din mome ntul începerii Mnării p lnii în 
momentul opririi . Rezultatele vel'ificării sîn t trecute in t abelul: 

Vi teza maşinii în km/h (v) i 50 .I Go 80 90 

Distanţa de frinare în m (d) I 25 I 36 64 81 

Putem d1:1duce o formulă care să ne dea aceste inform.'.l.ţii într -o formă 
prescurtată ? 
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Să îrnpărţim. vitezele la 10 şi sii completăm t ab elul: 

I V 
5 6 I 8 9 -

10 
I 

d 25 36 l 64 81 
-

Observăm ca •11 lini a a doua sîn t trecute tocmai pătratele numerelor 
din prima linie. J\ i:; tfel, formula 

d = (_!!__)2 
10 

ne descrie infor·rna \.ii le conţinute în tabelul cu rezultatele verificării . 

Aulom,obiluJ ai·e acum. viteza de 70 km/h. P ut em „estima" care 
va fi distanta de fl'inarc ? . ' 

Dacu fo m rnJa pe care am. stabilit-o mai ws est e valabilă şi în acest. 
caz, a Lunc.i putem spuue dinainte, fără a rn{li n~ăsura, că distanţa de 

frînare în acest caz va fi ele (]!}__ }
2 

= 40 metri. Dar oare form ulo. s~abi-
10 

li tă este valabilă in toate cazurile ? 
Să prcsu punem că aceast~ f ormuH.I este valabilă pent ru v:itcze 

cuprinse înLl'e 30 şi 100 krn/h , p(mtrn toa te aut.o turi i;m ele „Dacia 1300" . 
Cu ce -viteză este rcco.rnan tlabil sii circulam. lnt.1·-0 ~i cu ceaţă , vizibili
tatea fi inu de 2S metri, cu un astfel ele a utomobil ? 

Dacă in cale ne apal'e un obstacol , elistan\.a ele Moare trebuie să 
fie de cel mul t 25 m.eki. Din 

25 = ( 1~r 
drducem v = 10 V23 = 50 km/h. Deci este recomanda;bil să circuMm 
cu cel mult 50 kr.1/h. 

EXERCITU 

1) Ar~a Lotală a unui cilindru (vezi f ig. II.3) este elescrisă de form u la 

A = 2 ?tr 2 + 24rh. 

Analizaţi numărul de oper·aţii ce trebui(~ efP.ct.u ate, p resupu n!nd c/:i 2n = 
= 6.283„. Pute\.i scrie şi o altă formulii pentru calculul arici t otale, mai con
venabi lă? 

2) Pentru calculul ariei haşurate din figura Il.4 pu tem fo losi oricare 
dintre Iorm.ulele: 

A = 1tR2 - 7tT2 

A = 1t(R2 - „2) 
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Fig. II.3 Fig. Il.-'l 

sau 

A = 1t(R - r)( R + r) 
Care dint re aceste fo rmul e creJeţi că est e cea mai convenabilă? 
3) In jurul unei st atui avînd haza pătrată (J e latură s m et ri ) se insă

minţează cu iarbă o suprafaţă dreptunghiu lară de dimensiuni le din figura II.~. 
Ştiind că insămînţarea cu iarbă a unu i metru piltrat de teren cost~ a lei, 
scrieţi o formulă pentru calculul costului total a l insă1nîn ţării tercnulµi. 

4) De la autogara din oraşul A pleacă u n auLohuz spre comuna C, 
care m ai opreşte şi în comuna B. CosLul unui b ilet de călătorie de la A în f! 
este de 6 Iei, de la A în C est e de 9,50 lei, iar de la B în C este de 5 lei ; 

biletele le v inde şoferul autobuzului . 

L 

Fig. ll .5 

·La plecare, în oraşul A, şofe
rul a. Yindut b bilete de 6 lei şi c 
bileLe de 9,50 lei. 

Intre B şi C au tobuzul este 
oprit de un ech ipaj de cont rol, car·e 
găseşte călătorind a călătol'i, toţi 
avînd b ilet. 

Ciţi Iei a incasat şoferul pen
tru biletele vîndute? Scrieţi şi o 
formulă mai simplă. 

2. FOLOSIREA. LITERELOR: CONSTANTE 
ŞI V ARJABlLE 

Am folosit pînă acum de multe ori litere, în mai m ulte scopuri. 
De exemplu , în formula ce exprimă lungimea unui cerc 

L = ;cd 

apar trei litere: L, 7t şi d. Dintre ac~stea„ liter~ 7t este _folosi tă pentru 1.a ~ot~ 
un număr real, pe care nu-l putem scrie zecimal m in~reg1rn,e (anume 3,1<±b ... ), 
a ici ea este o constantă. Literele L şi d sînt folosite pentru a nota num,nre 
i·eale neprecizate. Obser·vărn. că pent1·u diferite valori date lui d, ob\inem 
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valori diferite pentru L. Literele L si d sint variabilo iar formula ne indic·) o 
legătură în tre acest e variabile. ' ' ' 

Să privim form.ula f i zică 

Q = cm ( T - t) 

ce exprimă cantitatea de căldură co n sHmată pentru a aduce masa m <.l e apă 
de la temperatura t la temperatura T. Î n această formulă , litera c joacă rolul 
de consta..nt~ ~vat~area ei este de. ap.roximaLiv 4185,5 joule/(kg. grad)) ; literele 
Q, m, t şi V 1 JO~ca rolul de variabile. Aceeaşi formulă poate exprim.a canti
t atea de culduru consurn.ată pentru a ad uce masa m de fier de la t emperatura 
t la temperatura T; de data aceast a, constanta care alLă valoare (anume apro- · 
ximativ 460,4 joule/(kg. grad)). 

Aria total ă a cilindrului di n figura 11.3 este expri maLă de formu la: 

A = 2 rr:r2 + 2rrrh. 

În această formu l ă apar litere şi nurnern. Numărul 2 şi lite1\\ rr sinL constante; 
lHercle il, r ~i h sint variabile. 

Varia.b iJele se mai numesc uneori şi nedeterminate. 

3. MONOAME 

Membrul drept al fomtulei ce exprimă al'Îa cer·cu lui de r·ază r: 

A= „„2 

este un monom în liLeria r; ·ar-est m.o norn est.e produsul dintre coeYic icntul 
const.init r. ~i pă Ll'aLu l nedt>terruiuatei (vu1·iuLilei) r. Grndul acei>tui monom 
este- 2. 

Membrul <lrepL al for'ffiulc i ce exprimă aria laLerală a cili ndru lui J in 
figu l'a Jl.3 , a.nume 

2rrrh 

est e un m onom în li terele r ş i li; acest mo nom este pl'odusul dintre coefi cien tul 
~onstant 2;; şi pl'Odm:u l nedet crm inaLe lor· r şi h. A~bele nedeterminate apur 
ll1 monom cu exponentul 1( I); gradul total al acestui monom este 2. 

Dar expl'esia 2rr!'h poate fi considerată monom in litera h; de data 
aceasta, monomul este p1·od11sul dintre coel' icientul 2"r (care nu mai este o 
constantă) şi nedet erminat.a h . Gr·adul acestui monom este 1 (I). 

în general, un monom tle gradul m ~ 1 în netletcl'minata X a.re fol'ma 

unde c est e coeficientul monomului. Coeficientul acestui monom poate fi o 
constanta (deci un nurn,ur 1·eal) i= O, sa11 un inonom in aJLe ncdeterm.inul.e . 
Gradul monomului este u n nu10.ăr n at.urai. 
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Un monom in nedeterminatele X, Y şi Z poate fi scris in forma 
cxmynzp 

unde m, n, p sint numere naturale ~ 1. Gradul (total al) acestui monom este 
m + n + p, iar coeficientul său c poate fi o constantă sau un monom. în alte 
nedeterminate. 

Să 'observăm că gradul se calculează ţinind seama de literele ce 
sînt considerate nedeterminate. De aceea, este bine să precizăm care 
litere sînt nedeterminate. De exemplu, spunem: „gradul în Z al mono
mului cX"'Y"ZP este p, gradul in X şi z al monomului cxmynzp este 
m + p etc.". 

In problemele practice, atî t coeficienţii cit şi nedeterminatele reprezintă 
de obicei numere reale; cum !nmultirea numerelor reale este comutativi\, 
{)On siderăm că literele ce apar într-un'. monom. pot fi comutate după dorinţă. 
Astfel, de exemplu: · 

2X2 Y, 2XYX, 2YX2, 2YXX 

reprezintă acelaşi monom în nedeterminatele X şi Y. 

EXERCIŢII 

1) (oral) Precizaţi coefi cienţii următoarelor monoame in nedeterm.i
na.ta X: 

1 v-a) 3X3
; h) 7XY; c) 0,51 X 2

; d) - i X 5 ; e) 2X3 ; f) - 2aS 1Y; 

g) 5abX3• 

2) (ora.I) Precizaţi gradul în X al următoarelor monoame: 

a) _ _}_ X 2
; b) 27tX; c) 22,423XY2V; d) ( V2 + 1) X 7Y 2 ; e) 2aX5Z; 

12 
V") 

f) - 2_:!__ X"+i yn- 1. 

3) (oral) Care litere pot fi considerate nedeterminate in: 
a) 2aX; b) SabX3; c) V2x3y2z? 
4) Est e adevărată propoziţia: „Cele două scrieri de mai jos reprezintă 

acelaşi rn.onom," pentru: 

a) 3X2 şi 3XX; b) 5XY şi -5YX; c) ~ XY2 şi~ Y2X; . d) 2X + 1 

şi 1 + 2X; e) 2X~Y! şi 2XY XY; f) 2a2 şi 2aa? 

Monoamele 1n care nu apare litera X pot fi considerate ca avînd gra
dul in X egal cu O. Astfel„constantele diferi Le de O pot f.i considerate monoame 
de gradul O in orice nedeterminată. 
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De exemplu, gradul în X al monoamelor -5, -5a, -S Y, - 5aY este O. 

Va trebui să identificăm monoam.elo OX, OX2, OX3, OX4 (în 
general orice monom cu coeficientul O) cu constanta O. De aceea, con
stanta O „nu are grad" 1 

EXERCIŢIU 

Precizaţi coeficientul; gradul în X şi gradul în Y pentru următoarele 
monoame: a) 2X

3
; b) 3Xf2; c) ·- ~ Y2 ; d) V2XY; e) 7tX2; f) ~7t Y3. 

Dacă ('O efici entul unui monom (în care apar litere) este 1 sau -1 se 
obişnuieşte să nu se mai scrie cifra 1 jn monom; astfel, in Joc de 1XY se s~ ri e 
mai simplu XY; în loc de - 1X3 se scrie mai simplu -X3 ; scriem X in loc 
<le 1X şi - -X4 Y'în loc de - 1X4 Y. · 

~m învăţat in clasa a VI-a să înmulţim două monoame. De exemplu, 
lnmulţrnd monomul 2X (în nedeterminata X) cu monomul 3XY (in nedete1·
minatele X şi Y), obţinem ca rezultat monomul 6X2 Y: 

2X · 3XY = 6X2 Y. 

Alt exemplu: inmulţ.ind monomul - ~ ),.>'2 cu monomul 3X3 (ambele în ne

determinata X) obţinem ca rezultat monomul - ~ X5• 

2 
Fie cXm şi dX

11 două monoame in X (de grade m ~ 1 şi n ~ 1, avind 
weficienţii c # O, d -:f O). Atunci 

(cXm) • (dXn) = .(c · d)Xm+n. 

În problemele practice, nedeterminata X reprezintă de obicei numere 
reale -:f O; deoarece orice număr real -:f O ridicat.la puterea O este 1, se consi
deră că X0 este constanta 1. 

OP.oarece produsul constantei O cu orice număr real este O, se consi del'ă 
că: O · (cXm) = O pentru orice monom cXm. De asemenea, se consideră ră 
OX = O, OX2 = O, ş i în general OXm = O pentru orice m E N. Astfel, regu la 
de înmulţire se extinde pentru orice monua~e: 

(cX111
) • (dX") = cdXm+n. 

Regulă. Coeficient.ul produsului a două monoame este produsul corfi
rienţ.ilor monoamelor. Dacă ambele monoame sint diferite de O, atunci gl'adul 
in X al produsului este suma crradelor în X ale monoamelor. 

Această regulă se extinde şi pentru mai mult ele două monoame şi 
pentru monoame în mai multe nedeterminate . De exemplu 

(2X2
). (3Y) . (-2,7,) = (6X2Y). (-2Z) = -12X2 YZ, 

(2X 2 Y2
) • (3X5 Y3

) = (2 · 3)X2+5 y 2+3 = 6X7Y6, 

( -3m
2
X ) · (- ~ m) = ((-3) · ( - ~ )) m2+1x1+0 = 4m3X, 

(V2X) ·(- V2) ' (V2· (- V2))X= -2X 
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înmulţirea monoamelor este comutativă şi asociativă. Monomul 
constant 1 este element neutru pentru înmulţirea monoamelor. 
Se obişnui\şte să se scrie monoamele de gradul m > 1 în X în forma 

cxm 

(c este coeficientul monomului). 
Această scriere este numită canonică (adică scriere tip, standard). 

EXERCl'fll 

1) Scrieţi în forma canonjcă monoamele (în X): a) 2XX; b) V2XYX2 ; 

112 112 +1 c) - -
2
-YXY; d) -

3 
XY. 

· 2) Efectuaţi produsul monoamelor, scrieţi rezultatele in formă cano
nică (ca monoame în X): 

a) 3,2X2 şi 0,5X; ?> 2X3 şi O; c) ! X2 şi -3X; J) - ~ X şi 8X3; 

e) 15 si _!_ X 2
·, f) - 3._ X2 şi ~X; g) aX şi -aX2• 

, 3 3 5 

3) Efectuaţi înmulţirile: 

a) X·2X·3X; b) 2X·(-5XY)·(~ Y); c)(-1,5) · (-4X)·(0,5X); 

d) ( - 5X) · (-2Y) · (-0,3Z); e) ( V3X) · ( V2Y) · (V6X); f) ( V2 - 1)aX · 
·(V2+ 1)X2 · 2a. 

4.) Cu ce monom trebuie înmulţit ~ X 2 pentru a obţine: 
n) 3X3; b) 5X2 Y; c) aX3

; d) -2aX 2 Y; e) -3abX2? 

5) Efectuaţi înmulţirile: 

a) 2X2 
• 3X2 Y3

; b) 2X!Y · (- 3XY2
); c) (-3aX2

) ·(-2aX); d) (-X4) • 

· (-aX3
); e) (-X4

} • (-Xn) · X 6• 

6) Scrieţi următoarele monoame ca produse de două monoame tn X, 
:;crise în formă canonică: 

a) 10a3X3; b) 2abX2
; c) - _!_ X 3 Y2

• 

5 
7) Efectuaţi: 

a) (a
2
b)·(bc

2
); b) (-V3m) CV.~ mn); c) (4c)·(5hd) ·(~ he); 

d) (~ abX)·(~ ax2
); ej (-SXY)· (:. x); f) a2

• (-a2
). 
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4. POLINOAME* 

Să privim formula ce exprimă aria totală a cilindrului din figura II.3: 

A = 21tr2 + 2rrrh. 

Membrul drept al acestei formule este un polinom în literele r şi h. De 
asemenea, 

-este un polinom în R şi r. 

In general, numim polinom o sumă de monoame ce nu sînt asemenea; 
iată citeva exemple de polinoame, în nedeterminata X: 

2X + 1; . 
-5X2 

- 2,5X + 1, notaţie prescurtată pentru (-5X2
) + (-2,5 X)+1; 

3X4 + 2x2 + 1 - x0
• . . 

Să dăm cîteva exemple de polinoame, în nedeterminatele X şi Y: 
X+ Y; 
- 3X2 

- 2XY + 5X - Y + 1. 
In polinomul aX + Y + 2 apar literele a, X şi Y. Faptul că 

numai literele X şi Y sînt considerate nedeterminate se scoate în C\'Î
denţă prin notaţia: p(X, Y) = aX + Y + 2. 

De obicei, un polinom se notează printr-o literă (se folosesc mult 
în acest scop literele P, Q, n, p, q, ... ) urmată, între paranteze, de litera 
sau literele ce joacă rolul de variabile (nedeterminate). 

Vom nota deci P(X) = aX +(X+ 2), indicînd prin aceasta că 
numai litera X este nedeterminată! 
Termenii sumei ce formează un polinom se numesc termenii polino· 

mului. Astfel, 3X2
, 2XY şi 5 sint termenii polinomului 

3X2 + 2XY + 5, 

iar 3X4
, 2X2

, 1 şi -X5 sînt termenii polinomului 

3X4 + 2X2 + 1 - X 5 

Termenii unui polinom sint monoame. 
De regulă, în monoame şi polinoame, nedeterminatele reprezintă numere 

reale. Însă inmulţir.ea numerelor reale este distributivă fată de adunare 
• "" I ' ceea. ce ne permite sa scoatem factor comun. De aceea, vom putea scrie, de 

exemplu: 

2X + 3X = (2 + 3)X = 5X, 
3aX - 5X = (3a - 5)X, 

-2X + 2X = (- 2 + 2)X = OX =0, 

8X -:-- 6X + 2X = (8 - 6 + 2)X = llX, 

3X
2
Y - sx2 Y = (3 - S)X2 Y = -2x2Y, 

2X + X 2 
- 3X = X 2 + 2X - 3X = X2 + (2 - 3)X = X 2 - X. 

*În limba greacă p oli = mai multe; nomos = parte. Deci „polinom" cu·e seliSul de 
;,alcăluit din mai multe părţi". 
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Vom. spune că reducem termenii asemenea. 
Suma 2X + 3X nu este considerată polinom cu doi termeni, căci cP-le 

două monoame sînt asemenea. 
Orice polinom format doar din doi termeni -# O (ce nu sint asemenea) 

se numeşte binom. 

EXERCIŢII 

1) (oral) Citiţi termenii polinomului, apoi spuneţi gradul total al ,fie-
cărui termen : 

a) - 2XY2 + 4X + 6XY; b) 3X5 - Y5
; C) 4abc + 3abd + 2acd + bcd. 

2) Reduceţi termenii asemenea : 

a) 2X3 - 6X + sx2 - 1,5X3 + 5X + 1; b) ~ x2Y :._ _!_ x 2Y + 
2 3 

+ _!_ X 2Y; c) 8a5 - 3b5 - 5a5 + b5 ; d) 4Y3 + ys - 2Y2 
- 1 - 2Y3 + 

6 

+ 2Y2
; e) 4 - 3,3X2 - ~ X+ 2 + ~~ X2 

- 0,25X. 

3) Reduceţi termenii as~menea, scriind mai intii fiecare monom tn 
formă canonică: 

a) 2xx2+3XX-4X2x - 2X2; b) 3XYX - 2YXY + 2X2Y - 3XY2 + 
+ yx2. 

4) Reduceţi termenii asemenea: 
· a) 10X + (- 4X + 8Y) - 3X + (5X - 2Y)'; b) 20X + (80X - 15Y) + 

+5Z+(-40X+10Y)+15Z; c)(A+B-C)+(A-B+C)+ (
- A + B + C); d) a + (-a - b + c) - a + (-ci + b - c); e) (X + Y -
- Z ) - (X - Y + Z) +(-X+ Y + Z) - (-X - Y + Z). · 

Să considerăm polinomul P(X) = 5 + 3X4 
- 2X2 + 4X3

; cei patru 
termeni ai săi au gradele în X: O, 4, 2 şi 3. Să scriem altfel polinomul, aral\
jînd t ermenii în ordinea descrescătoare a gradelor : 

P(X) = 3X4 + 4X3 - 2X2 + 5. 

Am scris astfel polinomul în formă canonică. 
ForIDJl canonică a unui polinom tn X se obţine scriind termenii săi tn 

ordinea descrescătoare a gradelor tn X; termenii polinomului se c_onsideră 
a fi scrişi tn forma canonică (ca monoame) 

Gradul unui pollnom -# O este cel mai mare dintre gradele monoamelor 
oe apar în scrierea sa tn formil canonică. 

De P-xemplu, in polinomul 5y~ + 3x4y - 2x2y4 + 4x3 apar două litere. 
Considerlnd doar pe x ca nedeterminată, forma canonică a sa este: 3yx4 + 
+ 4xa - 2y4x2 + 5y5 , deci este un polinom de gradul 4 în x. 

Consider1nd doar p~ y ca nedeterminată (x fiind deci considerată con
stantă), forma sa canonică este 5y5 - 2x2y4 + 3x4y + 4x3• Gradul său in y 
este 5, căci termenii săi au gradele în y; 5, 4, 1, O. 
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Conside.rind ambele litere ca nedeterminate, forma sa canonică este: 

-2x2y4 + 5y5 + 3x4y + 4x3 

iar gradul său t otal est e 6, căci gradele totale ale termenilor săi sînt 6, 5, 5, 3. 
EXERCIŢIU REZOLVAT. Să scriem tn formă canonică polinomul 

tn X: 

2XY2 + 3X2Y + 4X + 3X2 Y2 + 5 + 2X2 + Y. 

Cercetăm. mai întîi gradele în X ale celor şapte termeni ai polinomului: 
1, 2, 1,_ 2, O, 2, O. Regrupăm in ordinea descrescătoare a gradelor, după ce 
am. sens monoamele (în X) în formă canonică : 

2Y2X + 3YX2 + 4X + 3:f2x 2 + 5 + 2x2 + Y, 

(3fX2 + 3Y2X~ + 2X2) + (2Y2X + 4X) + (5 + Y) . 

Scoatem factor comun în fiecare grupă: 

(3Y + 3Y2 + 2)X2 + (2Y2 + 4)X + (5 + Y). 

Coeficientul lui X 2 est e un polinom în Y; îl scriem în formă canonică: 
3 Y 2 + 3 Y + 2. Coeficientul lui X este scris în forma canonică. Scriem si 
termenul liber 5 + Y în formă canonică (ca polinom in Y) : Y + 5. ' 

Astfel, polinomul iniţial se scrie in formă canonică astfel: (3 Y2 + 3 Y + 
+ 2)X2 + (2Y2 + 4)X + (Y + 5). 

EXERCIŢII 

1) Reduceţi termenii a.sero.enea: 

a) 8,6X + 2,2 y - 2 ! X - 4 ~ X + 2 4X + }___ y. b) X3 + 2x2 -
2 4 l 20· , 

- 3X + 1 + ZX3 
- 3X2 + 4X - 2 + 3X3 + 4X2 - 2X + 5; c) 8,25X + 

5 5 2 + 3 - Y - 1,6Z - 5- X - 1,25Y + 2- Z. 
8 6 5 
2) Scrieţi in formă canonică polinoamele: 

, a) X2 + Y2 + XY; b) 1 + X2 +X+ X3 ; c) X4 - 2X2 + 1 + 4X3· 
d) X 2 + Y2 

- X2 Y2; e) _2YX + Y2 +V - X2 ; f) X3 + Y3 + V - 3XYZ~ 
g) X2 + Y2 + Z2 + 2XY + 2YZ + 2XZ. ' 

5. OPERATU CU POLINOAME • 

OPUSUL UNUI POLINOl\1 

Monoamele 2X3 şi -2~3 sînt opuse unul altuia . Opusul lui 5aX2 este 
-5aX2

, iar opusul lui - V 2ab este V2ab. 
In general, opusul monomului în nedeterminata X 

cxm 

este monomul - cxm = (-c)Xm. 
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Un polinom în nedeterminata X este o sumă de monoame fo X. Opusul 
unui polinom în X are ca termeni opusele monoamelor ce formează polinomu I. 

De exemplu, opusul lui X 2 + 2X este polinomul - X 2 - 2X, iar opusul 
polinomului -5aX2 + bX + 1 este polinomul GaX2 - bX - 1. 

Opu~ul unui polinom P(X) se notează -P(X). Putem scrie astfel: 
-(X

2 + 2X) ...:_ - X 2 
- 2X, -(-5aX2 + bX + 1) = 5aX2 - bX - 1, 

-(2XY - Y3) = - 2XY + Y3. 

ADUNAUEA POLINOAIUELOR 

Să co n siderăm polinoamele in nedeterminata X : 2X2 - 1 şi x2 + X + + 1. Avem: 

(2X2 
- 1) + (X2 + X + 1) = 2X2 - 1 + X 2 + X + 1 

De rPgulă, se obişnuieşte să se 'reducă termenii asemenea, scriind rezul
tatul in formă canonică. Astfel, pentru polinoamele de mai sus, avem 

(2X2 
- 1) + (X2 + X + 1) = 3X2 + X. 

In general, suma a două polinoame este polinomu) ce se ob'~ine făcînd 
suma termenilor celor două polinoame şi reducînd termenii asemenea. 

AIL exemplu: 

(2X
2 + 3X + 1) + (4X2 - sx - 2) + (X2 + x + 3) = 2x2 + 3X + 1 + 

+ 4X
2 

- 5X - 2 + x2 + X + 3 = 7 x2 - X + 2. 

In general, in problemele practice, atît coeficienţii cit şi nedeterminatele 
polinoamelor reprezintă numere reale. De aceea, adunarea po.linoamelor are 
ac1>Jeaşi proprietăţi ca şi adunarea numerelor reale (adică este comutativă, 
asociativă, iar O este element neutru). 

A scădea un polinom Q(X) din polinomul P(X) revine la a aduna poli
nomul P(X) cu opusul lui Q(X): 

P(X) - Q(X) = P(X) + (-Q(X)) 

ObserCJaţii. 1) Gradul sumei (sau diferenţei) a două polinoame e.:;te 
mai mic sau egal decît gradele celor două polinoame. 

2) Putem. scrie 2X2 + 1 = 3X2 - X 2 + 1, însă monoamele 3x2 si - X2 

nu sînt termeni ai polinomului 2X2 + 1. ' 

}~XEltClŢII 

l) Scrieţi în formă canonică opusele po linoamrlor în X: 
a) 2X3 

- X+ 2;b) -2 X 2 
- X+ 1; c) -2a2X2 +aX+1;d) x2y+ 

+ y2 _ X3; e) y3 __:, ~ xy2 + x2y._ ~ X3. 
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2) Adunaţi polinoamele: 

a) 3X + 2Y şi X - Y; b). Y 2 
- 2Y + 3 şi - 2Y2 + Y - 2; c) sx2_ 

- 6X + a şi -3X2 - X + 1 - a. 
3) Efectuaţi calculele, scriind rezultatele in form,ă canonică: 
a) (X

2 
- X+ 1) - (X2 +X - 1); b) (6X - 2a) - (4X +a) ; c) (X+ 

+a) + (X + b) + (X + c); d) ~13X3 - (i8x2y - 15X3); e) [9X2 - 3 y2+ 
+V) - (X2 

- 5Y2 
- 4Z2)] + (5X2 + 3Y2 - 6Z2). 

4) Efectuaţi calculele: 

a) (8X2 
- 6XY - 9Y2) + (9X2 - 6XY -+ 8Y2) - (15X2 - 10XY -

-Y2); b) (X3 
- 2X2Y. + XY3) - (X2 Y - 2XY2 + Y3); 

c) [(!a - ..!._ b + _.!_ c)-(! a - _.!_ b + _.!_ c)]-(! a· _ _.!_ b + _.!_ c). 
2 3 .4 3 4 5 4 5 6 
5) Ce polinom. trebuie adunat cu 2X2 - 8X + 7 pentru a obtine ca 

rezultat 2x~ + X 2 - 6X + 9 ? ' 
6) Efectuaţi adunările: 

a) (4a - 5b + 6c - 7d) + (3a + 4.b + 5c + 6d); b) (a2 + b2 + 2ab} + 
+ (a2 + b2 

- 2ab) + (a2 - b2); c) ( a2 - ~ ab + ! b2) + 

+ ( - ~ a
2 + ab + b2) + ( - a2 + ab - ! b2)-

7 *) Dovediţi că suma dintre orice num.ăr de patru cifre abcd şi răstur
natul său dcba este divizibjlă prin 11. 

8*) Scrieţi polinom.ul X 3 
- 3X2 Y - 3XY2 + Y3 ca suma a două poli

noame i= O, astfel incit în unul să nu apară li tera X. în cite m.oduri puteti 
fa.ce a.ceasta? Dar dacă cerem ca toate m.onoarn.ele (in am.bele polinoame) s'ă 
aibă coeficienţi întregi? 

ÎNMUL'}.'IREA POLINOAMELOR 

Coeficienţii. şi nedeterminatele unui polinom. reprezintă de obicei în 
pl'O~l:mele~pract1ce numere reale. Insă înmulţirea numerelor reale este di:;Lri-
but1va faţa de adunarea numerelor reale: · 

a · (b + c) =a · b + a. c 

şi .~ . g~neral a·(b.+c+cl+ ... +l) =a · b+a·c+a·d+ ... +a ·I 
(pr1v1ţ1 figura II.6 ş1 mterpretaţi membrul stîng si membrul drept al acestei 
egalităţi ca arii I). ' 

De ac~ea, înmulţirea unui monom. cu un polinom se definesLc astfel: 
monom· polmom = monom ·(termen I + termen 2 + ... ) = ' 

= monom · termen l + monom · tel'men 2 + „. • 
De exemplu : 

(-4X) · (3X
2 + 2X) = (-4X) · (3X2) + (-4.X) · 2X = ~12X3 - 8X~. 

Să o.bservăm.. că am înmulţit un rn.onom de grad 1 cu un polinom. de 
gradul 2 ş1 am obţinut ca rezultat un polinom. de gradul 3 = 1 + 2. 
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Alt exemplu: 

a~b ~ · (4a + b} = a 2b2 • 4a + a2b2 • b = 4a3b2 + a2b2 

a2b2 
• (4a + b) = 4a3b2 + a2b3

• 

Ce legătură observaţi intre gradele în a ale factorilor din membrul stîng 
şi gradul în a al rezultatului; Dar intre gradele totale ? 

Alte exemple: 
x2 • ( x2 - 7 X + 1) = X 2 • X2 - X2 · 7 X + X2 • 1 = X4 - 7 X3 + ~2 ; 
2a. (5X2 - 3Y} = 2a :5x2 - 2a · 3Y = 10aX2 - 6aY ; 
3a2 .î3 · (5a2 X .:_ 4a) = 3a2 X3 • 5a2 X - 3a2 X 3 • 4a = 15a4 X4 - 12a3 X3• 

Să privim figura 11.7: dreptunghiul a re lungimea a + b, iar lăţimea c Ţ d; 
aria ~a este deci (a + b) · (c + d). EI a fo~t imp~rţit în p~tru dre_ptunghn~rt 
lfHU JH:ci, de d imensiuni a şi c, a şi <l , b ş1 c, b ş1 d, ale curor aru respectiv 
a · c, a · d, b · ?: , b -el. 

Putem scrie 

(a + b) . ( c + d) = a · c + a · d + b · c + b · d. 

Obşervăm. cil. fie care termen al sumei a + b apare în membrul drept c~ 
factol' pe l îngii fieca;·e terrnPn al sumei c + d. 

REGUL,\. Pentru n imnul\1 doua polinoame, proceclăl'.1- ast~el : f~cl'm 
suma Lrnnenilor oh\inu\i din i11m11l\irca fieciirui term<m ul pnmulm pohnum 
u 1 f1<'1·an· lerm.en al ce:h11 du-al doi lt•n polinom. 

De exemplu: (X+ 4) · (.X2 + 3X + 2) = X· X2 + X· 3X + X· 2 + 
+ 4. x2 + 4 · 3X + 4 · 2 = X 3 + 3X2 + 2X + 4X2 + 1~~ + 8. 

Se obisnuieste să se reducă t ermenii asemenea, scrund rezultatul in 
' ' 

form.ă cano ni că: 

(X+ 4). (X2 + 3X + 2) = X3 + 7X2 + 14 x'+ 8. 
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Putem face înmulţirea şi in felul următor, scriind unul sub alt ul ter
menii de acelaşi grad: 

(X+ 4) · (X2 + 3X + 2) = X3 + 3X2 + 2X 

Alt exemplu: 

+ 4:X2 + 12X + 8 
= X3 + 7 X2 + 14X + 8 

(a6 + a4 + a 2
) • (a2 +a - 1) = a8 + a7 

- a6 

+ IJ.s +a5 _ a4 

+ a4 +as_ a.2 

= as+ ,a1 + as +as - a2 

Deci (a" + a4 + a 2
) • (<:i2 +a - 1) = a8 + a7 + a5 + a3 - a2• 

Alt exemplu: 

(X4 + X 3Y + X2Y2
) · (X - Y) = X5 

- X 4Y 

+ X 4Y- X3 Y2 

+ xsy2 - x2ya 
=Xs - x2ya 

Deci (X4 + X 3Y + X 2Y2
) • (X - Y} = X 5 - X 2Y3• 

Primul factor din membrul sting are gradul 4 în X; al doilea factor 
are gradul 1 . in X; rezultatul (din membru) dr~pt) are gradul 
5=4+1 în X. 

In general, dacă înmulţim un polinom de gradul m cu un polinom 
de gradul n, at unci produsul lor va avea gradul m + n. 

Să mai luăm două exemple: 

1) (a + b) · (c + d) • (e + f) =[(a + b) • (c + d)] • (e + f} =(ac + 
+ ad + bc + bd) · ( e + f) = ace + ade + bce + bde + ac{ + + adf + bcf +. bdf. 

Acelaşi rezultat l-am fi obţinut şi dacă efectuăm inmulţfrile de la 
dreapta spre stinga: (a+ b) · [(c + d) · (e + f)]. Verificaţi (!). 

2) (3X2 
- 2XY)2 = (3X2 

- 2XY) . (3X2 · - 2XY) = 3X2 • 3X2 + 
+ 3X

2 
• (-2XY) - 2XY . 3X2 

- 2XY . (-2XY) = 9X4 -

- 6X
3
Y - 6X3 Y + 4X2Y2 = 9X4 

- 12X3 Y + 4X2 Y2„ 

. Înmulţir~ polinoamelor are aceleaşi proprietăţi ca şi înmulţirea nume
relor reale (este comutati vă, asociativă, distributivă faţă de adunarea poli
noamelor, iar constanta 1 este element neutru). 

EXERCIŢII 

1) ţ:fectuaţi înmulţiri l e, scriind rezultatele în formă canonică: 
a) (X+2)-(X+1); b) (X+4) ·(X+3); c) (X+7) · (X+ .3); 

d) (X+5)-(X+2); e) (X +8)-(X.+3); f) (X+5) ·(X +3); g) (X+ + 6) ·(X+ 2) . 

61 



I 
I 

2) Prin cc diferă între ele rezultatele înmulţirilor: 
a) (X + 3) ·(X+ 4); b) (X + 3) ·(X - 4) ; c) (X - 3) · (X + 4); 
d) (X - 3) · (X - 4)? 

3) ) Efectuaţi înmulţirile: a) (X+ 5) (X - 3) ; b) (X - 4) (X - 6); 

c) (m +5)(m-4) ;d) (x+ ~)(x+ ~);e)· (X+ ~)(x.+ ~)1 
J) (X+2)(x+ ~);g)(x- ~ )(x+ ~ } h)(a+ ~)(a+~)· 

4) Efectuaţi: 

a) (2X+1)(3X+1); b) (2X+3) (3X+2); c)(4X+1) (X+4); 
d) (10.X+3) (3X+10); e) (7X-3) (3X-7) ; f) (4m+3) (2m - 5); 

g) (a. + ~ ) (3a - 2). 

5) Efectuaţi: 

a) (X+ 0,5) (X+ 0,3); b) (a + 2,4) (a+ 0,4); c) (m - n + p) (3m + 
+2n); d) (4X - 1) (3X -Y+3); e) (4X+5Y+7Z) (3Z +7Y+5Z); 

f) (2m + 5n ~ p) (3m - 6n + 5p); g) (I a2 +l b2
) · (~a+ ~b)j 

4 . 4 3 3 

h) (sx2
- ~ X+ 1) (3X2 

- 2X). 

6) Arii taţi că produsul polinoamelor pe urmează · este un binom: 
a) x2 + y2 şi x6 - X4Y2 + x~ y4 - YG; b) x3 - }'3 şi X6 + xay3 + ya, 

7) Efectuaţi înm u]ţ.irile: 

a) (1 +X) (1 + X 2
) (1 + X 1

); b) (X - a) (X - b) (X - c); c) (X+ 
+ 4Y - Z) (X - 4Y + Z). 

8) Ridicaţi la pătrat: 

a) -2X3 Y2
; b) ~ X 2 Y; c) - ! X 4 Y3

; d) - 12X2 Y5
• 

9) Efectuaţi: 
a) (11X4 + 4X3 - X 2 

- 2X - 1) (3X2 
- 2X + 1); 

b) (24.X3 -11X~ + 4X - 1) (5X2 + 4X + 1); c) (X2 + Y2 +V+ 
+ XY + YZ - XZ) (X - Y + Z); d) (X~ - 1) (X~ - X+ 1) (X2 +X +1). 

6. FORMUJ_J!1 SPECIALE 

SCOATEREA li'AC110ltUJ,UI. COMUN 

Formula ce urmează ne est e cunoscută încă din clasa. a V-a; ea. exprimă 
distributivitatea înmulţirii faţă de adunare : 

a · (b + c) - a · b t a · c I 
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cuvin~cetstă f~rmulă se ap~i că atît numerelor, cit şi polinoamelor. Cu alte 
• n ea l itereJ_e a, .b şi c pot reprezenta fi e numere, fie polinoame. 

Formula este folos1lă foarte des „în sens invers"; 

a b t- a c =a (b + c) 

Scrisă în această formă, ea se numeste tormuJa de scoatere a factorului 
wm~. · 

E:plicaţie. In membrul stîng, a este factor atit pe lingă b, cit si 
pe lînga c; de qceea este numit factor comun. ' 

. !_"olosirea acestei ultime formule ne permite să economisim calcule. Să 
~nahza.m membrul s~ing al fo~mulei. Pentru a-I calcula: va trebui să efectuăm 
mmulţ1rea a·b, apoi inm~lţ1rea a·c, apoi adunarea, conform algoritmului* : 

. Pasul 1. s =a· b (citeşte: „efectuez înmultirea a· b notez rezultatul 
ei cu s"); ' ' 

Pasul 2. t =a· c; 
Pasul 3. Rezultat = s + t. 
Pentru a calcula men;ih;u l drept al formulei, va t~ebui să efectuăm mai 

întîi adunarea b + c, apoi rnmuJţ1rea, conform algoritmului: 
Pasul 1. s = b + c; 
Pasul 2. Rezultat = a · s. 

O?~ervă~ că d~că alegem al doilea mod de calcul (în locul primului) 
economisim o mmulţire. 

J?ator.ită faptului că scăderea se defineşte prin adunare (pentru numere 
reale ,ŞI poli no.<>m"' ~vem şi formula 

l a·b-a·c - a·(b-c) I 
. . ~~ reţinem şi formula pe care o obţinem datorită comutativităţii in

muJţ1rJ1 : 

[i . a + c . a 0 == (b + c) • a 

De asemenea, să retinem si formUla . ' 

j a · b + a · c + a · d ~ ... + a · l =a · (b + c + d t ... + /) 
(în memnrul sti ng npar cel puţin trei termeni). 

EXEMPLE. Folosind fol'mulele de mai sus, vom putea scrie: 

6X + 6Y = 6(X + Y); 3X - 3Y = 3(X - Y); 

3X - 6 = 3 ·X - 3 · 2 =3(X - 2) ; 3X+2 = 3·X+3·3_ = 3(x+3-)· 
3 3 ' 

XY - X = X · Y - X · 1 = X(Y - 1) ; aX - qY + aZ = a(X- y + Z)· 
x • - xi = x 2 

• x2 - x 2 • 1 = x2( x2 - 1). ' 

*algoritm = şir de paşi , fiecare pas conslîn<l dintr-o operaţie elementară, a căror 
efectuare ne con<luce la rezulta lui do1·i t. 
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Alt exemplu. Fie polinomul p(X, Y) = X2 + 2X + XY + 2Y; 

'ii putem scrie, grupînd t ermenii doi cite doi: p(X, Y) ' = (X2 + 2X) + 
+ (XY + 2Y). Scoţînd factor comun în fiecare dintre paranteze, 
obţinem p(X, Y) =(X+ 2)X + (X + 2)Y. Acum X + 2 est e factor 
comun (I), deci p (X, Y) = (X+ 2) (X + Y). Aşadar X 2 + 2X + 
+ XY + 2Y =(X+ 2)(X + Y). 

EXERCIŢII 

1) Scoateţi factor comun: 
a) aX + X2

; b) 5X - 10X2
; c) 15X - 6X2

; d) 8Y - 20Y2 ; e) 6aX2 + + 9X:1; f) aX2 + 2bX; -
2) Scoateţi factor comun : 
a) 3(X - 1) 2 

- 2X(X - 1); b) 6X2 + 9aX + 2X + 3a; c) 12 X3 Y3 -

- SX5X2 + 16X2 Y4 ; .d) (2X + 3)(3X + 5) + (2X + 3) (3X + 1); e) 2Y( Y -
- 2X)2 - (Y - 2X)3 • 

..._@ Scoateţi factor comun: 
a) a(X -1) + b(X - 1); b) (4X + 3) (X - 2) +(X - 2)2 ; 

c) (X - 4)2 
- (4 - X) (3X + 1); d) 8XY3 

- 12X2(X2 + Y2); e) (X+ Y). 
X 2 +(X+ Y) · Y5

; f) XY(X + Y)3 + Y 2(X + Y)2 (2X - Y). 
4) Scoateţi factor comun: 
a) abc - aX2 + bcY - X 2 Y; b) X 3 + X 2 Y + XY2 + y a; c) X 3 + 

+ 2X
2
Y + XY2 + 2Y3

; d) (2X - 3) (X2 + 2) + (2X - 3) (X2 + X) -
- (2X - 3) (3X + 4). 

PĂTRATUL UNUI BINOM 

Reamintim că am numit binom orice polinom forma.t doar din doi t er
meni (care nu sint asemenea intre ei). Să notăm aceşti termeni cu a si b. At unci: 
(a+ b)

2 =(a+ b) ·(a+ b) =a· a + a· b + b · a+ b · b = a2 -f- 2ab + b2• 

Deci (a+ b)2 =a2 + 2ab + b2 sau (a+ b)2 =a2 + b2 + 2ab, 
Această formulă se citeşte astfel: pătratul unui binom se obtine însumînd 

pătratele termenilor cu dublul produs al termenilor. ' 
Şi această formulă este folosită „tn sens invers" 

I a
2 + 2ab + b2 =(a+ b)2 I 

Scrisă sub această formă, ea se numeşte formula de restrîngere a pătra-
tului unui binom. . 

Pentru a o putea folosi, va trebui să recunoaştem: 1) pătratul fiecărui 
termen şi 2) dublul produs al termenilor. Vom fi in stare să facem acest lucru 
numai exersindu-ne pe multe exemple. 

De exemplu, fie polinomul X2.+ 6X + 9; recunoaştem că 9 =32, iar 
6X = 2 ·X· 3; astfel, polinomul poate fi restrins (X+ 3)2• 
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La fel, in polinomul 4X2 + 12XY + 9Y2 recunoaştem : 4X2 = (2X)z; 
gya = (3Y)2

; 12XY ·= 2 · 2X · 3Y. Astfel, putem scrie restrins: (2X + 3Y)2• 

Dimpotrivă , polinomul X 2 + 3X + 9 nu poate fi restrins, căci 9 = 32, 

dar 3X =F 2 • X ._,3(1) 
Şi formula de restringere a pătratului unui binom ne permite să econo

misim calcule. Pent ru a calcula membrul stl~g, trebuie să efectuăm înmulţirea 
a · a, apoi înmulţirea a · b, apoi · dublarea, apoi inmulţirea b · b şi in sfirşit · 
două adunări, confor-m algoritmului: 

P asul 1. s = a · a; 

Pasul 2. t = a · b; 
Pasul 3. u = 2 · t; 
Pasul 4. y = b · b; 

Pasul 5. w = s + u; 
Pasul 6. R ezultat = w + 9, 

Pentru a calcula membrul drept, va trebui să efectuăm doar o adunar e 
şi o inmulţire: 

Pasul 1. s =a+ b; 

P asul 2 . R ezultat = s · s.
Avantajele sint evidente. 
Să privim cu atenţie şi calculul următor : 

(a - b)2 =(a - b) ·(a - b) =a· a - _a · b - b ·a + b • b = a2 - 2ab +b•. 
Deci (a - b)2 = a2 

- 2ab + b2
, iar (a + b2) = a2 + 2ab + b2• 

Observaţi deosebirile dintre aceste .două formule. 
De reţinut: 

I a2 
- 2ab + b2 

= (a - b)2 I 

@:) Scrieţi in formă canoni_că polinoamele 1n X: 

a) (X+ 7)
2

; b) (X - 3) 2
; c) (2 - X)2

; d ) (4X - 3)2
; e) (3 - ~ xr I 

f)(X - ~ r;g) (2X+1)2;h)( ~ X+1r1j)( ~x- ~-y. 
2) Ce termen lipseşte pentru a avea pătratul unui ·binom: 

a) X2 + 4X; b) 9X2 + 6X; c) X2 
- 12X; d) X2 + 9; e) 4X2 + 1; 

f ) x2 + ~5? 
(!t Restrtngeţi : 

a) X
2 

- 4X + 4; b) 9X2 + 6X + 1 ; c) X1 
- 8X + 16; d) 25X2 + 

+ 20X + 4 ; e) 16X2 
- 8X + 1. 
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@Restrîngeţi: 
a) X

2 
- 4XY + 4Y2

; b) 36X2 + 60XY + 25Y2 ; 

c) 9X
2 

- 12XY
2 + 4f4; d) X 4 

- 2X2Y + Y2 ; e) ~ X2 +X+ 1; .f) 9X.:i -
4 

- 3XY + : ; g) X4Y2 + 8X2Y2 + 16Y4• 

APLICA ŢIE. Calculul aproximativ al pătratelor unor numere zeci
male. 

Fie numărul zecim.Rl 1,01; avem 1,012 = 1,0201. În practic~ nu avem 
(de foarte multe ori) nevoie de precizie atît de mare; în cele mai multo cazuri 
este su ficient să calculăm cu eroare de o miime. Putem spune a~tfel că 1,012 
este aproximativ 1,02, cu eroare de 0,0001 ( !). 

Să scriem 1,01
2 

= (1 + 0,01)2
; folosind formula de ridicare la pătrat a 

binom.ului şi neglijind termenul 0,0i2 = 0,0001 (deoarece este mic, comP,arativ 
cu ceilalţi doi), obţinem că 1,012 este aproximativ 12 + 2. · 1 · 0,01 = 1 + 
+ 0,02 = 1,02. Acest calcul îl putem face in m~nte. 

Alt exemplu : 0,99
2 

= (1 - 0,01)2 este aproximativ 1 - 0,02 = 0,98, 
din aceleaşi motive. 

EXERCIŢD; 

1) (oral) Aproximaţi: 1,022
; 0,982 ; 1,032 ; 0,97 2 ; 2,0F; 1,992; 3,012; 2,992• 

2) (oral) Un pătrat are lungimea laturii de 29,8 cm. Aflati aria sa, tn 
centimetri piHraţi. ' 

DIFEREJ\TA PĂTRATELOR 

Să înmulţim. suma a+ 'b cu diferenţa a - b. Obţinem, (a+ b) · (a - b)= 
= a · a - a · b + b · a - b · b = a2 - ab + ab - b2 = a2 - b2. 

Deci: (a+ b)(a - b) = a2 - b2. :-

Această formulă se citeşte astfel: produsul sumei cu diferenţa 68le -egal . 
cu diferenţa pătratelor. . · . 

Şi această formulă este folosită, de regulă, în sens invers: 

[a' - b' ~ (• + b)(a - b) J 
Scrisă în această forrn,fi, ea. se numeşte formula de flescompunere · în 

factori a diferenţei pătratelor. · 

De exemplu: 

4X
2 

- 9Y
2 

= (2X)2 - (3Y)11 = (2X + 3Y) (2X - 3Y); la fel 

2x
2 

- Y
2 

= ( V2x)2 
- Y2 = ( V2x + Y)( V2x - Y). 
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• w • • m'e de timp tn calcuJe. 
Form,uJa de m.ai sus ne pernute sa f :ceb .e~~n:fe;tuăm două tnmulţiri Astrel, pentru a calcula membr.ul stin~ va re Ul 

şi 0 adunare ( t), conform. algoritmului: 

Pasul 1. s=a·a; 

Pasul 2. t = b · h; 

Pasul 3. Rezultat = s - t. w . w • 

Pentru a c~lcula m.embrul drept, va trebui să efectuăm. doua adunar1 
şi o tnmulţire: ·' 

Pasul 1. s =a+ b; 
Pasul 2. ţ = a ~ h; 

Pasul 3. Rezultat = s • t. . . 
Insă, în cele mai multe cazuri, o adunare se efectuează ln timp mai scurt. 

decit o înmulţire. 

EXERCIŢII 

I) Calculaţi: . 
2 

( 3 )( 3 ) 
a) (X+ 7) (X - 7) .; h) (X+ ~) (X - 3} c) 2 +X 2 · - X .; 

d) (-X+ Y) (X+ Y); e) (-X +2) (X +2). 

~ Descompuneţi .tn factori: 
9 fV ) x2 -25·, d) x2 - 16,· e) X2 - --;:·, a) x2 _ 4; b) x2 - 9; c lfl 

f) 25 - x2. 
16 

3) CalcuJaţi: 1) (2 + 1)• . 
a) (2X -f- 1) (2X - 1); b) (3X + 2) (3X - 2); ~ (2a _,.. __ a ; 

d) ( ~ X + 3 y) ( ~ X - 3 y) ; e) ( s + V3t )( s - V 3t) i f) ( v2x -

- V3Y) ( v2x + V3Y); d) (XS + 1) (XS - 1). 

4) Descompuneţi in factori : 

2 2 c) .!_ x2 _ y2; d) .mz - 7; e) a3 -a) x2 _ 4y2; b) 4X2 - 5a ; 
4 

- 2b2; f) a2 - 3b2• 

5 *) Descompuneţi ln factori: 
1 a) (X+ Y)2-:- x2; h) x2 - (Y + z)2; c) (u + v)2 - (u.- v)2; d) X -

- Y'; e) (ti + 1)2 - (t2-'- 1)2. 

6) Descompuneţi în factoti: 
1 1 

a) 9x2 - 4; b) 10oxz - 64; c) 49y2 - 3X'; d) 9 x2 - 4 • 
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7) Desoompu·neţi în factori: 

a) (X+ 2Y)2 ::-- (X - Y)2i b) (X 2 

c) x2 - (X+ Y)2; d) (X - 1)2 - 9. + y - 1) - (t - X+ Y)2; 

8) Calculaţi mintal: 

a) 201·199; b) 105. 95; c) 21. 19. 

7. DESCO~IPUNEREA ÎN FACTORI 
A UNUI POLJNOM 

Ştim din clasa a V-a că' or' ~ . · 
ca produs de puteri de factori ;i: ~ numar natura] poate'. fi scris descom us 
se poate scrie 2J. 3 iar 144 p I. De .exemplu, 10 se poate scrie 2. J124 
30 = 2 · 3 · 5. ' · se p~ate scrie 24 

• 32. De asemenea 18 = 2 . 32, 
Acelaşi lucru se poate s u . d . . 

tn factori a unui polinom este p inne ŞI espre po1m.oame. Dar descom, unere 
are modul său propriu de de~coJe~eral, o. operaj1e ~ificilă. Fiecare Colino: 
~oar după un m~re număr de exerJţiÎ~-:i ;ar ~bV1şnumţa calculului se obţine 
simple de descompunere în factor· o va . om prezenta citeva tehnici 
. În lecţiile trecute am, r~ l. 

smi.plă este următoarea: acut cîteva descompuneri în factori. Cea m.ai 

. . a· b + a · c = a · (b + c) 
nunută scoaterea factorului corn.un. . 

· Exemplul 1. Polinomul x2 + X . 
apare ca factor X. Putem să-l t fare doi . termeni; 1n fiecare dintre ei 

scoa em actor comun: · 

x2 + X = X . X + X . 1 = X. (X + 1). 
Am descompus astfel polinomul în factori. 

Exemplul ·2. Polinomul în X. X X . 
menea (I). Scoţind factor comun~ . a + are doi termeni, dar ei stnt ase-

aX + X = a . X+ f .. X= (a + 1)X 
l-am scris de fapt cam 1 X ' 

onom n , cu coeficientul a + 1. 
Exemplul 3. Fie polinom ·1 (X) 2 factori astfel: u p = X

2 +X; tl putem, descompune tn 

p(X) = (2X + 1)X sau astfel: p(X) = 2x( X+ ~} 

(' ~B~ERVA ŢIE. Descompunerea în f ct . . 
coe .w1enţ1 numere reale nu este unică (I) a ori ~ unui polinom cu 

. E:i:emplul 4. - Polinomul X" + X3 x2 . . 
dmtre e1 apare ca factor x2. Scoţind -1 t t are trei teFmeni; în fiecare 
X" + xs + x2 _ xz xz u ac or comun: 

"1· . - • + x2 . X+ x2 • 1 - X2(X2 + X 
po momul Jn factori. - · + 1) am desc.ompus 
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Exemplul 5. Polinomul X2Y - 2XY2 + XY se scrie " descompus in 

factori astfel: XY(X - 2Y + 1), dar şi astfel: 2XY (.!.X - Y + _!)· 
. . 2 • 2 

Exemplul 6. Fie polinomul in X:(a + b)X2 +(a+ b)X. Să observăm 
că polinomul are doi termeni, ce nu sint asem.enea intre ei (primul termen 
are gradul 2, al doilea are gradul 1). Scoţind factor comun pe X, 11 putem 
scrie descompus în factori: [(a+ b) X+ a+ b]X. Dar, la fel cum am procedat 
în exemplul 3 cu constanta 2, putem proceda şi aici cu constanta a + b. 
Polinomul poate fi scris descompus in factori şi astfel: 

. (a + b)X(X + 1.). 

Ambele descompuneri sint corE\cte. 

Exemplul 7. j<'ie ·polinom.ul p(X, Y) = XY - 2X + Y - 2. Să-l des
compunem în factori. Grupăm termenii doi cite doi: p(X, Y) = (XY - 2X) + · 
+ (Y'- 2). Scoatem factor comun pe ~ ln prima paranteză: p(X, Y) = 
= X(Y - 2) + (Y - 2). Scoatem acum factpr .comun ·pe Y - 2; polinomul 
devip.e p(X,Y) =(X+ 1) (Y - 2); l-am descompus astfel ca produs al 
factorilor X + 1 şi . Y - 2. . 

Alte tipuri de descompuneri în factori se bazează pe formula de restrin
gere a pătratului unui binom: 

a2 + 2ab + b2 = (a + b)2 

şi pe formula a2 - b2 = (a + b)(a - b). 

Exemplul 1. Fie polinomul în X:, aX2 + 2aX + a; scoatem factor 
comun constanta a: a(X2 + 2X + 1); restrîngînd, polinom.ul se scrie descom-
pus în factori astfel: a(X + 1)2• • 

Exemplul 2. Fie polinomul 16X3 
- 8X2 + X. In fiecare dintr~ cei trei 

termeni ai săi-apare ca factor comun X; vom scrie astfel: (16 X 2 - 8X + 1)X. 
Să obdervăm că intre paranteze avem 16X2 - BX + 1 = (4X)2 -2 · 4X + + i = (4X - 1)2• Deci polinomul se descompune astfel: (4X - 1)2 X. 

Exemplul 3. Fie polinomul a2x - 4x. Considerat ca polinom în nede- · 
te1minata x, acest polinom este format din doi termeni asemenea.. II putem 
sci·ie ca monom tn x: (a2 - 4)x, cu coeficientul a 2 

- 4. 
Dar, considerat ca polinom in nedeterminata a, el se va ser.ie descompus 

în factori astfel: x(a + 2)(a - 2). ' 
Exempl1il 4. Fie polinom.ul X 3 - 9X ; scoţînd factor comun pe X, scriem 

(X2 - 9)X. lnsă X 2 - 9 = X 2 - 32 = (X+ 3)(X - 3), deci vom putea 
surie polinom.ul descompus astfel : (X+ 3)(X - 3)X. 

Exemplul 5. Polinomul X4 - 1 se descompune in factori .astfel: 

X4 - 1 = (X2) 2 - 12 = (X2 + i)(X2 
- 1) = (X2 + 1)(X + 1)(X - 1). 

Exemplul 6. Polinomul (X - 1)2 + ·-O.X se descompune ln factori 
astfel: mai intii ri<l;icăm la pătrat: (X2 - ·2X + 1).+ 4X; ·reducem apoi 
termenii ,asemenea: X 2 + 2X + 1; regrupJm: (X + 1)2

• 

Exemplul 7. Polinomul X 2 + 3X + 2 se descompune astfel: x2 + 
+ 3X + 2 = X 2 + 2X +X+ 2 = (X+ 2)X +(X+ 2) = (X + 2)(X+ 1); 
11.1. fel: x2 + 5X + 6 = X2 + 2X + 3X + 6 = (X + 2)X + 3(X + 2) = 
= X(X + 2) + 3(X + 2) = (X+ 3) (X+ 2), şi X2 

- X - 2 = ·X2 + X~ 
- 2X - 2 = X(X + 1) - 2(X + 1) = (X - 2) (X + 1). 
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ln general, polinomul X2 + (a + b)X + ab se descompune in factori 
astfel:-

X2 + aX + bX + ab = X(X + a) + b(X + a) = (X + b) (X + a) = 

= (X+ a) (X + b). 

Polin~mul x~ + 1 se descompune ln factori prin completa.rea. pătra
tului unui binom: 

x• + 1=(X
4
+2x2 +1) - 2X2=(x2 +1)2 - (V2X)2 = (x2 + 1 + 

+Vil) (X2 +1 - V°2X) = (X2 +V2X+1) (X2 -V2X+1). 

EXERCIŢII 

1) Descompuneţi tn firctori: 

a) 9X~ - X; b) X3 - 9X2Y; c) X2 - 9Xf2 ; d} 16X - 9XY2 ; 

e) 4X2Y - Y; f) 4X3 
- XY2 ; g) 9X2Y - YV. 

2) Descompuneţi în factori: 

. a) X
2 + 8X + 16; h) 12X2 + 12X + 3; c) 4X4 + 4X2 + 1; d) X3 + 

+ 4X
2 

+-4X; e) 2X
4 + 12X3 + 18X2 ; f) 3X2 -12X2 + 12X. 

3) Descompuneţi in factori: 

a) X
2 + 3X + 2; h) X2 + 5X + 4; c) X2 - 5X + 6; d) X2 -

- 21/2X + 2; e) x2
-=- 2 V3x + 3; f) 2x2 + 4 V2x +4; g) x•+ r 2 ; 

h) X
4 

- 4Y
2

; i) X
4 

- 2Y2
; j) X~ - 81; k) X 8 - Y8 ; l) 81X4 -16Y4• 

4) pescompuneţi în factori: 

a) (! X + _!_ Y)
2 -(_!_ X - _!_ Y)

2 
b) (X2 _.:.._ 3X + 1)2 ·- 1 • 

2 2 2 2 ' 
c) (2X - 3) (X - 1)

2 
- 4(2X - 3); d) !X - 3) (X2 + 1) + 2X(X - 3); 

e) (3X - 1)2 
- 25; f) (X+ 2)2 - (3 - 2X)2• 

6*) Descompuneţi tn factori: 

a) (X - 2)
4 + (X - 2)3 + (X - 2)2 + (X - 2); b) (X, + Y)2 _,_ 

- (Z + T)
2 

+ (X + Z}
2 

- (Y + T}2
; c) (aX + bY)2 + (aY - bX)2 ; 

d) X 4 - X;!.+ 1. 

8. îNLOCUIREA NEDETERMINATELOR 
PRIN POLINOAME 

Fie de exemplu polinomul X + 1. Să înlocuim variabila. (nedetermi
nata) X prin polinomul f 2 + Y + 1, în altă variabilă Y. Ca rezultat obţinem 
polinomul în Y: ( Y2 + Y + 1) + 1 = Y 2 + Y + 2. 

t 

·. 

f' 

Să inlocuim pe X cu poli~omul in două 'Variabile z ~i t: z~ + zt~ obţinem 
lt t ( ~ + zt) + 1 - z2 + zt + 1 care este un pohnom m z şi t. ca rezu a z- - ' - · · 1· l 
· i· l P(X) - x2 + 2X · inlocuind variabila X prm po momu Fie po momu - , 

in y : y2 + 1 = Q( Y), obţinem : 

p = (Y2 + 1)2 + 2(Y2 + 1) = (Y4 + 2y2 + 1) + 2Y2 + 2 = y• + 
+ 4y2 + 3; se scrie P(Q(Y)) = Y4 + 4Y2 + 3. · . 

Să înlocuim variabila. X prin polinomul in Y :2 Y - 1 = R( Y); obţmem 

p ::_jY - .1)2 + 2(2Y - 1) = 4Y2 ~ 4Y + 1 + 4Y - 2 = 4Y2 - 1; 

se ~~~ief "'l'lf ( Y.)) = 4Y2 
- 1. 

OBSERVA ŢIE. Notaţia P(Y) înseamnă Y2 + 2Y, care nu este acelaşi 
lucru cu P(Q(Y)), sau cu P(R(Y)). Putem scrie : 

P(Q(Y)) = Q(Y)z + 2Q(Y), sau P(R(Y)) = R(Y)2 + 2R(Y). 

Înlocuind variabila X prin polinomul z + t = S(z,t), in nedeterm.ins,
tele z şi t, ·obţinem: 

p = (z + t)2 + 2(z + t) = (z2 + 2zt + t2) + 2z-i-2l =z2+2.::t+t2+2.::+2t. 

Se scrie P(S(z,t)) = z2 + 2zt + l 2 + 2z + 2t- . 

înlocuind variabila X prin pol.inomul constant 3, obţinem. P = 32
_ + 

+ 2 . 3 = 15; se scrie P(3) = 15. Se spune că 15 este valoarea polmomulm P 

in constanta 3. . ( · . 
F . i· l p(X) = xa + 4x2 + 3; înlocuind nedetermmata varia.-

ie po momu . 
3 4 

. 22 + 3 -
bila) X prin const anta 2, obţinem polinomul constant 2 + . -
= 8 + 16 + 3 = 27. Notăm. p(2) = 27. Spunem că 27 este va.loal'ea polmo-

roului p în 2. b . (O) _ oa + 
înlocuind în p nedeterminata X cu constanta O, o ţmem P -

+ 4 . 02 + 3 = 3. ~a fel, p ( ~ ) = ( ~ ) 
3 

+ 4 ( ~ r + 3 = ~ + 4 . ~ + 

+ 3 = 4 _!_ ; p( ~2) = (- 2)3 + 4(-2)2 + 3 = -8 + 16 + 3 = 11. 

8 1 1 
Astfel, valoare~ lui p in O este 3; in 2 este 4 8 , in -2 este 11 şi,( 

I aşa cum am văzut, în ·2 este 27. . . _ 
Observăm că putem obţine valoarea polinomului p in orrne constant~ c 

· - ( ) · ca + 4c2 + 3 Calculul valorii p(c) se fa.ce conform algont-ş1 ca avem pc = . 
mului: 

Pasiil 1. s = c • c (acea.sta inseam.nă că vom calcula produsul c · c şi-l 

vom nota cu s); 

Pasul 2. t = c ·s; 
Pasul 3. u = 4 · s; 

Pasul4. v=t+u; 

Pasu,l o. p(c) = v-+ 3. 

?1 

-I 

I ~ 
I 



Deci, trebuie să efectuăm trei înmulţiri şi două adunări. Există şi un 
alt algoritm, care ne per~ite economisirea unei tnm.ulţiri. Acest algoritm. se 
bazează pe scrierea. p (c) = (c + 4)c2 + 3 şi este următoru.I: 

Pasul 1. s ==='c + 4; fc~·:efJ.c?.,. 3 
Pasul 2. t = c · <;; 

Pasul 3. u = s · t; 
Pasul 4. p(c) = u + 3. 

'-- .._,, 
s ... _j 

u .....__ 
p(c) 

OBSERV A ŢIE. Într-un algoritm, tn fiecare pas se execută o singură 
operaţie elementară. Un automat (c maşină de calcul) care ştie să efectuez~ 
adunări şi înmulţiri, va. putea fi „programat" să execute acest algoritm. 

Fie polinomul in două nedeterminate X şi Y: ' 

p(X, Y) = x2 + Y. 

Înlocuind nedeterminata X cu 1, iar nedetermina.ta- Y cu 3, obţinem 
( 1 3) ( 1 )2 3 .. p(1, 3) = 1

2 

+ 3 = 4. La fel, p 2 , '4 = '4 + "4 = 1, p(1, -1) = 
= 12 +(-1)=0 .. 

Înlocuind nu.mai nedetermina.ta X cu 1~ obţinem polinom.ul tn Y: 

p(1, Y) = 1 + Y. 

Înlocuind nedeterminata X cu . polinom.ul z + 1 = g(z)', iar nede
terminata Y cu polinom.ul z + 2t = r(z, t) obţinem. polinom.ul tn z şi t: 
(z + 1)

2 

+ (z + 2t) = z
2 .+ 3z + 2t + 1, care se notează p(q(z), r(z, t)). 

OBSERVA ŢIE. În cărţile mai vechi„tn loc de „hilocuim. pe X -cu 1" 
se scrje uneori „X = 1". Încercaţi să nu folosiţi acea.stă notaţie. fn cărţile 
ro.ai noi veţi întilni notaţ.iile: „1-+ X" sau „X +- 1", amtndouă citindu-se: 
„dăm lui X valoarea 1", sau „înlocuim pe X cu 1". 

~ 

EXERCIŢIU REZOLVAT. Fie polinomul P(Z) = (2Z - 1)(Z + 1) + 
+2(v+ ~~} 

a.) Scrieţi algoritmul pentru calculul valorii polinomului ln constanta c. 
b) Descompuneţi polinomul !n factori. 

c) Scrieţi algoritmul pentru calculul valorii polinomului m c, folosind 
descompunel'ea în factori. 
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d) Calculaţi P ( ~ ) , P ( - ~ ) şi P ( ~ ) . Ce algoritm folosiţi? 
Rezol"arc. a) Algoritmul este următorul : 
Pasul 1. s = 2 · c; 

Pasul 2. t = s - _1 (am „programat" prima paranteză); 

1 
J 

Pasul 3. u = c + 1 (a doua paranteză); 
Pasul 4. v = t ·u; 
Pasul 5. w = c · c; 

J • 17 
Pasul 6. q = w + 

32 
: 

Pasul 7. r = 2 ·q; 
Pasul 8. P(c) = v + r . · inm 1ţ· ·1 
b) Pentru a descompune în factori, efectuăm mai mth u m e, 

apoi regrupăm: 
17 

1 ( 1 )a 
P(Z) = 2V + 2Z - Z - 1 + 2ZZ"" 

16 
= 4Z2 + Z + 

16 
= 2Z + 4 ' 

c) Noul algoritm, este 
Pasul 1. s = 2 · c; 

1 
Pasul 2. t = s + - :1 4 , 

'Pasul 3. P(c) = .t · t. 

următorul: 

( 1) ( 1 1 )2 
d) Cu acest al doil~a algoritm, obţinem P 2 = 2 · 2 + 4 = 

= ( 
1 + ! r = (: r = ~~ ; p (- ~ J = 1~ ; p ( ! ) = 1~ ~ 

EXERCITII 

1) Fie P = 2x2 - XY + 3Y2 ; Q = 3X2 - 4XY - Y2 ; R = X 2 + + 2XY - 2 y2, Scrieţi în formă canonicii polinoamele: 
a)A=P+Q-R; b)B=P.-Q+R; c) C=P-(Q+R); 

d) D - P - (Q - R); e) E = (P + Q) - R. 

@)Fie polinomul P(X) = {X3 + X2) 2 + (X2 - X)3 + (X2 - 1)3• Cal
culaţi valoarea lui Pin a) -1; b) O;c) 1. 

@ Fie polinomul P(X) = (2~ + 1)2 - ?<-'· 
a) Descompuneţi in factori;«!?)' Calculaţi P (- V2), P(-1), P(1), 

P(V2). Ce obse.:Vaţi1 •)Calculaţi P ( ~). P ( Ja)• p (V~)· 
(t) Fie polinomul P(X) = (2X2 - -1)2 - x~. 

';,) Descompuneţi in ~actori;@ Calculaţi P ( - ~), P(-1~, P(1), 

P(-1 )· 
Vi*) Fie -polinomul P(X) = X 2 + 1. Arătaţi că pentru orice număr real 

c avem P(c) >O. . . . . 
2 6) Scrieţi algoritmul pentru calculul valo:n poh~omulm p{Jţ.) = aX + 

+ X + 2 tn constanta c. Puteţi găsi un algor1t~ m.a1 convenabil? 
7) Scrieţi în formă canonică ~olinomul a carm valoare in constanta c 

se calculează prin urmăţorul algoritm: 
2 

. p z 
4 Pasul J. s = c + 1; Pasul 2. · t = s · s; Pasul 3. u = · c, aau • 

p(c) = t + u. I 
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8) Fie polinomul E(X, Y) = X 2 - XY + 2X - 2Y; 
a) Calculaţi E(i, 1), E(2, 2), E(3,3). Ce observaţi? h) Calculaţi E( - 2 , 

- 2) , E( -:-2, O) ,_E(-:-2, 1), E( - 2, 2), E (- 2, 3).Ce observaţi?c)Descompuneţi 
în factori. E~plwaţ1 rez"!-11tate1e obţinute la a) şi b ). 

9) Fie polinomul Q(X) = (X - 1) (X2 - X - 1) + 3(X2 _ 1). 
a) Descompuneţi în factori; b) Descrieţi algoritmul pentru calculu I valorii Q(a). 

. 10) Fie P(X, Y) =(X - 3Y)2 + 5(X - 3Y) (2X + Y) + 4(2X + Y)2 
ş1 Q(X , Y) = (9 X+ Y) (3X - 2Y). Calculaţi: 

a) ~(1, .1) şi Q(1 , 1); b) P(1, 2) şi Q(i, 2); c) P(1, -8) şi Q(1, -8). 
Cum ex}fl1caţ1 rezultatele obţinute ? 

11) Fie P(X, Y) = X
2
(X + Y) - Y 2(X + Y). Scrieţi în formă cano

nică polinoam,e1e în X: a) P(X, - 1); b) P(X, O); c) P(X , 1). 
Calculaţ.i apoi valorile P( - 2, 3), P(3, 2), P(5,5). 
12*) Fie p(X, Y) = X 2 

- 2Y; q (X, Y) = XY; r(X, Y) = xa - 3XY. 
Înlocuind pe X cu a+ b iar pe Y cu ab, ce devin polinoamele p, q şir? 

13) Fie polinom.ul P(X) = X 3 
- X 2 + X - 1. Precizati care dintre 

propoziţiile ce urmează sint adevărate : ' 

a) P(1) = 1;b) P(2) =5 ;c) P(- 1) = 0;d) P(1)=0;e) P(0)=-1. 

14) Calculaţi valoarea polinomului P(X) = X 2 - 2X + 3 în 2 + V2, 
in 2 - V2 şi în -2 + 1/2. 

15) Calculaţi P(- V3) şi (P V3), unde F(X) = X 3 -2x2.-f.-3x-2. 
16) Fie P(X) = X

3 
- 4X2 + 3X + 1. Calculaţi P(-2) · P(2) + 

+ P(- 1) · P(1). Calculaţi P(a) + P(-a) şi P(a) · P(-a), unde a este un 
număr real. 

\ 9. FRACTII RATIONALE . \ . 
In formula de calcul a densităţii p = ; , membrul drept nu este un 

polinom în literele m şi V; este o fracţie raţională. 
Cunoscînd aria A a unui trapez, înălţimea h şi haza mare B, baza mică 

se calculează după formula 

b = 2A - Bh 
h 

Membrul drept al acestei formule nu este polinom în litera h. 
·Fie polinoamele în X: P(X) = 3X2 + 6X şi Q(X) = 3.X. Observăm că 

polinomul C(X) = X+ 2, are pl'oprietatea că Q(X) · C(X) = P(X). Este 
natural să-l numim pe C citul împărţirii polinomului P la polinomul Q şi 
să-l notăm P : Q. > 

Fie polinoamele în X: p(X)-= X+ 1 şi q(X) =X; orie.are ar. fi polino
mul c.(X), nu putem avea X· c(X) = ·X+ 1; deci nu putem 'împărţi (fără 
rest) polinomul p la polinomul q. 
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t · • d am invătat Aceeaşi situaţie am . intilnit-o în clas~ a tV-~,6 ~u~: ~~~e la 3 dar ·~u 
despre optera(ft.~irl~ ~~s~)u::e~e ~u[~~t~ai:a:~ leaspre fracfii şi că 6' : 5 este se impar e a a · • 

. " 6 fractia -. 
" ' 5 ~ u ţ 

t u 'd vom folosi şi în cazul polinoamelor; vom mva .a acum Aceas a 1 ee o 
l~spre fracţii raţionale. h 
c DEFINITIE. Vom numi fracţieu raţională (in nedeterminata X) o peree e 
de polinoame. P(X) ş·i Q(X), scrisa sub form.::i 

P(X) 
Q(X) / 

Numitorul Q(X) trebuie să fie diferit de polinomul nul O. Astfel, 

2X 3X . 3 . 3X • ' i_. X3 - 1 ; X + V2 -
x2 + 1 ; x 1 X' -1-' 7 ' X - 1 2X - 1 

l de frac t,,ii rat,iona.le în nedeterminata X. sînt exemp e 

2a 2 . 2a _ . 2a2 + 1 
a2 + 1 • a + 1 · a + 1 ' a + 1 

sint exemple de fracţii raţionale în nedeterminata a. 

X+ y X X 2 X+ 1 
' XY' Y + 1 XY + 1' Y' 

sint exemple de fracţii raţionale in nedeterminatele X şi Y. 

OBSERVA ŢIE. Orice polinom P(X) în nedeterminata X poate fi 
P(X) 

scris ca fracţie raţională in X, cu num.itorul 1 : --
1
- • 

EXERCITIU 

Care dintre propoziţiile ce urmează sint a.de.vărate _: . . 
a) o fracţie raţională este citul dintre un p_olmom. .şi alt polinom nenul, 
b) O fractie ratională este o pereche de pohnoame, 

' ' P(X) 
c) o fracţie raţională este un raport Q(X) ? 

AMPLIFICAREA FRACŢIILOR RAŢIONALE 

Fie fr~cţia raţională (în X) ~ ~ ~ . Să înmulţim atit numărătorul, cît 

· ·to ul ei cu polinomul X + 1. Obtinem o nouă fracţie raţhnaJă, ŞI numi r ' . I . - . u ut 
· ·t t (X+ 1) (X - 1) = X2 - 1 s1 a care1 numara or al cărei numi or es e • 
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este (X+ 1) (X+ 1)"= x2 + 2X + 1 A tv V r . · ceas a noua racţ~ raţională est~· xz+2x +1 I • 

x~ _ 1 : Spunem că ea a fost obţinută prin amplifica.rea primei 

fracţii cu polinomul X + 1. Se obişnuieşte să se scrie 

x +1> x + 1 _ x2 + 2x + 1 
X-1 - x2-1 

Alt exemplu: fie . fracţia raţională ~. Să tnm~lţim numărătorul . şi 

num,itorul cu polinomul X; obţinem fracţia raţională 3X despre 
x2 

V ft " b ' 3 
spune ca a os o ţmută din X prin amplificare cu X. Scriem 

X>3 3X 
-=-
X X2 

De asemenea 

x+o 3 3X + 3 
x= x2 +x· 

care vom 

I · I r P(X) · . 
n genera, 10 Q(X) o. fracţie raţională tn nedeterminata X, iar R(X) 

un polinom diferit de O. Vom spune că fracţfa raţională . R(X) · P(X) 
R(X) ·Q(X) 

a f9st obţinută din fracţia ~~~; · prin amplificare cu polinomul R(X), 
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XERCIŢll 

1) Amplificaţi fracţia ra.ţiona.lă X ou . polinomul: 
x+1 

a) X; b) X+ 1; c) X 2
; d) X 2 + 1; e) 2X; f) 3x2; g) 2X + 1. 

2) Amplificaţi cu polinom.ul X 2 + 1 fracţiile raţionale tn X: . 

) X + 1 . b) 2X + 1 x2 - 1 X - 1 X 
a X ' X - 1 ; c} -X ; d) x2 - 1 ; e) T ; f) X+ 2~ 

3) Amplificaţi fracţia ratională .x + 1 cu: 
' Y+1 

a) X; b) Y; c} X - 1 ; d) Y - 1 ; e) X + Y. 

. ' 

SIMPLIFICAREA FRAf'(UI,OR RAŢIONALE 

Să privim fracţia raţională X
2 

-
1 

. Să observăm că putem 
x2 -3X +2 

descompune in factori numărătorul: X 2 - 1_ =(X+ 1) (X - 1). Dar şi 
numitorul ei poate fi descompus: X2 - 3X'+ 2 =(X - 2) (X - 1). Poli
nomul X - 1 apare ca factor a.tit la numărător, cit şi la numitor 

(X+ 1) (X - 1) 

(X - 2) (X - 1) 

Spunem că fracţia raţională X + 1 
se obţine din fracţia raţională 

X-2 
x 2 -1 . 

----- prm silnplificare cu polinomul X - 1. Notăm: 
X 2 -3X + 2 

X2 _ 1 (X-i 

x2 -3x + 2 
-

x+1 
X-2 

OBSERVA ŢIE F "l . 1 x2 - 1 . X+ 1 înt . racţu e raţiona e s1 nu s 
X2 - 3X + 2 ' X - 2 

egale; prima se obţine din a doua prin amplifica.re cu X - 1 a doua se 
obţine din prima prin simplificare cu X - 1. 

în general, dacă P(X), Q(X) şi R(X) stnt polinoame, vom spune că 

fractia raţională P(X) se obţine din fracţia. ratională P(X) . .8(X) prin 
' Q(X) • ' Q(X) · R(X) 

simplificare cu polinomul R(X). _ 
(Bineînţeles, polinoamel.e Q şi R trebuie să fie diferite de O.) 

De ~emplu, fracţia raţio~a.lă ~ se obţine din fracţia raţională 

~ "prin simplificare cu X; fracţia raţională ~ se oh.ţine din fracţia raţio
xs 

nală prin simplificare cu X2• 
X2 

x2 1 _x2y _ y . 
Fracţia raţională - se obţine din prm simplificare 

X+ 1 XY + Y · 
X-1 

{)U Y; din ea se obţine prin simplifica.re cu X + 1 fracţia raţională ,; 
1 

.care se identifică cu polinomul X - 1. 

EXERCIT II 

1) Simplificaţi cu X fracţiile raţi0nale: 

a) ~ · b) 
2

X · c) X d) X
4 + X2 

Ca.re dintre ele mai 
x2 

' x ' x2 + x ' x2 

poate fi simplificată? 
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2) Sim,plificaţi fracţia raţională X
3 

- XY2 

X3 + 2x2y + xy2 cu 
a) X; b) X + Y; c) x 2 + X Y. 

(I Simplificaţi: 
) 11x2 . 4X3 15aX2Y 

a 2XY ; b) 6 Y4 ; c) 
.Ll. 12a2XY2 

2X 2X ) fi 2y 
e 4XY ; / 2XY; 6aX3 

g) 8X2 Y . h) 5X3YZ 
4X2 ' YXZ ' 

@simplificaţi: . 
a) XY + X . XY + X 

X 2 + X ' b) y2 + y 

e) 3X + 9 4X2 + 12XY 

c) 
x2 -xy 

d) 4X-12 
XY - y2 • Ol x2 :_ 9 ' SX-16 6X2 - G g) X 2 - 9 f~ 6X3 - 54xy2 

i) X 2 + 2x . . x 2 - 2x 
16X2 - 32X 

h) ·~ 

3X +3' 
X ::/- ~ ' J) X 3 - 4X . 

©Simplificaţi: 
a.) (3.X + 5) (X - 1)2 - 4(3X + 5) 

(X + 1)2 (X - 3) 
X« - y« . 

; h) 
},,_'3 _ x3y2 ; 

X 2 +.6XY + 9Y2 
o) d) x2 - y2 + 2YZ - Z2 . 5X« - 5Y' 

X 2 
- 2XY + Y2 _:_ Z2 ' e) sx2y + gys • 

x2 _ _ 9y2 

"VALOAREA' UNEI l'RACŢ~I RAŢIONALE 

P(X) - · 
Fie F(X) - o f t' t' l~ - Q(X) rac . ie ra,1ona a în nedeterminata X/ şi fi~ c un 

număr real. 

Putem calcula valoarea P(c) a polinomului p în c· d 
calcula valoarea Q(c) a numitorului Q în c Pot apa, d' ~ asem~nea, putem 

· re oua cazu ri : 
Caziil 1. Dacă Q(c) :F O, atunci vom. spune că frâctia rationa.lă F 

P(c) t • are-
valo-area -- în c; vom. nota. F(c) = P(c). 

(!(c) Q(c) 

Cazul 2. Dacă Q(c) = O, vom spune că fracţia ratională F nu are dt'fi" 
nitll valoarea în c. ' · · 

D l f. f X+ 1 . . ' e exem.p u , ie ra.cţia F(X) = X _ 
1 

. A1c 1 P(X) = X + 1, iar 

Q(X) = X - 1. Fie numărul 5; avem Q(5) = 5 - 1 = 4 # O; deoare~e 
P(5) = 5 + 1_ = 6, 

3 
F(5) = - . 

2 
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fracţia. raţională F a.re valoarea. ~ = ~ în 5. scriem 
4 2 ' 

I 
I 
( 

are 

Avem Q(2)) = 2 - 1 = 1 # O~ P(2) = 2 + 1 = 3. 

valoarea ~= 3 in 2; scriem F(2) = 3. La fel, 
1 

Fracţia. raţională F 

l +1 !_ '!.-+1 1t 

F(~) =~- =-3._= 5 p('!_) =-4-~=-4 =-11 
2 3 1 ' "' 7 3 3 - -1 - --1 

. 2 2 -4 4 

Insă Q(1) = 1-1 =O. Deci fracfia ratională .!- + 1 
nu are definită 

. r ' X-1 

valoarea iJ1 1. Se mui spune şi că nu este definită în i . 
OBSERVA ŢIE. !n cărţile mai vechi se foloseşte exprima.rea „fracţia 

raţională nu are &ens în 1". 
X 

Alt.e exemple. Fie fracţia. raţională E(X) = X
2 

_ 
1

, avtnd numitorul 

Q(X) = X 2 - 1. Deoarece Q(1) = O şi Q(-1) =O, fracţia raţională 
B,re , definită valoarea in 1 şi în -1. Avem,; 

E(2) = 2 = ~ · E( V])= 1/2 = Vî~ 
22 - 1 3 ' ( V])2 

- 1 

E ( }/3) = 1/3 = 1/3 ; E(-'2) = -
2 

= - ~ 
(1/3)2 -1 2 (-2)2 -1 3 

E nu 

x+1 Fracţia raţională F(X) = are numitorul Q(X) = X 2 
- X. x2,-x 

D'eoarece Q(O) = O şi Q(1) = O, fracţia ,F nu are definită valoarea. în O şi 1. 

AvemF(2) = 2 + 1 =~ ;F(-1)= -
1 + 1 

=0. 
22 - 2 2 (-1)2 

- (-1f 

Fracţia raţională G(X) = ~ , avînd numitorul Q(X) = X, nu are 

definită valoarea în O; pentru orice număr real s # O, avem G(s) = s( I) 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

Pentru ce număr real s fracţia ratională F(X) = X
2 

+ 1 
nu are definită 

. ' 5X+2 
"valoarea în s? 

RezolCJare. Prin definiţie, fracţia J! nu are definită valoarea. in s dacŞ. 
·Q(s) = O, unde Q('X) = 5X + 2. Deci 5s + 2 = O, ecuaţie ce are o singură 

soluţie, numărul 

tn 
2 
5 

2 Deci fracţia raţională F nu are definită valoarea 
5 
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EXERCl'fll 

1) Fie 

E(-2); E(2). 

fracţia raţională 

X' 

E(X) = X
4 

- xa + i aflaţi E(1); E(O); 
X2 - X-2 

2) Fie F (X ) = • 
X 2 -1' 

aflaţi valoarea fracţiei raţionale F 1n: 

V- 1 
a) - 2; b) O-; . c) - 2 ; d) V2; e) V3. 

3) Pentru ce număr real x, fracţia raţională 

a) ~-• b) 3 c) X+ 1 ; d) ~ nu are definită valoa-
X' x-1: x-1 x+1 

rea 1n x? 

10. EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1) Exprimaţi printr-o formulă perimetrul unui dreptunghi, ştiind că 
lungimea µnei laturi este cu a mai mare decit lungimea eeleilalte. Exprim.aţi 
printr-o formulă Ş.i aria acestui dreptunghi. -

2) Costul unui bilet d~ tre~ pe distanţa MaJ!galia :-:--Const~ţa este de 
20 lei la clasa I şi de 13 lei la clasa a II-a. Caseria gărn Mangaha a vînd u t 
într-o zi a bilete de clasa I şi b bilete dP clasa a II -a, pină la Constanţa. 

Ciţi lei a incasat din vinzarea acestor bilett::? 

o 

b 

3) Covoarele din figura Il.8 sînt asemenea 
şi sint ţesute din material de aceeaşi calitate. 
Costul materialului din cel mie este de c lei. 
Cit va costa materialul din cel mare? 

4) Ce dat e trebuie să ştiţi pentru a putea 
estima: 

a) numărul de litri de benzină ce se con
sumă la o călătorie Bucureşti-Timişoara, făcute 
cu o maşină „Dacia 1300"; 

h) costul combustibilului consumat ''tn 
această călătorie; 

c) durata călătoriei? 
o*) Doi biciclişti pleacă în acelaşi moment, 

unul din Ploieşti spre Buzău, celălalt din Buzău 
spre Ploieşti; ei parcurg in mod uniform distanţa dintre cele două oraşe, 
primul cu viteza u, iar al doilea cu viteza "· 

a) Primul biciclist ajunge la Buzău in a ore. In cite ore ajunge al doilea. 

Fig. II.8 

la Plo ieşti? 
b) Ei se tnUlnesc pe şosea, cm c ore tno.int e de sosirea primului la Buzău. 

Cu cite ore înainte de sosirea celui {ţe -al doilea la Plaie~Li are loc intilnirea· 
dintre ei? 

6 Efectuaţi inmu~ţirile: 

a) (2X3) ·(3XY); b) ( V2 XY) · ( V2 XZ); c) ·(2XY) · (3 YZ) · ( - ~ XZ); 
d) ( V3X)· (V2XY)· ( V6 XYZ); e) (0,5X:i)·(2Y2)·(3XY); f) (-2Y2)'(-3X). 
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7) Efectuaţi: 

a) .3_ X 2 Y - _!_ X 2Y; b) _!_ XY2 _ _!_ xy2. c) _ l x2 - _!_X"· 
3 4 8 .2 ' 4 2 , 

d) ( - ~ xs) + ( - ~ xa) + ( }- ~ xa). 
8) J;leduceţi termenii asemenea: 
a) 5X2 + XY - 2Y2 - XY - Y2 - 2X2 + 4XY + Y2 ; b) -x2 + 

+ 4XY + 3X2 +2XY - 5X2; c) !x2 +i.y + .!.x2 _ .3._y +~P +~Y 
2 3 4 3 4 3· 

9) Efectuaţi adunările, reduc!nd apoi termenii asemenea: 
a) (-2X3 + 5X2 - X + 2) + (X3 

- 3X + 2) + (- X3 + 4.X - 5); 

b) ( - ~ x5 - 2xay + xy2) + (- ~ x6 + X4 + xay + ~ xy2)-( X'+ 

+ 2X3 Y + ~ XY2). 

10) Efectuaţi tnrn.ulţirile: 

a.) (-3XY)(X2 - XY + Y2);b) X3(X3 + X2 - 2); c)(....:... ~ x2y)cx2-

- 2XY + 2Y2 + 4X). 
11) Efectuaţi tnmulţirile; scrieţi apoi rezultatele în formă canonică: 
a) (1 - 2X + X 2)(a +X) ; b) (2X2 - 6X + 3)(3 - 2X); 

c) (2 - X)(X2 - 2X + 5) d) (X ,.- V2)(X3 + v2x - V~). 
12) Efectuaţi calculele, scriind re~ultatele în formă canonică: 
a) (X4 + 2X3 + X2 - 4X - 11)(X2 - 2X + 3) - 10X+32; b) (4X

-3) · (7X + 8) - (8X - 9)(5X + 7) - (3X-2)(5X-8); c) (2X-1) · (3X-
-8) - <4 X - 2)(2X - 6) + (6 X - 3)(7 X - 2). . 

13*) Efectuaţi : 
a) (X2 + aX + a2){X2 - aX + a2); b) (1 + X)(1 + X2)(1 + X4)(i + XB)· 
c) (1 + X)(1 + X2)(1 + X3); d) (X+ Y + Z)(XY + XZ + YZ) - (X -t 
+ Y)(X + Z )(Y + Z); e) (X2 + 2XY + 2Y2)(X2 

- 2XY + 2Y2). 
14) Ce lipseşte pentru a fi pătratul unui b inom.; 
a) 9X2 + 49; b) 4X2 Y2 + 4X2 ; c) 4X2 + 9P; d) X2 - 10X; e) x2 + 

+ 5X; f) _!_ X 2 +_!_X; g) _!_ x2 +_!_X? 
4 4 ,4 2 

(ii)' Scoateti factor comun: 
'ăf 4X4 + iX2 + 4X; b) 4.X' + 3X3 + 2X2

; c) ya - 7J'.'I + 5Y; 

d) Y5 - Y' - 2Y2; e) 27tR2 + 21tRH; f) vT + ~ T2; g) a2X2 + azy2 + 
+ a2Z2; h) 7tLR + ?tLr; i) v2x +2X 2 ; j) V3X3 + 3X2 ; k)9X2 -V18XY· 
l) 2X~_3 + 3XY4 - 4X4 Y. " ' ' 

6 Scoateţi factor comun: 
a 10X2 + 25XY-:--- 15XZ; b) aX + bX2 + X3

; c) 20aX - 32b X+ 
+ 28 X2 ; d) (2a - 1)X2+ (1 - 2a) XY + (2a - 1)X; e) (2X + 3)( Xz+7) -
- (2X + 3)2 X + 8X + 12; f) (X - Y + 1)(X2 - Y) - (X - Y + 1) XY; 

,g) (X2 +X+ 2)X + (X2 +X+ 2)Y; h) (X+ Y + 1)X2 +(X+ Y +1)Y~ 
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\ (H) Restrîngeti: \ 
)1" X4 

- 6X2Y + 9y2; b) X4 + 4X2 Y2 + 4Y4 ; c) X8 - 10X4 Y2 + 
+ 25Y4; d) 16X2 + 8X + 1; e) ·xa - 6X3 Y + 9y2. ® Descompuneţi în factori: 

a) X2 
- 2; b) X 2 

- 3; c) X2 - 15; d) X2 - 8; e) 2x2 - 1; f) 3x2 - 2; 

g) X2
--;- 2 ll3x + 3; h)· 5X2 + 2V5X + 1; i) X 4 

- 4~ j) 144X2 - 169Y2 • 

U!}) Descompuneţi în factori: 
a) X 4 + 4Y'1; b) 9 + X 4• 

~dicaţie : com.pletaţi m,ai tntii pînă la un · pătrat.) 
~ Descompuneţi în factori: 
. a) X 2 + 10X + 16; b) X2 + 7X + 12.; c) 3X4 + 4X2 + 1; 

d) X4 -7X3 +2X-14; e) X2 -1-XY-Y; f) X4+x2y2_y,_ 
- 2~; g) X4 - 9X2• I 

. \gl!*) D~scompuneţi în factori: 
a) X 3 - 7 X + 6; b) _X3 7 X 2 + 6.; v) X 4 - 8X2 + 15; d) X 2 + 

+ 2XY + Y2 + X+ Y. '-
22) Fie poli1.10m.ul P(X) = (X + 4)2 - 2(X2 - -1-6) + (X - 4)z. Calcu

laţi P(5),' P(li), P(3), P(2) şi P(1). 
23*) Fie polinonwl P(X) = 2X3 - X 2 

- 2X + 1. Aproximaţi cu eroare 

de 0,01 valorile P( V2) şi P( V3). 
24) Descrieţi în paşi aJgoritm.ul pentru calculul „.valorii P(a), unde 

P(X) = (2X + 1) ·X +2. 
25) Fie P(X) = (aX + b) · (2X + 3). Descrieţi în paşi algoritm.ul 

pentru cafoulul valorii P(c). 

26) Scrieţi in forrn,ă canonică polinom.ul în X: ( ~ X 2 + m r -
~ ( ~ X 2 - m r Descompuneţi · în. factori aeest polinom. Ce observaţi? 

27) Fie P(X) ...:. X(X + 1) +(X - 1) (X+ 2) +(X-_ 2) (X+ 3). 
Scrieţi acest polinom în formă canonică. Calculaţi P(-3), P{-2), P(-1), 
P(O), P(1), P(2) şi P(3); aranjaţi aceste 7 numere. in ordi.ne crescătoare. 

28) Calculaţi Q( ~), unde Q(X} = 16(2 - X)3 + 32(X -3)~. 
x2 

29) Amplificaţi fractia ratională F(X) = X
2 

cu X - 2, cu X!, . . + 2:K 
apoi cu X 2 - 2X. 

3 2 
30) Amplificaţi fracţiile ra~ionale 

1 
_ 

2
X şi 

2
X + 

1 
astfel incit 

fracţiile obţinute după amplificare să aibă acelaşi numitor. 
31) Simplificaţi fracţiile raţionale: 

X3YZ X 3 Y2 aX - X aX - a 
a) • b) · c) · d) • 

3X2Y ' X 2Y 3 ' aX2 ' X - X 2 
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32) Simplificaţi: 
a) 6X2 - 12X „ b) 2x2_3X. c) X+ Y . d) XY + Y. e) X2 

- Y2 • 
6X2 ' 6X; ' (X+ Y )2 ' X 2 Y + y' x~ - X 3 Y2 -, 

. X- Y X-2X2 

f) xa - xy2 ; g) 4X4 - xi' 
- 33*) Simplificaţi: 

8 
)(.

2 
- 34 + 2. b) X5 

- 5X + 4. c) X2 
- 7 X + 6. <l) X2 

- 5X + 6 • 
> x2 - 2x + 1' x2 - 1 ' x2 - 36 ' x2 - 9 • 

X 2 +7X-6 e) • 
x2 -1 

34*) Simplificaţi: 

9X4 
- 1 · X 2 - 3X + 2 c) X 3 + 2X2 + X 

a) · b) • 
3x2y2+y2 ' x~ - sx + 6' x~ - xs 

X 5 - X4 Y - XY' + ys X3 - X 2 ~ X + 1 
d) • e) • 
X4-X3Y-X2Y2+XY~' x2 -sx+4. 
f35YJ Simplificaţi: 
\..__/' X 2 - 2 X 3 - 3 X 

a) x2+2v2x+2~ b) x 2 +2V3x+a· 
36) Fie fractia ratională E(X)- = X

2 

• Calculati valorile: 
· · x2 +3. · 

. E(1); E(2); E( V2); E( V3); E( V2 + 1) şi E(2V2). Arătaţi că pentru 
or.ice număr real s avem E( -s) = E(s). 

37) Fie F(X) = X Arătaţi că O < F(s) < 1 pentru orice număr 
x+ 1 

real pozitiv s. 

) 

V I f . . _ Jv , 5X - 1 t d r· 38 Pentru ce num.at rea s, ract1a rat10nit!a nu es e e 1-, ' X-2 

? C . I ·1 f . . . al • i 1 3 5 A · · nită tn s alculat,1 va ori e ract,1e1 ration e m - ; ; - ~ - • prox1mat,1 
2 2 I 2 

cu eroare de 0,01 va1oarea fracţiei raţionale in v2. 
X 

39*) Arătati că fractia ratională F(X) = are valoare în 
r ' ' Xt + 1 

orice număr real s. 
2X -1 ( -40*) Fie F(X) = • Calculaţi produsul F V2) · F(-V2) cu 
2X+3 

eroare de 0,01. Este adevărat că acest produs este număr tnti'eg? 
X-1 

41) Fie F(X) • Calculati produsul F(a) · F (-a), unde· a este 
x+2 · · 

un· număr real # -2. 
42)\Fie polinomul P(X) = X 2 - 2X + 3. Calculaţi P(2 - V,;} şi 

P(2 + V2). Aproximaţi aceste va4>ri cu eroare de 0,01. 
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LUCRA.RE PENTRU VERIFICAREA INSUŞIRll 
CUNOŞTINŢELOR DE BAZĂ 

1) Reduceţi termenii asemenea: 
a) 2X2 

- 3X + 7 - X3 
- X2 

- X + 1 + 2xs - 2X2 + 2X - 5; 
b) 10x_.- By + 6z - 5x - 2y - Sz + 2x + 6y + 4z - 5x. · 
2) Efectuaţi tnm.ulţirile, apoi scrieţi rezultatele . ţn formă canonică: 
a) (2+X)·(2X2 +3X+1); b) (5-X-X2)·(3X-1); 
c) (X2 - 2X + 1) · (X2 + 2X + 1). 

3) Restrîngeţi: a) 9a2 - 12 ab + 4b2 ; b) 2.x2 + 2 V2X + 1. 
4) Descompuneţi tn factori polinoamele: 
a) XY + 3X - Y - 3; b) (X - 1)2 - (2X + 3)2 ; c) xa - 6X. 

&) 
0 
Scrieţi paşii algoritm.ului pentru calculul valorii P(c), da.că P(X) = 

= 2 · (X + 1) + x2 - 1. 

6) Calculaţi P(2) şi P(-V2), unde P(X) =X' - .X2 - t.' 

7) S. lif' . f . . xz - 4 X + 4 1m.p 1caţ1 racţ1a raţională . 
x2 -4 

8) Aflaţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: a) F(3) = 3; b) F( 4) = 
1 

= 3; c) F(-1) = -3, unde F(X) este fracţia raţională din ~xerciţiul 7 

de ma.i sus. 

CAPITOLUL III 

FL!N.CŢll ŞI GRAFICE 

1. MULŢIMI 

Orice mulţime trebuie înţeleasă ca o „colecţie" de obiecte (de aceeaşi 
natură sau nu), obiecte ce ,sînt numite elemente ale mulţimii. Am convenit in 
clasele anterioare să notăm mulţimile cu litere mari: A,B, ... sau cu notaţii 
speciale: N, Z, Q, R. 

Reamintim că o mulţime poate fi precizată scriindu-i elementele intre 
acolade, ca de exemplu astfel: A = {a, b, c, d}, sau specificînd o proprietate 
comună numai elementelor mulţimii, ca de exemplu [1, 2] = {s E R I 1 ~ 
~ s ~ 2}. 

Scriem a E A şi citim, „a aparţine luj~ A", dacă a .este element al mulţi
mii A; dacă u nu este element al mulţimii A, scriem u Ci!: A şi citim „u nu 
aparţine lui A". 

Notăm cu 0 mulţimea vidă, adică mulţimea. ce nu are nici un element. 

EXERCJ'rl 

1) (oral) Enumeraţi elementele mulţimii: 
a) {n E N 11 ~ n ~ 5 }; b) {x E ZI - 3 < x ~ 4}; c) ' {x E Q I x se 

scrie sub formă de fracţie cu numărătorul şi numitorul mai mari <lecit O şi 
mai mici decît 3}. 

' 2) Scrieţi mulţimea divizorilor numărului natural: 
a) 12; b) 15; c) 17; d) 96; e) 234, enumerindu-i elementele. 
3) Care dintre propoziţiile următoare sînt adevărate: 
a) 2 e {2, 3, 4}; b) 5 E 0; c) O E 0; d) ·a E {a, b, x}; 

e) -7 E {x E R I -9 < x < O}; f) V3 - 1 E R. 

2. OPERAŢII CU MULŢIMI 

Am învăţat in clasele anterioare despre trei operaţii cu mulţimi: reu
niunea, intersecţia şi diferenţa. 

Fie A şi· B două mulţimi. Reamintim că A U B (citim „A reunit cu B") 
este mulţimea {x I x E A sau x E B}. 
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De exemplu, {a, b, z} U {a, z, y, t} = {a, b, z, y, tY,. · . 
Reuniunea mulţimilor are următoarele. proprietăţi: - . 
1) AU B = B U A, pentru orice mulţ.imi A şi B (reuniunea este comu

tativă); 

. . 2) (A U B)' U C =A U (BUC), pentru orice mulţimi A, B si C (asoci-
at1v1tatea). ' . 

3) A U.0 =A, pentru orice mulţ.ime A. 
Intersecţia mulţimilor A şi B este mulţimea {x I x E A şi x E B}. 

Această mulţime se notează .A n B. 
De exemplu, .{a, b, z} n {a, z, y, t} = {a, z}. 
Intersecţia mulţimilor ar.e proprietăţile: , 
l) An B = B n A, pentru orice mulţimi A şi B; 
~) (A n B) n C =An (B n C), pentru. orice mulţimi A, B şi C; 
3) A n 0 = 0, pentru orice mulţime A. 
Diferenţa . dintre mulţimea A şi mulţimea B, notată A - B, este mul-

ţimea {x I x E A şi x ·E B}. . · 
De exemplu, {a, b, z} - {a, z, y, t} = {b }, iar {a, z, y, t} - {a, b, .z} = 

c:: {y, t}. 
Din acest exemplu rezultă şi faptul că diferenţa nu este o operaţie co-

mutativă. . 

EXERCIŢII 

l -
1) Fie A = fV2, V3, 8, 9} şi B = {x E N I 5 < x < 10}. 

Scrieţi el~mentele mulţimilor AU B, An B, A_ - B, B - A . 
. ~).Fie A= {x E Z I - 5 < x < 4} şi B = {I -2 j, I -1 j, 3}. 

Sta.lnhţ1 valoarea de adevăr a propoziţiilor ': 

a)AUJ!=A; h) AnB=FA; c) AUB=AnB;d)AnB=B. 
3*) Arătaţi că (A n B) U C = (A U C) n (B U C) şi (A U B) n C = 

= (A n C) U (B n C), pentru orice mulţimi A, B, şi C. 
4*) Arătaţi că dacă A n B = B, atunci A U B = A şi A - (A _ 

- B) =B. . 
o*) A şi B sînt mulţimi de litere. Care· stnt elementele fiecăreia stiind 

c11 a EA.- B, b E B - A, c EA n B, AU B ·={a, b, c, d} şi {a, d}
1n A= 

= {a, d}? Cite soluţii are problema? 

PRODUSUL CARTEZIAN 

Să presupunem că sint dat~ mulţi~i!.e de litere A = {a, b} şi B = {a, 
e, f}. Cu elementele acestor doua mulţ1m1 putem forma noi obiecte anume 
perechi în care prima componentă este din A, iar a doua -din B. Ac

1

este pe
rechi sînt : 

(a, a); (a, e); (a, f); (b, a); (b, e); (b, f). 
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Ele pot fi s?rise, pe scurt, astfel: 

(x, y), unde x E A, iar x E B. 

Aceste perechi formează o nouă mulţime, pe cal'e -0 vom numi produsul carte
zian* al mulţimilor A şi B şi o vom nota A X B . 

:qeci A X B = ~(x, y) Ix E A şi y E B}. 
.OBSERVAŢIE. Într-o pereche (x, y), ordinea în care scriem compo

nentele este importantă; dacă x :F y, atunci perechea (y, x) diferă de perechea 
(x, y) I Astfel, produsul cartezian al mulţimilor B şi A, notat B X A, are 
ca elemente perechile (y, x) cu yEB iar xEA şi diferă în general de A X B. 

De exem.plu,pentru. mulţimile de litere A ={a, b.} şi B ={a, e, f} 
produsul cartezian B X A are ca elemente perechile: 

(a, a); (a, b); (e, a); (e, b); (f, a); (f, b). 

Să prezentăm elementele produselor carteziene A X B şi B X A şi 

in alt mod: 

AxB Bx/J 

f fa,{) (b,f) b (~, b) (e,b) (f,b) 

e (a,e)· (b,e) 

a (a,q) (b,a.) a fa,iJJ (e,aJ (f,a) 

B 

A B_;,,~ __ a ______ e ____ ~'-:1.-· 
-\ 

Alte· exemple: 
. 1) {1 1 2} x {O, 2} = {(1, O), (1, 2), (2, O), (2, 2)}. 
- 2) Fie 11~ = {m..} (deci o mulţime formată dintr-un singur element!), 

iar N = {x, y, z}. Atunci: 

M X N = {(m, x), (m, y), (m, z)}. 

în general, dacă mqlţimea A are a elemente, iar mulţimea. Ba.re b 

elemente, atunci p1'odusu1 cartezian A X Bare a· b elemente. A şi B se 
numesc factorii produsului cartezian A X B. 

EXERCIŢII 

1) Da.că A = { -2, -1, O, 1} şi B = {a, b, c}, descrieţi A X B şi 

B x A. Este a.dev.ăra.t că aceste mulţimi au fiE~ca.re 10 elemente? 

* cartezfon - provine de la numele latinesc (Cartcsius) al lui Rene Descartes (1596-
1650), matcmaticial'I. şi filozof francez. 
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abcdefgh 

Fig. IIl.1 

2) Fie A = {1, 2, 3, 4, 5}. Scrieţi ~le
mentele produsului cartezian A x A. 

3) Fie P mulţimea cifrelor pare, iar A. 
mulţimea numerelor prime mai mari declt 4 şi 
mai mici decit 12. Scrieţi elementele lui P x A. 
Cite elemente -are P X A ? 

4) Pe o tablă de şah (vezi fig. 111.1) se
afiă un .turn alb ln poziţia (c, 5). Scrieţi toate 
poziţiile pe care le poate ocupa turnul, după o 
mutare corectă. Aceeaşi problemă pentru ne
bunul negru din poziţia (f, 3). La jocul de şah, 
turnurile pot fi m.utate pe linie sau pe coloană, 
iar nebunii pot fi . mutaţi doa.r diagonal. 

3. COORDONATE CARTEZIENE. 
REPREZENTAREA PUNCTELOR îN PLAN 

Oricărui număr real ii corespunde un punct pe axa numerelor. Reamin
tim că axa numerelor este o · dreaptă, pentru care am ales un punct O (origi
nea), un s~ns pozitiv şi o unitate de măsură, segmentul OI (vezi fig. III.2). 

-negativ O I p6z11iv--

o 1 

Fig. IIl.2 

In clasa a VI-.a am învăţat să reprezentăm. pe axă num.ere raţionale. 
Ţintnd seama de teorema lui Pitagora, acum ne vine uşor să reprezentăm 

pe axă şi numerele de forma V2, V3,„. 
De exemplu, dacă vom construi un pătrat ABCD cu latura de 1 d~, 

atunci AC2 = AB2 + BC2
, adică AC2 = 1 dm.2 + 1 dm2 =2 dm2, de unde 

obţinem AC = V2 dro,. Aşeztnd virful compasului in punctul A, luind în 
compas diagonala pătratului şi trastnd arcul de_ cerc ca. in figura III.3, ştim 
că ·1ungimea seg'mentului AR de pe dreapta. 4B este V2 dm. 

Lungimea diagonalei dreptunghiului cu L = V.2 şi l = 1 este va 
(vezi fig. J]l.4). 

D C 
/'\ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ I 
/ \ 

I// l 
A B R 

Fig. IIl.3 
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EXERCIŢIO 

Desenaţi pe caietul cu pătrăţele o axă a numerelor, alegtnd ca unitate 
de măsură segmentul Ol de lungime 5 cm. Folosind rigla şi compasul, preci-
zaţi poziţi!l pe axă a punctelor ce corespund lui V2, va,· V4, V5, V6, 
v2 + 1, 112 -1 şi 1- v2. 

Invns, oricărui punct de pe axă ii corespunde un număr real, care este 
numit c'oordonata punctului. 

De exemplu, tn figura IIl.5 punctul P are coordonata -2, iar punctul 
Q are coordonat·a v2. Scriem P(-2) şi Q(V2). 

p o l 
I -~ · b 1 s 

F ig. III.5 

in general scriem S(s), indictnd prin aceasta că punctul S are coordo
nata s. 

Obseryaţ ii. Originea O are coordonata O; scriem 0(0). Punctele aşeza.te 
la sUnga originii au coordonate negative. 

EXERCIŢII 

1) Reprezentaţi pe o (aceeaşi) axă punctele A(-3), B( VJ), C(- V2), 
D(- V5), E(-V4); 

2) Arătaţi că dacă A(x1) şi B(X?.) stnt două puncte pe axă, atunci mij-

locul seo-mentului AB are coordonata Xi + X?. • (Indicaţie: folosiţi teorema 
~ 2 

lui Thales.) 
3*) Dnte pe axă punctele A(a) şi B(b), puteţi construi cu rigla şi com

pasul punctul G de coordonată V ab? ln ce condiţii? 

COORDONATE IN PLAN 

Să ne imaginăm că ne aflăm la intersecţia a două străzi (punctul O in 
fig. III.6) şi că dneva ne întreabă cuin poate ajunge la ·locuinţa familiei Po
pescu. Ştim că familia Popescu locuieşte în casa notată cu litera A in 
figura 111.6. 

Cum indicăm drµmul pe care trebuie să-l urmeze pentru a ajunge 1n A, 
plecînd din O? 

Să p1;iv-im cu atenţie harta ţării noastre. Observăm trasate mai multe 
linii orizontale (paralele) şi mai multe linii verticale (meridianele), cu. aju
torUl cărora putem localiza orice punct geografic (fie el localitate, v1rful unui 
munte, sau izvorul unui r1u). Pentru a localiza un punct pe hartă trebuie să-i 
.cunoaştem latitudinea şi longitudinea. 

Să luăm în plan două drepte perpendiculare şi să le înzestrăm ca. axe. 
Punctul lor de intersecţie îl vom alege ca origine a. ambelor ~xe (fig. IIl.7). 
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Pe axa orizontală să alegem ca unitate de măsură segmentul OI· ace.a!'ltă 
axă se notează de obicei Ox şi se numeşte axa absciselor. Pe a:it~ ve;ticală să 
alegem. ca unitate de măsură segmentul OJ; ea se notează Oy şi se numeşte 
axa ordonatelor • 

. Am folosit astfel ceea ce se cheamă un sis~em .de ax~ de coordonate per
pendiculare (sau ree.tangolare), sa.u, pe scurt, un sistem de coordonate tn plan. 

Odată ~es. un astfel de _sistem de coordona.te, orice pereche (a; b) cu 
a, bER .(deci orice elem_ent dm produ~ul cartezian R x R) o putem repre
zent~ prmtr-un. pu~ct din plan. Pe prima a.xă de coordonaj;e (adică pe axa 
absciselor) consideram punctul P de coordonată a; pe a.xa ordonatelor consi
derăm, punctul Q de coordonată b. Din punctul P trasăm o paralelă la axa 
Oy; prin punctul Q trasăm o paralelă la. axa Ox. Aceste două drepte se inter
sectează în punctul A (fig. · III. 7). · 
~ Am asociat astf~l pere~hii ( a,b) E R X lt punctul A din plan. Spunem _ 

ca punctul A are abscisa a şi ordonata b, sau că a.re coordonatele (a, b). 
De exempl~, in figura II I 8) punctul !( are coordonatele (3, 2) punctele 

L şi M au abscisa -1, punctele M, N şi K au ordonata. 2. Punctul I are 

)'. 
11 =·· 
u. r..tt V 

I _.,;..,_ -r-

K = 
. i 

111 ~= ·-..... cr.L„ _ 

:tJ tr:.~ . +; . ~ . - . 1:1 ' ' 

1:'. ':;~ :l' ·~~ t I ~ t~ :;=r • I· 

~•• ' i ;- . . ' t. L1,.I ,·1 '·1 
~, 1 ' ·I :1 • .;... 
, , • . 1.; ilt .1.: :~. t ti: . 

Fig. Jil.8 
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coordonatele (1, O), iar punctul J are coordonatele (O, 1). Care slnt coordo
natele punctului E? Dar ale lui F? Dar 8.le lui O? 

Reciproc, fie V un punct din plan (în care am ales sistem.ul de coordo
nate Ox, Oy). Paralela la axa Oi. dusă prin V intersectează axa Oy in pu~ctul 
Y, de coordonată y (figura III. 9). 

„ 
!'.1------ y 
I 
I 
( . 

X o 

Fig. fII.9 

• 

. Paralela la axa Oy dusă prin V intersectează axa Ox in punctul X ,de 
coordonată x. Punctului V din plan ii facem să-i corespundă perechea (x,y) 
a produsului cartezian R X R. 

Putem. identifica astfel planul cu produsul cartţzian R X R, la fel cum 
identificăm. o dreaptă cu mulţimea R. 

Se Qhişnuieşte să se noteze V (x, y), arătind prin această notaţie că 
punctul Y are abscisa x şi ordonata y. Astfel, 0(0, O), I (1, O) şi J(O, 1). 

Să figurăm în planul din figura III. 10 punctele A(2, 3), B(-1, 2) 
. . I 

C{O, 4), D( ~ 3, O), F(5, -5) şi G(-2, -3). 
Să observăm că punctele de abscisă pozitivă se găsesc în partea dreaptă 

a axei .Oy, iar c.ele de a.bscisă negativă în. partea stingă a axei Oy. Punctele 

I I y I . 
I 

7h 
C(0,4J 

/} ' >-- -
I 

A(2,3) 

8(-~2) 

-
0(-3,0) • 

o I K 

Gf-2-3! 

·-i- 10-(fli i ~ 

I I ' 
F(S,- 5J 

Fig. III.10 
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de ordonată pozitivă se găsesc deasupra a;xei Ox, iar punctele de ordonată 
negativă dedesubtul axei OL Putem împărţi planul in patru regiuni, pe care 
le vom numi cadrane. 

In cadranul I, punctele au şi abscisa şi ordonata pozitive. In cadranul 
II, punctele au abscisa negativă iar ordonata pozitivă. In cadranul III, punc
tele au şi abscisa şi ordonata negative, iar 1n cadranul IV, punctele au abscisa 
pozitivă iar. ordon!ltă negativă. 

Q.bser11aţie. Punctele de pe axa OI au ordonata O, iar punctele de pe axa 
Oy au abscisa O. Punctul O, originea comună a axelor de coordonate, are 
coordona.tele (O, O). 

Toate punctele din plan ce au aceeaşi abscisă se găsesc pe o dreaptă 
perpendiculară pe axa Ox, deci paralelă cu axa Oy. 

Toate punctele din plan ce au aceeaşi ordonată se găsesc pe o dreaptă 
perpendiculară pe axa Oy, deci paralelă cu axa Ox. 

EXERCIŢil 

1) Reprezentaţi in plan punctele A(-5, -4), B(O, V5), C(- V3, O), 
D(- V3, V2), E(4, 4). F(-3, -3). (Alegeţi pe ambele axe ca unitate de 
măsură centimetrul.) 

2) Care sint coordonatele punctelor K, L, M, N din figura III.11? 
Puteţi spune ce abcisă are punctul X, mijlocul segmentului /( .M? 

3) Reprezentaţi tntr-un sistem de coordonate punctele A(-2, -2)~ 
B(2, O), C(4, 6) şi D(O, 4). Desenaţi segmentele AB, BC, CD şi DA. Ce figură. 
se formează? 

y 

/( 

I 

\ 
\ 
1 

J 
I 

L \ 
o I X\ JI 

1 

\ 

' ' N M 

F;g. III.11 

92 

Fie M intersecţia dreptelor AC şi BD. Puteţi spune ca.re este ~bscisa 
lui M? Dar ordonata sa? 

4*) Arătaţi, că, pentru orice două puncte A(x1, y1) şi B(xz, Y2) din 

. . . d 1 (X1 + Xz _ Y1 + 'V2) plan, miJlocul M al segmentului AB are coor onate e 
2 

• 
2 

• 

4. FUNCŢII 

Priviţi figura III. 12. Fiecărui număn. tntreg de pe axa din stinga ii 
corespunde (indicat de săgeată) pe axa· din dreapta dublul său. 

ln figura .111.13 se observă că fiecăruia dintre numerele ·-2, -1,0,'1,2, 
reprezentate pe axa din ~ttnga, ti corespunde pe axa din dreapta pătratul său. 

, 

. --
3 -

--- .... - 6 - 5 

--- 4 ---2 -------
3 

7 --------- 2 

o __ _: ___ _o..._ o 

. -1 
-7 --

...ţ --

-3 ....... . ..._ 

-----.:._ -2 

--
.............. 

-3 --
--- -4 

-5 ............ 
............. 

..... -6 

Fig. III.12 . Fig. III.13 

C~ alte cuvix:ite, in primui caz, intre elementele mulţimii 
{ -3 '-2 -1 o 1, 2 3, ... } . z şi elementele mulţimii 

••• • , >I ) I ) 1 

{ ... , -6, -5, -4, -3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... } =Z ~stabilit.o legă
tur.1: fiecărui element din prim.a mulţime· ii corespunde (h este asociat} un 
element din cea de-a doua. 

La fel in al doilea caz : fiecă~ui element din mulţimea A. = {-2, -1, 
O, 1, 2} îi core~punde un element din mulţime!'\ B ={O, 1, 4} (vezi figura 

III.13). 
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Fiecărui număr real s îi cores,1mnde în mod firesc un număr întreg, 
anume partea sa întreagă [s]. Fiecăruj număr real.s ii cores1mnde un 
număr real ): O, anume valoarea sa absolută I s t. 

Fiecărei perechi, (x,y} din produsul cartezian A x B îi corespunde 
elementul x E A. 

Toate acestea sînt exemple de funcţii. Constatăm în toate aceste cazuri 
că am reuşit să stabilim o legătură intre elementele unei mulţimi şi elementele 
altei mulţimi. 

Avînd deci mulţimile A şi B, putem da următoarea: 
DEFINIŢIE. Dacă, prmtr-un procedeu oarecare, facem ca fiecărui 

e~ment di.n .A să-i cor~spundă un singur element din mulţimea B, vom s1mne 
ca 811) def mit o lune.ţie de Ja A la. B. Mulţimea A se nunleşte domeniu de 
definiţie (sau mulţimea de definiţie) a.I funcţ.iei; mulţimea B se numeşte do
meniul de valori al Iunctiei 

In general, o func·iie f definită pe mulţimea A cu valori în mulţimea. 
B va fi notată f: A -+B. 

1n fi~ura 111.14 săgeţile desenate nu ne indică funcţii. 
~stfeJ, în figura. III.14, a elerb,entului 1 i se asociază două elemente: O şi 1; tn 
figura 111.14, b elementului 2 nu i se asociază nici un element. 

Insistă~: da.că f :. A -+ B este o ftincţie, atunci fiecărui element din 
A i se asociază un element din mulţ.imea B şi numai un11i sin ... ur I 

Fie A ={O, 1, 2} şi B = {1, 2, 3, 4}. In figura 111.15 am r:cut ca lui O 

2- --{) ---1 < 
........ 

- ~. 

a} 

Fig. III. t~ 

~- -fl 
o --tv 

b} 

8 

Fig. Ill. 15 

să-~ ~orespundă 1, lu~ 1 să,-i corespundă 3, iar lui 2 să-i corespundă 2. Am. 
def1mt astfel o funcţia f: A-. B. Se obişnuieşte să se scrie f(O) = 1 f(1) = 3 
((2) =2. , , 

ln general, dată o funcţie f: A-. B, elementului x E A i se asociază 
un element din m.ulţimea B, element ce se noteaz:'.\ ((2:). 

. Un alt ~od de ~ d.escrie o funcţie, mu!L folosit in pyactică, este cu a,ju
toruf 1

1 
tabelului de variaţie. De exemplu, funcţia din figura III.12 se descrie şi 

a11t e: 

-3 -2 -1 o 1 2 
~~~~~~~~~~ 

3 n 

-6 -4 -2 o 2 4 6 2n 

94 

i~r f.uncţia din figura Ill.13 se des.crie prin tabelul 

-2 -1 o 1 2 

1 o 1 

Functia din figura IIl.15 este descrisă astfel: . ' 
I 

o 1 2 

1 3 2 

S:.1 observăm că tabelul singur nu ne descrie complet funcţia I Astfel, 
acest ultim ţ_abel nu ne spune că domeniul de valori al funcţiei f din 
figura III.15 este {1, 2, 3, 4}1 

Fie A = {1, .2, 3}. Asociem lui 1 num,ărul 1 = i2? lui 2 numărul 4 = 22, 

iar lui 3 numărul 9 = 32 ; definim astfel pe A funcţia g, avind valori în mulţi- · 

mea Na numerelor naturale. Această funeţie se notează g : A-. N. Deoarece 
elementului x din A îi corespunde numărul natural x2 , scriem g(x ) = x2• 

Facem să-i corespundă fiecărui număr natural n „s1;Jccesorul" său n + 1; 
definim astfel funcţia ~ : N -. N, s(n) = n + 1. Să o descriem şi cu ajutorul · 
unui tabel: 

n o 1 2 3 ... n ... 
s(n) 1 2 3 4 ... n + 1 ... 

Să prezentăm ctteva exemple de funcţii ce apar Jn mod firesc. 
Fie A o mulţime ( 'f. 0). Apare funcţia „identică" i : A-+A, dată 

··de i(x) = x, pentru Ol'ice x E A. 
Fie A şi B două mulţimi nevide. Să !orm.ăm: produsul cartezian 

A X B, apoi produsul cartezian B X A. Apare funcţia „de transpunere" 
(adică de schim.bare a Jocului) t : A X B-+BX A, datu de t ((x, y))= 
= (y, x) pentru x EA,· y E B. 

De asemenea, apare „proiecţia pe primul factor" p : A X B -. A 
dată de p (( x, y)) = x, pentru x E A, y E B. · 

Func~ia „parte intreagă" z: R-+Z este dată de z(s} =[s] pentru 
orice sER • 

EXERCIŢII 

I) Fie A = {a, b, c }. Construiţi clteva funcţii definite pe A, cu valori 
ln A. Este adevărat că sint 6 astf e] de funcţii ? (Indicaţie: folosiţi desene, ca / 
cel din fig. · lll.15.) 
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2) Daţi exemplu de funcţie f:A -+B, unde A = {4, 9, 16, 25} iar B = ' 
= {2, 3, 4, 5 }. Puteţi da mai multe exemple? · 

3) Fie A = {Iaşi, Brăila, Satu Mare, Petroşani}, iar B = {Bahlui, Jiu, 
Dunăre, Someş}. Puteţi construi in mod riatural o funcţie f: A -+B? 

4*) Fie P roulţim.ea propoziţiilor: „2 < 3"; „4 :2 - 3"; „2 E 0; fie 
V mulţimea formată din literele a şi f. Puteţi construi o funcţie h : P -+V, 
in mod firesc? Cite funcţii definite pe P cu valori în V puteţi construi? 

~) Fie A = {-2, 3, 1, O} şi B = {O, 1, 2, 3, 4} iar f: A -+ B funcţia 
descrisă de f(x) = I x I, pentru orice x E A. Care dintre elementele lui B 
corespund prin f elementelor lui A? Întocmiţi un tabel. 

6*) Fie funcţia z : R -+ Z descrisă de z(s) = [s], pentru orice s E R. 
Completaţi tabelul : 

z(s) I . I I I I I 2 2 
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NUMĂRUL FUNCTilLOR 

Fie A o mulţime cu a elemente, iar B o mulţime cu b elemente. 
Ctte funcţii cu valori în B putem defini pe A? 

Să. luăm un exemplu: 
Fie A = fx, y, z}, avînd trei elemente, iar B = {u, v}, avtnd 

două elemente. Putem alege 1n două moduri imaginea lui x 1n B, anume 
n sau v. Independent de această alegere, putem alege în două moduri 
imaginea lui y în , B, apoi putem alege în două moduri imaginea lui z 
1n B. 

În total obţinem 2 · 2 · 2 = 23 moduri de a defini o funcţie de la 
A la B. 

Aceste 8 funcţii sînt prezentate în figura III.16. 
Cite funcţii de la B la A putem defini? • , 
Urice astfel de funcţie f este determ,inată de imaginile f(ii ) şi fM 

din A. Putem. alege pe f(u ) in trei moduri, anume x , y i>'iu zJ ; indepen-

F ig. Ill.16 

I 

I 

' 

j 

j 

dent de această alegere, pu.tem. alege -pe f(v} iD. trei moduri. fn total 
obţfnem 3 · 3 = 32. moduri <ţe a defini o funcţie de la B la A. 

în generai: dacă A are a elemente, iar B are b elemente, putem 
defini pe A un număr· de b« funcţii. cu valori 1n B. 

EXERCIŢII 

· 1) Construiţi toate funcţiile de la mulţimea {~, v} Ja mulţimea 
{x, y, z}. 

2) Ionel a vrut să dea un exemplu de funcţie şi a scris pe caiet:. 
„fie .funcţia f: R-+ R. dată de f(x) = Vx, pentru orice_$ real". Ce a 
greşit Ionel? 

3) Fie A= {-3; -2, 3, 4}, iar B · {5, 10, 17, 23}. Putem de· 
fini o funcţie f : A -+ B prin .f(x) = x2 + 1? Dar prin f(x) = x2 + 1? 

4) Fie f : N ~ N dată de f(n} = n2 - . n .+ 11. Este adevărat că 
numerele f(1), f(2), f(3), f(4) şi [(5) sint prime? Există numere ii astfel 
încit-f(n) să· nu fie prim?. · 
_ o*) Fie d: N*-+ N funcţia descrisă tn felul următor: d(n) =suma 
divizorilor numărului n. Calculaţi .d(4), d(6), d(8), d(9), d(ii). Daţi 
exemple de numere n. şi m astfel tnctt n. < m, dar d(n) > d(m). 
Am invătat la fizică următoarele: un mobil nare se deplasează cu viteză 

constantă , rectiliniu ş1 uniform, va străbate un spaţiu cu atit mai mare cu 
~it durata mişcării va fi mai mare, după for~ula s = vt. 

In această formulă veste o mărime constantă (o constantă), iar duraia t 
este variabilă. Am stabilit deci o relaţie intre 'dur!ltă şi spaţiul parcurs s, în 
sensul că spaţiul parcurs depinde de durata mişcării. Considertnd membrul 
drept al formulei ca pe un polinom tn t, putem scrie s(t} = 11 • t; aDl scris. 
astfel spaţiul parcurs ca funcţie de durată. _ 

. Deci, un ro.od de a scrie o funcţie este cel dat de formule. ln cazul nostru 
formula s(t) = vt descrie o funcţie.· 

Alt exemplu: for.mula L = F • d. Considerfud <? forţ~ F (constantă) ce 
dep]asează un corp, lucrul mecanic efectuat va clepinde (va fi funcţie de) 
mărim.ea deplasării d. Scriem. L(d) =Fă şi tn acest fel am descris o funcţie. 

. La fel, f: R-+R, f(x) = 6x + 2 este o. descrie1e a funcţiei f cu ajutorul 
unei formule. 

5. GRAFICE 

Îny :practică ~ obişnuieşt~ .să se prezinte rezult~tele '\lllOr experienţe, 
constatar1, date asupra producţ1e1, s~ forn~a unor schiţe, desene sau grafice. 

Cuvîntul „grafic" provine din cuvtntul grecesc „graphein" care înseamnă 
a deaena. 

'J - M~temattcll-elgcbră, ci. a VII-a 
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. Să presupunem că la ora de edu({aţie fizică .profesorul organizează un 
concurs de aruncare a mingii de oină. In mod. sigur nu toţi elev.ii vor arunca 
mingea la aceeaşi distanţă. 

Să presupunem că cinci elevi au aruncat, 'ln ordine, mingea de oină la 
24 m, 22 m, 18 m, 25 m, 14 m. Sigur că cea mai bună aruncare a fost cea de 
25 m. Desenînd sub formă de segmente aceste aruncări, ele. vor arăta ca in 
figura III.17. Spunem că am făcut graficul aruncărilor. 

elevul 5 . 
I 
I 

elevul 4 ! 
I 

I I elevul 3 
I I I 
I I I 

elevul 2 I ,„ I I 
I I I I 

elevul 1 I 
I I I I 

I 

I I 1 I I I I 1 I I 

1ohi I 
1sln 20:n 2sln 30}n ·sm 

Fig. III.17 

După acest grafic, putem face clasificarea aruncărilor astfel: 
- pe locul I elevul al 4-lea; 
- pe locul II primul elev; 

şi aşa mai departe. 

Să privim harta ţării noastre şi să urmărim traseul căii ferate între 
oraşele Bucureşti şi Feteşti. Pe fiecare hartă este trecută scara la care au 
fost reduse distanţele din teren. 

Să reprezentăm staţiile de cale ferată şi distanţele dintre ele. Este sufi
cient să desenăm un segment de dreaptă şi să reprezentăm staţiile prin 
puncte pe acest segment, ţinînd seamă de distanţele dintre ele (vezi fig. 111.18). 

·-... „, „ 
~ 

iB . 70 

·-.... „. 
~ ., 31 19 Lt 

Fig. lll.18 

O astfel de reprezentare (pe o dreaptă) poate fi făcută pentru orice 
traseu in care nu ne interesează altceva ~ecit distanţele intre oraşele (sau 
staţiile de cale ferată) de pe acest traseu. . 

Se pot reprezenta prin segmente şi alte mărimi rezultate din măsură
tori, ca de exemplu lungimile principalelor riuri de pe teritoriul ţării noastre 
.(fig. III.19). 

Să urmărim modul cum evoluează, din oră în oră, temperatura unei 
zile . Reprezentind indicaţiile termometrului pe o dreaptă, vom avea doar 
nişte valori a căror succesiune nu ne spune nimic. Apare astfel necesitatea 
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...,___. ___ ....;.. _ __._ ___________ Mureş 768 

------------------:-10lf 737 

t-----------------:--iPruf 715 

o------.,._-----------iSiret 595 

o----------~lalomiţa ~1(} 

----------<Someş 388 

------------1Argeş 3~~ 

---....... ----Jiu 337 

...._-,-------Buzău 3.2~ 

----------tJijia 307 

o--------Birlad 289. 

---------Bistriţa 288 

--------1Dimbov1]a 268 

Fig. III.19 

folosirii planuiui, înzestrat cu: un sistem. de axe de c~ordo_nate. Pe:-una_, dintr~ 
axe de exem.phi pe axa absciselor, vom ro.arca o.ra, iar pe eealalta axa tem, 
:per~tura tnregistrată. • ... d • ă t t t 

Luînd temperaturile a~rului, într-o z1 f_:umoasa_ e iarn , s-au cons a a 
creşteri sau descreşteri mari de temperatura,. astfel~ 

ora I o. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . 10 11 12 13 14 15 16 17 

tem.pe- I 
~!'d~a ~t -5-6-7-6-6~7-6-7-8-9-7 +1+10+14+13+10+8+2 

tn figura Jll .20 am reprezentat gra,fic (prin puncte) tamyeraturile i~re
gisti•ate de Ia ora 5 la .ora 17. Apoi am unit aceste pun9te prm segmente de 
dreaptă. 

12 

·@: 

4 

o 

temperatur'<1 
rn •c 

5 6 

-4 . --..:.B 
~ ~ 

7 8 19 

-. / ._„ 

/ r--~ 
V "" J r--..... :'I 

I "" I 
10; 11 112 /3 " 15 ~ 11 ora 

I 

Fig. 111.20 
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Citim pe acest grafic că la ora 16 (pe abscisă) tem.peratura aerului era 
de +8°C (pe - ordonată). 

Un astfel de grafic redă foarte sugestiv creşterile şi descreşterile bruşte 
de temperatură. 

ALTE TIPURI DE GRAFICE 

Pentru a "face corn.paraţii vizuale, tnt're diferite m.ărim.i de aceeaşi na
tură, se folosesc diferite tipuri de grafice. 

Tipul 1. Grafice prin sectoare de cerc. 

De exem.plu; în figura III.21 am. reprezentat structura suprafeţei ţării 
noastre, după modul de folosinţă al terenului, la sfîrşitul anului 1978 (după 
Anuarul statistic 1979). Citim. p~ acest grafic că terenul arabil reprezintil 
41,3% din total, iar viile şi livezile reprezintă 3,1 % din total. 

Modul de construcţie al unui astfel de grafic se bazează pe calculul 
num.ărului de grade (din 360) ce corespund unui procent; in functie de num,ă
rul de procente se construieşte sectorul respectiv (la .1. % corespund 3,6° 
adică 3°36') 

Fig. III.21 Fig. III.22 

EXERCIŢII 

Construiţi un astfel de grafic. (prin sectoare de cerc), reprezentind num.ă
rul de băieţi şi numărul de fete din clasa voastră. 

Tipul 2.. Grafice prin cercuri suprapuse. . 
Tot cu ajutorul cercurilor- pot fi construite şi .alte tipuri de grafice. De 

exem.plu, pentru a reprezenta modul în care a evoluat cantitatea de îngrăşă
m.înt ce se administrează (in medie) la hectar teren arabil, am. luat (în fig. 
lll.22) cercuri tangente interior în acelaşi punct, de raze diferite, avînd ariile 
proporţionale cu cantităţile de îngrăşăminte administrate. 

IOO 

. t d ere cu raze inegale. Tipul 8. Grafice prm sec oare .e c ~r de grade dar cu raze diferite, 
Prin sectoare de cerc, cu acelaşi numa 1 at în ti~p populaţia Bucureş

putem. urmări de exem:plu, modul. {1:1Dl 1~;~~)u 
tiului intre anii 1930 şi 1978 (vezi ig. t ·.. : vestitiilor în citeva judeţe, 

Tipul 4. S~ urmăriro.1 · fw~a (~~::~~ ~~atisti~ 1979), prezenţaţă in 
în anul 1978 faţa de a.nu 
figura 111.24. 

1976 
7m1XXf 

· Fig. IIl.23 Fig. III .24 

. fost făcute investiţii în mod diferit. 
Observăm că în fiecare JUd~ţ au lt t d'n punct de vedere indus-

v · d t ro.ai slab dezvo a e i . . .. p t· Se vede de asemenea ca JU e • e . . . . . are conform. pohticn ar i-
. . 1 de 'nvestitu m.a.i ro. ' l trial au beneficiat de un vo um i • . de+elor +ării. De exemp u, 

d ·d· ea tuturor JU v v • ·
1 dului Comunist Ro~~ e ~1 Vicar rind datele referitosre la JU~eţu 

J'ude+ele Sălaj şi B1stl'.1ţa-Nasaud. C~~ya fv . t in 1978 în acest Judeţ 
Y tv V • vestitule acu e Sălaj cu scara, consta am ca i~ . . . V anul 1965 . 

. tv 1400 01 fată de invest1tnle facute în repre2an a 10 • • 1 d ' 
Tipul 5. Un alt tip de grafic este ce lil ELEVI INSCRI I 

figura III.25. V 

El reprezintă (in procente) evoluţia ~um.a-
. · · nazial în rului de elevi din ciclul prrm,ar şi gun b V 

d'feriţi ani şcolari. Un astfel ·de grafic, pe .aza 1 
. . 1 v F' ne face o idee de dreptunghiuri ou o atura ega a, . 

asupra modului 1n care a crescut populaţia şco
lară faţă de un an de bază; in exemplul nostr~ 
a~ul de bază este anul şcolar 1938-1~39. (consi
derat anul de virf in perioada de dmamte de 
23' August 1944). . 
. I ind cu anul 1948 anul reformei in-ncep ' v . 
v v 1 t 1 · se observă o crestere a num.~rului vaţam n u u1, ' . . ia1 

de elevi în învăţămîntul prim~~ ş1 g1ro.naz . 
Tipul 6. Graficul producţiei. Fig, Ill.25 

00 
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Unul dintre principalele produse ale industriei constructoare de maşini 
din ţara noastră îl constituie locomotivele electrice şi diesel pentru linii magis
trale. Producţia lor a început în anul 1960, ctnd au fost realizate primele 10 
bucăţi. In tabelul de mai jos prezentăm numărul locomotivelor fa.bricate 1n 
ctţiva ani. 

Anii 

Locomotive electrice 
şi diesel fabricate 

1965 1970 1975 

110 265 334 

1976 

247 

1977 1978 I 

310 274 

Datele din acest tablou pot constitui ba.za trasării graficului producţiei 
de lo.comotive (vezi fig. III.26). 

19 o 

Fig. III.26 

1975 '1977 
1976 1978 

După anul 1970 se observă o uniformizare, în sensu] că necesarul de 
locomotive se stabilizează 1n jurul a 300 bucăţi pe an. 

Desigur că un grafic aJ producţiei poate fi construit (desenat) pentru 
fiecare întreprindere, uzină sau chiar secţie tn parte. 

Tipul 7. Necesităţile practice im.pun adesea cunoaşterea profilului 
scoarţei terestre pe o întindere mai mare. O reprezentare a profilului scoarţei 
terestre din ţara noastră, obţinută printr-o· secţiune N-S care trece prin vîrful 
Moldoveanu (numită curbă hipsometrică) este dată tn figura III.27. 
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Pietrosr.r 
2303 

I 

Moldoveanu 
25,43 

I 

Fig. III.27 

Vedra Dună~ea 2000 
I I 
I I 

: : 1000 

v • t v i graficul în care este 
Tipul. 8. O deosebită imp~rtanţa o pr:zi:;e a !aficul din figura III.28 

redat profilul longitud~al a.I unui Cl?-rs ~e~P:· (Aflasul R.S.R.). Astfel ~e 
este redat profilll;l l?ng1~udmal ~l ri4u~ in ~ai,~ ar trebui construite b~aJe 
grafice pot da o md1caţ1e asupra locu u . . t" de-a lungul unui riu. 
hidro-energetice sau lac':lr~ de a~umul3:rel ~ent~ 1~f;J~ · la izvor, iar pe ordo
Am reprezentat pe abscisa lungimea riu u1 masur ab c· să 
nată altitudinea punctului corespunzător de pe s I • 

2050.,_ 
m " : \ 

1200 ' I 

"l• 

~ 
~ 

I 

.E.. ·;:: 
.8 
.§ 
Q 1000 o 

~ i Curtea ;;:: 
600 :de ~rgeş 8 

Pitesti Bucvre!jti . , 
400 ., Arge l : 

200L~-+-~~~~;:~~::;~==;~:::!:~===~tfo%ţ 
40 80 120 160 200 240 280 320kFn o 

Fig. III .28 

d · de a reprezenta grafic mărimi ce 
Am urmărit pină acum c~teva mo un tntilnit rafice plane în care s-a 

d3pind unele de al~ele: In .do'!a exemp~ă aSă mai · CO~siderăm un astfel de 
trasat o linie contmua, .frmta sau cur t .t 'ntr o linie continuă cresterea 

l I f ra III 29 am reprezen a pri -
1 

. ' 
exemp u. n igu . · . . d 1835·_1975 şi la fel evo uţ1a popu-populaţiei oraşului Bucureşti .tn p~r10a ~a ' 
laţiei oraşului Iaşi în aceeaşi perioada. 
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Fig. 111.29 
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O problemă importantă a construcţiei graficelor o constituie păstrarea 
proporţiilor, prezentare.a corectă a tuturor datelor. Un grafic ca cel din figura 
IIl.30, nu este corect, este evident fals. Nu este corPct ca · sectorului de cerc 
m.ai m.are să-i corespund.ă 20 % iar celui µiai mic 80 %. 

In graficul de producţie din figura III.3.1 nu a fost precizată unitatea 
de măsură pe axa ordonatelor, deci nu ne putem da seama în mod corect 
despre evoluţia producţiei. Graficul este incomplet. 

20% 

Fig. III .30 

1960 1965 1970 1975 1980 

Fig. III.31 

Priviţi figura III.32. Şi un astfel de grafic este fals, deoarece dacă la 
100% oorespunde aria unui cerc de rază r, atunci la 200% corespunde .aria 
unui cerc de rază 1/2;- si nu 2r( !\ 

EXERCIŢIU 

eO 
1960 V 

1979 

Fig. m .32 

(ora.I) Unul dintre graficele din figurile III.21, 22 şi 23 est e fals. Care? 

6. GRAFICE DE FUNCTII 

Fie funcţia f: {-1, 1} -+ {2, 3} dată de f(-1)'= 2, f(1) = 3. Graficul 
ei (vezi fig. III. 33) este format din punctele A şi B. Punctul A are abscisa 
-1 şi ordonata 2 = f(-1), iar punctul Bare abscisa 1 şi ordonata 3 = f(1) . 
:Putem, scrie A(-1, f(-1)) şi B(1, f(1)) . 

Fie funcţia g : { - 1, O, 1} -+ {O, 1, 2) dată de formula g(x) = 
= - x + 1. Avem, g(- 1) = 2, g(O) = 1, g(1) = O. Graficul ei este form.at 

104 

din punctele A, I şi J di 
1(1, g (1)). . 

Fie funct1a f : {-1, 
f( ...:...1) = -2, f(O} = O, f( 

n figura III. 33. Anm. Â(-1, g(-1)), J(O, g(O)) şi 

O 1 2}-i-R, descrisă de formula/(x} =.~x. Avem 
1) '2, f(2} = 4. Grafioul acestei funcţn este for-

mat din punctele P, O, N şi M din figura III.34. 

y y 

M 

-..-r- ,...4 lM 

I 
I 

y 
•r-- r-2V:Ş - -- J• N r-,._,... 

11 r-- , - - >-

--- 2 

8-r--

I 
J I J 

I I 
l 

I I 
I o l X 

-1 O/ I 

) I I v:ş 2 li 

I -"L 

r-A 

J 

1- p J 
- A /_ o . ,__ -o I }( 

I 
I 

Fig. III.33 Fig. TII.3(< Fig. 111.35 

· 2] -+ R descrisă de. aceeaşi formulă ca şi funcţia f, 
('._i) = -2, g(O) = O, g( ~ ) = 1, g(1} = 2, g (V°2) = 

Fie funcţia g: (-1 

adică g(x) = 2x. Avem g 

sind teorema lui Thales putem stabili că orice puno~ 
neţii, pune~ avîn~ _-abscisa x şi ordonata g(;i;}, -;;

1 
3~1~ 

fi cuJ acestei funcţu este segmentul ~ P (fig. V • 

1 natele punctelor marcate de pe graf te în urmatoru 

= 2 V2, g(2) = 4. ~o lo 
de pe graficul acestei fu 
pe seO'mentuJ M P. Gra 0

Să trecem coordo 
tabel: 

X 1 o 1 -
2 

1 V2 2 

--
g(x} 2 o 1 2 2V2 4 

EXERCIŢII 

Marcati alte pune 
Să cor{siderăm fu 

te pe graficul funcţieig şi treceţi-le coordonatele in tabel. 
ncţia f: [O, 4] -+ R dată de formulele 

f ( x} = 2 I _I_ x + 1 dacă x E [O; 2]; 

1 
Avem f(O) = 2 

+ 1 = 2, dar f( 3} = 3 , 

x în caz contrar. 

· 0 + 1=1; f(i)= ~ ·1+1=1,5; f(2) = ~ ·2 + 

deoarece 3 it:: [O, 2]; la fel f(4) = 4. 
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Graficul funcţiei f este format din segmentele J K şi KL din figura IIl.36. 
Să_ c~ns~der~m o funcţie f : A -+ R, unde A este o mulţime de nu

mere. F1ecarm element x E A ti corespunde un număr real f(x) şi un punct 
de coordonate (x, f(x)) tn plan. Mulţimea. a.cestor puncte este graficul func
ţiei f (vezi fig. 111.37). 

4 ------------------ !. 

J 

o l 2 3 4 .li 

Fig. IIl.36 

EXERCIŢII 

o 
A 

Fig. III.37 

1) Fie funcţia f : [ -3; 2] -+ R dată de f(x) = -x + 2. Calculaţi f(-3), 

f(1), f(-2),f (:), f(O). Desenaţi apoi, intr-un siste'm de coordortate, graficul 

funcţiei. 

2) Fie funcţia g: {-4, -2, O, 1, 2} -+ R dată de formulele: 
g(x) = { x + 2 dacă x E {-4, -2, O}; 

2 in caz contrar. 
Completaţi tabelul valorilor funcţiei; desenaţi apoi grafic"Ql ei. 

3) Reprezentaţi grafic funcţia f: {-3, -1, 1} -+ R definită de for
mula f(x) = 3x + 2. 

4) Reprezentaţi grafic, in acelaşi sistem de coordonate, functiile 
f: [ - 2, 2] -+ R şig:[-2; 2]-+ R, descrise de formulele f(x) = 2x, g(x) = 2x..'._1. 
Ce observaţi? 

6) Reprezentaţi grafic funcţia f: [ -1; 3]-+ [ -1; 2] definită de formu
lele: 

I 
X dacă X E [- 1; 1]; 

f(x) = 1 + 1 A - x - m caz contrar. 
2 2 

7. GRAFICELE FUNCŢIILOR LINIARE 

Să desenăm graficul funcţiei f: R -+ R dată de f(x) = 2x. 
Avem f(O) =O, deci originea (O, O) este un punct al graficului. Avem 

f(1) = 2 şi fie U(1, 2). 
Fie P(a, 2a) şi O(b, 2b) două puncte de pe grafic, diferite între ele (şi 

diferite de O) ca in figura III.38. Segmentul P P 11 are aceeaşi lungime ca si 
P,,O, anume 2a; segmentul QQ1 are aceeaşi lungime ca şi Q20, anume 2b. ' 
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OP 1 a . P P 1 2a a 
Avem--=-· iar --=-=-· 

OQ1 b QQ1 2b· b . . 

Din reciproca teoremei lui Thales aplicată para.Ielelor P P1 şi QQ1, rezultă 
că punctele O, P şi Q sin.t pe aceea.şi dreaptă, dreaptă determinată de· punctele 
0(0, O) şi U(1, 2). 

y y 
I I 

02 - -- --i-v p/ I/ 

Pi 
/,.., 

I I 

I J 

l I I 
;u / /P 

2b J I I 
2a I 

J_ / /U 2a 

J 
I 

d' I 
I I 

: .' I 

o I P, o, lt I J o-'Q .li 

a v' V 
b J 

. Fig. III 38 Fig. IIl.39 

Astfel graficul funcţiei f este dr~apta OU, ce trece prin origine. Din 
a.cest motiv se spune că f uncţ1a f este limară. 

Să desenăm graficul funcţiei g: R -+ 'If' dată de g(~) = 2x :+ 1.. 
Avem g(O) =O+ 1, deci punctul ~ (0,1) _apa.r~me graficului; g(1) = 

= 2 + 1 = 3; deci punctul U' (1., 3) apa.rţme graficulm. . . . 
Avem g(a) = 2a + 1; punctul P'(a, 2a + 1) dev pe_ grafic se objme r,rm 

translatarea verticală a. punctului P(a, 2a) . . se o~serva ~f~g. 111.39) ca ~rahcul 
functiei g se obţine prin translatarea graficului funcţiei f; el este deci tot o 
dreaptă. Şi funcţia. g este liniară. 

DEFINIŢIE. O funcţie f: R-+ R descrisă de ~or~~la f(x) = mx + n 
(unde m şi n stnt ~umere . ~e~l~ date) RP. numeşte V funcţie liniară. 

Graficul unei funcţn hmare este o dreapta. . 
Să dăm două exemple. 
Fie mai intti m = 3 şi n = -1, adică fie funcţia liniară f: R-+ R dată 

de f(x) = 3x - 1. Să intocmim tabelul 

o 1 1 3 
X -2 -1 - -

3 2 
--

-i o 2 
7 

f(x) -7 -4 -
2 

ce contine citeva valori ale funcţiei. Să-i desenăm graficul in figura III.40. 
Să observăm că dacă b >a, atunci f(b) > f(a), pentru orice numere 

a şi b. Se spune că funcţia f este crescătoare. 
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Fie m = -2 şi n = 1, adică fie funcţia liniară g: R-+,R dată de g(x) = 

= -2x + 1. Avem de ex~~plu g(~2] = ~' g(-1) = 3, g(O) = t, c( ~)=O, 
g(i) = -1, g(2) = -3. Sa-1 desenam graficul in figura 111.41. 

y I 
1 y 

f(b) - -- -
1: 

\ 

\ 
I I 

I 

\ . 
\ 

J I 

f{a) - -/. I 
I 

\ 
\ ,, 

I 
I I \ 

j 
I I \ a b 

.07 a b )I 

I 

o \ I I 1t ,, I 
I 

I 
n(a) - - ~ I 

\ I . 
I 

I I 

( (b) - -
___ .li 

I \ 

I \ 

I \ 

Fig. IIUO Fig„ IIU1 

Să. observăm că ~acă b >a, atunci g(b) < g(a), pentru orice numere 
reale a ş1 b. Se spune ca g este descrescătoare. 

Da?ă m = O, atunci f';lncţia. descrisă de formula h(x) = n poartă numele 
de fnncj1e constantă. Graficul e1· este o dreaptă paralelă cu axa absciselor 
(vezi fig. 111.42). 

~ Tli'l " 1 Ie f funcţia liniară descrisJ. de formula f(x) = mx + 11. 

DL1ca m >O, atunci f este crescătoare; dacă m < O, atunci f este descres
cu to are 

Demonstraţie. Fie m >O şi fie b > a două numere reale. Atunci mb > 
>ma; adunind ambii membri ai inega'.lităţii cu n, obţinem mb + n > 
>ma+ n, adică f(b) > f(a). Deci funcţia f este crescătoare. 

y 

n 

o 

Fig. 1IU2 
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Dacă m <O şi b >a, atunci mb< 
< ma( I). La fel ca mai sus, mb + n < ma + 
+ n, adică f(b) < f(a), ceea ce iiiseamnă că 
funcţia f este descre.scătoare. Teorema este 
demonstrată. 

Graficul 'funcţiei iiniare f(x) = mx + n 
este o dreaptă. Dar, ştim de la geometrie 
că o dreaptă este determinată de două 

" puncte. Vom putea desena deci graficul 
unei funcţii liniare dacă-i cunoaştem două 
puncte. 

Să presupun~m că m ~ O şi n ::fo o. Orice punct al graficului lui f are 
coordonatele (z.; f(x.)} unde· :veste număr real. 

Punctul de pe grafic c0 are abscisa O are coordonatele (O; f(O)), ad.icll 
(0 ~ n); acest ·punct est.e punctul de intersec.ţie ol grafioului cu axa ordo· 

natelor (vezi fig. III.43). 
Să aflăm coordonatele punct.ului de 

pe gţafic ce are ordonata: O; din f(x) =O, 

d• V din + o V O ă n n ica mx n = , gasun c a;= - - ; 
m 

deci acest .punct are coordonatele (- E:.; o). 
11'1; . 

El este punctul de intersecţie al graficului 

cu axa absciselor. 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

y 

o X 

Fig. IIJ.43 

Să desenăm. graficele funcţ.iilor f(x) = 3x - 6 şi g(x) = -3x + 3, in 
acelaşi sistem de coordonate. . 

Avem f(O) = -'6, g(O) = 3. Graficul funcţiei fintersectează axa ordo· 
natelor in punctul A(O, -6}, iar axa absciselor in punctul B(2, O}, deoarece 

(-6) . 
-~=2. 

3 
Graficul 'funcţiei g intersectează axa ordonatelor în punctul C(O, 3), iar 

axa absciselor în punctul D(1, O), deoarece - ( 
3 

:J )= 1. 

Cele două drepte sint desena.te în figura III.44. 

"- y 

\ I 

- - C·' 

\ I --
o 

o 8 X 

Y. 

y j=2, ~ 
/_ 

I A 
1"-

2 / J,\,1-J 

"' 
I / 

" I I / ,,.,"'11 

' I / / n.~l 

" 4 1 V -, V -2 

I': fL,/ 

' I~ ~,":>, I )( 

' I \ 
A 

,,,,, V / I"-,;/ / I I ' / I " 
7 

/ I " m=-1-
,( I !'... ·u I 

J '<'! " 
I 1'. I 

Fig .. II!Jt~ Fig. IIUS 
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Funcţiile liniare f: R --. R descrise de f{x) = mx au proprietatea că 
graficele lor trec -prin originea axelor de coordonate. Intr-adwăr, pentru 
orice m, avem. f(O} = m · O = O, adică punctul de coordonate (O, O) se află 
pe grafic. 

Un al doilea punct pe grafic este punctul de coordonate (1, m). 
In figura III.45 am. desenaţ dreptele corespunzătoare penţru m = -1, 
1 

m = - , m = 1 şi m = 2. 
2 

EXERCIŢIU 

Desenaţi {în acel~şi sistem. de coordonate) graficele funcţiilor liniar.a 
f(x) = mx pentru m = 1, m -:- 2, m = 3 şi m = 4. 

O altă familie im.portantă de drepte sint graficele funcţiilor f:R --. R 
cu f(x) = mx + n şi m fixat. De exemplu, tn figura III.46 ·am reprezentaţ, 

pentru m = _!_, graficele funcţiilor f(x) = ..!_ x + n cu n = -1, n =O, 
2 2 

3 
n = "2. Acesţe drepte sint pa.ralele intre ele. 

y I I 
nft 
\ _,,. n~O ,-

3 V (_,,.; ~ 

.} / ~V /~ 
V / 

„ V n=-1 
~ 

vv v:; -~"'.' X 
/ 

V / 
V 

V V 

Fig. IIH6 

8. APLICAŢIE. GRAFICUL MIŞCĂRII 
RECTILINII UNIFORME 

Multe fenomene din natură se desfăşoară „liniâ.r", cel putin tntre anu
mite. limite. Aşa, d~ exemplu, alungirea unui arc elastic este 'proporţională 
cu forţa ce se exercită asupra lui; pe acest principiu sint construite dinamo
metrele. 

Mişcarea r~ctilinie uniformă a unui corp· se desf ăsoară liniar". Să 
presupunem. că mobilul este în poziţia d0 la momentul t0 .' Dist~ţa. parcursă 
pină la. m.om..en tul t esţe 

d(t) = v(t - t0) + d0 • 

ln această formulă viteza v este presupusă constantă. 

ţ . 

l 
, 1 

Putem scrie această formulă astfel: 

d(t) = mt + n, cu m = v iar n =do - vto 

şi recunoaştem forma funcţiilor. liniare. . . . . 
· Graficul acestei mişcări, desenat în figur.a 1}~:47, ne permite _să a~r~c1em. 

rapid poziţia mobilului in orice moment al nnşcarn. De aceea în pra.etica sînţ 
des utilizate astfel de grafice. 

uisr. 
parc. ... 

,_ ~d(t ""' 
vi; 

V I 

..... ' ..... 
>-f-C,o _,, I 

I 
1: ,,, t I / [71fUi_ 

I Fii?. IIU7 

EXERCITIU 
loral!) In figura IU.48 este prezentat un extras din Mersul trenurilor 

pe tronsonul 100, intre Bucureşti Nord şi Roş~ori No~d. . „ 

Puteţi aprecia ora la care vor trece cele trei trenuri prm dreptul staţ1iloir 
Olteni şi Va.du Lat? 

EXERCIŢIU REZOLVAT 
Să reprezentăm grafic funcţia f : R --. R descrisă de formulele 

{
- x + 2 dacă x ~ 1; 

f(x) = 3x - 4 dacă x > 1. 

ln figura 111.49 am reprezentat mai întti pr~n linii în~r~rupte graficele 
funcţiilor g(x) = -x + 2 şi h(x) = 3:X ~ 4. Grah~ul funcţ101 feste format 
din cele două semidrepte trasate cu hme tngroşata. 

Distanţa 
I lin kmA I I l I 

fRosio iNJ I I 11 I 

I 1flf 2/3°1 O• u59 

I ~ I "> 
I ~ .... "'' I I ..... , .... 'Vi/ 

O tenii 74 ---:/ 'b -... 
~ CL ' 

·- CL 

I IUi Q. v 

' 
y 

I°"' 
~ 

I "' () v 
I '<;(/ 'OJ ... 

{Videle 51 210 - L 25 

I I I 2rt: 021 
I I 

Vadu atJ ·-
36 I I 

l"-
J "" I 

'· 
J ', 

o I I ' -
J I 
I I 

I 
(Bucures i 2007 l..t.300.J 2335 
I NJO 20 I 121 iLJ I I o JfT/pulf!n or~ 

I I I I I I I l I I I I 

' I"' .' 
,' 

i 

Fig. IIl.4.8 Fig. IIl.4.9 
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EXERCITU 

1) Fie funcţia f: (--2; 9, 2, 4} -+ {-1, O, 1, 2} definită de f(x) = 

= !. x. Calculaţi f( "'-2), f(2), f(4). 
2 

2) Fie funcţia f: R ... R definită de f(x) = - x + 5. Galculati f(-'--2) • 
f(O); f(3); f(4). Aproximaţi cu eroare de 0,01 f( V26). • ' 

3) Fie .f: {-2, - 1, O, 1, 2, 3} -+ R definită de [(3..:) = a;a - 7 Calculaţi 
f(- 2), f(- 1), ((2) şi ((3). . 

4) Fie funcţia f: {- 2, - 1, O, 1, 2} _. R definită de 

f(x) = { 2 dacă x E {- 2, - 1}; 
X+ 1 dacă W e {- 2, -1 }, 

Calculaţi f(- 2), f(- 1.), f(i} şi f(2). 
6) Fie funcţia f: ~ - 2; 2] 4 R, 

f(x) = { 2 - x dacă x E [-2~ Ol;-
x - 2 in celelalte cazuri. 

Calculaţif(-2), f(-1), t( - ~ J, f(O), t( ~), f (.~), {(2) şi .t(- ~). 
6) R~prezentaţi grafic funcţiiie: 

a.) f:{-5·, 1, 7} ~ R, f(a;) = z:- i; b) g.: {-5, j, 7}-+ R, g(a;}= 
v 

1 -x 3 =-
3 

; c) .li: R -+· R, h(x) = x ....- 3; d) s : R-+ R, s(x) = "2 x; 

e) ~! n -+ lt,, t(x) = ~ • 
'7) Reprezentaţi grafic func.ţia (: R -1- R descrisă de formulele 

{ 
- ! x + 2, dacă :& ~ ~' 

f(x) = ~ 

3 , dacă x > 1. 

LUCRAR~ PENTRU VERIFICAREA INSU.ŞIRII 
UNOR CUNOŞTINŢE DE BAZĂ 

1 
t .• 1>f{iF)ie f.:

1
{0
2
, 1, 2} _:.. {- 3, - 2, - 1., O, 1} dată de f(x) = .x - 3. Cal· 

CU Brl ŞL ( ). 

2) Reprezentaţi într-un sistem de coordonate t 1 A(O "') pune e e , 0 ; 

B(-2, O) i C ( 1, ~ )' ~i D ( - ~ , 2). 

3) Reprezentaţi gr·afic funcţia f:R .-. J1 ·d.ată de f('x) = ~x ...- 3~ 
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CAPITOLUL IV 

SISTEME DE ECUAŢII 

1. ECUAŢII LINIARE (DE GRADUL 1) 
cu noul NECUNOSCUTE 

Să considerăm ecuaţia: 

3x+4y-17=0 (x,yER). 

Dacă inlocuiro tn ecuaţie pe x cu 3 iar pe y cu 2, obţinem propoziţia 
adevărată: 3 · 3 + 4 · 2 - 17 =O. Spunem că perechea (3, 2) este soluţie a 

ecuaţiei. 
v • o o • 17 bt" •t• Daca inlocurm inecuaţie pe x cu iar pe y cu 4", o ,mem propoz1,1a 

adevărată 3 ·O + 4 · 1; - 17 =O. Deci şi perechea (O, 
1Z) este soluţie a 

ecuaţiei. 
Dimpotrivă, dacă inlocuim pe x cu - 1, iar pe y cu 3, obţinem propoziţia 

falsă 3 · (-1) + 3 · 3 - 17 = O. Deci perechea (-11 3) nu este soluţie a 

ecuaţiei. 
Observăm că amindouă soluţiile găsite sint elemente ale produsului 

cartezian R X R. 
Am învăţat in capitolul III că produsul cartezian R X R poate fi iden-

tificat cu un plan, în care am ales un sistem de coordonate. 
Să reprezentăm soluţiile găEite ca puncte într-un astfel de plan (punc-

tele A şi B din figura IV.1). 
Oare acestea sint singurele soluţii ale ecuaţiei? 
Fie x un număr real; să înlocuim in · ecuaţie pe x cu x, iur pe y cu 

17 - 3x Obţ. ---. ·mem 
4 

3 • X + 4 • 17 - ax - 17 = 0 
4 ' 

care este o propoziţie adevărată, oricare ar fi x. 
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\,I 

' 

I• 

i -

Deci punctele din plan ce au coordon t 1 ( 17 - 3x) . a e e x, reprezmtă 

soluţii ale ecuaţiei. Aceste puncte form u d u 

4 
minată de punctele A -şi B (vezi fig. I~.~)~ 0 reapta in plan, ce este deter-

' 
y 

y 

B(oJ/-) 

" 17-Jx I'-.. 
T ----r-~ 

Af3.2J 
rz.;Jz I 

~ ---- -~--~ 
I I i""'-A 

J 
J ,. 

I 
I I 

c 
I I 
! ! 

o i X z "K 
X 

Fig. IV.1 
Fig. IV.2 

Să calculăm coordonatele unor puncte de fig. IV.3); _ pe această dreaptă (vezi 

Punctul c D E I F 

Abscisa x 
1 

1 I 1 
1------- __ _ 2 __ , _____ , ___ 2 ____ 3_2 _ _ 

Ordonata 17 - 3x 37 7 11 ,. 1-3 

y 

4 8 2 4 8 
I 

r~ af a_ra punctelor de pe această 
dreap~8:' mai putem găsi şi alte soluţii ale 
ecuaţ1e1? 

"' -r-t--t--_-t_- _+-__ -1>_"" ),_ +"-E=-1---~_j_..J._ - ,__ '--

Să presupunem că avem o solutie 
reprezentată de punctul dffi plan 'c~ 
c9ordonatele (x, y). Atunci 3x + 4y _ 
- 17 = O, de unde 4y = 17 _ 3x, adică 

~ - ,.._ ---i--....o--f-:.::-F-'--F:+=-=~ -:ţ~~F..----1--L--L 
J " r-.. 

Fig. IV.3 
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17 - 3x 
Y = 

4 
Deci punctul are coordo-

( 
17 - 3x) natele x, 

4 
; el se află pe dreaptă. 

Am stabilit că solutiile ecuatiei , , 

3x + 4y - 17 = O, (x, y E R) 

stnt numai punctele de pe dreapta AB. 

Din acest motiv ecuaţia 3x + 4y - 17 =O se numeşte liniară. Numele 
de „ecuaţie de gradul 1" provine din faptul că polinomul tn x şi y din membrul 
stîng are gradul (total) 1. 

Fie acum ecuaţia 2x - y - 4 =O, {x, y E R). 
lnlocuind pe x cu 2 iar pe y cu O, obţinem propoziţia adevărată 2 · 

· 2 - O - 4 = O; dacă înlocuim pe x cu O iar pe y cu -4, obţinem propo
ziţia adevărată 2 · O - ( -4) - 4 = O. 

Astfel perechile (2, O) şi (O, -4) stnt soluţii ale ecuaţiei. 
Să presupunem că perechea (x, y) este soluţ~e a ecuaţiei. 
Deci 2x - y - 4 =O est.e o propoziţie adevărată. Obţinem de aici 

y = 2x - 4, ceea. ce înseamnă că perechea are forma (x, 2x - 4). 
· Putem spune deci că orice soluţie a ecuaţiei este de forma (x, 2x - 4), 

unde x este un număr real. 
Dar, oare astfel de pereche este soluţie a ecuaţiei 2x - y - 4 =O? 
Să înlocuim pe x cu x, iar pe y cu 2; - 4; obţinem propoziţia 

2x - (2x - 4) - 4 = O, 

ca:re este adevărată. 
Deci soluţiile ecuaţiei sint perechile de forma (x, 2x - 4), unde x este 

un număr real oarecare. Punctele avind aceste coordonate formează 1n plan 
o dreaptă (vezi fig. IV.4). 

y 

. 

I I 

I 

J J 

O I :J X Jf 

- fD 

) 

I 
c' 

Fig. IV.~ I 

Să calculăm coordonatele unor puncte de pe această dreaptă: 

Punctul A B c D E 

Abscisa x O 2 -1 5 

Ordonata 2x- 4 -4 o -6 2 V2 -4 = -.1,171... 6 

Şi ecuaţia 2x - y - 4 = O este liniară, cu două necunoscute. 
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Să observăm că din 2x _ y _ 4 _ o t bţ" . V y + 4 . - pu em o me şi ca x = - - - . 
2 , 

aceasta înseamnă că soiuţiile ecuaţiei pot fi scrise şi în forma ( y + 4 ) , y , 
unde y este un număr real oarecare. 2 

_ 
0 
OBSE~V~ŢIE. ~~mparaţi mulţimea soluţiilor ecuaţiei 2x _ y _ 4 

- cu gra icu uncţie1 f(x) = 2x - 4. Ce observaţi? = 
Forma generală a ecuaţiei liniaro cu două necunoscute este 

ax + by + c =O, (x, y E R), 

unde a, b, c sint numere reale iar a :I= O şi b :I= o s · · v • 

este de gradµ} 1. , . e mai spune şi ca ecuaţia 

Numerele a ş~ b se numesc coeficienţii ecuaţiei. de exempt- d 
se sp~~e că este coeficientul lui x. Numărul c se nu:Ueste terme~~l :i?e:e a~ 
ecuaţ1e1. · 

~ ecuaţie liniară cu două necunoscute aro mai multe soluţii. 

. Fie (x, y) o solu~ie a ecuaţiei; ac.easta înseamnă că înlocuind pe x cu x, 
iar pe y cu y în ecuaţie, obţinem propoziţia adevărată 

a · X + b • y + C = 0. 

Din această egalitate putem obţine (ţinind seamă că b :I= O): 

- c- ax 
b 

Perechile de forma. ( x, - c; ax), unde x este un număr real oarecare, 

sini" soluţiile ecuaţiei. Punctele din plan a:vînd, ·aceste coordonate formează 
o dreaptă (vezi fig. IV.5); această dreaptă va fi numită dreapta soluţiilor 
ecuaţiei ax + by + c =O. 

Pentru a putea desena o dreaptă este suficient să cunoastem două 
puncte ale ei. De obicei se aleg punctele ele intersecţie ale dreptei cu 

' 
-Y,I 

-- ) .... 

' 

axele de coordonate. 

Mai precis, punctul B a.re abscisa O; 

d . . -c - a·O c 
or onata Im va fi - - - - .- = - - · deci 

-c-ax ' ~r,-c-axL b b ' 
- -b- ... - - '-

I t'--.. b I t--

I 'J. ' o )C A' ~)( 
... 

B (O, - ; ) . Punctul A are ordonata O; din 

~c - ax c - --- = O deducem că x = - - ; deci 
b a 

Fig. IV.5 
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EXERCIŢIU REZOLVAT 

Desenaţi tn plan, tntr-un sistem de coordonate, mulţimea soluţiilor 
ecuaţiei 2x + 3y - 6 = O (x. Y E R). 

RezolPare. Să calculăm abscisa punctului A{x, O) punctul de intersecţie 
al dreptei soluţiilor cu axa absc~selor. lnlocu~d 
pe x cu x, iar pe y cu O, obţmem prapoziţia 
adevărată 

2 • X + 3 ' 0 - 6 = 0, 

de unde x = ~ = 3. Deci A(3, 0). 
2 

Fie B(O, y) punctul de intersecţie al 
dreptei soluţiilor. cu axa ordona.telor. lnlo
cuind pe X cu O iar pe y cu y, obţmem propo
zitia adevărată 2 · O + 3 · y - 6 = O, de unde 

. 6 
-y = - = 2. Deci B(O, 2). 

3 
Mulţimea soluţiilor ecuaţiei se identifică 

cu dreapta AB (vezi fig. IV.6). 

EXERCIŢII 

~ 

..... , 
1----J 

o 

R 

............. 
.... 

......... 
I"-- .... 

:r--..... 
I "'!! 

Fig. IV.6 

1) (oral) Arătaţi care dintre ecuaţiile de mai jos nu este o ecuaţie liniară. 
cu două necunoscute. Motivaţi de ce: 

a) sx+5y-6=0; b) Sx-5=0; c) x-2y=0.; d) ~ x+y=O; 

c) y+1=0; f) x+y=- ~;. g) x··y=4; h) y=7x-5; i) 3x+ 

+ Oy-0,5 =O. 
2) Desenaţi dreapta soluţiilor pentru ecuaţia liniară:· 
a) x+y-4=0; b) 2x-y-4=0; c) x-3y+a·=O; d) x+ 

+ y + 1 =o. 
3) Care dintre perechile de mai jos sint soluţii ale ecuaţiei 7x - 9y -

-2=0: 
a) (-1, 1); h) ( ~ , - ~); c) (-1, -1); d) (3; 2); e) (8, 6); 

14' 18 f) (l - .!) ? 

4) Scrieţ.i cinci perechi care să fie soluţii ale ecuaţiei liniare 2x + 3y -
- 10 = O; scrieţi apoi trei perechi car~ nu sînt soluţii ale acestei ecuaţii. 

o) Desenaţi în acelaşi sistem. de coordonate dreptele soluţiilor ecuaţiilor: 

a) 2x+2y-8=0; b) 3x-y-4=0; c) x-2y+2=0. Ce observaţi? 

117 



~) lnlocuiţi 1n ec.uaţia 3.x ·- 2y - 6 =O necunoscuta y pe rîncl cu 

valorile ..,....2, -1 O _!_ 1 3 2 3. t. f' 
' ' ·2 ' • 2, , ' pen ru iecare dintre aceste valori;. 

âfJa ţi soluţ_ia x a ecuaţiei 1n x ce o. obţineţi. Completaţi apoi tabelul: 

y -2 -1 o 1 3 - 1 - 2 3 2 2 
~ 

. Desenaţi într-un sistem de coordonate punctele corespunzătoare. 
. 7*) lon~cfî a cumpărat de 17 lei caiete şi ascuţitori. Un caiet costă 

3 le.1, o ascuţitoare 4 lei. Puteţi afla cite caiete si cîte ascutitori a v t 
Ionică? • . cum para 

. Să considerăm ecuaţia ax + c = O, (x E R), in oare a ~ o. Soluţia 
ecuaţiei este numărul real - !!_. 

a 
S-o scriem sub forma ax+ O"· y + c = O, (x, y E R). 

Scrisă 1n această formă, ea devine asemănătoare cu 0 e t' li · v 

d 
v cua ie . ruara 

cu oua necunoscute. Care perechi de numere reale (x y) · te ' r· l · · , ar pu a 1 l!O utu 

ale ecuaţiei? Este evident că y poate fi oarecare, iar x = _ ~. Dreap~a. 
11oluţiilor este paralelă cu axa ordonatelor (vezi fig. IV. 7, a). a 

y I J 

--,.y 

- -~ I 
I ., 

o ~ •) o X X 

' 
a b 

Fig. IV.'1 

Fie e~uaţia by + c = O, (y E R) în care b 1' O. Scrisă sub forma 

o . X + by + c = o, (X, y E R), 

ea devine asemănătoare cu o ecuaţie liniară ou două necunoscute. Soluţiile 

ei sînt perechile de numere reale (x, y) Jn care x este oarecare, iar y = _ !!_. 

Dreapta soluţiilor. este paralelă cu axa absciselor (vezi fig. IV.7, b). b 

. OBSERVAŢ.~E: .Ecuaţiile ax+ Oy + c = O şi Ox + by + c = o de 
mai .sus sînt ecuaţn hmare, dar nu cu don.ă necunoscute ( !). 
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ECUAŢII ECBIV ALENTE CU ECUAŢII LINIARE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 

Ecuaţia X + y - 1 = O, (x, y E R) şi ecuaţia X + Y = 1, (x, y E R) 
au aceeaşi mulţime de soluţii: perechile de forma (x, 1 - x), unde x este 
Jlumăr real oarecare. Ele sînt echivalente. 

La fel, ecuaţiile x + 2y- 3 =-0, (x, y E R) ·şi 4y = 6 - 2x (x, y E R) 

stnt echivalente, ambele avînd ca soluţii perechile de forma ( x, 3 
2 

x) unde 

X E R . 
Dimpotrivă, ecuaţiile x + y - t = O, (x, . Y E R) şi x + y - 1 = O, 

(x, y E N) nu sint echivalente; a doua are doar două soluţii, perechile (O, 1) 

.şi (1, O), iar prima are ca soluţie şi perechea ( ~ , ~) •. · 

DEFINIŢIE. Vom spune că două ecuaţii sint echivalente dacă âu aceeaşi · 
mulţime de soluţii. 

In general, dată o ecuaţie (cu una sau mai multe necunoscute, liniară 
sau nu), trecîn~ termeni dintr-un membru în celălalt (cu semnul schimbat!) 
sau înmulţind ambii membri ai ecuaţiei cu acelaşi număr real diferit âe zero, 
obţinem o ecuaţie echivalentă cu cea de la care am plecat. 

De exemplu, ecuaţia x + ~ + 1 = ; - y este echivalentă cu· 2x + 
+ y + 2 = x - 2y (am înmulţit ambii membri ai ecuaţiei cu 2). Aceasta 
-0ste echivalentă cu 2x + y + 2 + 2y - x = O, adică cu x + 3y + 2 = O 
(am trecut în membrul stîng termenii -2y şi x din membrul drnpt, apoi am 
redus termenii asemenea}. Ultima ecuaţie obţinută este liniară. 

EXERCIŢIU REZOLVAT 

S 
V t' X - 2y + 1 1 

ă rezolvam ecua ia = - • 
• 2x - y + 1 2 

Să presupunem că perechea (x, y) este soluţie a ecuaţiei. Atunci, pe 
de o parte numărul 2x - y + 1 este diferit de zero (nu putem împărţi prin 

d al' V t . . . X - 2y + 1 1 t d V zero!), iar pe ~ 11a par e propoz1tia = ~ es e a eva-
, 2x - y + 1 2 

Tată. înmulţim ambii membri cu 2(2x~ y + 1); obţinem. 2(x - 2y + i) = 
= 2x - y + .1, de unde 2x - 4y + 2 = 2x - y + 1, adică -3y = -1; 

-obţinem y = ~ . Deci soluţiile ecuaţiei sînt de forma ( x, 1 ~ } Nµ toate aceste 

perechi sint soluţii ale ecuaţiei; trebuie să excludem pe cele care „anulează 

.numitorul" 2x: - y + 1. Din 2x - ~ + 1 = O obţinem. x = ~ . Va trebui, 

deci, să excludem o singură pereche, anume ( ~ , ~ ) 

Soluţiile ecuaţiei sint deci perechile ( x, ! ) cu. x E R ~ { ~ } . 
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EXERCIŢil 

1) Care dintre perechile de mai jos sînt soluţii ale ec~atiei x _ y _ 1 • 

a) (1, 2); b) (-~,o} c) (2, -1); ·d) (2, 1); e) (~,' ~); f) (-f: 
-2); g) (-1, O)? 2 2 

~) Scrieţi o ecuaţie liniară echivalentă cu ecuaţia: 
a) x-y=1; ·b) 2x=3y+9; c) 3x-1=y+8; d) 2x-5= 

=Sy:-16; e) 8x-8y+3=9x-5y+10; f) · x 
2 
Y+Y+2=~+ 

+ 2y - 4. Rezolv~ţi apoi fiecare dintre . ecuaţiile liniare obtinu~e 6 

a•) Rezolvaţi ecuaţiile: • . 

a) 3x- ~+2=-i; h)2x-2y+3 = 2· ) x+2y- 2 
2x + y ~ 4 x + 2y - 4 , c 2x - y + 1 = 2. 

2. NOŢIUNEA DE SISTEM DE ECUATll • 

Să considerăm ecuaţia X - 1 =O, (X E Z) a cărei solutie este n mv 11 
D 

. V. , uaru. 
V e aseme~ea, sa c~ns1der~m o altă ecuaţie, fie aceasta xz = 1, (x E Z). 

Sa obs~rvăm ca ace~sta ecuaţie are două soluţii, numerele -1 şi 1. 
Fie acum mulţimea formată, din aceste două ecuaţii; notăm. 

{ :
2 
- \, O, "(x E Z) 

folosind o acoladă. Formă~ astfel un sistem de ecuatii. Numărul 1 este soluf· 
· t I · d · · r

18 
a. tas e~u UI, eoarece est~ ~oluţie a ambelor ecuaţii. Numărul -1 nu eGte 

eoluţ1e a sistemului, căci nu este soluţie a primei ecuatii. Num.ărul O ·t 
l 

. . . , nu es e 
110 uţ1e ~ s1stemulm, căci nu e solut.ie a nici unei ecuatii 

DEF:(NJ;Ţ~. Vom numi sisteU: de ecu~ţii o multi~e· ale cărei elemente 
iint ecuaţii. ' . 

De exemplu, { :- ~.=O,. (x E R) 

este un sistem. de ecua.tii. Acest sistem nu are solutie . . . 
De asemenea; 

{
X= 1, 

Y= 2, 
(x, y E R) 

este un sistem de ecuaţii. Acest sistem are ca soluţie perechea (1, 2). 

. Şi { x + y = i, (X, y E R) 
X+ y=O, 

este un ·sistem ~e ecuaţii; acest sistem nu are soluţie (nu putem găsi două 
numere reale x ş1 y a căror sumă să fie şi 1 şi O I). 
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. d „ { X + y = 4, ( R) Alt exemplu de sistem e ecuaţn x, y E . 
x· y= 4, 

Varo rezolva in clasa a Vlll-a şi in liceu astfel de sisteme de ecuaţii. 

Fie f Ei = O, 
l E2= O 

un sistem de ecuaţii. Dacă A1 este mulţimea soluţiilor ecuaţiei E1 =O. 
iar A

2 
este mulţimea soluţ.iilor ecuaţiei E2 = O, atunci mulţimea solu-

ţiilor sistemului este A1 n Az. 

3. SISTEME DE noul ECUAŢII LINIARE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 

Să privim sistemul de ecuaţii 

X+ 2y- ·3 = 0, 
(x, y E R). 

{

X- y = 0, 

In sistem apar necunoscutele x şi y. Sistemul este format din două 
ecuatii · fiecare dintre ele este liniară. Un astfel de sistem este numit sistem 
de d~uă ecuaţii liniare cu două necunoscute. 

Fie sistemul de ecuaţii 

(x, y E R). 
{

X- 5 = 0, 

y + 3 =o, 
Ş\ 1n acest sistem apar două necunoscute; fiecare dintre cele două 

Muaţii ale sistemului este liniară. Şi acest sistem este un sistem de două 
ecuatii liniare· cu două necunoscute. 

'tnlocuind tn acest sistem necunoscuta x cu 5, iar necunoscuta y cu -3, 

obţinem propoziţiile 

{ 
5 - 5 =o, 
(-3) + 3 =0, 

care stnt ambele adevărate. Spunem că perechea (5, -3) este soluţie a siste
mului. lnlocuind în sistem necunoscuta x cu 5, iar pe y cu 1, obţinem propo-

ziţiile 

\ 

5 - 5 =0, 
1+3 =0. 

A doua este falsă. Perechea (5, 1) nu este soluţie a sistemului. 
Care perechi de numere reale pot fi soluţii ale sistemuh1i? Dacă (x, y) 

este o soluţie, atunci inlocuind pe x cu x, iar pe y cu y, obţinem propoziţiile 
adevărate 

{

X- 5 =0, 
y+3 =0. 

' 
Deoi x = 5 ş1 y = -3. Sistemul are o singură .soluţie, perechea (5, -3). 
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Ce legătură există intre soluţia sistemului şi soluţiile fiecăreia dintre 
ecţ1aţiile ce compun sistemul? 

--

Să desenăm în figura. IV.8 dreapta soluţiilor ecuaţiei x - ~ =O (x, y ER); 

y 

- J 

o I 5 

-3 P(5,-3J 

Fig. IV.8 

li 

această dreaptă este paralelă cu axa ordonatelor. 
De asemenea, să desenăm dreapta soluţiilor ecu
aţiei y + 3 =O (x, y E R); această dreaptă este 
paralelă cu axa absciselor. Cele două drepte se 
intersectează în punctul P(5, -3). Soluţia sis
temului este (5, -3). 

Un sistem de două ecuaţii lin'iare cu două 
necunoscute are forma : 

{ 
ax + by + c = O, 

a'x + b'y + c' =0. 
(x, y E R). 

Se spune că numerele reale a, b, a' (citeşte „a prim") şi b' sînt coeficienţii 
sistemului, iar numerele reale c şi c' sint termenii liberi. 

Arohele ecuaţii sint liniare (de gradul 1); aceasta înseamnă , pe 
de o parte, că a =I O sau b =I O, iar pe de altă parte că a' =I O sau b' =I O. 

DEFINIŢm. Spunem că perechea de numere reale (x, y) este soluţie a 

sistemului de mai sus, dacă a.mlndouă propoziţiile a • x + b • y + c = O ~i 
a' · x + b' · y + c' =O sint adevărate. 

A rezolva un ·sistem de ecuaţii înseamnă a găsi toate soluţiile sale. 

4. METODE DE REZOLVARE A SISTEMELOR 
DE noul ECUAŢII LINIARE 

cu noul NECUNOSCUTE 

METODA GRAFICĂ 

Fie sistemul de două ecuaţii liniare cu două necunoscute: 

{ 
ax + by + c = O, ( E R) 

I - + b' _L I - o ,Xl y • ax y 1 c- . 

SoJuţiile primei ecuaţii se identifică cu punctele unei drepte (d1) din 
plan (vezi fig. IV.9). 

Soluţiile celei de-a doua ecuaţ.ii se identifică cu punctele dreptei (d:i) 
din plan. 
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Dacă dreptele (d1) şi (d2) se intersectează, atunci coordonatele (x, y) ale 
punctului-lor de intersecţie vor constitµi soluţia sistemului de ecuaţii. 

Să ilustrăm aceasţă metodă de rezolvare a sistemelor prin clteva exemple. 

y 

y 

Fig. lV„9 Fig. IV.10 

Exemplul 1. Fie sista.mul 

5 (x, ·y E R). I
]'+ y -3 =o, 

i x-y-4= O. 

Reprezentăm grafic (in acelaşi sistem de coordonate- vezi fig. lV: .. 10) 
atit dreapta (d

1
) a soluţiilor primei ecuaţii, cit şi dreapta (d2) a soluţiil011 

<:elei de-a doua ecuaţii. Ele se intersectează in punctul P (2, 1). 

Soluţia sistemului este (2, 1). 

Exemplul 2. Să rezolvăm grafic sistemul 

{ 
5x + 2y + 2 = O, (x, y E R). 
3x - y + 10 =O. 

Ca in exemplul 1, reprezentăm graf~c 
1n acelaşi sistem de coordonate (fig. IV.11) 
dreapta (d1) a soluţiilor primei ecuaţii, apoi 
·dreapta (d2) a soluţiilor celei de-a doua ecuaţii. 
Ele se intersectează in punctul P(-2, 4). 

Soluţia. sistemului este (-2, 4). 

Exemplul 3. Fie sistemul: 

{ 

X - 5y + 10 = o, R (x, y E ). 
X - 2y - 2 = 0. 

y 

Fig. IV.11 



. Mulţim~a soluţ.iilor primei ecuaţii se identifică cu dreapta (di) din 
figura ~V.12, iar mulţrmea soluţiilor celei de-a doua se'identifică cu dreapta (d ). 
Deoarece (d1) n (d2) = P, soluţia sistemului este (10,4). ~ 

1 y 

o X 

Fig. IV.12 Fig. IV.13 

Această metodă nu poate fi aplicată tntotdeau~a c D r 
h

. i I 
1 3 

d . u succes. e apt 
c iar n exemp u e mai sus tntimpinăm dificultăţ" d t 'tv f · t 

P 
i, a or1 a aptului că 

punctul este „destul de departe" de originea axelor. 

Cum am putea l'ezolva"g~afi~ un sistem de ecuaţii, ale căror soluţii 
s1nt drepte!~ „aproa~e paralele dm figura IV.13? Practic acest lucru este dificil. 

. Al d~1l.e~ motiv pentru care metoda nu poate fi aplicată întottleauna 
~stc imp~s1bil1tatea de a stabili cu precizie mare coordonatele punctului de 
rntersecţ1e a dreptelor. 

în practică această metodav se util1"zeazav t · a unc1 cînd nu se pretinde. 
calculul exact, precis, al soluţiei sistemului. 

'EYIWCIŢI 

·it Rezolvaţi grafic sistemele: 

r a) { -x + 2y - 5 =O, b) { Sx - 4y - 24 = o, 
3x + Sy - 18 =O; 4x + 5y - 11 =O; 

c) { 3x + 7y - 8 =O, d) { Sx - 8y + 14 =o, 
2x-5y+14=0; 3x+4y-18 =0. 

~ Rezolvaţi grafic sistemele, apreciind cit mai corect soluţia: 

a) { 3x + 4y - 4 =O, b) { 2x + 3y + 2 =o, 
2x - 3y - 2 = O; 5x - 3y - 5 = o. 

(Indicaţie: luaţi ca unitate de măsură, pe fiecare axă, 5 cm.) 

METODA SUDSTITUTIEI 

Vrem să rezolvăm sistemul: { 2X - Y = O. • 
3x + 2y - 7 = O. (x, Y E R) 

Să presupunem că perechea de numere reale (x y) ar r1· sol ţ• · t 
] 

· A , v • u ie a s1s e-
mu m . ceasta înseamna ca dacă înlocuim in ambel · t" e ecua, u necunoscuta· r 
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cu numărul x, iar pe y cu y, obţinem propoziţiile adevărate 2x - y = O şi 
3x + 2y- 7 =0. 

Din 2x - y =O deducem că y = 2x. Din 3x + 2y - 7 =O şi 
y =2x deducem că 3x + 2· 2x - 7 =0, ad1că 7x - 7 =0; deci 

x = J_ = 1. Apoi y = 2 · 1 = 2. 
7 
Astfel, dacă_ (x, y) este soluţie a sistemului, atunci x = 1 şi Y = 2. 
Dar 2 · 1 - 2 = 2 - 2 =O şi 3 • 1 + 2 · 2 - 7 = 3 + 4 - 7 = O, 

deci (1, 2) este soluţie a sistemului. Putem spune acum .că sistemul are o sin-

gură soluţie, perechea (1, 2). 
OBSERVAŢIE. ln cărţile mai vechi se obişnuieşte să se scrie că siste

mul are soluţia x = 1, y = 2. 
Alt exemplu. Să rezolvăm sistemul 

t4x - 3y + 1 =O, 

x-5y + 13 =0. 
(x, y E R). 

Să presupunem că perechea de numere reale (x, y) ar fi soluţie a siste
mului. Deci, inlocuind necunoscutele x şi y respectiv cu numerele x şi y, 
obţinem propoziţiile adevărate: 

4x - 3y + 1 = 0 şi X - 5y + 13 = 0. 
Din x - Sy + 13 =O deducem că x = 5y - 13. Din 4x - 3y + 1 = O 
şi x = 5y - 13 deducem că 4(5y - 13) - 3y + 1 =O, adică (după 

· ) 17 51 = O. De·c1· y = 51 
3 D reducerea termenilor asemenea y - = . eoarece 

17 

x = 5y- 13, obţinem x = 5 • 3 - 13 = 15 - 13 = 2. 
Prin tnlocuire directă a lui x cu 2 şi a lui y cu 3, se constată că perechea 

(2,. 3) este soluţie a sistemului. Sistemul are deci ca singură soluţie această 

pereche. 
Am ilustrat prin aceste două exemple metoda substituţiei pentru rezol-

varea sistemelor de două ecuaţii liniare cu două necunoscute. 
Să observăm că in al doilea exemplu am fi putut proceda conform urmă-

toarei scheme: 
- „scoteam" din a aoua ecuaţie pe X; X = 5y - 13; 
- înlocuiam în prima ecuaţie: 4 · (5y - 13) - 3y + 1 =O. Obţinem 

astfel o ecuaţie în y; rezolvind-o, obţineam că are ca soluţie numărul 3; 
- înlocuind pe y cu 3, obţineam x = 5 · 3 - 13 = 2 şi deci soluţia 

(2, 3) a sistemului. 
Metoda substituţiei constă tn următoarele: 
a) „scoatem" dintr-una dintre ecuaţiile sistemului o necunoscută în 

fun~ţie de cealaltă; 
b) iulocuim tn cealaltă ecuaţie a sistemului; obţinem o ecuaţie cu o 

necunoscută, pe care o rezolvăm; · 
c) avind „valoarea" unei necunoscute, obţinem soluţia sistemului. 
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De exemplu, să rezolvăm sistemul 

{
X+ 3y + 5 =0, 

(x, y E R), 
3x + 2y - 4 ==O, 

folosind metoda substituţiei. 

Din prima ecuaţie scoatem pe x ln funcţie de y: 

x = -3y - 5. Înlocuim pe x in a doua ecuaţie: 3(-3y - 5) + 2y - 4 =O. 

Rezolvăm această ecuaţie tn y; obţinem că ea este echivalentă cu y = - 19 • 
7 

înlocuim: ·x = -3 ( -
1
; )- 5 = ~7 - 5 = 

2
7
2 

• Am obţinut soluţia sis-

1 . (22 19) temu m: :f, - 7 · 

Metoda substituţiei poate fi aplicată şi sistemelor scrise in altă formă. 
De exemplu, să rezolvăm sistemul: 

{ 
8 - x = 2y + 1, (x, y E R), 
6x + 5y =3, 

folosind metoda substituţiei. 

Scoţind din prima ecuaţie x = 7 - 2y, înlocuim tn a doua: 6(7 - 2y) + 
+ 5y = 3, de unde - 7y = -39. Deci y = 

39 
, apoi x = 7 - 2 · 39 = 

7 7 

= - - . o uţ1a s1s emu Ul este - - ;- • 29 S l . . t I . ( 29 39 ) 
7 7 7 
Această metodă este avantajoasă atunci cînd într-una dintre ecuaţiile 

sistemului o necunoscută are coeficientul 1 (sau -1); este de preferat ca ea 
să fie „scoasă" in funcţie de cealaltă. 

126 

EXERCIŢII 

1) Rezolvaţi sistemele prin metoda substituţiei: 

{

X =2, 
a) 3x + 2y =9; 

{
2x- y = 1, 

d) X+ 3y = 4; 

{
x-_y=~; 

f) X+! y 3-1; 

{
x-2y =0, 

b) 4x + 5y =26; 

· { 2x + 3y = 10, 
e) 2x - 3y = 1; 

) { 
V2x- y =o, 

g v ·· 2x + y =4. 

{
4x + y = 43, 

c) 6x + 5y = 103; 

. 2) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii liniare: . 

3x + y- 5 =0, {5x- 3y-·1 =0, 
a) { 2x + y - 4 =O; b) -x + 2y - 4 = O; 

r 5x + 2y - 3 = o, 
c) \ 3x - y + 7 = O; 

l 3X - y - ~ = 0, { X - 6y - 2 = 0, 

d) 1 · 1 e) 3x + 9y + 3 =0; 
-x--y=O; 
2 3 

r r x-1(6y+~V2, o, 
> l 2 v2x + V31 - 1 =o. 

3) Rezolvaţi sistemele: 

f 3X + 10y =53, J 81X - 53y =3, 
a) l 36x - 7y = 1; b) \ 4x + y = 11. 

SISTEME ECHIV A.LENTE. 
FORMA STANDARD A UNUI SISTEM 

DE ECUAŢII LINIARE 

de ecuaţil sint numite echivalente dacă au DEFINIŢIB. Două sisteme 
aceeaşi mulţime de soluţii. 

De exemplu, sistemele~ 

1 o {X= 1, R) { .; = 2 o: (x, y E R) şi y = 2. (x, y E 

sînt evident echivalente; amindouă au ca soluţie perechea (1, 2). 

{ 
2 . -1 

{ 
2x = 1 . x - ' ( E Z) 

Sistemele y = 
21 

(x, Y E R) şi y = 2, x,. Y 

1 ţ. hea ( 1 2) al doilea nu are nu sint echivalente; primul are ca so u 1e peree 2 , .' 

soluţie (I). V •• • • două necunos-
Fotma standard a unui sistem de doua ecuaţn hmare cu 

cute este următoarea: 

{ 
ax + by = d, , (x, y E R). 
a'x + b'y = d, 

ln forma standard, termenii liberi sînt trecuţi in membrul drept al ecuaţiilor 
ce formează sistemul. 

{ 
ax + by + c = O, (x, y E R) 

Sistemul de ecuaţii liniare a'x + b'y + c' =O, 
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este echivalent cu sistemul scris in formă standard: 

{
ax+ uy = -c, 
, + b' , (x, y E R). ax .Y = -c, 

METODA REDUCERII 

{ 
Sx- 3y = 15, 

Să rezolvăm sistemul 3x + 
21 

== 
121 

(~ y E R). 

Să presupunem că perechea de .numere reale (x, y) ar fi soluţie a siste
mului. Avem astfel două propoziţii adevărate : 

5x - 3y = 15 şi 3x + 2y = 12. 

Să înmulţim ambii membri ai primei egalităţi cu 2, apoi ambii membri 
ai celei de-a doua egalităţi cu 3: obţinem 

10x - 6y = 30, 

9x + 6y = 36. 

Adu:nind membru cu membru cele două egalităţi, obţinem: 

19x = 66 

de unde 
66 , X==- · 
19 

66 Acum, din egalitatea 5x - 3y = 15 obţinem 5 · - - 3y = 15, de 
19 

15 unde y = - . 
19 

Constatăm ime iat ca - , - est e so u 1a sistemulw.-. d" V (66 15) I ţ• . . 
19 19 

Am dat exemplu de rezolvare a unui sistem de ecuaţii prin metoda 
reducerii. 

Am fi putut proceda conform următoarei scheme: 
- înmulţim ambii membri ai primei ecuaţii cu 2.: 

_ 10x - 6y = 30; 

- înmulţim ai;nbii membri ai celei de-a doua ecuaţii cu 3: 

9x + 6y =36; 

- „adunăm" cele două ecuaţii; obţinem ecuaţia în x: 

19x = 66 

' 66 
pe care .o rezolvăm; ea are soluţia x = - . 

19 
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- înlocuim pe x tntr-una dintre ecuaţiile sistemului (de exemplu în 

prima) cu 
66 

;-obţinem ecuaţia tn y 
19 

5; 66 - 3y = 15 
19 . 

. pe care o rezolvăm; ea are soluţia ~ . Sistemul are soluţia 
19 (

66' 15) . 
19 19 

Să observăm că tn prima fază am efectuat tnmulţlri cu scopul de a 
reduce, prin adunare, termenii tn y. 

Alt exemplu. Să rezolvăm 

{ 
6x + 5y = -7 

(x, y E R). 
4x + 7y = .-12, 

I'r0cedăm astfel: 

- înmulţim ambii membri ai primei ecu~ţii cu 2: 12x + 10y = -14; 
- tnmulţim ambii membri ai celei de-a doua ecuaţii cu -3; 

-12x - 21y =36; 

adunăm membru ·cu membru ecuaţiile: 

-Hy = ·22, 

de unde y = -2; 
- tnlocuim tn prima ecuaţie pe y cu -2: 6x + 5 · (-2) = -7; adică 

. . 1 
6x-10 = -7, sau 6x =3. ·Deci x = -. 

2 

Astfel perechea ( ~ , -2) este soluţia sistemului. 

Să observăm că .am efectuat tnmulţirile tn aşa fel tnctt, prin adunare, 
termenii tn x s-au redus. 

Scopul metodei reducerii este 1nlocuirea sistemului 

cu sistemul echivalent 

{ 
ax+ hy = d, 

a'x + h'y = 4 

{ 
ax+ by = d, 

y=e 

a cărui rezolvare este imediată. 

Să rezolvăm pr,in metoda reducerii sistemul scris tn formă 
canonică 

{ 
ax + by = d, (x, 1 E R). 
a'x + b'y = a', 

t - Matematlcl-algebrli, ct. a VII-a 
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· . Înmulţind ecuaţiile respectiv cu b' şi -b, astfel incit prin adunare 
termenii în y să se reducă, obţinem : 

ab'x - ba'x = db' - bd', 
de unde 

db' - bd' 
X=---

ab' - ba' 

Înmulţind acum in mod convenabil, pentru ca termenii in x să se 
. ad' - da' 

reducă, obtmem y = ----
' ab' - ba' 

Concluzii: 1) dacă ab' - ba' o? O, atunci si&temul are o soluţie. 

2) Pentru a calcula componentele soluţiei trebuie să efectuăm doar 
scăderi, înmulţiri şi impărţiri. O „maşină de calcul" care şt'ie să efectueze 
aceste operaţii, va putea fi „învăţată" (programată) să rezolve si.steme prin 
metoda reducerii. 

Să descriem algoritmul de calcul al soluţiei sistemului: 
Pasul 1: Citeşte a, b, d, a', b', d'; 
Pasul 2: s = a· b' (adică „inmulţeşte pe a .cu b', notează rezultatul înmul-

ţirii cu s"); 
Pasul 3: t = a' · b; 
Pasul 4:tu = s - t; 
Pasul 5: Compară u cu O. Dacă u = O, scrie „caz de excepţie". Stop. Dacă 

u t:- O, continuă cu pasul 6. 
Pasul 6: v=d ·b'; 
Pasul 'l: w = b · d'; 
Pasul 8: z = v - w; 
Pasul 9: x = z : u. Scrie „x". Continuă cu pasul 10. 
Pasul 10: v =a· d'; 
Pasul 11: w = d ·a'; · 
Pasul 12: z = v - w; 
Pasul 13: y. = z :u. Scrie „y". Stop. 

Avantajul metodei reducerii constă în faptul că este algoritmică; ea 
poate fi programată. Uneori ni se pare că metoda substituţiei este mai uşor 
de aplicat, ceea ce este adevărat. Dar un calculator modern poate efectua 
milioane (I) de operaţii pe secundă, deci poate rezolva prin metoda reducerii 
sute de mii (I) de sisteme, intr-o secundă. 

EXERCIŢII 

1) Construiţi dreptele soluţiilor ecuaţiilor (separat): 
a) x + y - 4 = O; b) 3x + 3y - 12 =O. Ce observati? 
2) Construiţi in acelaşi sistem de coordonate dreptei~ soluţiilor ~cua

ţiilor: a) x+y-4 =0; b) 3x-2y-2 =0 şic) 4x-y-6 =0. Cea 
de-a treia se obţine prin adunare~ membru cu membru a celorlalte două. 
Ce observaţi'? 
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1 

3) Rezoivaţi prin metoda reducerii sistemele: 

a) { 2x + 3y = 2, h) { 4x + 3y = 10, 
4x - 3y = 4; 2x - 6y = -10; 

{
4x+5Y=-1; 

c) 
. 7x + 10y = -3; 

(E) Rezolvaţi sistemele~ 
a) { X + y = 2,4, 

. X- y = 1,4; 

d) { 5x - 32y = 2, 
9x + 16y = 22. 

b) { 4x - 3y = 18; 
3x + 4y.= 24; { 

51x + 44y = 7, 
c) 

34x + 33y = 1; 

d) { ~ X - ~ y = 1, 

. _!_X - __!_ y = 3J 
4 15 

o) Rezolvaţi sistemele: 

e) { 5x + 4y = U, 
Sx - 2y = 14. 

a)_ { X+ 2y = 24, b) {·X+ 2y = 2,4, 
X - 2y = 10 j X - 2y = 1 j 

c) e o servaţH 
{ 

X + 2y = 0,24, C b . .,. 
X- 2y = 0,1. 

6*) Rezolvaţi sistemele: 

a) { 3 1/2x -_y = 3, 
x+2 V21=41 

!
·x+y =2 V3, 

b) X 2y 

V3+1=1/3-1 ~ 

·1 (1 + t/2)x + (V2 -1 )y = 41/2,. 
c) 

. X + y = 2. 
1+V2 1-V2 

·5. SISTEME CE SE REDUC LA SISTEME DE noul 
ECUATII LINIARE CU DOUl NECUNOSCUTE • 

Exemplul 1. Să rezolvăm :sistemul 

~ +! =1, 
X y 

( x, y E R - {O}). 
1 2 
--- =-1, 
X y 
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1 1, di V 1 1 
Să facem înlocuirile: x = - , y = -, a ca u = - , v = - ; 

U V X y 

{ 
2n +V = 1, 
u-2v = -1. 

. ' 1 3 t Rezolvind acest sistem obtmem u = - , v = - . Deci soluţia sis e-
' 5 5 

mului iniţial este x , 5, y = ~ . 
3 

Exemplul 2. Să rezolvăm sistemul 

X 2 -=-, 
y 3 

x+1 
y-1 

3 
=-· 

4 · 

(x E R, y E R°"'{O, 1}) 

Să presupunem că perechea de numere reale ( x, y) este soluţie a siste-

. . . ·1 X 2 . X + 1 3 Î t d ~ t mului. Atunci propoz1t11 e - = - ş1 = - s n a evara e. 
' y 3 y-1 4 

Folosind proprietăţile proporţiilor „ obţinem că: 
3x = 2y şi 4(x + 1) = 3(y - 1). 

Deci x = ~ y, apoi 4(~ y + 1) = 3(y -1). Deci y = 21, apoi x = 14. 
Soluţia sistemului este (14, 21). 
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EXERCIŢII 

1) Rezolvaţi sistemul: 

2) Rezolvaţi sistemele: 

a) 

1 1 - +-=8, 
X y 

1 1 
---=2; 
X y 

h) 

I 
2x + y = 5, 

2x + y-1 = !. 
X+ 2y-1 3 

4 y 40 - - -=- , 
X 3 3 . 

3 y 30 -+-=-· 
X 4 4 

· I 

"' 

1 

3) Rezolvaţi: 

I 
X 8 

a) y = 3' 
2x - 3y = 2y - 1; 

I s Vi+ a V"Y = s, 
c) 

4 Vi - 5 V 1 + 1 = o. 

3x + 2 = 41 
y-3 

2x - 2 = 15. 
2y-1 , , 

6. REZOLVAREA PROBLEMELOR 
CU AJUTORUL ECUAŢIILOR 

. Multe probleme practice se pot rezolva folosind matematica. Rezolvarea 
constă din mai multe etape: 

a) alegerea necunoscutelor principale ale problemei; 
b) stabilirea relaţiilor (legăturilor) intre necunoscutele problemei. 

Aceste relaţii pot fi egalităţi, inegalităţi sau de altă form·ă. Ele formează 
aşa-numitul model matematic al problemei; 

c) rezolvarea modelului matematic; 
d) interpretarea practică a rezultatelor obţinute; alegerea \soluţiei 

practice. 
Vom 'd!:. 1nai multe exemple: 

Problema 1. Prin strunjirea unei bucăţi de oţel, pentru a se obţine un 
ax necesar motorului unei motonave, se pierde material ce clntăreşte 5% 
din masa piesei finisate. Cît cîntăreşte axul finisat, dacă inainte de strunjire 
bucata de oţel cîntărea 210 kg? 

Rezolvare. Nu cunoaştem două lucruri : masa şpanului şi masa axului. 
Textul problemei ne îndeamnă să alegem ca necunoscută principală masa 
axului finisat. Fie deci x masa (in kg) a axului finisat. 

Pierderile de material reprezintă 5% din x, adică - 5
-x (kg). Bucata 

100 

de oţel cîntărea deci, înainte de strunjire, x + ~x kg. Astfel x + ~ x = 
. 100 100 

= 210. Această egalitate este o relaţie ce leagă necunoscutele problemei. 
Modelul matematic al problemei este format din ecuaţia: 

5 
x + 

100 
x = 210, (x E R). 

Rezolvind ecuaţia, obţinem că ea are soluţia 200. Deci axul cintăreşte 
200 kg. 

Putem afla acum şi masa materiqlului ce se pierde: 10 kg. 
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Problema · 2. Un vapor-cursă, navigtnd in sensul. curentului apei, a 
parcurs distanţa dintre două porturi în 4 ore; la întoarcere, împotriva curen
tului apei, vaporul a parcurs distanţa in 5 ore. Să aflăm distanţa dintre cele 
două porturi, ştiind oă vite;Za de curgere a apei este de 2 km/h. 

Rezole>are. Notăm cu m distanţa. dintre porturi (tn km). Aceasta este 
necunoaouta principală. (Alte necunoscute ar fi viteza proprie a vaporului, 
sau viteza medie la întoarcere etc.) Viteza medie a vaporului, împotriva 

curentului apei, este de .3?.. (km/h), iar in sensul curentului apei este de .3?.. 
5 4 

(km/h). Viteza proprie a vaporului (dată de puterea motoarelor sale) este deci 

.3?.. + 2 la întoarcere si .3?.. - 2 la ducere. Modelul matematic al problemei 
5 ' 4 
este ecuaţia. 

X X "5 + 2 = 4" - 2, (x E R). 

Soluţia acestei ecuaţii este 80. Deci distanţa. intre porturi esţe (pe firul apei) 
de 80 km,, 

Problema 3. Un autobuz a parcurs distanţa de 96 km în 2 ore. La început 
şoferul a mers cu 50 km/h, apoi a fost obligat să reducă viteza la 4 km/h. 
Cit timp a circulat autobuzul ou 50 km/h? 

R ezolpare. Soluţia I . Să notăm cu x durata (în ore) a primei părţi a 
călătoriei; a doua parte a călătoriei are durata de 2 - x ore. Spatiul parcurs 
in prima parte este de 50 · x km; în a doua parte de 40 · (2 - x)km,. In total 
auLobuzul, a parcurs 50 · x + 40 · (2 - x). Modelul matematic al problemei 
est e ecuaţia 50x + 40(2 - x) = 96. Soluţia ecuaţ.iei este x = 1,6. Deci prima. 
pa1·te a călătoriei a durat 1,6 h = 1 h 36 min. 

Soluţia a li-a. Să notăm, ca mai sus, durata primei părti a călătoriei 
cu x, iar durata celei de-a doua părţi a călătoriei cu y. în tot~l călătoria a. 
durat x + y ore. Obţinem prima ecuaţie: x + y = 2. 

Spaţiul parcurs în prima parte a călătoriei este de 50x km, in a doua 
parte de 40y km, deci în total autobuzul a parcurs 50x + 40y km. Obţinem 
a doua ecuaţie: .50x + 40y = 96. 

Modelul matematic al problemei este sistemul de ecuaţii: 

{
X+ y = 2, 

50x + 40y = 96. 

Rezolvtndu-1, obţinem x = 1,6 şi y = 0,4. Deci autobuzul a circulat 1,6 h = 
= 1 h 36 min cu viteza. de 50 km/h şi 0,4 h = 24 tnin ctl viteza de 40 km/h. 

Problema 4. Două forţe au acelaşi punct de aplicaţie şi acţionează pe 
aceeaşi dreaptă. Dacă acţionează in acelaşi sensl rezultanta lor este de iOO N, 
iar dacă actionează tn sehs cohtrar1 rezultanta or este de 32 N. Ce mărime 
au aceste f~rţe? · 

Rezolvare. Fie x şi y tnăritnl1e (ih N ale) acestor forţe. Atunci 

{ 
X+ y = 1.001 

X - y = 32. 

Rezolvtnd acest sistem, găsim x = 66, y = 34. Deci forţele sînt de 66 N şi 
34 N. 
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Problema 5. Dacă pe fiecare pagină a unui album s-ar lipi cite două 
fotografii, n-ar avea loc 26 de fotografii. Dacă s-ar lipi cite trei fotografii pe 
<pagină, ar rămine 10 pagini fără fotografii. Cite pagini are albumul şi cite 
fotografii trebuie lipite în album? 

Rezolvare. Fie x numărul de pagini ale albumului, iar y numărul de 
fotografii oe trebuie lipite. Textul problemei se transpune în sistemul de 
ecuaţii 

{ 
2x = y .:.._ 26, 

3(x - 10) = y. 

Soluţia sa este x = 56, y = 138. Deci albumul are 56 pagini, iar numărul 
fotografiilor este 138. 

Problema 6. O bucată de ·bronz (aliaj de cupru şi cositor) are masa 
de 50 kg şi volumul de 6 dm3• Cit cupru şi oit cositor conţine aliajul? 

Se cunoaşte densitatea cuprului= 8,9 kg/dm3 şi a cositorului = 7,2 
kg/dm3

• 

Rezolvare. Fie x masa cuprului (în kg) conţinut în bucata de bronz; 
iie y ihasa cositorului (în kg) conţinut în bucata de bronz. Bucata de bronz 
are masa x + y (kg), deci x + y = 50. 

Vom ţine seamă de formula V = m . Volumul cuprului conţinut în 
p 

bucata de bronz este _.3?__ dm3 • volumul cositorului este _J!_ dm3• Deci 
8,9 ' 7,2 

X y - +- = 6. 
8,9 7,2 

! 
X+ y = 50, 

Obţinem sistemu] ~ _J_ = 
6

. 

89+72 , , , 
rezolvindu:l, găsim x = 35,6 şi y = 14,4. Bucata conţine deci 35,6 kg cupru 
şi 14,4 kg cositor. 

Problema 7. Într-un laborator de chimie este nevoie să se obţină 2 litri 
de acid sulfuric cu concentraţia de 30.%. In laborator există , în cantităţi 
mari, acid sulfuric cu concentraţia de 20% şi de 50%. Putem obţine cei doi 
litri cu concentraţia de 30 % ? Cum anume? 

Rezolvare. Da, ii putem obţine prin amest ec. Fie x cantitatea (in litri) 
de acid sulfuric 20% ce ar intra în amestec, iar y cantitatea (in litri) de acid 
sulfuric 52 % ce ar intra în amestec. Atunci am avea x + y = 2, iar amestecul 

. 20 52 l't . 'd lf . t b . ~ f" t ar contme -- x + - - y i n aci su uric, ceea ce ar re m sa ie exao 
' 100 100 

3o 2 60 li . Oh . . t l -- . = -- tr1. tmem s1s emu 
100 100 ' 
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Soluţia sa este X= 1,375 şi y = 0,625. Ar trebui să amestecăm deci 1,375 
litri acid cu concentraţia 20% cu 625 ml acid cu concentraţia 52%. 

Problema 8. Cumpărăm de 10 lei timbre poştale de 55 bani şi de 
1,55 lei. Putem cumpăra exact 10 timbre? Dar 12 timbre? 

Rezol"are. Fie x numărul de timbre de 0,55 lei cumpărate, iar y numărul 
de timbre de 1,55 lei cumpărate. Plătim deci 0,55 · x lei pentru timbrele de 
55 bani şi 1,55 · y lei pentru celelalte; in total plătim 0,55x + 1,55y lei. 
Deci una dintre ecuaţii este 0,55x + 1,55y = 10. 

Să presupunem că x + y = 10. Rezolvind sistemul obţinem că are 
soluţia x = 5,5 şi y = 4,5. 

lnsă x şi y trebuie să fie (amîndouă) numere naturale. Deci răspunsul 
la prima întrebare este: nu. 

Nici sistemul { 
0,55x + 1,55y = 10, 

X+ y = 12 
nu are soluţia formată din numere naturale. Din nou răspunsul este: nu I 

Obserf)aţie. La această problemă, interpretarea rezultatelor are o impor
tanţă decisivă. 

Problema 9. O şarjă de fontă trebuie să conţină 27 t · fier si 310 kg 
m.angan. 

Minereul de fier conţine în medie 50% fier şi 0,5% m.angan; dispunem 
şi de minereu de adaos, bogat în mangan, ce conţine 1n medie 15% fier şi 20% 
mangan. 

Ce cantitate din fiecare minereu trebuie introdusă în furnal pentru a 
se obţine şarja cu conţinutul dorit? 

Rezol"are. Să notăm cu x cantitatea de minereu de fier (măsurată in 
tone) ce trebuie introdusă in ·furnal. Această cantitate de minereu conţine 

50 f" 0,5 t -- x tone ier -- x one mangan. 
100 100 

Fie y cantitatea de minereu de adaos (în tone) ce trebuie introdusă în 

· 15 . t r· · 20 t I l f urna I·, ea contme -- y one ier Sl - - y one mangan. n tota am 
' 100 ' 100 

l 50 15 t f" . 0,5 20 introdus în furna 
100 

x + 
100 

y one ier şi 
100 

x + 
100 

y tone mangan. 

Obţinem astfel sistemul de ecuaţii: 

1
1~~ X+ 1~50 y = 27, 

0,5 
X +_3Q_ = 0 31. 

100 100 y , 

d 
0 V 107170 o 400 d' V t ' ' Rezolvîn u-1, găsim ca x = şi y = -- , a ica x es e aproximativ 

1985 1985 
54 iar y este aproximativ 0,2. 

Şarja se obţine deci prin introducerea în furnal a apr.oximativ 54 t 
minereu de fier şi 200 kg minereu de adaos. 

Obser"aţie. Şi în această problemă interpretarea rezultatelor are un rol 
decisiv. 

Problema 10. O lentilă convergentă dă pe un ecran imaginea unui creion 
mărită de două ori. Deplasind lentila spre ecran cu 12 cm, imaginea creio-
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nului devine de două ori mai mică decît creionul (vezi fig. IV.14 şi 15). Care 
este distanţa focală a lentilei? 

Rezolpare. Cunoscind distanţele obiect-lentilă şi lentilă-imagine putem 
afla uşor distanţa focală a lentilei. Să notăm cu x distanţa iniţială obiect
lentilă (în cm) şi cu y distanţa iniţială lentilă-imagine (in cm). Din asemănarea 

X 1 
triunghiurilor obţinem - = - • 

y 2 

------...... ----
}( 

/\ 

............. -----

y 

Fig. IV.1~ 

-- I\ .-.-...__ I \ -.,_-i... 
I , ----

\ I 12 
\ 
V 

}(+12 

Fig. IV.15 

După deplasarea lentilei spre ecran, distanţa obiect-lentilă devine 
· x + 12 cm, iar distanţa lentilă-imagine devine y - 12 cm. Din asemănarea 

triunghiurilor obţinem: 

Rezolvînd sistemul de ecuaţii 

X+ 12 2 
--- =-· 
y - 12 1 

{

; = ~, 
~ + 1~=2, 
y-12 

găsim X = 12 şi y = 24. Acum, distanţa focală f se calculează din f 2 = (x -
- f) (y - f); obţinem f = 8 cm. 
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PROBLEME 

1) Intr-o întreprindere chimi~ă, instalaţia veche produce 1000 t de 
îngrăşăminte pe lună; noua instalaţie poate produce această cantitate de 
îngrăşăminte doar în 12 zile . . In cit~ zile sînt produse 1000 t îngrăşăminte 

• chimice, dacă lucrează ambele instalaţii? (o lună are 30 de zile). 
2) Două roţi dinţate angrenate au distanţa intre axele lor de rotaţie 

de 35 cm; prima are 77 de dinţi, iar a doua 308 dinţi. Ştiind că înălţimea din
ţilor este de 0,6 cm, aflaţi diametrul fiecărei roţi. 

3) Dacă prin gurile de suflare ale unui c_ubilou (cuptor de topire· a, fontei) 
se suflă 1 m3 de aer pe secundă, se obţine oţel cu conţinut de 2,5 % carbon. 
Dacă debitul de sufla.re creşte la 4 m3 pe secundă, se obţine oţel cu 0,5 % car
bon. Ce debit de suflare va asigura. obţinerea unui oţel moale, avind 0,25 % 
carbon? 

Dar a unui oţel dur, cu 1,2 % carbon? 
(Se presupune că procentul de carbon în oţel este funcţie liniară de 

debitul de aer suflat.) 
'> . 

7. INECUAŢII ŞI SISTEME DE INECUAŢII 

Să ne reamintim că, date două numere reale a şi b, putem avea sau 
a < b, sau a = b, sau a > b, şi că notăm „a ~ b" în loc de „a < b sau a = b". 

Am folosit pină acum. notaţia [a; b] = {x I x E R, a ~ x ~ b} pe care 
o citim „intervalul închis de extremităţi a şi b". 

Se m,ai utiliz:ează şi notaţiile: 
( -oo; a] = { x I x E R, x ~ a}; citim „ intervalul minus infinit, a, închis ,în a" ; 
[a, +oo} = {x I x E R, x ;;;i.a}; citim „intervalul a plus infinit, închis în a". 

Observaţie. Să observăm că (-oo; b] n[a, +oo) =[a; b](vezi fig. IV.16). 

[a;.oo} 

a b 

[a; bl 

Fig. IV.16 

Fie propoziţia cu variabilă·: 

x ~ 5 (x E R). 

Aceasta este o inecuaţie. Inlocuind necunoscuta x cu diverse numere reale x, 
obţinem propoziţii adevărate sau false. Ne dăm. searo.a im.ediaţ cămulţimea 
soluţiilor acestei inecuaţii este ( -oo; 5]. -

Fie inecuaţia 2x - 1 ~ O (x E R). 
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Să înlocuim necunoscuta x, pe rînd, .cu valorile -2, -1, O, ~ , 1, 3 -, 
2 

2 şi să întocmim tabelul: 

Înlocuim pe 
1 3 

xcu: -2 -1 o - 1 - 2 2 2 

Valoavea de adevăr a a a a f f f 

Ne dăm seama că mulţimea soluţiilor . inec~aţiei este {-oo; ~ ] . 
Pentru a ·rezolva inecuaţia putem proceda astfel: adunăm mai întii 1 

cu ambii membri; o transformăm .astfel în inecuaţia oe bivalentă 2x ~ 1(x E R). 

lnmulţim acum ambii membri cu _!_, transformînd-o în inecuaţia cchiva-
2 

lentă x ~ ~ (x E B). Se vede acum care este mulţimea soluţiilor acestei 

ultime inecuaţii, ' 
Fie inecuaţia -x~2, (x E R). Dacă înmulţim ambii membri cai inecua· 

ţiei mi -1, obţinem. inecuaţia echivalentă cu ea 

X~ -.4 (x E R) 
(reamintim că prin 1nmu1ţirea ambilor membri cu un număr negativ1 ~ensul 

inegalităţii se ~ohimbă I). Deoi soluţiile inecuaţiei sînt elementele mul~imii 
[-2l +oo). 

In general, o inecuaţie de gradul 1 .ou o necunoscută are forma 

ax+ b ~O (x E R) . 
11nde a şi b sint numere reale, iar a :F O. 

Distingem două cazuri posibile: 
1) Cazul a >O. ln acest caz adunăm -b cu ambii membri ai inecuaţiei, 

apoi impărţim cu a; obţinem inecuaţia (echivalentă cu prima):. 
b 

X~ - - (x E R), 
a 

a cărei mulţime de soluţii este intervalul (-oo, - .!!.._]· 
~ a 

2) Cazul a <O. Şi .în acest caz adunăm -b cu ambii membri ai inecua
ţiei, apoi împărţim ou a·; însă a este nega.tiv, deci sensul inegalităţii se 
schimbă. Obţinem astfel inecuaţia 

b 
x ;;i:: - - (x E R). 

" 
Mulţimea soluţiilor ei este intervalul [- ! , +oo )· · 

139 



EXERCIŢJJ 

1) Scrieţi mulţimea de adevăr pentru propoziţia cu variabilă: 
a) 3x + 1 ~O, (x E R); b) 3•x - 2 ~ O, (x E [O; 2]); c) -7x + + 5 ~ O (x E R); d.) -7x- 1 ţ ~ O, (x E R). 
2) Rezolvaţi inecuaţiile (in ca,re x E R): 
a) 4x - 1-1 ~ 2x + 11; b) 12x + 7 ~ 5x + 8; c) 2x + 8 ~ x + 9; 

d) 17x - 22 ;;;i. 10x - 8. 
3) Rezplvaţi inecuaţ.iile: 

a) 13x ~ --6; b) 4x ~ 82; c) 4y ~ -40; d) -2y ~ 16; e) -x ~ 
< -10; f) -x ~ 13; g) - 4x ~ 2; h). 3x ~ O; i) 17x ~ 6.x:; j) -8.x: ~ O; 
k) 12 ::;; --10 x; J) -60 ~ -x; mJ -.-14 ;;;i: L 

4) Rezolvaţi inecuaţiile: 
a) - 16x + 62 ~O; h) 4x -t 11 ~ 81' - 3; c) 5x ~ S(x + 1); d) 2 ~ 

< 9(t + 1); e) 15(x + 1) ~ 7x; f) 3x - !.. 
2 

1 ~O; g) 2x - 6X;; 1 ~o. 

INECUAŢII DE GRADUL I CU DOUĂ NECUNOSCUTE 

O inecuaţie de gradul 1 cu două necunoscute este de forma 

ax+ by + c ~O (x, y E R), 
unde a, b ~i c sint numere reale, iar a t= O sau b t= O. 

Do exemplu, să considerăm inecuaţia 

2x + y - 5 ~ O (x, y E R). 

Să înlocuim pc x cu 1 şi pe y cu 2; ohţinein propoziţia adevăratll 
2·1+2- 5 ~o. 

Deoi perechea (1, 2) este solu~ie a inecuaţiei. 
Să tnlocuim pe x cu O iar pe y cu 3; obţinem propoziţia adeviiratli 

2 · O -!- 3 - 5 ~ O; deci ·şi perechen (0,3) este o soluţie. 

Fig. JV..t7 
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lnlocuind pe x cu 3 iar pe y cu - 1, obţinem 
propoziţia adevărată 2 · 3 + (-1)-5 ~ O, deci şi 
(3, -1) este o soluţie. 

Dimpotrivă, perechea (2, 4) nu este solut.ie a 
inecuaţiei, căci propoziţia 2 · 2 + 4 - 5 ~ O este 
falsă. 

In figura IV.17 am reprezentat punctele 
A(1, 2), B (0,3), C(3, ~1) corespt,mziitoaro soluţiilor 
găsite ale inecuaţiei, apoi punctul M(2, 4). Am dese• 
nat ~i dreapta (d) a soluţiilor ecuaţiei 2x + y - 5 = 
= O, (x, y E · R). Această dreaptă împarte 'planul 
tn două semiplane. Observăm cîi toate oele· trei 
soluţii ale inecuaţiei, găsite pină acum, corespund 
unor puncte din acelaşi semiplan (cel hasurat). 

'· 

_, 

Fie punctul P(x, 5 - 2x), de abscisă x, aflat pe dreapta (d). Să 
considerăm o soluţie (x, y) a inecuaţiei, de abscisă x. Propoziţia 2x + 
+ y - 5 ~ O este adevărată; deducem y ~ 5 - 2x, deci punctul 
Q(x, y) se află „tmb" punctul P(x, 5 - 2x). 
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei se identifică cu semiplanul haşurat. 

Ca să rezolvăm o inecuaţie de gradul 1 cu două necunoscute 

ax + by + c ~ O (x, y E R), 

desenăm mai intti dreapta soluţiilor ecuaţiei ax + by + c =O. Această 
dreaptă împarte planul in două semiplane. Pentru a stabili care dintre ele 
este mulţimea soluţiilor inecuaţiei, luăm un punct din plan (nu de pe dreapta 
soluţiilor) şi verificăm dacă este sau nu soluţie a inecuaţiei. Dacă este soluţie, 
atunci semiplanul tn care se află punctul este mulţimea soluţiilor inecuaţiei. 

De exemplu, să considerăm inecuaţia 
2x + 3y ;:;-:: 6 (x, y E R). 

Desenăm tn figura IV.18 dreapta soluţiilor ecu
aţiei 2x + 3y = 6. Verificăm dacă punctul O 
(originea axelor) este sau nu soluţie a inecuaţiei. 
Propoziţia 2 · O + 3 · O > 6 este falsă; deci O 
nu se află in semiplanul soluţiilor inecuaţiei. 

In figura IV.18 am haşurat semiplanul solu
ţiilor. 

EXERCIŢIU, 

Fig. IV.18 

Care est e mulţimea soluţiilor inecuaţiei: a) x + y - 4 ~ O (x, y E R); 
b) 2x - y - 1 ~ O (x, y E B)? 

SISTEIUE DE INECUAŢII 

Vom considera. următorul tip de sistem de inecuaţii: 

{ 
ax + b ~ O, (x E B). 
a'x + b' ~O, . 

Să luăm două exemple: 

Exemp u . ie sIStemul ' l l 1 F . . {3x - 3 ~ O 
· 5x-10 ~ O, 

(x E R). 

Prima ecuaţie are ca mulţime de solu ţii intervalul ( -oo; 1]; a doua 
ecuaţie are ca mulţime de soluţii intervalul (- oo; 2]; sistemul va avea 
ca mulţime de soluţii intersecţia acestor intervale, adică mulţimea 
(-oo; 1] (l (- oo; 2] = (-oo; 1]. 
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·Exemplul. Z Fie sistemul { 4x - 16 ~ O, (x E R). 
-2:t + 2 ~o, 

Prima ecuaţie are ca mulţime de soluţii ( -oo; 4]. A doua ecuaţie are 
ca mulţime de soluţii [1; +oo). Sistemul are ca mulţime de soluţii 

intersecţia acestor intervale, adică mulţimea (-oo; 4] n [1; +oo) = 
= [1; 4]. 

EXERCIŢIU 

Rezolvaţi sistemele de inecuaţii: 

a) { x-4 >O, h) {. 12x > 17x-4, 
3x - 12 >O; 3x - 6 ~O; 

c) { 2x - 1 >O, 
2:t - 14 ~o. 

LUCRlRI .PENTRU VERIFICAREA îNsuşmn 
UNOR CUNOŞTINŢE DE BAZl 

Lucrarea I 

l) Rezolvaţi ecuaţiile: 

a) x + y - 4 =O (x, y E R); b) 4x - 5 = 2 - 3y (x, y E R). 

2) Rezolvaţi grafic sistemul de ecuaţii 

Lucrarea II 

{ 
x + y - 3 = O, (x, y E R). 
2x- y =O, 

1) Rezolvaţi . t . ul { 2x - 3y = 1, 
sJ..S em 

-x+6y =4. 

2) Rezolvaţi sistemul 

3) Rezolvaţi inecuaţiile: 

1 3 -+ - =2, 
2x y 

2 6 
-- - = -1. 
X y 

a) 3x + 2 ~ O (x E R); b) -2x + 1 ~O (x E R). 
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CAPITOLUL V 

EXERCIŢII , I PROBLEME 

l. I I PROBliEl\IE SUPLI1\J1~NTAHE 

1) Ce număr este mai mare: 4 V25 -3 V64 + 2 vs1- V 49 sau 

s V 196 - 1 V 169? 

2) Un pătrat are latura de 21 cm. Cit este mărimea diagonalei sale? 
Aproximaţi în mm. 

3) Laturile unui dreptunghi au respectiv 3,7 cm şi 2,6 cm. Ce lungime 
are diagonala sa? 

4:) Exprimaţi printr-o formulă aria tolei de transformator din figura V.1. 
Calculaţi-o, ştiind că a= 8,1 cm, b = 1,5 cm, c = 5,6 cm şi d = 4 cm. Ştiind 
că tolele se debitează din benzi dreptunghiulare cu lăţimea de 6 cm, aflaţi 
procentul (aproximativ) de folosire a metalului. 

6) In secolul trecut se folosea ca unitate 
de măsură pentru lungimi picwrul (în unele 

· ţări se .mai foloseşte şi astăzi), aşa cum aflăm 
din cărţile lui Jules Verne. Un „picior" are 
aproximativ 305 mm. Construiţi un grafic de c 
transformare a lungimilor din metri în „pi
cioare". Cu ajutorul lui apreciaţi cite picioare 
sint (aproximativ) în 1,2 m. Dar în 1,8 m.? 

6*) Demonstraţi că nu există pătrate 
perfecte de formă 5n + 3 cu n E N. 

(D. Pompeiu *) 

a 

d 

b ----
Fig. V.1 

7) Arătaţi că există numere a şi b astfel incit; înmulţind polinoamele 
xi + aX + b şi xz - 3X + 4, produsul lor să nu aibă termeni de gradele 
1 şi 2. 

8) Fie A = {O, 1, 2} iar B = {3, 4, 5, 6}. Construiţi toate funcţiile 
crescătoare f : A -+ B. Este adeviirat că sînt 4 astfel de funcţii? 

9) Construiţi cele 6 funcţii crescătoare definite pe {5, 6} cu valori în 
mulţimea {O, 1, 2, 3}. 

• Dimitrie Pompeiu (1873-195(t) - mate~tician român. 
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10) Fie polinomul P(X) = X 2 
- 4X - 1, calculaţi numerele 

P(2 :-f- V5) şi P(2 - V5). 
11) Puteţi găsi o funcţie liniară f: R -+ R al cărei grafic să „treacă" 

prin punctele (1, 2) şi (3, 4)? Care este aceasta.? 

12) Determinaţi funcţia liniară g: R -+ R, g(x) = mx + n, ştiind că 
g(2) = 2,1 şi g(3) = 3,4. 

4X2z- Y2x 13) Fie fracţia raţională F(X; Y; Z) = ------
2X2Y + XY 

F(2,6; 4,2; 1,092). 

14) Completaţi tabelul (cu eroare de 0,01): 

-
X -0,2 -0,1 -0,05 o 0,05 0,1 

VI+x 

1+~ 
2 

Ce observaţi? 

calculaţi 

0,2 

15) Suma a 6 numere intregi pare, consecutive, este 18. Aflaţi cele 
şase numere. 

16) Un tren rapid părăseşte gara la 30 min după un tren de persoane; 
av1nd viteza medie de 90 km/h depăşeşte trenul de persoane după 2 h. Ce 
viteză medie are trenul de persoane? -

17) Intre două porturi, pe un fluviu, un vapor parcurge distanţa de 
140 km 1n sensul curentului apei in 4 ore, iar contra curentului apei in 
4 h 40 min. Ce viteză de curgere are apa fluviului? 

18) Un aliaj de aur şi cupru are densitatea 16,9 g/cm3• Cite grame de 
aur şi cite de cupru sînt într-o bucată de 100 g din acest aliaj? Densitatea 
cuprului este de 8,9 g/cm8

, iar a aurului de 19,5 g/cm3• 

19) Mărim o catetă a unui triunghi dreptunghic cu 2 cm şi micşorăm 
cealaltă catetă cu 3 cm; constatăm că ipotenuza rămine de aceeaşi lungime. 
Suma catetelor este acum de 40 cm. Puteţi alla ce lungimi aveau laturile 
triunghiului iniţial? 

20) Vrem să obţinem 5 litri de alcool de 35% (concentraţie); dispunem 
de alcool cu concentraţii de 20% şi 72%. Cit trebuie să amestecăm din fie
care fel? 

21) Perimetrul unui dreptunghi este de 28 cm. Dacă-i mărim lătimea 
cu 2 cm şi- i micşorăm lungimea cu 2 cm, obţinem un pătrat. Puteţi afla dime.n
siunile dreptunghiului? 
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22) ln laborator există un cilindru gradat, dar nemarcat, din sticlă. 

Plin pe jumătate cu apă, ctntăreşte 4,5 kg; plin doar o treime cu apă, cintă

reşte 3,5 kg. Cît cintăreşte cilindrul gol? 

23) Mărind lungimea unui dreptunghi cu 12 ~m, iar lăţimea sa cu 3 cm, 
aria dreptunghiului se măreşte cu 120 cm2. Aflaţi dimensiunile dreptunghiului 
iniţial, ştiind că perimetrul său era de 16 cm. 

24) Cit cupru şi cit zinc se află amestecate într-un aliaj ce cintăreşte 

în aer 5 kg, ştiind că în apă el cintăreşte cu 0,6 kg mai puţin? (Densitatea 
cuprului = 8,9 kg/dm8, a zincului = 7,1 kg/dm3) . 

25*) Cît alcool de concentraţie 45% trebuie să amestecăm cu alcool 
de concentraţie 60 % pentru a obţine 5 litri alcool cu concentraţia de 65 % ? 

2. OLIMPIADE ŞI CONCURSURI 

Prezentăm o selecţie de probleme date la diverse faze ale Olimpiadelor 
de matematică din ultimii ani, sau la Concursurile de treaptă. Textele au 
fost parţial modificate. 

1) Fie E =(a - b}3 
- (a-b)2(a+b) şiF= (a+b)3 +<a+b)2(a-b). 

Arătaţi că dacă a şi b sînt negative, atunci E > F. 

(O.M. 1975, mun. Bucureşti) 

2) Un trapez isoscel are baza mică de x + 2 cm, laturile neparalele de 
ax + 4 cm fiecare, perimetrul de 11x + 22 cm, iar inălţimea de 3x cm. 
a) Calculaţi baza mare şi aria; b) Pentru ce valori ale lui x problema are 
soluţie? 

(0.M. 1976, jud. Bacău) 

3) Fie A= 3a3 
- 8a2x - x - x3 + 5ax2, B = a2x - 4ax2 - aa + 11xs 

şi C = -6ax21 + 2x3 
- 5a2x - 5a3

• Aflaţi E= A+ B + C ; F = A -B +c 
şi C = - A + B + C. Scrieţi-le -in formă canonică. 

(O.M. 1976, jud. Buzău) 

4) Fie polinomul p(X) = (X+ 1) (X2 + 1) (X - 1) - (X2 - 1)2. 
a) Descompuneţi polinomul p în factori; 
b) Scrieţi în formă canonică polinomul în Y obţinut prin înlocuirea lui 

X cu polinomul q(Y) = (4Y + 13) (Y2 + 1) - (4Y + 3) (Y + 2)2. 

(O.M. 197'6, mun. Bucureşti) 
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o) Fie p(X) = xc - (2X - 3) (X - 1)2 - (3X - 5)(2X + 7) -{X -
- 1) (X2 + 1) (X+ 1). a) Să se scrie polinomul sub forma canonică. 
b) Calculaţi: 

1 ( 5) 4 2- -2 : <-2•5> -5 (-2)1.(3-4)58 

X= . • 0,1 (- ~ r = (- ~ r 1,3 . (-5)2 

şi apoi aflaţi valoarea p(x). 
(O.M. 1976, jud. Alba) 

6) S. lif" +· X2 - 4XY + 4Y2 

imp 1cay1: · 
X2 

- 2XY + XZ-2YZ 

7) Rezolvaţi sistemul 

(Concurs treaptă 1976, jud. Cluj) 

X+ y 2y 5 
--- - =-· 

2 3 2 

3x 
-+2y= o. 
2 

(Concurs treaptă 1976, jud. Neamţ) 

. as + a . 0,53 + 0,5 
8) Simplificaţi: --- si ----

a4 - 1 ' 0,54 - 1 

(Concurs treaptă 1976, jud; Caraş-Severin) 

l 
. . .1 1 - 3x O 2 O 2 3 9) Rezo vab ecuatn e: = ; = ; --= . 

' ' 2 5X + 1 X -1 

(Concurs treaptă 1976, jud. Caraş-Severin) 

l n) R 1 ţ" . t 1 { 2(x + 1) = 3(y - 1) + 14, v ezo va 1 sis emu 
4x - 3(2x + y - 1) = 2( - x + y) + 8. 

(Concurs treaptă 1976, jud. Satu Mare) 

11) Rezolvaţi ecuaţia (x - a)2 + b2 = (x - b)2 + a2• 

(Concurs treaptă 1976, jud. Satu Mare) 

12) Fie E(X) = 13X(X + 1)2 + (2X2 - 5X + 1) (X2 + 2X + 3) -
- 5(X + 2) (X - 2) - 23. Descompuneţi în factori. 

(Concurs treaptă 1976, jud. Arad) 

{ 
2xx-+YY 53. ' 13) Rezolvaţi sistemul 
3 2 

(Concurs treaptă 1976, jud. Sălaj) 
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14) Rezolvaţi . a-b a+b 
ecuaţia - - - -- = O, unde b "I O). 

x+1 x-1 

(Concurs treaptă 1976, jud. Dolj) 

lo) Un vapor parcurge distanţa dintre două porturi in sensul curentului 
apei in 4 ore, iar contra sensului curentului apei tn 4 ore 20 min. Incit timp 
va parcurge această distanţă o plută ce se deplasează cu viteza apei? 

(Concurs treaptă 1977, mun. Bucureşti) 

2x2 -mx+ m 
16) Rezolvaţi ecuaţia = 2x - 4, tn care parametrul 

x-3 
m este diferit de 9 şi de 10. 

(Concurs treaptă 1977, mun. Bucureşti) 

17) Calculaţi lungimile laturilor unui triunghi isoscel, ştiind că. sint 
proporţionale cu num.erele 2, 5 şi 5, iar perimetrul triunghiului este de 36 m,. 

(0.M. 1978, jud. Dlmboviţa) 

18) Calculaţi: ~ ·(-1)11.+i+ ~ ·(-1)H2 +{-1)P+9 , unde k şip 
sînt numere naturale. 

(O.M. 1979, mun. Bucureşti) 

19) C l l ţ. -(0,75 - 1)2 
- 6,0625 

a cu a 1: • o,o4 - V 4,1616 

(O.M. 1979, m.un. Bucureşti) 

20) Calculaţi: ~ (-1)n - ~ (-1)n+l + 1, n E N. 

(0.M. 1979, jud. Cluj) 

3. EXERCIŢII ŞI PROBLEME DISTRACTIVE. 
curu OZITlTI • 

1) Media aritmetică a numerelor 0,618034 şi 2,618034 este 1,618034. 
Cit este produsul lor? Reţineţi primele şapte cifre. 

2) Priviţi: 1 = 2 + ~ - 2 - ~ ; 2 = 2 + 2 + 2 - 2 - 2; 3 = 2 + 

+ 2 - 2 + ! ; 4 = 2. 2. 2 - 2 - 2; 5 = 2 + 2 + 2 - ~; 6 = 2 + 2 + 
2 2 

+ 2 + 2 - 2; 7 = 22 : 2 - 2 - 2. Continuaţi, scriind pe 8, 9, 10, 11 şi 12 
in' mod asemănător, cu cinci cifre 2. 

3) Avem 1+2+3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 · 9 = 100. Puteţi scrie in 
alt mod numărul 100, folosind fiecare cifră o singură dată (tn ordine crescă
toare) şi numai semnele + şi · ? 
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4:) Curiozităţi: 63 : 3 = 6 · 3 + 3; (2 + 7) · 2 · 16 = 272 + 16; (1 + 
+ 2 + 3) · 1 · 2 · 3 = 13 + 2s + 3a. 

6) Alte curiozităţi: V12î = 12 - 1; t/64 = 6 + 1/4; V 49 = 4 + 
+ V9= -1/4+9; VR9= VI6+9 = 16-V9; V256=2·5+6; 
V 324 = 3 · (2 + 4); V 11881 = 118 - 8 - 1. 

6) a) 1+8 · 1 =9 b) 9 · 9 + 7 =88 c) 
2 + 8 . 12 = 98 9 . 98 + 6 = 888 

9·1+2=11 
9 · 12 + 3 = 111 

9 · 123 + 4 = 3 + 8 . 123 = 987 9 . 987 + 5 = 
4 + 8 . 1234 = 9876 9 . 9876 + 4 = 

5 + 8 . 12345 = 9 . 98765 + 3 = 
6 + 8 . 123456 = 9 . 987654 + 2 = 

7 + 8 ·· 1234567 = 9 . 9876543 + 1 = 
8 + 8 . 12345678 = 9 . 98765432 + o = 

9 + 8 . 123456789 = 

7) Priviţi triunghiul 

Suma numerelor scrise 

9 · 1234 + 5 = 
9 . 12345 + 6 ·= 

9 . 123456 + 7 = 
9 . 1234567 + 8 = 

9 . 12345678 + 9 = 

I 
I 
I 

---Î--~ 

I 
I 
I 

Fig. V.2 

pe fiecare latură a sa este 20. Dar suma pătratelor acestor numere? 
8) Puteţi folosi patru cifre 9 pentru a forma numărul 100? 

9) Aria regiunii colorate din figura V.2 reprezintă: a)__!. din aria pătra· 
8 

tu lui; b) ~ din aria pătratului; c) ~ din aria pătratului. Care răspuns este 
14 16 

corect? 
10) O orchestră formată din 40 de instrumentişti cîntă o melodie în 

4 minute. In cite minute va fi clntată melodia de o orchestră formată din 
60 de instrumentişti? 
. .11) Unim printr-un segment două puncte de pe cerc. Se formează în 
mter1orul cercului două regiuni (vezi fig. V.3). Unim prin segmente trei puncte 
de pe ce~c. ln. interiorul cercului se formează patru regiuni. 

Urum. prm segmente patru puncte de pe cerc; se formează 8 regiuni. 
Puteţi spune cite regiuni se formează tn interiorul cercului dacă unim 

prin segmente oinei puncte de pe cerc? Dar şase puncte? 

Fig. V.3 
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12) Un poştaş lasă, pentru cele 40 de apartamente ale unui bloc de 
locuinţe, 22 ziare ,,România liberă" şi 27 ziare „Sctnteia". Puteţi spune 1n 
cite cutii poştale va lăsa poştaşul ambele ziare? 

13) x * y înseamnă „adună pe x cu y şi im parte rezultatul la 4". De 
exemplu, 8 * 12 = (8 + 12) : 4 = 5. 

Calculaţi 13 * 7 ~ apoi 2 • (3 * 5). Aflaţi numărul a din ecuaţia 
(l * 14 = 10. 

14) Ce puteţi spune despre valoarea de adevăr a propoziţjilor: 
a) Toţi i~purii albi au urechi lungi. 
b) Nici un iepure cu urechi lungi nu este numit Timothy. 
c) Eu am Ull iepure alb pe care-l numesc Timothy 

(după L6Wis Carroll, autorul cărţilor ,,Alice in ţara minunilor", ,,,Prin oglindă" 
şi al altora). 

15) O roată se roteşte cu viteză constantă. Cronometrtnd o rotaţie 
complE:tă, am obţinut 4,3 s, ou eroare de 0,1 s. Cite rotaţii complete face 
roata 1n 43 s? 

16) Puteţi afla aria htrtiei folosite pentru tipărirea acestei cărţi, în 
centimetri pi:traţi? Excludeţi coperta. 

17) Kilometrajul maşinii arată 78 987 kilometri parcurşi. Şoferul observă 
că acest număr este simetric. Peste două ore, arunctndu-şi privirea peste 
kilometraj, observă că acesta arată din nou un număr simetric. Cu ce viteză 
medie a mers automobilul in acest tim.p? 

18) Priviţi figura V.4. CîtA drumuri duc 
de la A 'tn C? Care dintre ele este cel mai scurt? 

19) Cinci copii se joacă astfel: unul dintre 
ei stă deoparte, ln timp ce ceilalţi se im.part 
tn două grupe. Cei doi copii din prima grupă 
trebuie să spună adevărul, iar cei doi din a 
doua grupă trebuie să mintă (dacă slnt între
baţi). Intrebtnd, cel care a stat deoparte va 
trebui să afle tn ce grupă este fiecare. 

fTl BD!° LiliJ ~: 
fGl r---îffiW-' 
LiliJj ~ 

A•~---------------~~~~~--' 

Fig. V.4 

Ionică a stat deoparte, iar ceilalţi s-au tmpărţit. Ionică revine şi-l în
treabă pe Petrică : „ Tu eşti mincinos?". Ce va răspunde Petrică? 

Ionică 11 întreabă pe George, apoi pe Nicu şi pe AJex: „Ce mi-a răspuns 
Petrică ?". George răspunde: „Ţi-a răspuns că este mincinos"; Nicu răspunde: 
„Ţi-a răspuns că nu este mincinos". Alex: răspunde la fel ca şi George. Cum 
se împărţiseră tn grupe? 

20) Din _„Aritmetica" lui Diofant din Alexandria (Egipt): 
a) lmpărţiţi un număr dat tn două părţi, avind diferenţa dintre ele 

dată. De exemplu, fie numărul dat 100, iar diferenţa 40; găsiţi cele două 
.Părţi. 

b) Aflaţi două numere, ştiind raportul şi diferenţa lor. 
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21) Din antichitate (problemă de origine greacă): 
Regele din Samos U intreabă pe Pitagora cîţi elevi are. Pitagora ti răs

punde: jumătate dintre ei studiază matematica; un sfert dintre ei caută să 
tnveţe ştiinţele naturii; o şeptime încearcă să înveţe filozofia. In plus, mai 
stnt trei femei. 

Ctţi elevi învăţau la şcoala lui Pitagora? 

2~*) Din antichitate (tot de origine gre11.că). 
Eu i;înţ un leu de marmoră. Două izvofl,re ţ!şpei;c din ochji mei, unul 

din gura m,ea, altul de sub pipiorul meu. In două zile, ochiul meu drept umple 
bazinul i ochiul meu sting 11 umple în trei, iar izvorul de sub piciorul meu în 
patru. Pentru a umple bazinul, i!lvorului din gura mea îi ajung şase ore. 
Căliitorule, înainte de a bea, i;pune în cit timp va fi plin bazinul, dacă toate 
izvoarele curg? 

23) Din evul mediu (de or1gme arabă). 
Un hoţ a intrat tntr-o livadă de portocali, păzită de trei paznici şi a 

furat nişte portocale. Primul paznic l-a surprins; ca să scape de el, i-a dat 
jumătate din portocalele furate şi incă două portocale. A dat apoi peste el 
al doilea paznic; ca să scape, i-a dat jumătate din portocalele ce le mai avea 
şi tncă două portocale. Apro~pe de ieşire a nimerit peste al treilea paznic; şi 
acestuia i-a dat jumătate din portocalele- ce le mai avea, plus încă două. 
Odată scăpat, a văzut că mai are o singură portocală. Cite portocale furase? 

24) După „Algebra" lui Clavius (1608). . 
Un tată, voind să-şi incurajeze fiul aă rezolve probleme, îi promite că-i 

va da 8 lei pentru fiecaPe problemă bine rezolvată; dar, pentru fiecare pro
blemă pe care n-a rezolvat-o, fiul va trebui să plătească 5 lei. După 26 de 
probleme, fiul nu trebuie să plătească nimic, dar nici să primească ceva. 
Cite probleme a rezolvat? 

25) Problemă veche indiană (probabil din secolul al IX-lea). 
Erau tmpreună 67 de coşuri cu fructe şi incă 7 fructe . Au venit 23 de 

călători, care şi-au împărţit tn mod egal intre ei fructele. Cite fructe erau 
într-un coş? 

{ 

INDICAŢII ŞI RĂSPUNSURI 

Pag. o. 1) 6; 2; 13; 12; 3; 7. 2) nu; da; da; da. 3) 252; 1050; 120; 

56· 280. 6) O· 11 . 31 . 43 · 
41

. 7) 6 ~ · -
12 

• ~ · 1. 8) 7; -37; 4. 
' . ' 30 • 20 . 8 • 15 3 • 34 • 7 • 

31 . - 437 . - 401 . 98 49 11). _! . ~ . 12 5 4 33 
lO) 9 . 99 . 90 . 99. 45 5 • 5 , 5 • 18, 7 • 40 

12) 2,9; -1,92; 0,33;_ 9,7. 13) 0,15; 0,4375; 0,2375; 0,(5); 5,(6); 0,(41463). 

H) ~~-: ~~ . ~~, 
3

1
0

• ~5 16) 0,825; 3,57; 0,(571428); 0,45; 

27 8 5 
1169,95; 538,2. 16) -75; +180; -25000; + 40; - 15; -2: -13,2; 

8 10 5 8 
+91. 02 17) -5. +5. +2. -40. + - . -0,825 ·, -4. - - - • , . ' ' , ' 15. 9 • , 17, 3 

611 3 10 15 35 16 20) 35 . 
18) +20; + 64 i - 240 . 19> - 4: 21. 8 • 24. 3 24. 

1 31 21) - 11 . -6. 23) 11 . -
13

. · 
89 

. 24) 29 5· 
199 

· 1,9; 1; 23. 29 7 , 10 . 24, 120 , , 42 , 

-1,73; 0,1; 3,3. 26) 149,12. 26) 0,223. 27) 86,4; 100. 
Pag. 9. 2) nu; da; da. . 

1 
. 3 2 

Pag. 2. 2) 5; "5 ; 
3 

, 

1,999396; ... ; 2; ... ; 2,002225; 

soluţie. 

5 . 
- ; 1,1; 1,3. 3) b, c, e. 
2 

1 
2,0164; 2,25. 6) 100; 2; 

4) 1,96; 1,9881; 

1 g; 64; nu are 

Pag.16. 1) 2,2361; 0,86603; 1,0488; -1,7321. 2) 2,44; 2,64~ 2,82. 
Pag. 18. 1) f; a; a; a; f. 2) e < c <a <O < 1 < d < b < f. 
Pag. 19. 1) da; da; da; da; da. 
Pag. 20. 1) 3,1415; 3,141; 3,1408 şi altele. 2) 1,73; 1,731; 1,731 şi altele. 

3) Ştim că s < a + _!_ şi a < s. De aici (a + _!_)- -1
- < s < ( a + 1on 1on 1on 

1. ) t +·ton + 10n • 
Pag. 23. 2) 1,93; 3,14; 3,65. 3) nici una. 
Pag. 26. 1) 6; 2 V5; 2 V6; 41/2; 3 V2; 6 l/2; 10 l/3; 5 V2; 

5 V5; 10 V5- 2) 6 V2; 6 V5; -2 V6; -10 Vă; -10 V5; ~ V2; 
9 
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~ V2; ~ V2; 1 va. 3) Asociativitatea. 4) 3 V5; 5 V7; 9 V2; 
3 5 7 

6 V3; V'J. 5) 8 + 7 V11; -4 + 4 V5; _ _!_ + 2- V2; V3. 6) 3V2;' 
2 4 

8 V3; 13 V 2; - V3; V2 + 5 V5. 7) a; c; d; e. 8) 2 V 1 
·, 2 V 2 

· . 3 7• 

~ V5 i 2_ V_!_ i 2_ V 143. 9) Nu. Este corect doar dacă a ~ O. 10) V 2. 
9 3 3 20 2 

· V2=Y2~ 112 
= ; = 1. 12) -6 + 2 V6; 9+6V3; V21 - V35; 

10 + 6 V5; 21-6Vi. 13) 2; 3; 4; 13; -21 + V3- Vs+ 5 V15; 
24 - 13 V2 - 6 V3 + 4 V6. 

Pag. 28. 1) s= ( Vs)2 • 2) 1,31.. .. 
8 V15. 3 Vs. V3a. VI2. VS. _ 3 V35 

Pag. 3o. l) 15 ' -8-' -11' --3-' -4' 5 

s5v- v- 11 v-4) nu; nu; da; nu. 6) - 2; 11 3; -- ; -16 2. 6) 124 + 
3 4V2 

+ 14 1/6· -s + 6 '/î5· -4 7) 115 - 1 . -2 -V6· -15+9115. V u l V .l<J' • 4 I I 2 , 

-11-5 V5. 9 -3 V2 + 3 V5 - VIO 8) 6 -3 V2 - 2 V3 + V6. 
4 I 7 • 4 7 

-11 -3 V35 1 /7\ 

13 i -12 + 5 V6. 9) 15; 2 V2 + 3 f/3 + V6; 17 -11 V 2 -

- V1 + l/I4. 10) 2a, dacă a+ b ;;i: O; -2b, dacă a+ b <O. 
Pag. 32. 2) Din s ~ [s] şi t ;;i: [t] rezultă s + t ~ [s] + [t] . Insă 

[s] + [t] este număr întreg. 3) .Nu. Lutnd s = t = 0,5, avem. [s + t] = 1 iar 
[s] + [t] = O. 4) Indicaţie. La fel ca exerciţiul rezolvat. 

Pag. 33. 1) 0,68; 2,87; 1,57. 2) 4; V2; 1; 2.; 2. 
Pag. 36. 1) 211; 258; 9911; 12012; 74188. 2) 1394. 3) 111; 100100; 

11100. 4) 620; 201; 2; 9002; 2059; O; 99978. 6) minim 225 litri. 6) 1760; 
672; 7350; 10403; 43400; 175680; 284600; 1680000; 5537664; 702702; 12000; 
16800. 7) 110; 110110; lOlOOOi. 8) 499500. 9) 588 t. 10) 420; 12; 15; 32; 
451; 55. 11) 17 rest 3; 7 rest 6; 36 rest 107; 16 rest O. 12) a; a; a; a; f. 
13) 63 = 26 - 1. 14) f; a; a. 16) 7; 30; 2; 2048. 16) 42; 60; 56. 17) 22 • 

. 31; 24. 7 · 11; 32.112; 32 ·192 ; 22. 33 • 52 ; 32 • 5. 37; 23 • 34 • 52• 18) 200; 
361; 12. 19) 1800; 1260; 180. 20) -7; +5; - 1; - 10; - 36. 21) - 25; +24; 
-720; +720; +360. 22) da; nu; nu; da. 23) 1579; O. 24) 6; 72,26; - 1,2; 
-0,8; -65,25 . 25) 243,2; 10030; 40; 1,5; 0,08; 78 j 0,09; 0,001; 2,184; 

0,067228; 42,1875. 26) _.!_. 1 ~. _!_. 2 . 27) _.!_. ~. 71 9 
3 • 3 , 11 ' 20' 6 3 > 16, 200' 50. 

5 2 75. _.!_ • 9 30 28) _!_37 . 41 = 1 708(3). 37 . 4 
16' 9 • , ·20. 28' 7 60 , 24 ) , 16, 5 

29) 4710 kg. 30) 2,23 sau 2,236 sau 2,24 etc. 31) V 3 ; O; VS; V2; O. 32) f; 
a; f; f; a. 33) -1; -1; 19; 3; 15 -10 V6; 1 + V6; -6 + 6 V5. 
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34) 5 1/6; 20 V6; 4 V3; 4 VS; I X I y-2: 30) VIS; V@5; V7,2; 

1~. V 1: 37) 5 V2. 21/"J. V2. 4 V3. 2· ~V2. 38) -1 + 
V I*,~' 2 2 ' V .:>, 2 , 3 , , 4 

+ V2; -2 - Vă; .-15-10V2;1; 11+2 vao. 39) 4; -a - 2 V2 + 
+ 2 va; 8; -3 + 2v2 -2 V3 + V6· 40) o,48. · 

Pag. 40. 1) Soluţii: ~ t ~ ; - V2; ~ ~ ; !~. 2) Nu, dacă a =O. 

3. . V10. V2 3> 10' 51 --r, 2· 
Pag. 42. Soluţii: - ~; 4; 1; orice număr real; nu are; V2 + 1. 

2 

Pag. 43. Soluţii: ~rice număr real; 
1 -; V2 ; -4-3 V2; - ! ; 3. 

Pag. 44.-4) a) Soluţie~- dacă a =f 5. Dacă a= 5, n~ are soluţie. 
a-5 

c) Soluţie 1 pentru a =f 1. Dacă a = 1, orice număr real este soluţie. 6) a) 
Soluţie 6 V-2. c) Soluţie -12-6 V3. f) Soluţie -3+2 V2. 7) a) 2,1. 
b) 0,17. c) 1,21. 12) d) Soluţie O. e) Orice număr real =f O este soluţie. 

f) Soluţie - ~ . 14) Pentru a= 1. 16) Ecuaţiile sînt echivalente doar 

pentru a= O. 
Pag. 49. 1) 4 înmulţiri şi o adunare; A=27tr(r + h) cu 2 înmulţiri şi o 

adunare. 3) C = a(Ll - s2). 4) Indicaţie: stabiliţi cîţi călători au urcat in B. 
Pag. 52. 4) da; nu; da; nul; da; da. 
Pag. 54. 3) 6 X3 ; -5 X 2 Y2; 3X2 ; -3XYZ; 6X2Y; 2a2X3 ; 4) 2X; 

10
Y· !ax· _i.aY· -2ab. 

3 , 3 ' 3 ' 

Pag. 57. 2) X 2 + XY + Y2 ; X3 + x2 + X + 1; X4 + 4X3 
- 2X2 + 1; 

- X 2 Y2 + X 2 + Y2 sau (-Y2+1)X2 + Y2; - X 2 + Y 2 +2YZ +Z2; X3
-

-3XYZ + Y3 +V; X2 + 2XY + 2XZ + Y 2 + 2YZ +V sau alte forme. 
Pag. 58. 7) abcd + cdba = (a + d) · 91 · 11 + (b + c) · 10 · 11. 
Pag. 61. 2) Diferă prin coeficientul lui X şi prin semnele termenilor 

liberi 6) X 8 - Y8; X9 - Y9. 
Pag. 64. 2) (X-1)(X-3); (3X + 1)(2X + 3a); 4X2 Y2(3XY - 2X3 + 

+ 4Y2); 6(2X + 3)(X + 1); (Y - 2X}2(Y + 2X). 4) (a+ Y)(bc - X2); 

(X+ Y)(X2 + Y2); (X2 + Y2)(X + 2Y); 2(2X - 3)(X2 - X - 1) . 
Pag. 65. 2) 4; 1; 36; ±6X; ±4X; ±10X. 4) (X - 2Y)2; (6X + 5Y)2 ; 

(3X - 2Y) 2
; (X2 - YJ2;( ~X+ 1)2' (3x - ~ yr; (X2 + 4Y)2. 

Pag. 67. 5) Y(2X + Y); (X+ Y + Z) (X - Y - Z); 4uv; (X2+Y2) (X+ 
+ Y) (X - Y); 4t2. 7) 3 Y(2X + Y); 4Y(X + 1); - Y(2X + Y). 

Pag. 71. 3) (X-:i=-t}(X + 2); (X~1) ("'A".::r4f; (X+ 2) (X+ 3); 
,(X - V2)2

; (X - V3)2
; 2(X + V2)2

; (X2 + Y) (X3 - Y); (X2 + 2Y)· 
·(X2-2Y); (X2 +V2Y)(X2 -V2Y); .(X2 +9)(X+3)(X - 3); 
(X"'+ Y4) (X2 + Y2) (X+ Y) (X - Y); (9X2 + 4Y2) (3X + 2Y) (3X-2Y). 
5) d) X4 

- X 2 + 1 = (X4 + 2X2 + 1) - 3X2 = (X2 + 1)2 - ( V3X)2• 
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Pag. 74. 3) P(-1/2) =P(l/2) =21; P(-1) =P(1) =8. o) Dacăc 
este un număr rea], atunci c2 este pozitiv sau O. Pasul 1: s =c · c; 
pasul 2: t =a· s; pasul 3: u = t + c; pasul 4: p(c) = u + 2. 7) p(X) = 
= X2 + 4X + 1. 8) E(X, Y) =(X - Y) (X+ 2). 9) Q(X) =(X - 1) (X2 + 
+ 2X + 2). 10) Este acelaşi polinom. 13) b, d şi e. 14) P(2 + V2) = 5 + 
+ 2 V2; 16) P(a) · P(-a) = -a6 + 10a4 - a2 + 1. 

Pag. 81. 3) Pentru a) O; b) 1; c) 1; d) -1. 

Pag. 81.1) A =l(a+l); P =4l+2a. 3) C =c(: f · 
Pag. 83. 18) (X+ V°2) (X - 1/2); (X+ V"J) (X - 1/3); (X+ 

+ v1s) (X - v1s); (X+ VS) (X - 1/8); (l/2X + 1) ( l/2X - 1); 

( l/3X + V2) ( V3X - V2); (X - V"J)2
; ( Vsx + 1)2

; (X2 + 2)(X + 
+ V2) (x - V2); c12x + 13Y) (12X - 13Y). 19) (X4 + 4x2 y 2 + 
+ 4Y4

) - 4X2 Y2 = (X2 + 2Y2
)

2 
- (2XY) 2 = (X2 + 2XY + 2Y2 ) (X2 -

- 2XY + 2Y2
). 20)(X + 2) (X+ 8); (X+ 3) (X+ 4); (X2 + 1) (3X2 + 1); 

(X - 7) (X3 + 2) ; (X+ 1) (X - Y - 1); (X2 - XY + Y2) (X2 - XY -Y2). 

21) (X - 1) (X - 2) (X+ 3); (X - 1) (X2 - 6X - 6); (X+ V"J) (X -

- V3) (X+ l/S)(X - VS); (X+ Y) (X+ y + 1); 23) P( 1/2) = 
=2 V2- 1, aproximativ 1,82. 24) Pasul 1: s =2 · a; pasul 2: t =S + 1; 

pasul 3: u = t ·a; pasul 4: P(a) = u + 2. 36) Deoarece (-s) 2 = s2, rezul tă 

căE(-s) =E(s). 40)F( V2) ·F(- V2)= 2 V2- 1 . - 2V2 - 1 = _ 7. 
. . 2V2+3-2V2+3 

Pag. 86. 3) d ; e; f . 

Pag. 87. 2) a; a; f; a. 3) Indicaţie: desenaţi prin diagrame Venn-Euler 
mulţimile (A n B) U C şi (A U C) n (BU C). 5) Două soluţii, clupă cum 
d E B sau d e B. A ={a, c, d}. 

Pag. 88. 1) Nu, au 12 elemente. 3) 15 elemente. 
Pag. 90. 3) Numai dacă a, b > O sau a, b < O. Construcţia foloseşte 

teorema puterii punctului Q faţă de cercul cu diametrul AB. 
Pag. 93. 2) X are abscisa 2. 3) Un paralelogram; M(1, 2). 4) Indicaţie: 

folositi teorema lui Tha1es. 
Pag. 96. 1) Nu, sint 27 de funcţii. 2) Un exemplu este f(x) = Vx, dar 

pot fi construite 44 = 256 funcţii. 4) h(2 < 3) =a, h(4 : 2 = 3) = f, 
h(2 E 0) = f. Pot fi construite 23 = 8 funcţii. 

Pag. 98. 2) Nu a indicat corect domeniul de definiţie. 3) Da; nu. 4) Da. 
{(11) = 112 nu e prim, 5) d(9) > d(11). 

Pag. 107. 4) Graficele sint segmente ce fac parte din drepte para1ele. 
5) Graficu] e format din două segmente. 

Pag. 118. 1) b, e, f, g, h şi i. 3) b, c, e şi f. 5) Sînt concurente. 

Pag.121. 3) ( ~ , y) cu y E R- {-1}; (x ~1) cu X E R-{ ~}; 
(x, ~ x + 1) cu x E R - {- ~ }· 
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Pag. 127. t) (21 ~); (4, 2); (8, ~t); (1) t}; (5, 3); (o, - !); CV.2,2). 

2> c1,2);(2,3);<-1, 4>;(! 1 ~};(co,-.!);<V2.V3>· 3)(1,5); (2,3J. 

Pag. 131, 1) Aceeaşi dreaptă. 2) Sint concurente. 5) (17, 315); (11 7, 
. (4+6V2 -3+12 V2) 0,35), (0,17, 0,035). 6) a.) . 13 ' 13 • 

1 
Pag. 133. 2) b) Indicaţio: notaţi X=-;· 
Pag. 139. 1) Răspunsuri corecte: 9 zile! sa.u 8 zile 14 ore .. 2) .In~icaţie: 

notati cu 2x, 2y diametrele ro-ţilor. Faceţi un desen. Obţineţi sistemul 

x.-·o,3 = l_7_. (x - 0,3) + .(Y - 0,3) = 35. Soluţia: 14,6 cm şi 56,6 om. 
y - 0,3 308 I ' • I d b 
S) Indicaţie: scrieţi relaţia intre debitul de suflare. d şi conţrnu~u e. car o~ 

tfel . c - dx + y · aflaJi necunoscutele x si 11 dm dat.ele problemei; aflaţi c as . - ' " · • 3 d w 2 9~ 3/ apoi debitul d din 0,25 = · x + y. Răspuns: 4,37<:> m pe socun a; ,, .,, m s. 
Pag. 144. 2) 256 sau 257 rom. 3) 4,5 c1"? aproxi'!1atiy-. 4) ac -d (a -

-3b) = a(c - d) + 3bd; 30,96 cm2
; cel mu1t6'!.%. ~) ~ascrJemk = 5c + r cu 

O _; 1• < 5 · atunci k2 = 5(5c2+2cr) + r2
• lnsă, 1mparţmd pe r 2 la 5. nu putem 

""' ' ' 12 16 
obţine restul 3, ci numai resturile O, 1 şi 4. 7) a.= 5; b = 3· 8) Da. 

10) P(2 + y-5) = P(2- V5) = · O: 11) f(x) .. x + 1. 12) g(:D) = ~,3x :
- o 5. 16) 72 km/h. 18). Aproximativ 87 g aur ş1 13 g cupru. 20) Aproxunat1v 

") 56
1 

I si 1 44 1. 23) Lungimea ~ om, lăţimea 20 
om( l} 25) Imposibil (!). 

u, ' l 3 3 . . 

. . . . 3x • (5x + 14) 
Pag.146. 1) E este pozitiv, iar F. este negativ. 2) Aria= 

2 
• 

Pentru orice x >O. 4) 2(X + 1)(X - 1); 72Y4 + 576Y3 + 1128Y2 
- 96Y. 

G) X - 2Y. 8) ~; _!. 12) 2X2(X + 3)2• 16) O singură soluţie, 
X+ Z a· -1 3 

12 20 22 ) D ~ I · - m 18) Patru valori posibile:±- si ± -. 20 oua va on anume 1 . 21 , .21 1 -m 
posibile: O ei 2. • 

Pag. l48. 3) 1·2·3·4+5+6+7·8+.9. 9) Corecte a ş1 c. 
12) Cel puţin 8, cel mult 22. H) Nu sint toat~ trei adevărate .• 15) 9 ~a!1 iwO 
rotaţii complete (I). 18) ~2 drumuri ~_irnple, 6 dintre ele au lungimea. nuntma. 
25) 15 fructe (mai stnt şi alte soluţul.). 

I 



NOTĂ ISTORICĂ 

Algebra este o parte a matematicii, scopul ei principal fiind studiul 
operaţiilor. ln dez~olt?I'ea ei a cunoscut, p1nă tn prezent, trei etape. 

La 1noeputur1le e1 algebra s-a dezvoltat tn strtnsă legătură ou aritmetica· 
proprietăţile operaţiilor aritmetiCe ou numere naturale şi raţionale stnt cunos~ 
cute din_ cele ~ai vechi timpur~. In. „Aritmetica" lui Diofant* apar probleme 
tn oare mte.rvm „necunoscute ; D1of ant notează necunoscuta ou litera gre
cească a (se citeşte „sigma"). 

O altă carte asupra căreia merită să ne oprim este Al-djabr-ual-muka
balah" * *) a lui Muhammad al-Khorezmi (secolul al IX-l;a). Această carte a 
avut o niare influenţă asupra dezvoltării matematicii tn lumea arabă si rn 
Europa, contribuind printre altele la tnloouirea cifrelor romane (ou oa:e se 
calcula greoi) ou cifrele „arabe", provenite din India. De la titlul acestei cărţi 
provine numele de „algebră" . Ca şi tn cartea lui Diofant, apar şi aici necu
noscute. 

In secolul al XII-lea matematicianul şi astronomul indian Bhaskara 
notează necunoscutele cu nume de culori şi lucrează cu polinoamele scrise in 
formă canonică; cartea sa „Bija Ganita" conţine multe probleme, 1n versuri, 
foarte grele dar foarte frumoase. 

Inoepind cu anul 1490, tn cărţile de matematică apar semnele + şi - ; 
folosirea lor se răspindeşte tncetul cu încetul tn toată Europa. 

Simbolul V- pentru rădăcina pătrată este folosit pentru prima dată de 
către Rudolff tn cartea (tipărită tn limba germană tn 1525) „Die Cose". ln 
această carte necunoscuta era notată întotdeauna cu litera R, pătratul ei ou 
litera Z, iar cubul ei cu litera C; tn loo de + şi - se foloseau tncă literele p 
şi m. De exemplu, 5X3 

- 2X2 + 3X era scris astfel 5 Cm · 2Zp . 3R. 
Matematicianul francez Vi~te (1540- 1603.) foloseşte litere (vocale) 

pentru a nota necunoscutele. In cărţile sale 5X3 - 2X2 + 3X se scrie 5Acu
bus - 2Aquadratus + 3A. 

Olandezul Stevin (1548- 1620) introduce notaţia cunoscută de noi 
pentru fracţiile zecimale şi arată regulile de lucru cu numerele zecimale. El 
foloseşte ln cartea sa „Aritmetica" apărută tn 1585 următoarea notaţie pen
tru 5X3 

- 2X2 + 3X : 5 O> - 2 a> + 3 <D, sooţtnd 1n evidenţă exponenţii 
ne cunoscutei. 

• Diofant, matematician grec, a trll.it (probabil) ln secolu1 III. I se atribuie clteva 
lucrări de matematică, între care „Aritmetica". 

•• „al-djabr·' înseamnă „adunarea aceluiaşi număr la.ambii membri ai unel egalităţi" 
iar „al-mukabalah" lnseamnă „reducerea termenilor asemenea". 

156 

-
· Primul reprezentant al matematicii moderne poate fi considerat Rene 

Descartes {1596-1650), filozof şi matematician francez. El a contribuit la 
dezvoltarea matematicii cu următoarele: 

- a dat interpretarea numerelor negative şi le-a folosit aşa cum o 
facem astăzi (pină la el matematicienii le considerau numere „imposibile"); 

a folosit literele a, b, c pentru constante şi x, y, z pentru necunos-
cute; 

a observat că orice punct din plan este complet determinat de „coor
donatele" sale, iniţiind 1n acest fel o nouă ramură a _geometriei. 

Mentionăm şi matematicianul englez Wallis (1616-1703), care 1n 
cartea sa :,Algebra" publicată tn 1685 foloseşte pentru prima da~ă formule. 

lncepind din secolul al XVl-lea, algebra intră în a doua etapa de dezvol
tare dominată de tncercările de rezolvare a ecuaţiilor algebrice. 

' La noi in ţară, la începutul secolului al XIX-lea, in primele şcoli în 
care se preda in limba română, întemeiate de către Gheorghe Lazăr tn Bucu
resti si de către Gheorghe Asachi 1n Iaşi, algebra era una dintre materiile 
de' st~diu. Dintre matematicienii români care au contribuit la dezvoltarea 
algebrei, menţionăm pe Dan Barbilian (1895-1961). 
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24 

25 
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TABELUL CU PĂTRATELE ŞI RĂDĂCINILE PĂTRATE 
ALE NUMERELOR NATURALE ÎNTRE 1 ŞI 100 

Notă. Rădăcinile pătrate sint date cu eroare de 0,0001. 

na Vn I n na Vn I n ns Vii I n 

1 1,0000 26 676 5,099D 61 2601 7,1414 76 

4 1,4142 27 729 6,1961 52 2704 7,2111 77 

9 1,7320 28 784 7,2916 63 2809 7,2801 78 

16 2,0000 29 841 5,3851 64 2916 7,3484 79 

25 2,2360 30 900 6,4772 66 3025 7,4162 80 

36 2,4494 31 961 5,5677 66 3136 7,4833 81 

49 2,6457 32 1024 6,6568 57 3249 7,5498 82 

64 2,8284 33 1089 5,7445 68 3364 7,6157 83 

81 3,0000 34 1156 5,8309 59 3481 7,6811 84 

100 3,1622 35 1225 5,9160 60 3600 7,7459 85 

121 3,3166 36 1296 6,0000 61 3721 7,8102 86 

144 3,4641 37 1369 6,0827 62 3844 7,8740 87 

169 3,6055 38 1444 6,1644 63 3969 7,9372 88 

196 3,7416 39 1521 6,2450 64 4096 8,0000 89 

225 3,8729 40 1680 6,3245 65 4225 8,0622 90 

256 4.0000 41 1681 6,4031 66 4356 8,1240 91 

289 4,1231 42 1764 6,4807 67 4489 8,1853 92 

324 4,2426 43 1849 6 ,5574 68 4624 8 ,2462 93 

361 4,3589 44 1936 6,6332 69 4761 8,3066 94 

400 4,4721 46 2025 6,7082 70 4900 8,3666 96 

441 4,5825' 46 2116 6,7823 71 5041 8,4261 96 

484 4,6904 47 2209 6,8556 72 6184 8,4852 97 

529 3,7958 48 2304 6,9282 73 6329 8,5440 98 

676 4,8989 49 2401 7,0000 74 5476 8,6023 99 

625 5,0000 60 2500 7,0710 75 5626 8,6602 100 

-_ - .,.[.- . -

na Vn 

6776 8,7178 

6929 8,7749 

6084 8,8317 

6241 8,8881 

6400 8,9442 
CUPRINS 

6561 9,0000 
I. Numere reale ... . . .. . ... .... . ...... pag. 3 

6724 9,0553 Il. Polinoame şi fracţii algebrice . ... .. pag. 47 

6889 9,1104 Ill. Funcţii şi grafice .. . . . .......... ~ .. pag. · 85 
IV." Sisteme de ecuaţii . ... . . .. . ....... pag. 113 

7056 9,1651 V. Exerciţii şi probleme suplimentare . ... pag. 143 

7225 9,2195 Indicaţii şi răspunsuri . . ................ pag. 151 
Notă istorică . ... .... . .. . ............. . pag. 156 

7396 9,2736 Tabelul cu pătratele şi rădădnile pătrate 

7569 9,3274 ale numerelor naturale între 1 şi 100 .. .. pag. 158 

7744 9,3808 

7921 9,4339 

8100 9,4868 

8281 9,6393 

8464 9,5916 

8649 9,6436 

8836 9,6953 

9025 9,7467 

9216 9,7979 

9409 9,8488 

9604 9,8994 

9801 9,9498 

10000 10,0000 

l 

·-------
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