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CAPITOLUL 1

NUMERE REALE

1. NUMERE RATIONALE

Numdérind obiecte. din jurul nostru, folosim numere naturale. Am
invitat, inca din clasele -1V, si facem doud operafii cu numerele naturale:
adunarea §i inmultirea.

Pentru a putea scddea orice numir natural dintr-un numir, a trebuit si
extindem ideea de numaér, introducind si numere negative: am invitat astfel
in clasa a VI-a despre numerele intregi si despre operatiile cu numere intregi:
adunarea, scdderea, inmultirea.

Pentru a putea imparti orice numir intreg la alt numdr (acesta fiind
diferit de zero), a trebuit si extindem ijarasi ideea de numir; am invitat
astfel despre numerele rationale §i despre operatiile cu numerele rafionale:
adunarea, sciiderea, inmultirea, impéartirea. Am invitat si comparim fintre
ele doud numere rationale. Am invitat apoi cé orice numir rational poate fi.
reprezentat de un punct pe'axa numerelor.

Am folosit numere rationale atunci cind am ,luat parti“ dintr-un ,,intreg®,
sau cind am méasurat lungimi, arii gi altele. Am folosit numere rationale
mai intii serise sub forméd zecimals, apoi sub forma de fractie. Orice numar
rational poate fi scris (in multe feluril) sub forma unei fractii 2, unde m

n
este un numir intreg, iar » un numdr natural, diferit de zero.
Am mai invatat in clasa a VI-a sé ridicam la puteri orice numar rational.

*S& reamintim, pe scurt, ceea ce am invitat in clasa a VI-a despre
numerele rationale:

1) Adunarea numerelor rationale este comutativd, adicd a 4 b =
= b -} a, oricare ar fi numerele rationale a gi b.

2) Adunarea numerelor rationale este aseciativd, adicd (¢ - b) 4
+ ¢ = a + (b + c), oricare ar fi numerele rationale @, b gi ¢. 7

3) Numaérul O (zero) este element neutru peniru adunare, adicd
a +0=a=0 + a, oricare ar fi numarul ragional a.

# Textul cules retras nu este obligatoriu,




4) Orice numir rational @ are un opus, notat —a, care este tot
numar rational. Avem a 4 (—a) = 0 = (—a) + asi —(—e) =a. In
particular, —0 = 0 (numirul 0 este propriul siu opus).

5) Sciiderea numirului rational b din numgrul rational a poate [i
inlocuiti de adunarea lui g cu opusul lui b:

@ — b= a-+ (=b).

6) Iqmult,irea numerelor rationale este comutativd, adici a-b =
= b - a, oricare ar fi numerele rationale a si b.

7) Inmultirea numerelor rajionale este asociativd, adici (a - b) -
*¢=a-(b-c), oricare ar fi numerele rationale a, & si c.

8) Numarul 1 (unu) este -element neutru perdru inmulfire, adici
a1l =a=1-q, oricare ar fi numirul rational a.

_9) Inmultirea numerelor rabionale este distributivd fayi de adunare,
adicd a(b -+ ¢) =a-b - a-c oricare ar fi numbrele rationale a, b si c.
Aceastd proprietate este folositd atunci cind scoatem. factor coman.

/

10) Orice numir rational @ = 0 are un invers, notat —3 avem

a

Ty ; 1 Sl
"@si = = a. In particular, e 1 (numirul 1 este
. (aJ
propriul sdu invers),

11) Impartirea numirului rational @ la numarul rational b % 0
poate fi inlocuitd de inmultirea lui @ cu inversul lui b: L

a:b:a-i.
b

12) Numerele rationale pot fi comparate intre ele; date doug
numere rationale « si b, avem sau ¢ < b,8au a = b, sau @ > b, Nume-
rele rationale.care sint mai mari decit 0 e nUMmMese pozilive; iar cele
care sint mai mici decit 0 se numesc negative,

13) Daci a >, atunci a 4+ ¢ >b + ¢, oricare ar fi numerele
rationale a, b si ¢. Opusul unui numar rational pozitiv este negatiy, iar
opusul unui numir rational negativ este pozitiv.

14) Dacda >bsic >0, atunci @- ¢ > b -c. Dacd ¢ > b si e<0,
atunci ¢ ¢ < b-¢ (1). In particilar avem regula semnelor:

S

= e
g i o 25
15) Daci a > b, atunci existd numere rationale ¢ astfel incit
a—+b , o
a >c¢ > b. De exemph, putem lua ¢ :—;——ﬂ media aritmeticd a lui
a si b

Multimea numerelor rationale se noteazi Q, iar multimea numerelor
rabionale pozilive sau zero se noteazs Q,.
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w o m ]
Numercle rationale negative pot fi scrise sub forma — ot unde m si n

sint numere naturale (iar n # 0). Numerele rationale pozitive pot fi scrise
" o m ; - Bt

sub forma ~1—ﬂ » sau mal simplu — » unde m §i n sint numere naturale
n n

(n # 0). Avem

m 2m  3m  4m

-

n 2n dn 4n
; m .
numerele m i n pot fi alese prime intre ele, in care caz fraefia — i respectiv

P e numesle ireductibili.

n
; 1
Numerele rationale pot fi scrise si zecimal; de exemplu, in loc de o
3 1 1 = I d 2 9 St
gse scrie si 0.1; in loc de — -~ se scrie §i —0,75; in loc de = se scrie
’ b

si 0,6666... = 0,(6). ; _ y ;
Numdirul rational scris zecimal periodie 0,(7) se scrie sub forma de fractie

astfel: e numirul rational —0,(12) se serie sub formd de fraclie astfel:
‘ ’

Numarul ralional 0,4(23) se transformi in fractie astfel: 0,1(23)=0,1 -+
1 1 i 23 994 23 122

~ e s = = ——. Numdirul rational —4,1(5)
o M=t e T ew 990 ’
187
se scrie sub formi de fractie astlel: — S _deocarece: —4,1(5) = —4,1 —
5
1 k Zo1 e 5_-—36945_—374=_£I§1_
SR G o0 o e 90 45

i i rati tat ! este notat
Inversul pumérului rational afpe care l-am nota o I &

uneori astfel: «71. El este acel numir rational ce are proprietatea ca
a'at=1—=qt-g

EXERCITII

1) Care este cel mai mare divizor comun al numt%re]or:

a) 36 si 42; b) 42 si 50; ¢) 26, 39 si 65; d) 144, 192 si 324; ) 81, 120
g 36; 1) 14, 28, 56 si 63?

2) Sint prime intre ele numerele:

a) 6 si 15; b) 88 si 123; ¢) 36 5i.35; d) 41 si 11417

(7 ]




&) Care este cel mai mic multiplu comun al numerelor:
a) 36 gi 42; b) 42 si 50; c) 6, 8, 20 §i 24; d) 14, 28 si 56; e) 8, 35

gi 147
4) Simplificati fractiile:
Wb g0 2y i 8L 16, 166 1665
144 9 ° "51° "36° “120°" " 64’ "' 665’ " 6664
b6) Calculati:
1 4. 4 . T 3 07 5 .55
~~~~~ s h) b —— ) S g 2y L 2,
i et Py rpta VN gr
3 1 22 16 31
"i"‘"‘f"_‘$) ““““““

6) Scrieti sub formi de fractie numerele rationale:.

AL 1 5 1 1
d—3"B) 18 =56} T = o ) 5 s ey G2,
Bl At BT i) 37935

7) Calculati:

400 B iR e oy
DBkl Ze s Rgot gl i, el Sl
TR tas st 9 7 :
1 1

d13=—q10l _o1,
2 4 4

8) Eliminati parantezele, apoi efectuati calculul:
a)(+1n-k(—3)+(—5§)-+(+4§1; b) (—11) — (+13) — (—8) —
— (+17) — (=9) — (+13); 0) (+-18) — (+-36) — (—12) + (+24) — (4-14).

9) Scrieti sub formi de fractie ireductibild numerele rationale, scrise
zecimal:

a) 11,1; b) 3,4; ¢) 0,135; d) —4,4; e) —0,16; f) —2.06.

10) Scrieti sub forma de fractie ireductibila numerele rationale:

8) 3,(4); b) —4,(81); o) —44(1); d) 0,(98); e) 0,9(8).

11) Calculati:

16 15 276 5 2 10

—---—-—; b l—-; —_— d ——————— H —_——

‘G Y5 c)254’)3978'9):,7'
3 1
f)"—c—'o
Z'10

12) Calculati:

a) 11,4 — 82; b) —4,15 4 2,23; ¢) 0,2 + 0,64 — 0,55; d) 6,125 —
—0,175 + 3,75

13) Scrieti sub forms zecimali:

3 7 19 5 17 eil?
b) =5 e)=;d)—;e =;
a) ) 0)80’ )9 8)3 f)

20’ 16 e
14) Scrieti sub forma de fractie ireductibild numerele rationale:
. a) 14,1 — 8,2; b) 3,(4) — 3,(34); c) 3,(4) + 0,(16) — 2,(06); d) 3,(3) —
— 3,3; e) 0,(4) — 0,44.
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15) Scrieti sub form# zecimald numerele rationale: :
3 s A d L8 V2Bl
a) Z ¢ 1,1; b) 2,1 $ 1,7, G) 'g- "'i- 3 d)g 0,5 + ’1,4 % H B) 543,72'{"
- 342,2 + 284,03; f) 15,6 - 34,5.
16) Calculati: 4 Y

) (+15)-(=5); b) (—30)+ (—6); o) (+25)- (—1000); d) (“E) (‘5}5

e)f—%}(ﬁ-g)ﬁrg{—-%);m(—&m-@hn—4hn-vﬁﬁx

17) Calculati: {

a) (+25) : (—=5); b) (—30) : (—6); c) (+16) : 8; d) (—1000) =(g-2b);
e) (——”:—):(—-—2—); f) %-:(—-—2—); g) (—3,3) : &; h) 4,4 : (—1,1); 1) 25 e
i) 2% ‘1 210

:l?)(iaé;: ﬂa?-:-ﬁ) "(42); b) (—12) (+14) — (—9) «(+16) + (—8) - (—11);

e A

19) Scrieti sub forma de fractie ireductibild numerele rationale:

gl RIS
1 | 6 D
a)_T;b)__z—i;c)gT’ d)*—za e) 3"
— — ) s 2___ =ty
( 3 ) b 5 14
20) Caloulati:
)1 2 5 3 _?L_;_ _2_
TNE LT L BT
a) 4 ; h) 5 3 ? G) 3 _}- 2 i
5 &0 7 s
21) Calculati:
10 3
a)(9-—2)-3--!-1_ ) 29 4 I
3(—2)—8 "’ 1+£._1)
2 2 2
22) Schimbati locul numerelor rationale: e
11 . 4-—2,1_2_11_5. ;
0155:' E 1 ""01(8)a = 5 ,_413 ? 39 3,6

astfel incit sa fie serise in ordine crescéitoare.
23) Calculati:

Vit () o (52 (2-3) -
6




24) Care este media arilmeticd a numerelor:
: 2 s
a) 41 i 18; b) 5 sl —]7—); ¢) —44 si 82; d) 0,(4) si 1,(5); e) —1,11

<

§i —2,35; 1) 18 5i —17,8; g) 22.3 si —15.77

23) Din numarul 441,53 se scad succesiv numerele: 34,82; 46.39; 181,2
gi 30. Care esle rezultatul? il 2 L .

26) Ce numar trebuie adunat cu 7 -I- 0,7 + 0,07 + 0,007 pentru ca si
obtinem ca rezultat 8?

27) Care este media aritmetici a numerelop:

a) 81,6; 88,1; 87,9; 89,0 si 85,4; b) 99,8; 101,2; 98,9; 99.5; 1004 si

100,2.?

N\

2. RIDICAREA LA PATRAT A UNUI NUMAR RATIONAL

Fie ¢ un numér rational. Vom nota & si vom numi pitratul lui ¢ numai-
rul rational @ - a.

EXEMPLE. Avem 8- 8 — 64, numirul 64 esle piatratul lui 8. Deoarece

0

A4 1,4 = 1,96, numirul rational 1,96 este piitratul lui 1,4. Avem L) =
4 4

9 o . 9 . o) .
S numarul rational T este patratul ln g Deoavece si (—8) - (—8) =

= 64, numirul 64 esle pitratul si al lui —8. Deoarece (_. i)(_i} -
4 b4

A 9 - . ’
- numirul rational 0 este pitratul si al lui — -:i

5 6 4
S observiim cd numerele 8 si —8 au acelasi pitrat, anume 64. De ase-

3 . 3 ; 9
menea, numerele e 51 — o7 au acelagi patrat, anume —.
16

Putem spune ca:

Dound numere rationale opuse an acelasi piitrat.

Acest fapt rezultd din regula semnelor: fie a si —a doui numere ratio-
nale opuse unul altuia, numirul ¢ fiind pozitiv. Atunci (—a)? = (—q) - (—a) =
= + a® =a’ deci —a si @ au acelasi piitrat.

'I'!".OREM:\. Pitratul unui produs de numere rationale este ecal cu pro-
dusul patratelor numerelor .
Demonstrajie. Vom demonstra doar pentru un produs de doud numere
rafionale. i

Fie a §i b numere rationale. Pitratul produsuluilor se poate scrie: (a-b)*=
= (a-b)" (a-b). Inmultirea este asociativd; putem renunta deci la paran-
teze: (¢-b)(a-b) =a-b-a-b.

8

Inmultirea este comutativi, deci putem comuta:u-b-a+b =a+a b b.
Introducind din nou paranteze, vom scrie: a-a¢-b-b = (a- @ (h &) =
= gt bt Artfel (g eib)= =ig2t (%

De exemplu. avem 6 = 2 - 3; deci 6° = 2%+ 32

TEOREMA. Pitratul inversului unui numdr rational a # 0 este egal
cu inversul patratului lui a.

3 L ]
Demonsiratie. Inversuli al lui e ave proprietatea ca a-—i- =
a a
- 1 Vv . L 1, . A8 §
=1 = — -a. Ridicim la pitrat: [e-—} =12={—=.a}. Deci
a a

1
(1]
; 11\2 2 4!
(folosim teorema de mai sus): a® - (-) == (l) +a® Dar a® — =
i & " 2
t

i

. a*

strata.
Aceastil ultimd egalitate se mai serie (¢4)? = (a®)™

L v of 132
«a* De aict rezultid ca(—-) =

Sit folosim cele doud teoreme de mai sus. Obtinem:

(a :0)* = (al' ib-)z: a? (%T—— a: }}2— —q# ¢ b3,
h

adicd (@ : )2 =a? : b% pentru orice numere rationale a i b (b diferit de 0),

EXERCITII

1) Completati tabelul:

n SR DR S R R (R T R RN R T L
ne )R BN

2) Numdrul naturval  se serie in baza 10 cu doud cifre. Poate avea
numdarul »? cifra unitdtilor 2? Dav 6? Dar 5?
3) Completati tabelul:

: _
p 1 2 =i i 0,3 —0,2 14|
2 2
dleeg = 3,(3)
a@ 0]
N 5
Stdlle SRR 25
el 2
9




) 9
. Numerele rationale 64; 1,96; o se pot scrie deci ca pitrate ale altor numere

" numir rational a astfel incit p = a®

4) Completati tabelul:

3
L 2 1,2 Z 0,4
gl 3 2 &
5 7
2
a2l = B 18

b) Completati tabelele:

a)
a 4L 1% 43 a5 1.6 47 mEseag 9
a* 1,21
b)
a G B 9 A3 el hT eI R ]
a2 “I
c)
R i O . ST RS TR e
o—9— 5 8§ 2 g G g T
=y
a¢- ‘S
b

3. RADACINA PATRATA A UNUI
NUMAR RATIONAL
S& observim cid daci a este un numir rational pozitiv sau negativ,

atunci pitratul sdu a? este un numdir rational pozitiv.

Am vizut cil 64 = 82 = (—8)?; 1,96 = (1,4)% 2. {i E SN
16 4 4

rationale; ele sint numite patrate perfecte.
Vom spune cd numdrul rational p este piitzat porfeet dacs existi un

Fie p un numdr rational patrat perfect. Pntem scrie p = a? cu a pozitivl
‘Vom spune ci a este ridicina piitratii a lui p i vom notaa=|/p. '

10

Astfel, 8 este radiicina pitratd alui 64, dar —8 nu este rideina patratid
o lui 64; |/ 64= 8. Numirul 1,4 este raddcina patratd a lui 1,96; 1/ 1,96=
: 29 3 e
== 1,4, Numirul %este ridicina patratd a lui % dar — T nu este riaddcina
9 |/9 3
Strath a lui —: || — # ——1
- ATl ST
TEOREMA. Fie p si ¢ numere rationale patrate perfecte. Atunci p - q
este patrat perlect, iav Vpa=Vr Ve
Demonstrajie. Fie a =|/p si b= |/q. Atunci a® = p, b=,
iar @ si b sint numere rationale pozitive; & b este numir pozitiv, iar
(@+b)2 =a?+b®=p-q, ceea ce fnseamnd ¢ [/p-g=a'b= R
- |/q. Teorema este demonstraté.

De exemplu 2=1/% 5 3 = 1/9, deci |/E-9=2-3.
THLOREMA. Fie p si g numere rajionale pitrate perfecte, iar ¢ # 0.

Atunci p : g este pitrat perlect, jar Vp:a=Vp: Vg
e L SO
Se obignuieste ca in loc de @ : b=a- ~ sd se mai scrie gl 2"

Folosind aceasté notatie, relatia din teorema de mai sus devine

Vi;@:.
¢ Vi
1

——— Y 121
Do exemply, 14 = /121 si 13 = |/169; deci VH—.—__.
¢ exemplu, /121 V4 s ee=ry

Fie ¢ un numir rational. 53 ne amintim ci am notat cu | @ | valoarea
sa abseluti, care este un numdr rational pozitiv sau 0. Anume:

0 daca a =0;

a dack ¢ =>U;
la| =
—a dacd a <0,

5 Bon 1 1
D w | =3]=3|2|=2 | —=|== |+1001] =
e exemplu, | | lzl 2 \ 7\ 7 | +1001 | 1001,

l —0:(3) | = 01(3)'
S calculdim numirul IV (—=2)% Respectind ordinea operatiilor, obtinem

V== /D (—2) =/ +%=2. S& observim ci V(=2 = 1-21

Pentru orice numér rational &, avem

|/Eé=]a|-

11




g{serva,f-ie. Dacd ¢ < 0, atunci |/F—= —, # al
e w:arece palratul oricirui numir rational ;
i ed nu 'toate numerele rationale pot l"i P
xat,.non;le negative nu pot fj pitrate perlecte,
eoarece (2 — 1
EX]iirece 0% = 0, vom considera ci 0 este pitrat perfect si i V0o =o
SRCITIU REZOLVAT. Sj rezolvim ecuatin ' .

aleste  poziliv  sau 0,
dtrate perfecte. Numercle

El’.‘.llill ia 5 i ic T ;
2 i3 asl-f -] : l/; == = 2
. cee: ; 3 ¢ s

cma piitratd a numiruluf x. Deti x = (1J2 :

5 = —,

2 4
EXERCITII

1) Verificati ci numercle 6; &

7 7 3 0,01; iz sint riadicing patrate gale
) Y 1 36
numerelor 36, respectiv o 0,0001; 1 2

2) Care este ridiicina pitraty a numdrului:

2 DE 25
a) 25; b) 5% c) & ;d) Z; e) 1,21; 1) 1,69?

3)) Carfo 1dint-m propoziliile ce. urmeazy sint adeviirate?
a) /101 = 11; b)) 149 = 44 V 5 %
‘ 4l = ’ (.'-) 400_—_‘90' (l S *
€) l’ Ogiv = 0,4; 1) rddicina pitratd a unui pum el e
mar mied decit numgpu).
4) Completati tabely]:

ar rational poziliv egie

a 1,4 1,41 1,414
a? ;

1,415

Ce observati?

P . o
9*) Rezolvati ecuatiile (in mulfimea numerelor r

alionale):

a) [/x = 10; b) V3 =1;03)/3 = 1; q Vy=8 o )y— 4

sau 0. Reciproc este ade-

De exe i dta ol i
St o mplu, vom ariita i numirul 2 nu este pitrat perfect
Supunem, ¢i ar exista un ir rali . :
e 5 piNEEn Ar_exis numar rational pozitiy 4 §
m putea scrie a2 == 2, §;. scriem pe @ sub formyi de fractie izdﬂel
2y s | ' 5 %
tibili: a = % ' .

» unde pm sj i : i
i st 7 sint numere naturale, prime- intre olo, Am

12

Etapa T: /514312740 | 2
4

avea deci: (ﬁr = 2, adici ’E; = 2. De aici ar rezulta 2n® = m?

SN n
Dar 2n? se divide cu 2; deci m? se divide cu 2. Rezulti de aici c& m este
por (cdci patratul unui numdr natural impar este imparl). S# scriem
deci m = 2p. Astfel am avea 2n® = 4p? de unde 2p* = n% Ca mai
sus, n este si el par. Astfel m sin au ca divizor comun pe 2, deci nu
sint prime intre ele, :

Am ajuns la o contradictie. Aceastd contradictie ne aratd ci presu-
punerea pe care am fécut-o anume cd ¢* = 2 pentru un numir rational
pozitiv @, este falsa.

Rationamentul de mai sus ii este atribuit lui Pitagora.

La fel putem stabili cd 3; 5; 6; 7; Sl el gi altele,

At g b
nu sint pétrate perfecte. Cu alte cuvinte /2, /3, |/5, /6 etc. nu

sint numere rationale.
Totusi, problemele practice de misurare (pe care le vom intilni
mai tirziu la geometrie) ne impun si lucrdm cu ,,numere” de forma

Ty y
/2, /3, 15, v? . Aceste numere, precum si altele, sint numere

im,tionale.

4. EXTRAGEREA RADACINII PATRATE
DINTR-UN NUMAR RATIONAL POZITIV

Am fnvitat In clasa a VI-a 0 metodd de extragere a rddicinii patiate
dintr-un numér rafional pozitiv, scris sub formid zecimald. Ilustrim aceasti
metodd pe exemplul numérului 514,31274:

e

1

Etapa a II-a |/'5'14,31'27'40 |22
4

42 -2 (—84)

11'4

"84

30 trecem virgula la rezultat.

Etapa a IIl-a 1/ 514,"31"2740 | 22,6

4 42 -2 (=84)

e 44T T (—343m—
84

446 - 6 (=2676)

13




Etapa a IV-a: V/ 2’14,31’27’40 [22,67-
- 42+ 2 (=84)
84 4—41“2‘(_3%'——-__:_;__
‘_‘—-303,1 446+ 6 (=2676)
267 6 4528
ol L o D21 I
35527 4527 - 7 (=31689)
3168 9 ‘
383 8
Etapa a V.a: 4 2’14,31’27'40 22,678
- 42 2 (=84)
84 ——-_________
o 446 - 6(=2676)
267 6 5
e AL
35527 |4527- 7 (=31689)
3168 9 45348 - 8 ( =362784)
383840
36278 4
21056

de zecimale dorit (in rez
ultat). In exemplu] d i
T ., _ piul de mai sus, am af a radaci
‘};upa :t a p1;1 mémau-u]l3 .514,31.2”74 este (aproximativ) 22,.’678 Df::; c;eradacma
i rezu]taz -a, 0 pmem. radé.cirna pétratd din numgry] 514,31274 Opli'_‘?_al;l
; care este mai putin exact decit ce] obtinut dup,é etap:a gn
! a 5-a.

O datd cu crest
fterea numdirului de i
exacte. elape, obtinem rezultate din ce in co mai

S& aplicim metoda de mai sus numérului 2 = 9 00.

1,4149..,

24 - 4 (=96)

281 - 1 (=281) '
2824 - 4(=11296)
28282 « 2 (=56564)

/
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Obtinem ca rezultate: 1,41 cu eroare de 0,01 (o sutime); 1,414 cu eroare
de 0,001 (o miime); 41,4142 cu eroare de 0,0001 (o zecime de miime) si aga
mai departe. Toate aceste rezultate sint aproximafii (prin lipsd) pentru ridi-

cina pitratd a lui 2.
Sa privim figura 1.1, imaginindu-ne c¢i mérim, de la o etapi la alta, de

10 ori segmentul de pe axa numerelor in care este continut |/ 2. Aproximatiile
prin lipsd ale lui |/ 2 corespund extremitiitilor dinspre stinga ale acestor
segmente. In figura 1.2 am incercat si localizim numirul [/2 pe axa nu-

merelor.
. Ve : ; :
=1 OF TN ““3»\4\\ i)
7 "“'--5__‘___‘.
/ S
, V?‘ \-\-“-u..._
+ - t = f + +
q9 I e 2
— e
i p o T
// \\
ool , el K B9
B9 i /,7.41 42 \\___q___\ 5
/ T
h‘-_‘--..
- 409 141 142

. T4, 1415 \\\
/// \\“‘*
~
e ; ; \\

, P . :
414 14342 14143 145

Fig. T4

Dar, atentie. Nu putem ¢orbi incd despre réddcina pitratd a lui 2, cici
2 nu este pitrat perfect! :

o: " - L s :
I 7.4/ \\15 &
wur’ J{\tk2

414§ 415
vz

Fig. 1.2

De aceea, este necesar si extindem iarisi ideea de numdr. Pentru aceasta,
s4 ne reamintim c¢d numerele rationale se pot scrie sub forma zecimalid. Cal-
culul pe care l-am fécut mai sus ne conduce la fracfia zecimald 1,4142...,
care are o infinitate de cifre in dreapta virgulei, cifre care nu se pot repeta

in mod periodic!
Vom considera cd aceste fractii zecimale, care au o infinitate de cifre

in dreapta virgulei, cifre care nu se repetd periodic, reprezinta fiecare cite un
numir irational.
15




S& ne imaginim citeva dintre aceste numere. De exemplu, num&rul
0,101001000100001.. .. (in-dreapta virgulei, numirul de cifre 0 dintre
doua cifre 1 consecutive creste). Dacd aceasti fractie zecimald ar avea
0 perioadd, formatd din % cifre, atunci cel phi_;in una dintre cifrele aces-
tei perioade ar trebui s fie 1; dar, dacd ne departdm sulicient de vip-
guld, intilnim mai mult de % cifre 0 intre doua cifre 1 consecutive. Deci
numdrul reprezentat de aceasta fractie este irational.

Numirul = — 3,1415..., care reprezinty raportul dintre lungime si
diametru in orice cerc, este un numdr irational* De-asemenea, daci
extragem riadicina pétratd din 3, obfinem un noy numar irational.

EXERCITIT

1) Aflati primele cinei cifre ale fractiei zecimale ce reprezintd numirul
irational : ;

) /5, b) [/;'f— o VII; d) —|/3

2) Aproximati prin lipsd, cu eroare de o sutime, numerele
unde 2 € {5, 6, 7}.

1 + 2,

5. NUMERE REALE

Reunind multimea Q a numerelor rationale cu multimea numeielop
irationale, obtinem mulfimea numerelor reale. Aceasts multime va fi notaty
cu R, iar elementele ei vor fi numile numere reale.

Fiecdirui numir real 1i putem asocia un punct pe o dreaptd datd. Reamin-
tim ca axa numerelor este o dreaptd pentru carve s-a ales o origine, un sens
pozitiv si o unitate de masurs. -

De exemplu, numerelor reale 0825 — Tig —1,73... li se asociazi
pe axa numerelor din figura 1.3 punctele U, respectiv V.

TR Y 1 T T O T ) o ?11‘I"J.I|lljll' : ,
-2 V3 -] 0 432 7 2
" Fig. L3

Astlel, ne putem imagina numerele reale ca puncte ale axei numerslor,
Dar si veciproe, oricdrui punct de pe axa numerelor ii putem asocia un numsipe
real! Multimea R a numerelor reale o putem ,identifica® cu mul‘gimea punc-
telor de pe axa numerelor.

--*_l)emonstratia faplului ed numieul = nu este rational nu este usoara; ea a fost
daldi abia tn 1767 de citre Lamberl, folosind idei ale marelui matematician elvelian
Leonhard Euler (1707 —1783).
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EXERCITIU

Reprezentali prin puncte pe axd numerele reale —0,21; —i,@}i; 1,67;
V5 = 223..; -f;—= 0,75; — /6 = —246..; |/ 2 = —141.., i - 1,4.

6. OPERATII (U NUMERE REALE

COMPARAREA NUMERELOR REALR

S privim axa numerelor din figura .4 Punctele acestei axe se cores-
pund (prin coordonatele lor) cu numerele reale.

Fig, L4

Fie u §i v doud numere reale, ce corespund punf:teln'r U, respectiv V,
de pe axa numerelor. Vom spune ca z este maimie t_leclt v§tvomnola u < v,
dacd pe axd punctul U este ,la stinga“ punctului Vﬂ(vem figura 1.4).

In acest mod, oricare doud numere reale pot fi comparate intre ele;
mai mult, putem spune cd, date doud numere reale u §1 ¥, avem sau u <v,
sau u = v, sau & > v, Dacd u, v sint rationale (respectiv }ubrcg:%gtunm fa:p:
tul ci u este mai mic decit v (ca numere ragionale, respectiv intregi) inseamnd
tocmai v < v (ca numere- reale). .

Numerele reale ce corespund pungtelor axei af!ate nla dreaptg‘-‘ lu.|10
vor i numite pozitive; celelalte, diferite de 0, vor [i numite negahv&.. @le
corespund punctelor axei ce se alia ,la stinga® lui 0. Numerele reale pozitive
saw 0 se corespund cu punctele semid.reptel de origine O, marcati cu sigeatd.
Faptul cd numirul real u este pozitiv inseamni cd u > 0.. .

54 observam ci dacd s, ¢, u sint numere reale astfel ncit s <:-t i t=<u,
atunci s < u. Aceasta inseamni ci relatia de ordine < este tranzitivi.

OPUS. INTERVALE. VALOARE ABSOLUTA

Fie § un punct pe axa numerelor (vezi figura 1.5); fie T simetvicul siu
fatd de punctul O. Este clar c¢i simetricul lui T' fabi de O este tocmai S,

S 0 T
S l 4} t=-5

Fig. L5

Aceasti simetrie geometricd ne permite sd definim opusul unui numie

real. Fie s un numdr real, ce corespunde punctului § de pe axa numerelor.

v . . = m -

Opusul séiu, notat — s, este numérul real ce corespunde simetriculvi 7 al luj
t

S fatd de O.
17
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S4 observim cie

a) opusul unui numgr real pozitiv este un numir real negativ;
b) opusul unui numiir real negativ este un numir real pozitiv;
¢) —0=0;

d) —(—s) = s, pentru orice numir real s;

e) dacd s < #, atunci —s > —¢ (convingeti-vi pe un desenl),

EXERCITIX

1) Care dintre urmitoarele propozitii sint adevirate 51 care false?

a) V2 <1015 b) V3 >1,72; o) — /T < —1,41; d)— |/3 < 13
e)— /3<—m e

2) Desenati pe axa mumerelor punctele 4, B, C, D, E, F, ce corese
pund numerelor reale a, b, ¢, d, e, f, astfel incit:

a) @ <b; b) ¢ < a; c) d este mai mic decit b, dar mai mare decit @ si
c;d)e<asgie <c;e)f >b;f)a,csiesint negative, iar &, 4 i f sint pozi-
tive; g) d >1.

VYom nota (ca de obicei) u < v dack u < v san z = 4.

Fie u §i v numere reale astfel incit u <v. Vom nota [u;v] si vom numi
interval fnchis de extremitiifi », v muliimea formati din numerele reale 2
astfel inclt # < z < v. Dacy U, V sint punctele de pe axa ce au coordonatele
u, respectiv v, atunci intervalul [u; o] corespunde segmentului UV (vezi
figura 1.6). '

v A Fig. L6
u

Putem scrie astfel:
[wrl={rcR|lu<sz s 2<oh

Elementele # & [u; v] diferite de u si de » vor fi numite elemente futes
rioare intervalului [u; v].
Daci v < u, atunei [u; v] = @, c#ci nici un numdr real 2 nu poate
fi simultan mai mare sau egal cu u §i mai mic sau egal cu v!
Dacd u = v, atunci intervalul [&: 9] nu are elemente interioare}
mai exact, [u; u] = {u}.
S privim figura I1; vedem ¢: /2 & [1; 21; /2 e [1,4: 1,51;

V2 et41; 1,40); 12 e [1,414; 1,415] si aga mai departe, si ci:

[1; 2]1o[1,4; 1,5]o([1,41; 1,42] 5 [1,414; 1,415]1>..,

De asemenea, n € [3; 4]; = € [3,1; 3,2]; = € [3,14; 3,15]; = & [3,141:
3.142] si asa: mai departe, §i [3; 4]1>5[3,1; 32]5[3,14; 3,151 > [3,141;
3,142] o ...
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Fie s an numir real, diferit de 0, gi fie —s opusul séu. Dintre numerele
s ¢t —s, unul este pozitiv, iar celilalt negativ. Cel pozitiv va fi notat |s | si
va fi numit valoarea absoluti a lui s (sau modulul lui s). Definim |0] =0.

Altfel spus,

s daodl s > 03
—5& dacd s < 0.

S# observim c¥ pentru orice numir real s avem § < ls|si ed
| s | = s dacd si numai daci s > 0(!), 5
Fie # un numir real pozitiv. Ce inseamni |s| < u? S¥ aritim ci
aceastd inegalitate este echivalentd cu urmitoarele doui inegalitati:
—& < s 5is <u;sau, pe seurt, cu —u < s < u (vezi figura 1.7).

Is] =

0 u

¥ig, 1.7 —Uv

Dacd |s | <u, deoarece s < |s |, rezulty imediat ¢4 s < . Deoarece
fl —s < | —s8|=|s|, rezult§ —s < B, deci s > —un, adici —uz < s, Reci-
proc, din —u < s < wrezulti s < u §i —s < u; in orice caz, | s | <u.

EXERCITIX

1) Sint adevirate urmétoarele propoziii:

8 [-2|el; 43); b) |—=|€[-1; 4; o VIls[11; /3],
d V3e V2 «l; o V2| = |

2) Care este mai mare: 3 /3 sau 12? 21/3 sau 3 |/ 92

3) Aranjafi in ordine crescitoare numerele reale: V5, —= L1 1V/3l,

V—z— J= 12l (Folositi eventual tabelul de la sfirsitul manualului.)

Fie s un numér real, iar ¢ un numér rational.
Vom spune ¢il ¢ aproximeazs pe.s cu eroare de o zecime dacid ¢ "110 <

1
<s<a-+ o altfel spus, daci s este element interior intervaluluj

[a - i—] ; @+ %] » ale cirui extremitdi sint numere rationale!

Vom spune ci a aproximeazi Pe s cu eroare de o sutime daci e — ﬁ) <

<s< a—}--i%{—). Se mai scrie cii @ aproximeazi pe 8 cu eroare de 0,01,

sau :
100
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; % . S 1
In general, vom spune cit @ aproximeazi pe s en eroare de e

= 1 1 G
daca @ —W'< s< a-t i-(;;; altfel spus, dacid s este interior in-

tervalului cu extremitiiti numere rationale

1 1 i
[a — i @+ 1—0—,;] (vezi lig. 1.8)

N\
e : ~-—-  Tig. 1.8
o : o

Astfel, 1,41 aproximeazi pe }/ 2 cu eroare de o subime, céei 1,41 — .
—10,01 < V2 <141 4-0,01; 31415 aproximeazi pe = cu eroare de
— = 0,0001.

104

De asemenea, 1,405 aproximeazi pe |/ 2 cu ercare de 0,01, deoarece
1,405 — 0,01 = 1,395 < 1,4142.., < 1,405 -+ 0,01 — 1 415. ’

Cunoasterea unui numdr real inseamni cunoasterea tuturor cifrelor
sale, in scrierea sa zecimald. Dar, nu putem scrie o infinitate de cifrel
Ne putem doar imagina c# putem afla toate cifrele unui numir real
irational! De aceea, in practicdi, numerele reale intilnite sint inlocuite
cu numere rationale ce le aproximeazii, mai precis sau mai pufin precis
(adlcé. cu eroare mai mic# sau mai mare), dupd nevoile concrete ale pro-
blemei practice. De exemplu, in viata de toate zilele, nlocuirea Iui
w cu 3,14 sau eu 3,1415 este suficientd; in calculele astronomice este
nevoie insd de o precizie mult mai mare (!) '

EXERCITIE

/

1) Dati exemple de numere rationale ce aproximeazi pe mcu eroare
de o miime.

2) Aproximati cu eroare de o sutime pe /3.

Ly R.d w - - s - ‘ 4
3) *Dovediti cd daci s >a §i ¢ aproximeazd pe s cu eroare de T
n

e 1 ;
atunci 5i @ +-1—0n- aproximeaza pe § ocu eroare de -I—-.
L

Ce se poate spune dacit s < a?

ADUNAREA §I SCADEREA
In clasa a VI-a am Invijat si adunim doudt numere rationale folosind
reprezentarea lor prin puncte pe axa numerelor. De exemplu, si adunim

nunerele — " g e Pe axa numerelor din figura 1.9 aceste numere’sint repre-
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& I i I
1 | 7 |
: , ‘1 i (E) [
e 0 i I
{R———y I
| i |
| |
B |A 10 ! " '8
e T, 0 L% o2
i3, 2 G
Fig. 1.9

zentate prin punctele A gi B; dar le putem reprezenta si prin siigeli cu originea
in O si virful in A, respectiv B. Construim a treia sigeatdi, avind aceeasi
lungime si sens cu a doua (OB), dar originea in virful primei sigeti. Viclul

9T u
sagelii a treia ne indici faptul cd suma numerelor — 3— 51 1y este numiirel

: il
rational —.
2 .

Si numerele reale pot fi reprezentate prin puncte pe axa numerelor.
Procedeul de mai sus ne permite astfel si aduniim doua numere reale.

Fie s si ¢ douid numere reale, ciirora le corespund pe axa numerelor
punctele S, respectiv 7. Sit construim prima sigeatd, avind originea in 0
si virful in S, apoi a doua siigeatd, avind originea in O sivirfulin 7. Construim
apoi a treia sigeatd, avind originea in S si avind aceeagi lungime §i sens cy a
doua (vezi figura 1.10). Virful acestei sigeti determind pe axa numerelor punc-

| ! i i
! i i

\ | 1 (t) .

: : TR

: ', (s) H :

] ! 4 A

| ! v {

1 ! ! !

i [ y |

s 0] 10 i —
SF.- sl 0 t s

Fig. L.10

tul U. Numirul real ce-i corespunde va fi numit suma numerelor s §i ¢ 51 va
{i notat s - ¢ (vezi si ligura 1.11 pentru un alt exemplu). .

Astlel, 1,35 - 2,66 = 4,00 la fel, (—1,85) + 3,35 = 1,50 5 /2 +n=
= 1414... 4 3,141.. = 4,555...

i H
i v i
i it] ! : i
i | ! |
| (s) ) i '
-~ ' \ 1
: : ; l
': : = i
1 ]
:,O 's il !
0 s t St
Tig. L.i1

21




A
In acest mod, dacd adunim doud numere rationale, ca numere rationale:

sau ca numere reale, obtinem acelagi numir ca rezultat. Din aceasti cauzi
spunem c& adunarea numerelor rationale se extinde la numerele reale.
Adunarea numerelor reale are aceleasi proprietdti ca §i adunarea nume-
relor rationale. Anume:
1) Este comutativd: s 4 ¢ =t + s, -pentru orice numere reale s gi 1.
2) E§te asocialiva: (s +1) +u =s -+ (¢t 4 u), pentru orice numere
reale s, ¢ si u.
3) Numirul 0 este element neutru pentru adunare; adici
§ 4+ 0 =s=0 - s, pentru orice numir real s.
4) Ave:g § + (—s) = 0 = (—s) + s, pentru orice numir real s.
: 6) Dacd s < ¢, atunci s +u < ¢ 4 4, pentru orice numere reale s, ¢
B .
TEOREMA. Fie s un numéir real. D

incit aca t este un numir astfel
Incit § i =0 =

. ¢+ s, atunci ¢ este egal cu opusul lui s. (Altfel spus,
sinpural numadr £ eu proprietateaci s 4 ¢ = 0 = ¢ -+ s este opusul hui 5)
Demonstrajie. Opusul Im1 s este notat —s. S¥ seriem —s — 0 +

—!— .(—s); dar 0v="t -+ s, de unde —s = (t 4 5) + (—s). Folosind asocia-
tivitatea adunarii, objinem —s = 7 4 (s 1 (—s)), de unde —s = ¢ 4 0

?

adica £ = —s. Teorema este demonstrati.
La fel putem dovedi cd —(s + #) = ( —8) + (—).
TEOREMA. Fie s, t dousi numere reale. Atuici [s+t] < |s]| 4

+ el
Demonstratia se reduce la examinarea urmitoarelor cazuri:

a)s,t20;b)s20,1<—s;0) 8520, —s<t<0 g a) 8, t <
< 0. Incercatil i

Fie s, t numere reale. Existi un singur numér real x astfel incit s — ¢ -

—_}- Z, anume & = § - (—t). Acest numir real va fi numit diferenta dintre s
gi ¢ gi va fi notat s — ¢.
Definim sefiderea numerelor resle astfel:

§—i=s (—1);

observdm cé sciiderea poate fi inlocuitd de citre adunare.
Ce fel de numir este |/2 + 1 = 1,414... 4 1 = 2,414...? Rational sau
irational? Dacd ar fi rational, adicii daci V241 =aqa € Q, atunci am putea

SGT‘_if V2=a— 1, iar @ — 1 este un numir rational. Contradictie. Deci
/2 + 1 = 2.414... este irational.

TEOREM / ;
LU AvE S Un numar irational, iar ¢ un nuy

Atunci @ + s este irational

Demonstrafie. Daca am presupune ci a + s = b & Q, atunci s =
= b — a € Q, contradictie. Deci ¢ + s nu este rational.
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Aceastéi teorem¥ scoate in evidentd noi exemple de numere ira-
3

tionale. Astfel, |/2 — 1 = 1,414... — 1 = 0,414...; T 0,6 —

—3441... =2541...; —11 —]}/3=—11—1,732... = —2,832... sint
numere irationale.

Observogie. Teorema nu ne spune nimic despre numerele de forma

!/f?.—l— [/g, x— /2 ete.

EXERCITIU REZOLVAT

Aproximali ¢a numere rationale, cu eroare de o sutime, numirul real
T ]/3. :

Rezolvare. Vom, aproxima mai intii cu eroare de o miime (!) numerele
= i |/3. Deoarece = = 3,1415..., putem sd-l aproximdm cu p = 3,141 (cu
eroare de o miime). La fel, avem |/ 3 = 1,7320..., deci il putem aproxima

cu r = 1,732 (cu eroare de o miime). Numirul real = 4 |/3 va fi aproxi-
mat cu eroare de o sutime de p + r = 4,873.

EXERCITIL

1) Scriei,i numerele reale /3 — 1, [/0,5; |/'5 — 1,54 si 3,86 — = in
«ordine crescatoare.
2) Aproximati prin numere rationale, cu eroare de 0,01 numerele:

a) I/3+02;b) /2 +|/3; ¢) V2 + /5.

3) Care dintre urmitoarele propoziiii este adevaratd?
a) /2 +3=|/2+4+ |/3; b) |/B* +12° =5 {12

Fie s un numir real, iar ¢ un numir rational ce aproximeazi pe s

1 1
cu eroare de o ; avem astfel a _W <s<a +E;’ sau — o <\.\
i 1 '
<§—a <—. Altfel scris, |s —a | <—-.
1011 1011

Fie b o aproximatie a lui ¢, cu eroare de '1“!0: Deci |t —b | <

<ﬁ1' Folosind una dintre teoremele demonstrate mai inainte, obli-

nem| (s 48 — (@40 |=|(c—a) + (t—b|<|s—al+|t—

—b | < T |- T < T Cu alte cuvinte ¢ + b este o aproximatie

a lui s 4 ¢, cu eroare de -
1071.-1

(vezi figura 1.12),

0 ’A\ 'B\ A.-B\"r

5 4 S
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De exemplu, 1,414 este aproximatie a lui |/ 2, iar 3,141 a lui ™,
ambele cu eroare de o miime. Putem spune ci 1,414 - 31 Gl = 4,050

este aproximatie a lui |/2 + =, dar cu eroare de o sutime.

EXERCITII

1) Aproximati cu numere rationale, cu eroare de 0,01, numerele reale:
a) /2413 b) /54 =x; ¢ =+ |/6.

2) Dovediticd |s —t| < |s | + | 2], pentru orice numere reale s si f;

numarul

S v £ . 1
aproximati apol prin numere raltionale, c¢u eroare dem,

8= I3
INMULTIREA SI IMPARTIREA

Inmultirea numerelor rationale se extinde Ja numerele reale. Astlel,
1,1:0,65 = 0,715; Ja fel, (—2,4) - (2,5) = —6,00 i [/ 22 = 1 414, -2 =
= 2,828... . Verilicali cd |/ 2= = 1,414... - 3,141... = 4,441... .

Inmultirea numerelor reale are proprietitile:

1) este comutativi;

2) este asociativi;

3) numirul 1 este element neulru penteu inmullire:
pentru orice numér real s;

4) este distributiva fald de adunare, adicd s
pentru orice numere reale s, ¢ si u;

sl = we= sip
(tu)=st+su
: ? : . i 3
9) orice numdr real s # 0 admile un invers — (notat si s71); acesta
s

: 2 o L 1 :

este singurul numir real cu proprietitile s-— =1 —— . s (allflel s0ris,
s s

skl — = sil g

6) dacd s < t§in >0, atunci $-u < 1+ u, pentru ovice numere reale
s, t gi u. Dacil ¢ < 8l u<< 0, dLunrl S il S

Impirfirea numerelor reale se delinegte cu ajutorul inmultirii:

pentru orice numere reale s si ¢ # 0. -

: R "y . 8
In loc de s : ¢ se mai foloseste si serierea sub ‘forma de fractie: —.
i

Dar, in general, aceastd fractie nu mai reprezinti un numir rafional (H
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Doui numere reale de forma |/ a si |/6, cu asi b numere rationale
pozitive, se Inmultesc astfel:

Va-V/b=Va-b
si se impart astfel: [/a : [0 = [/a 1 0.

Deoarece notém [/ a : /b :,_%‘ ultima reguld se mai poate scrie §i:
b

Va_lle,
V—E De :\emplu,]/z l/—3 V2-3= V—
# /213 133

' b /2 l{ 2
a ce se mal scrie ——==|—-
ceea C V_E 3

Si observam cii a caleula (aproximativ) produsul [/ 2+ |/ 3 este
mult mai dificil dectt a caleula numirul |/2 -3, cu aceeasi eroare. De
exemplu, folosind tabelul de la sfirgitul manualului avem |/ 2]/ 3=
= 1,6142... - 1,7230..., iar /2.3 = /6 = 2,449... se obline direct
din tabel, fard a efectua produsul de numere zecimalel
Si ne amintim ca [/E = | a | perttru orice numér rational a. De aceea,

dack a >0, atunci | a- |/ a=)/@ = |a|=a,5au ]/ a- |/ a=a (pentru
a = 0l). :

: = T T
De exemplu, /2 /2 =2, /3:-1/3 =3, V-E V?Ta—

Vi= 4
De asemenea, /@ :]/a =1 (pentru ¢ > 0). =
S3 caloulim de exemplu |/ 2 - |/6;0btinem ca rezultatl/2 -6 = |/12.
insg 12 ==22-3;deci /12 =}/22-3=)/2¢- /3 =2 /3.

Asadar, |/2-1/6=2|/3. ir "
VT B R =

Alt exemplu: /18« /10 = |/ 180 =
=2-3:-1/5=6]5.
ObhservBm. c& dacd unul dintre factorii de sub radical apare la pitrat, el
poate fi scos de sub radical.
De asemenea, V V V
S I
|/3'=“' PR T

Deci putem proceda in acelagi mod si cu factorii numitorylui.

s V%

5
=
3
1
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OBSERVATIE. Nu este insi adevirat ci V/a* b =a |/b; de exem-

plu, luind @ = —2 §i b =3, avem a2 b =12, iar /12 % —2 |/3. Stabi-
lipi,formula corectd de ,scoatere de sub radical®, Vg 4 =

In loc de ,,radécina patratd a lui g se obignuieste sd se spund, mai scurt
yradical din a*. 4

.__De obicei numirul real |/ - /b nu poate fi seris intr-o formd mai
simpld (nu poate fi restring).

EXERCITIX

1) Scrieti mai simplu; scotind factori de sub radical;

Eil/g_ﬁ; b) [/2_6; c) |/24; d) Vﬁ; e E; £ e o 300
h) 1/50; i) /125; j) |/500. ) VI8 1) VT35 ) |/ 300;

2) Scrieti mai simplu:

a) 31/8; b) 31/30; o) — |/%; ) — 1/300; e) —51/20; 1) Vg?;

50 32 . Yz

SRy —.
g Vg i 2) st’ 2 V49

3) Ce proprietate a inmultirii numerelor
8. (4+)/11) =32- |/T0?

@ Restringeti:

a) 6 /5 —31/5; b) 21T +3VYT: ¢ 52 +41/7; d)3/3 —
—51/3+8V/3; e) 8/T—3 |/T—4 /7. )

@ Restringeti:

WS VAT +8+ 21/ b) VF—6+43)/541; o L 1/7_gy

. 2

5 5 =
+ VI -2-)(1) 141/3—~06)/3+05|/3.
6) Scrieﬁ mai simplu:

{n)J,/ET+_]_/§Z_; b) |/27 4+ 5 1/3; c) V/ig + 2 /50; ) 407 21/13;
e) /50 — /4 — /33 + |/3%0. :

7) Care dintre propozitiile ce urmeazi sint adevirate?

a) V3 4=|/3. V&; b) /T E5= V'3 + VE; o) V8=1/2 +

3 TSN i
Yt 4

reale ne permite si scriem:

8) Scoateti factorii de sub radicali:

T UE .l e
a) Vfi;b) V—;c) }_2_0_;(]) V@;e) _"z_um_@
3 7 81 27 . ed ¢

9) Ionel a scris pe tabli a4 V2 = /2%, Este corect?
26

' 2 1 /5
10) Aritati ¢ numsrul /2 : 2 =—L/2: este inversul lui |/2.

11) Care este mai mare: Ry
= it Bl oS i 8
8) 31/3 sau /T2 b) 5 /33 sau 13 [/: o) 2 |/ T sau 3/F: )2 1/3
Sau % 1/50?

12) Calculati:

a) /2 (V12 =1/18); b)(1/3+2):3V3; o (I/3—|/5)-
V7 )2 1/5(1/5 +3); ¢) |/7-(31/T — 6).
13) Calculati:
a) (173 = 1) - (1/34+1); B)(V5+1/2) - (/5= 1V 2); o) (/T —
—V3) - (VT+V3); 4 @V —V7) Q)5+ VT); e 31/5—
—213+1)-(V3=V5B); 1) (4//3—21/6—1)-(21/3 + |V3).

PUTERI 8I RADICALI

Fie s un numdr real, iar » un numsr natural. Vom nota cu s® §i vom
citi s ridicat la puterea a n-a* produsul

§+8*..+s pentru n € N*
R i i

n factori
s —1 pentru s % 0

OBSERVATIE. Pentru n = 2, obyinem ridicarea la patrat.

Verificati ca exercitiu cd daci s, ¢ sint numere reale nenule, iar m, n
sint numere naturale, atunci:

1) (s-t)" = s" - 7,

2) smtn — om . 3

3) gmon — (Sm)n_

De asemenea, verificali ci patratul oricirui numar real # 0 este un
numdr real pozitiv.

Fie s un numar real pozitiv. Daci-1 scriem zecimal, ii putem aplica algo-
ritmul de extragere a riidicinii pitrate. Putem gisi astfel un numér real
pozitiv ¢ astfel incit 1* = 5. Acesta va fi numit ridicina pitratd a lui $, sau
radicalul din s, si va fi notat |/s.

EXERCITIU REZOLVAT. 8§ calculsm }/1/2 ou eroare de 0,01. Mai
intii vom aproxima pe |[/2 cu eroare de 0,0001, de exemplu prin 1,4142.
Numirul |/1,4142 este irational; el se scrie 1,28...; il putem aproxima deci,
cu eroare de 0,01, prin 1,28, Acest numar rational (1,28) este aproximatie a

ui 1/ 1/2, cu eroare de 0,01.
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EXERCITIL

1) Dovediti c& dacii /s este ralional, atunci s este rational.

2) Luind /3 = 1,7320..., aproximati peV /3 cu eroare de o sutime,

ORDINEA EFECTUARII OPERATIILOR
CU NUMERE REALE

In efectuarea calculelor cu numere reale, in absenta parantezelor,
ordinea efectuirii operatiilor este cea obignuiti, invilatd in clasele a V-a
g1 a VI-a: mal intii ridicivile la putere gi extragerile de raddeini, de la
stinga spre dreapta; apoi inmultirile $i impirtivile, de la stinga  apre
dreapta; in sfirgit, adundrile gi sciderile, de la stinga spré dreapta.

In peezenta parantezelor se tine scami de modul de lucru cu paran-
tezcle, invatat in clasele anterioare. ‘

Pind acum am scris in mai multe rinduri 1,4142...; 3,1415...; si
altele, pentru a nota numere irationale. Scriind cele trei puncte in
locul cifrelor care lipsesc, ne-am imaginat cd le cunoastem pe toate, dar
nu le-am scris efectiv din lipsa spatiului. Aceasta seriere (cu...) este
confuzid; de aceea, preferdm si folosim notatiile /2, .

CALCULE CU RADICALL. RATIONALIZARE

. A & LAl ,
Sa fncerciim sit scriem zecimal numaérul ]——7. Efectuam impirtirea

3
/2 :3 =1, 4142... : 3; ca rezultat obtinem 0,4714...

Sa seriem zecimal numdarul —7:) Este foarte dilicil s3 efectusim impir-
-
tivea 3 1]/ 2 =3 :1,4142..., deoarece impirtitorul are o infinitate de cifve
fn dreapta virgulei. De aceea preferdim si elimindm radicalul de la numitor,
prin amplificarea fractiei cu [/ 2. Vom serie astfel

Be (- BNEURNRARIEY 3

2

P

172 " earR 2 2
Se spune ca in acest mod am rationalizat numitorul. Scrierea zecimali

; 3 o X ; e ;
a numarulul 1 V2=15- 1,4142... se poale obtine acum prin inmultire.

e : e 9 ol =
Sa rationalizam numitorul fractiei ')_IT ; amplificim ou /6.
(o]

9 __9VB _9VE_3V/E_3
2/6 2-1/6-1/6 2.6 A 4

23

ol

3V
2
31/8_3-1/6:1/5 _3-/% 3/H_3
N5 - 3. V5175 . an  d0. - 40

Sd rationalizim numitorul fractiei ; amplificim cu /5.

el

1/ 30.

In general, din ]—/1, prin rationalizarea numitorului se obtine scrierea
a
a 1, - " : s
]/_a, sau — 1/ @ (a fiind numir rational pozitiv).
a
OBSERV A TIE. Rationalizarea numitorului se justificd doar daci

dispunem de tabela de raddeini patrate. Dacd nu dispunem de o astfel

- : : o e
de tabeld, calculul efectiv al cilrelor numitrului Aua-_(le exemplu, tre-

buie ficut astlel: e = l/—i == V— = Vi)— = |/4,5; deci trebuie
9. /3 2 2
aplicatd meloda de extragere a rdadicinii pitrate numirului 4,5.
Cum scriem mai simplu produsul (/3 — 5) - (2 1/ 2)? Tinind seama
de distributivitatea inmultirii fatd de adunare, avem:
. (V3-5)- 2+ V)=V/3:24+/3-/2—5:2—-5./3 =
=—10—5/2 42)/3 + /6.
Produsul (/5 4+ 1/3) - (21/5 — 3 |/ 3) se scrie i astflel:
| (V5 +1V3)-QYE—-313) =/5-21/5—|/5-3 /3 +
+V3-2V/5—-1/3:3/3=10 -3 +2)/15—-9=1— |/T5,
OBSERVATIE. Esle evident oda 1 — /15 este mai usor de scris
zecimal —2,8729... (lolosind tabelul de la sfirsitul manualului) decit
produsul (/5 + |/3) - (21/5 — 3 |/ 3) = 3,968... (—0,724...). Dar,
folosind tabelul chiar gi suma —10 —5 /2 4-2]/3 + /6 = —11,158...

se scrie zecimal mai usor decit produsul (/3 —5) - (2 + 1/ 2) =
= —3,267... 3,414, . :

Si seriem mai simplue produsul (3 + /10) - (3 — 1/10). Procedim la
fel ca mai sus:
B+41/10)-3—/10) =3-3—3- /T0+3- /10 —|/T0- |/ 10=

Observim ci oblinem ca rezultat un numir rational.

In general, efectuind produsul (a 4 /) - (a — |/B), obtinem ca
rezultat numarul rational a* — b (a si b fiind numere ralionale).
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1
< S y 5

2 S& considerdni numérul real = numitorul sdu este irational. 4) Sint adeviirate urmitoarele propozitii:
L Vom rationaliza numitorul prin amphhcdre cu2+ |/3. a VIE=|/4+1/10; ) VYIB—-2>)/2+2; )27 >V27; '
| Scriem astfel: > = 5-(24 1/3) LB 2+5 ]/3 ) 7—V2=4+2)20 |
2— -]/3 (& 3/3)- @+ /3 ) _3 B) Scrieti intr-o formd mai simpld numerele:
_10+5)73 VB0 -+ 2 /700 Vot V@ 5
‘_‘-‘—-‘=10+5I/3- , | a) 800—|—6 200; b) 81/3 + 27,0)V_2+ 32,d)21/§
La fe],_.7__:_ 7-(4+1/5) _7-44+7-V5 — 4 |/50.
i b= |/5 (4— 1/3)- (44 |/5) 2t = - 6) Calculati:
| BT YE 28 W | a) (61/3—2]/2)(81/3+51/2); b)(41/3—21/5) (V3 + |
| T~ Vs + 21/5); o) (& — 21/T0) - (4 + 2]/T0). |
Al exomphi: LA 7) Rationalizati numitorul: |
AV2-VE _(Y3-V3)-(VI-313) | PRl IT e e B G S
V_%+53_V3 (YT + 31/3)- (|/2——3[/3) 1+ /5 2—-1/6 3+1V5 YE—3 2+ 3
e R T V2:31/3 — /313 + V§ 21/3 8) Ra;iona]izatri numitorul:
Va /32— /3. 3|/3+3]ﬁ1/2_3]/—3]/3“— 2 Ve —1/3 )V‘+|/“ )31/5_2]/5.
=8-UVE-)B+9_ 17— 13)5 _ LA | V& + 1/“2 VI3l o - B3R
2—-31/6+3)/6—297 =35 25 e [/ 9) Efectuati calculele:

a) /60 +(38)/5—21/3) -I/5; b) V3 + 1V 2-[V3+ 1/ 2-
W3+12; o2+ VT -(3—21/2)- (1 + /7).

EXERCITIX

1) Ra ionalizati i :
' LCHhoRgl: 10*) Simplificati scrierea |/ (a — b)? + |/ (e -+ b)? unde a si b sint
4 £ numere rationale, a > b.
I/i%’ "c) —’)“‘ — b o) —— ;f)—g——|/7-
Ve ' i V12 /8 /5 [ . |
2) Care este mai mare: 7. PARTEA INTREAGA A UNUI NUMAR REAL
a) 3]/3 sau —V:? b) 21/18 sau e 1 1  d) 5 Am finvifat in clasa a VI-a ci partea intreagi a lui — -Z—este — 2,iar
6 V_ vz sy . 7 oy
sau _ﬁ ? alui —1,5 este tot —2; [— pilis —2,[—1,5] = —2 (vezi fig. 1.13, a).
. Fie s un numar real. Cel mai mare numir intreg m, care este mai mic
3) Completati tabelul sau egal cu s, va fi numit partea intreagi a lui s si va fi notat [s].
Astlel[s] < s,1nsa [s] 4 1 > s. Toate numerele reale mai mari dectt 1 si
4 2¢—1/2 |2(a — 1/2) ’ a—21/3 ; mai mici decit 2 au partea intreagi 1. De exemplu, [ |/ 2] = 1 (citim ,partea
| = v (a—2) 132 o intreagd a lui /2 este 1%) gi [}/ 3] = 1. Dacd m este un numir intreg, ‘
’ V2 j atunci toate numerele reale mai mari decit m si mai mici decit m + 1 au ,
; 1 partea fntreagd m. I
7_2_ De exemplu, [— |/ 2] = —2 (vezi figura 13, a); [#] = 3; [—n] = — ,
'. = ) : [— + ]/??.] = 2, cdci —3— + 1/ 2 = 2,1642... |
l V2+ ,V3 /38— 175 Intrucit [m] = pentru orice numdr intreg m, si observim ci [[s]] = ‘
== [s] pentru orice numadr real s. 3
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-] 0 7 iia
-z
al
5l s skt s (51 3
b)
5] [SJ..Zi s 5]+ s.g
c)
Fig. 1.13

EXERCITIU REZOLVAT. Pentru orice numér veal s, avam [s] 4
1
+ [S + 5] = {25].

Rezolvare. Avem [s] < s <[s]+ 1. Disl.ingem doud cazuri: (vezi
Ho el 3 hisi ¢): .

Cazul 1: s <[s]+ —é» . In acest caz ‘s + % <[s1+1; de'.(-)al'f'.'ce
sl s~} é < [s + 1], rezulti [S -+ %:l= [s]. Pe de altd parte, avem
2[s] € 25 < 2[s] + 1, de unde [2s] = 2[s]. Egalitatea se verifici.

Cazul 2: s > [s]+ -%— Rezulta 2[s] + 1 < 25 < 2[.5']' 4+ 2, deei
[25] =2[s]+ 1. Pe de altd parte, [s]+ 1 <5+ % < [s]4 g-, de

unde [.s' -+ %]= [s] + 1. Si in acest caz egalitatea se wverifici.

EXERCITII

1) Verificati ci [[/3 — /2] =0; [r—1/2 — V3] = —1; [2x] =
= ')[Tt].

2) Dovediti cd [s + ¢] > [s] 4 [t], pentru orice numere reale s i f.

3) Este adeviratd propozitia: [s 4 t] =[s] 4 [¢] pentru orice s, { reale?
Dati un contra-exemplu.

4*) Aratati c#, pentru orice numir real s, avem:

a) [s] +[s + §]+ [s+ %]=[3s}; b) [%]:[%l
(Indicatie: luati s = 2l)
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8. MEDIA ARITMETICA SI MEDIA GEOMETRICA

Fie s gi ¢ doud numere reale. Media lor aritmetici este numérul real ce
se obtine impartind la 2 suma lor:

s L
ma = -——!_—- -
2
In general, fie sy, 8y, ..., s, numere reale (n > 2). Media lor aritmetic
se obtine impartind suma lor la numdrul lor:
Syt b
Wy = - .
n

Media aritmeticd a n numere reale este mai mare decit cel mai mic dintre
numere §i este mai mica decit cel mai mare dintre numere.

Fie 5, t doud numere reale pozitive. Media lor geometried este numirul
real ce se obtine extrigind radacina patratd din produsul loe:

mg: |/ Sty

Fie numerele 2 + /2 si 2 — |/2. Avem 2 — /2 = 05857 ... <
<|/2 <2 < 34142... = 2 4 |/ 2. Media aritmeticd a numerelor este My =
_@2+1V2)+@2—12) 4
= 5 =

i b 2; media geometrica a lor este m, =

-3 ]/(2 +1/2)(2—=1/2) = V4 —2=]/2. Putem scrie astfel: 2 —
— V2 m, < my <24 2
La fel ca media aritmetica, i media geometrici a doufi numere reale

(pozitive) este mai mare decit cel mai mic dintre numere si mai mici decit
cel mai mare dintre numere. "

De asemenea, media geometricd a doui numere reale (pozitive) este
mai mica sau egali cu media lor aritmetica.

EXERCITIX

1) Aproximati media aritmetici a urmétoarelor numere reale, cu eroare

1 !
de ool a) 1,116 i 0,245; b) /2 si 4,33; ¢) /2 si |/ 3.

2) Calculati media geometrici a urmitoarelor numere:

e 5 e ; :

a) 2 si 8; b) - o & o) &— V155 44 /15; d) |/2si 2 |/ 3

e) 3+ V553 —] 5
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3) Completati tabelul:

s 2,8 4 8,1
t 3,5 1,6 3
s+t
— 5
Mg 5
g — 181 2

Indicatie: folositi tabelul de la sfirgitul manualului,

MASURATORI APROXIMATIVE

Misurati cu o rigld gradatd lungimea segmentului AB din figura I.14.
Comparati cu rezultatul méasuritorilor ficute de citre ceilalti colegi de clasa.
Majoritatea vor spune cii au obtinut ca rezultat al masuritorii 5,1 cm;
unii vor da ca rezultat 5,2 cm, altii
L] poate vor da ca rezultat 5 cm.
Fig. 114 Care este réspunsul corect? Credeti
cd poate cineva sd masoare exact?
Nici unul dintre rispunsuri nu este exact, dar toate trei sint corecte (!)
Puteti spune rezultatul masurdtorii, cu eroare de o sutime de milimetru
(sau chiar de o zecime de milimetru)? Evident, fard aparate de mésurd de
precizie mai mare, nu ()
Sé presupunem ca patru elevi an mdsurat cu rigla lungimea segmen-
tului- A B (figura 1.14) si ne comunica rezultatele:

A

54 om; 52cm: 54 cm; 51 em.

Rispunsurile nu sint exacte. In practicd, se consideri o% media arit-
metied a mai multor misuritori ne di un rezultat mai exaet decit rezultatul
unei singure mdasuratori.

1
In exemplul nostru, aceeptim ci media aritmetici 5’1+5’21_5’1+ S
= 5,125 cm este lungimea segmentului AB.
A B c D E

Fig. 1.15

Misurati cu o rigld gradatd, cu eroare de 1 mm, lungimile segmentelor
AB, BC, CD si DE din figura 1.15. Veti obtine probabil ca rezultat, pentru
fiecare dintre segmente, lungimea de 2,1 cm.

Misurati acum lungimea segmentului AE; comparati cu 42,1 ¢m =
= 8,4 cm. Puteti explica ce se intimpla?
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9. EXERCITII CU NUMERE

Acest paragraf confine exercitii ce acoperd aria cunostintelor de bazi
despre numere.* -

Subliniem incd o datd faptul ci operatiile aritmetice se pot face in
diverse mulfimi de numere: naturale, intregi, rationale, reale.

OPERATII IN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

1) Efectuati adunirile:

a) b + 206; b) 172 4 86; c) 9001 + 910; d) 11 001 + 1 011; e) 729 +
+ 2 -+ 1456 4 72 001.

2) Aflati numirul care este cu 576 mai mare decit 818.

3) Calculati binar (in baza 2): )

a) 101 4 10; b) 11001 4 1011;¢) 1110 + 1 110.

4) Efectuati scaderile:

a) 742 — 122; b) 3271 — 3070; c) 142 — 140; d) 10001 — 999;
e) 3030 — 971; f) 720 — 720; g) 172 431 — 72 453.

5) Intr-un vas sint 725 1 ulei; vrem si turnim uleiul in alte douj vase,
intre care unul are capacitatea de 500 1. Ce capacitate minimi trebuie si
aibd cel de-al doilea?

6) Efectuati inmultirile:

a) 176 - 10; b) 28 - 24; ¢) 175 - 42; d) 103 - 101; e) 1736 - 25; f) 732 -
- 240; g) 1423 - 200; h) 1400 -1 200; i) 7524 -736; j) 702-1001; k) 3-8 -
- 500; 1) 8 -7 -300.

7) Calculati binar:

a) 11-10; b) 1001 - 110; ¢) 1 001 - 1 001

8) Calculati suma numerelor naturale mai mici decit 1 000,

9) De pe un hectar cultivat cu porumb se string 6 400 kg porumb. Cite
tone de porumb se string de pe 42 000 ari?

10) Efectuati impértirile:

a) 420000 : 10005 b) 144 :12; c) 225 : 15; d) 1 024 : 32; e) 203 401 :
:451; f) 166 375 : 3 025.

11) Aflati citul si restul impirtirii intregi:

a)88 :5; b) 125 : 17; ¢) 8423 : 231; d) 1 024 : 64.

12) Arétafi care dintre propozifiile- urmitoare sint false si care sint
adevirate:

a) 42 =2%; b) 3%:34 =37; o) 84 = 212; d) 5! : 58 55%; ) (22)% — 9243,

13) Calculati suma tuturor puterilor 2" cu n € {0, 1, 2, 3, 4, 5}
Comparati cu puterea 2% Ce observati?

14) Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:

a) 2° >3% b) 3% >43; ¢) 4° >54

15) Efectuati:

a) 37 :3% 4 39 — 31; b) 5958 2. L 35 : 3476 . 91,
d)zs.%2¢+2s.(22+2)].’ : L i gt

* O parte din acest paragraf a fost intocmiti cu sprijinul tov. prof. I. Ligor.




et o e e e

16) Calculati suma divizorilor numiruhui:

a) 20; b) 24; ¢) 28.

17) Descompuneti in factori primi:

a) 124;b) 1 232;c) 1 089; d) 3 249; ) 100 - 27; ) 111 - 15; ; g) 12 - 27 - 50.
18) Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) 200 i 1000; b) 1 444 si 3 249; c) 24, 36, 72 si 144.

19) Aflati cel mai mic multiplu comun al numerelm

a) 18, 24 5i 25; b) 12, 21 si 45; c) 18, 60 si 90.

OPERATII CU NUMERE INTREGI

20) Efectuati calculele:

8) (—=5) + (=2); b) (—=5) 4 (4-10); ¢) (+4) + (-+10) — (—12) —
— (+27); d) (+36) — (—12) + (+14) — (+24) + (—48); e) (—12) —

— (+14) — (—9) — (4-16) — (—8) — (+11).

21) Efectuati inmultirile:

a) (=5) - (+5); b) (—4) - (—6); c¢) (424) - (—30); d) (+4) - (—15) -
*(=12); e) (—=3) - (=5) - (—8) - (—3).

22) Sint adevirate propozitiile:

8) (=2)° + (—=2)° = 2% b) (—2)° = (—5)* +7; c) 3%+ (=3)° > 1;
d) (—=1)% 4 (+1)% = (—1)2 4 (+1)2.

23) Calculati:

8) 2— {3 — 4[5 — 6(7 — 8- 9)]}; b) (—1)°+ (—2)2 + [2 + (—1)17] - 4

JPERATII (U NUMERE RATIONALE

24) Efectuati:

a) 2,71 4-3,29; b) 72,5 — 0,24; c) 24 — 25,2; d) 246,2 — 247 ; e) 7,25 —
— 725,

25) Efectuati:

a) 24,32 -10; b) 1,003 - 10 000; ¢) 0,04 - 10%; d) 12,5 - 0,12; e) 0,2 - 0,4;
f) 32,5+ 2,4; g)(03)2 h) (0,1)%;1)1,2-1,3 - 1,4; 3)9604 0,007; k) 56,25 - O?J

26) Scrletl sub forma de fractie ireductibili (snmphhcatl)

B Al B e a0 ok
157 " 3e0r et Y aganor Y i
27. Calcu]atl
15 3 17 13 8 71 3 5
ST P N oA S PR 2
8 +12' o R i e i S
3 4 8 it - i 2.3 3.5
) —.— 25 :—. h) —:5; i) —: - — .
S e B S iR R R 32.7
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28) Calculali

ol i s T 1 1
1 —-'— =l by = - = "
B S e R Tt T g
! 1 1 1 1
TR T BTN I T PO O O
) 2+4—i8+16' ) 4{ 4[ 4( 5”

29) De pe o sutd de hectare irigate, o cooperativii agricola de productie
a obtinut 628 t porumb; de pe celelalte doud sute de hectare cultivate cu
porumb, neirigate, cooperativa a obtinut 785 t porumb. Cit porumb a obtinut
cooperativa, in medie, la hectar?

OPERATII CU NUMERE REALE

30. Aproximati pe /5, prin numere rationale, cu eroare de 0;01.

31) Efectuati:

)b/ 3—4 /By 2 VT -2 VT; )3/8+4)/8—6|/8:
d)y 8 23— 313 —9 T #)2 /50— /08 —3 /3.

32) Afllati valoarea de adevar a propozitiilor:

a) 21/3=1/6; b)2 /5= |/20; o) /2 =141;4d) 2]/%> 6;
&) 3 172 =9 /8.

33) Efectuali inmultirile:

a) (2 + 1/'5) (2—1/5)' (2 —1/80 (/2 L B e (2 B
LAy — L) 2[/u—3 (20173 3-3)7 @) (7 2| 6) (9—4[/_6),

(V24 1/3) (2 l/_— 1/3); g) (3 + 1/45) (3 — /%)
34) Scoateti factori de sub radical:
a) 1/150; b) |/2400; c) |[/48; d) |/80; e) 1/ 22%, unde z este

un numar real.
d) 3 1/0B; ¢) 2 \/é

35) Introduceti sub radical:

a) 3 [/2; b) 9/5; ¢) 6/02;

38) Restringefi: \/3 4 = 3 e Vgt 2,
) Restringeli: e 3 4+ g T

37) Ratlionalizati numitorii:

) /3 4 /8 7
L SR B T e
1/2 /3 [/6 5 /2 /8
38) Ratlionalizati numitorii:
1 1 5 1
; —— b = ;e — ; d =
Ll me O A O ey e AV
[/h b

e

—YB
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39) Efectuati calculele: :
a) —V32+2V3 b2 VI—(L+1VD% 5 V241 -
— V) 2-312); 3 (VE+1VE): V2] (V2 - V3).

40) Aproximati cu eroare de 0,01 numirul real Y15 — 3

10. ECUATII LINIARE (DE GRADUL I)
CU 0 NECUNOSCUTA
Si ne reamintim cd ecuafiile sint propozitii cu variabild. De exemplu
2x —1 =7 — X, x € {—4, 1, 2,4}

8x* =1 — xy, X, yeq
& \ xch
1+ x2

sint ecuatii. Dintre acestea, prima si a treia sint cu o singuré variabild, iar a
doua este cu doud variabile. Variabila intr-o ecuatie se mai numegte §i necu-
noscuti. Vorbim astfel despre ecuatii cu 0 necunoscuti; cu doua necunoscute
si aga mai departe. Pentru notarea necunoscutelor se folosesc de obicei lite-
rele de la sfirsitul alfabetului: x, y, 2, ....
Am invatat in clasele anterioare ci a rezelva o ecuatie inseamnd a gisi
multimea tuturor solufiilor sale (mul{imea de adevar).
De exemplu, 1 este solutie a ecuatiei
L8]
Zx= i , XER,
& &
deoarece inlocuind. necunoscuta X, in enunful ecuatiei, cu 1, obtinem o propo-
zitie adeviratd. Dimpotrivd, numirul 2 nu este solutie a acestei ecuafii,
deoarece inlocuind pe x cu 2, ob{inem o propozitie falsi.
Observajie. In cértile mai vechi se scrie cd ecuatia 2x = 4 are .solutia
x = 2. Corect este: ecuatia 2x = 4 are solutia 2, dacid am presupus ci xR
(sau apartine unei multimi ce-l are pe 2 ca element,).

EXERCITII

»

1) (oral) Spuneti care dintre ecuatiile de mai jos este cu o necunoscuty
gi care cu doud necunoscute:

1 .
8) X+ 5=y —20%yER); b) x——gl-—5=0(x, yER); o) 1 —

—x=xxX—1(xcB); Ox+y+2=0(xy,2c2); ¢ /2 +
+1/3(x—1)=2(xER).

2) Scrieti exemple de ecuafii cu o necunoscutd x.

3) (oral) Propozitia cu variabildi 2x —1=1=5x—4, x € R este o
ecuatie? De ce? _

4) Care dintre elementele multimii {—1, 0, 1, 2, 3} este solutie a ecua-
fiei: a) x—1 = —2x 4 2; b) x—1=4—"_4‘“—’*-; 8 B g S T

5) Care dintre numerele —2, —1, 0, 1, 2, 3 este solufie a ecuatiei:
a) 2x2 —1=1:b) x-x—1=4; ¢) 2x + 1 =x-%x?

DEFINITIE. Vom spune cii doud ecuatii cu 0o necunoscutd sint echiva-
lente dacid au aceeasi multime de solufii.
De exemplu, ecuatiile
X=2 xe {0, 1, 2}
i X-x—4&=0, x e {0, 1, 2}

sint echivalente; ambele au o singurd solutie, numérul 2.

3

La fel, ecuatiille 3Xx=5, x¢& {i, %7 3 §}

§i X = % , X & 0, sint echivalente.

Ecuatiile 2x =4, x € R si x=2, x € R sint i ele echivalente.
EXERCITIU. Decideti daci ecuatiile de mai jos sint echivalente
gau nu: a) 2x—1=0, x€Q si 2x—1=0, x&€N; b) 2x—1=0,

erﬁix:%, XEQ; ) bx14=0, XCZ§i—x—1=0, x€ Q.

fn clasele a V-a gi a VI-a am rezolvat ecuatii in care necunoscuta putea
% ia valori in mulfimea @ a numerelor rationale sau in submulfimi ale ei.
De acum inainte vom considera ci necunoscuta unei ecuatii ia valori reale.
Mai precis, dacd nu se specificd nimic, vom considera ci X € R.

Una dintre cele mai simple ecuatii liniare cu 0 necunoscuti este

x—1=0 xe&R.

Aceastdi ecuatie are evident o singurd solutie,anume numirul real 1.
O ecuatie de forma
ax+b=0 xR,

unde a si b sint numere reale, iar @ # 0, va fi numata ecuatie liniari cu o
necunoseutii (sau ecuatie de gradul I cu o necunoscuta).

In rezolvarea unei ecuatii (a ciirei necunoscutd ia valori in multimea
numerelor reale) putem folosi urmatoarele proprictati:

Proprietatea 1. Adunind la (sau scdzind din) ambii membri ai unei
ecuatii acelagi numar real, obtinem o altd ecuatie, echivalentd cu prima.

Proprietatea 2. Inmultind (sau impéartind) ambii membri ai unei ecuatii
cu acelagi numér real, diferit de zero, obfinem o altd ecuafie, echivalenta cu
prima.
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EXERCITIU REZOLVAT. 84 rezolvim eevatia 2x —1 =0, x & R.
Adunam la ambii membri nurdrul 1 (pentru a izoia necunozcuta in membrul
sting). Obtinem ecuatia 2x =1, x € R, care este echivalenta cu prima.
Impértim ambii membri ai acestei ecualii cu numirul 2; obtinem ecualia

i\ A : : .

X=--, XE R, care este i ea echivalenti cu prima! Evident, aceastd
o . . g . - 1 .
ultima ecuatie are o singura solufie, anume numarul real —z—; deci prima

. ]
ecuatie are solutia —.
i % _
in general, o ecuatie liniard cu o necunoscuti:
ax +0 =0, xe& R,

in care @ # 0 si b sint numere reale, se rezolvi in doud etape:

1) Scadem din ambii membri pe & gi oblinem: ax = —b, x € R.
: 5 : : ; b

2) Impartim ambii membri cu a si obtinem: x=——, x&R.
a

; ; e g - R :
Ultima ecuatie are ca unicd solutie numirul real — — si este echiva=
(74

lentd cu prima ecuatie.

EXERCITIL

1) Rezolvati ecuatiile (x = R):
a) 5x=2; b) 8x—7=0; ¢) |/2x4+2=0; d) [/ 2x= |/3;
14 5

e) —-x——=0.
3 7

2) Este adevarata propozitia:
,Orice ecuatie de forma ax +1 =0, x £ R are o solutie*?
3) Rezolvati ecuatiile:
a) n~2~x—-—1~=0 xcR: b) 1.5y=175, yeR; cj \/iz-}-i:O
3 b e~ T : R 5 2 ;
ze R d) V‘fx—1=0, xe R.

ECUATII REDUCTIBILE LA ECUATII LINIARE
Si ludm ecuatia
L ox - u =5, xeR

in care a este un numdir real poziliv.
Scadem, din ambii membri numirul 5; rezulti

2x +a—5=5—35,

40

adica
9% -La—5 =0, XcR.
Si scidem din ambii membri ai ecuatiei date pe a; obtinem
2x +ta—a =5—a,
adica -
2x =5 a, x € R.
Observim cii proprietatea 1 inseamnd urmdtoarele: putem trece ter-
meni dintr-un membru in celdlalt, schimbindu-le semnul.
Fie de exemplu ecualia
2x — 2 =3x + 1, xR
S-0 rezolviim, tinind seamid de proprietitile 1 si 2.
Trecem in membrul sting toti termenii din membrul drept; obtinem
2x —2—1 —3x =0, xR

ecuatie care este echivalentd cu prima; reducind fermenii asemenea, aceastd
ecualie se scrie '
—x— 3 =0, x c R,

care este o ecuatie lintard cu o necunoscutd. Solufia ei este numdrul real —3.
Deci, —3 este solulie si a primei ecuatii.

S4 observim cii putem rezolva ecuatia si astfel:

— trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta x;
trecem in membrul drept Lermenii in care nu apare necunoscuta. Obtinem

ecualia
2x—3x=1+2, x€EBR
adicd
Sy ey : x € Ry
— imp¥r{im ambii membri ai ultimei ecuatii cu —1; obtinem
x=—3, xck,

ecuatie ce are solutia —3.
In general, o ecuatie de forma:

ax + b =ex +d, X ER,
unde @, b, ¢ si d sint numere reale, se rezolva astfel:

1) se trec in membrul sling termenii in care apare necunoscuta; se trec
in membrul drept tofi termenii in care nu apare necunoscuta. Obfinem astfel
ecuatia echivalentd (cu prima):

ax—cx=d—5b, xR
gau A
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2) Daci a # ¢, atunci a — ¢ # 0. Vom impiirti ambii membri ai ecua-
tiei cu @ — ¢. Obtinem ecuatia
d—b_

=" ; xeR
@ —"1C

care are ca solutie unicd numdirul real

. ; acesta este solufie §i a primei
—e

ecuatii. .

Dacd @ =¢ s1 b # d, atunci ecuatia initiald nu are solutie; multimea
solutiilor sale este 0.

Dacd @ =c¢ §1 b =d, atunci orice numdir real z este solulie a primei
ecuatii; multimea solutiilor sale este deci R.

EXERCITIU

Rezolvati ecuatiile (presupunind x € R):
1
a)Zx—]-E:x—i; b) 3x—3 =2x+1; ¢) x4+1 =—x+3;
d) 3x +2=3x+2; e)2x+1)—x=x—1; f) |/ 2x—1 =x.

EXERCITIU REZOLVAT

Sd rezolvdm e(u;ai;ia:
(x4+2):(x—3) =x(x+1), xcR.
Desfacem parantezele; ecuatia devine:
x2—3x+2x—6;x2+x, X R

Trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta x, iar In
membrul drept ceilalti termeni. Obtinem ecuatia:

¥—3x42x—x—x*=6, xcR.
Reducem termenii asemenea:
—2x =6, x & R.

Aceastd ecuafie este echivalentd cu prima; o rezolvim; ea are solutia
—3; deci si prima ecuatie are ca unicd solufie numarul real —3.

Verificare. Prin inlocuirea lui x cu —3, membrul sting al ecuatiei devine:
(—3 +2)+(—3 — 3) =(—1)+(—6) =+6, iar membrul drept devine:
(—38) (=3 +1) =(=3)(=2) = +6.

Am verificat astfel ci —3 este solufie a ecuafiei initiale.

42

EXERCITIU REZOLVAT

Si rezolvim ecuatia: = : , x € R\{—1, O}
X x 1

{nmultim ambii membri cu X, apoi cu X 4 1; obtinem ecuatia
4x41) =5%, xSB\{-1 0}

echivalentd cu prima. Ea se transforma intr-o ecuatie liniard cu solufia 4.

EXERCITIU

Rezolvati ecuatiile:

a) (-;—K-l-i)-(;—x—z):(é—x—1)'(x—}-2), x € R;
oy 5 Vi g5t
b Vayy—0) =@+ (V2 +1), yER; o) 57—~ —3771’

5 3
e B\ {— ¢ d -+ =0, x € R\ {—1, 1};
X N{—1, 2} )x—i T d }
x—2 x—1 :
Lo SR e , RN {—1, 1}
) X — ‘x41 - \,\{ J

EXERCITIU REZOLVAT

Sid rezolvim ecuatia
MY — Dk D BER
in care m este un parametru* real.
Trecem in membrul sting termenii cu X, iar in membrul drept termenij
liberi; obtinem ecuatia echivalentd cu prima:
_ mx—x=2—2m, X€ER
pe care o mai putem scrie (m — 1)x =2(1 — m), x €R.
Coeficientul necunoscutei x poate fi gi 0 (anume atunci cind m =1).

Se impune astfel sd facem o analizd a cazurilor ce pot apare.
1) Cazul m # 1. In acest caz, imparfim ambii membri ai ecuafiei cu

m — 1 si obfinem ecuatia _

X =—2, xeR
care are solutia —2. Deci, dacd m # 1, prima ecuajie are mulfimea solu-
tiilor formatd doar din numirul —2.

* parametru = literd, ce poate si ia diferite valori, dar care in calcule este consi-
deratd constantd.
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2) Cazul m = 1. In acest caz, ecuafia initiali se scrie
X—2=Xx—2, xXER;
multimea solutiilor ei este R. Cu alte cuvinte, orice numir real este solutie
a ecuatiel,
Observafie. In cirtile mai vechi, aceastd analiz§ a cazurilor se numegte
discutie. Incercat,i 8d nu folositi acest cuvint. Corect: »analizdm cazurile
c¢ pot apare atunci cind parametrul ia diverse valori®,

EXERCITII
1) Hezolvati ecuatiile:

X 5z 10 1 1
_=4;b—-=—_—- — e d — — .
T 5 =g ik i B =SB D -

2) Rezolvati ecuatiile 3 =8 — 5, X € R 5i 9 —8x — 1, x €R,
Sint aceste ecuatii echivalente?

3) Rezolvati ecuatiile:

a) 7x —5 =2x 4 13, xeR; b) 11 — 8y =13 —3y, ¥ € R;
©) 5(32—5)+8 =39, 2 € R; d)3x—2(20 — x) =5x — 812 _ x) - 20,
XER; o) (5—y) -4 =10(6—23y) — 88 — y) + (8y — 18), y & B,

X x—3 x 3z4+1 bz—1 zZ-+5
) — =— R: — = — .
) 5+ 5 3 xcR; g) 12 5 5 2, z€ER;
h)g-"_sﬁ_,_w__;é__z:(), yeR

1) In ecuafiile care urmeazd, @ este un parametru real. Rezolvati-les
a) ax —7 =5x + 8, x € R; b) ax -+ 2x =10 + x, x € R; e) (1 +
+y)(e+1) =2a+y), y eR. k

5*) Rezolvati ecuatiile:

9 3 5 1 x4 7 x4 1
) —+—==+4+—, x& R\ {0}; b —— e L
x 7 X 2 il )2x+3 2x —1
3 4| 4 7 2
XER {-——'n -——l- = ——) R —_ & e
B B iy el L Lkl
3 5 '
e e R BN {—3, —2, 0}
+1(4-3 X Eatad ' }

6) Rezolvati ecuatiile (in numere reale):
a) |/2x —1 =11; b) 8 = |/Bx—1; ¢) 2x = |/ 3x — 6;
d) 4 — /2 = /Dty )]/ Bx X; B V24y=1—1/3y.

7) Aproximati cu eroare de 0,01 solutia eeuatiei: :
a) |/3x — /2 = |/5, x € R; b) V2x +1 =)/3 _ X ER,
¢) /5x —1 =]/2x, x €R.
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8) Rezolvali ecualiile: 4
a) 3x—5=1;Db) 24 4x=3; ¢) —3x+4=29; d) 9 — 2y =173

©) 40y +4=3; 1) 4=Ly 1 10 R e
3 2 3
9) Rezolvati ccuatiile:
JE 0T T D B T L e SE G )
B el o . 2T R BN 6¢

1 1 1 o ASB
.c)x-—12=g(x+i2); d) GX—8=ZX—§; e) 3(x—-2}+-2~=

—fx+ 5 (14205 0) T+ 0) = Ax—2) — &5 — x); g) (g—sy)—

o
— 713 == ey
7( 3")

10) Rezolvati ecuatiiles

43 bx  Bx—d06 10 1 : 1
: e B s S 14+ —(i1x —
a) 2 o 3 +,3, ) 5( )+ +_5

= 6] =03 o) 9x_.5l‘2;_4§= 100.

11%) Rezolvali ecualiile:

) (X 4) (X+8) = (x—1) (x-2) +11; b) @x41)(x—3) =
=(x+2)@x—1)—13; ¢) (X + 1) (x—2) = 3 — X) (4 — x) + 1; d) (x +
+ 12 4 (x =3 = (x — 1)* + (x + 3)%; ) (Bx 4 2)* + (hx — 1)? = (5% -

=79,
12%) Rezolvali ecuatiile:
5k -7 43 3x— 4 O] 2x 14
_— b — 5 3— ..—'_-—-'d i—
& dx— 1t 1o )GK—'J Ziige) 5x % )x—[—i
Lo e)z_x e 3x L 2
SRET T gy hSUERE =

(Indicatie: stabilifi mai intii multimea in care ia valori necunoscuta.)

13) Rezolvati ecuatiile (in care a este un parametru real):

a) ex+1=ua;b)3x —4a=1;¢) ex=X—7a;d)ax+a=11 x

14) Pentru ce valoare a parametrului real @, solufia ecuatici 8ux =
= 3a + 2X" este —;- ?

15%) Allati valoarea parametrului @ pentru care ecuatiile ax + 4 =
=a si 20(l —x) =1 au aceeasi solutie.
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" LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRIK
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

LUCRAREA I

1) Scriefi sub formi zecimali numerele rationale:
11 3.8 & 2,
a) =i b 5o 0)3-—_'5—-
2) Efectuati calculele:
a) 1,3:45 — 215 4 §,1+0,3; b) (—1,6)2 + 3,44; ¢) 4,3% - b2
(4,008 = (=bJ*.
3) Stabiliti valoarea de adeviir a propozitiilor:
a) /0,36 = 0,6;- b) /08I > 1; o) |/0,6% <1; d) 1/0.16 < |/0,0-
4) Aproximati, cu eroare de 0,01: :

a) VT; b) V75 |

LUCRAREA A IIA

1) Stabiliti valoarea de adevilr a propozitiilor:

a)w€[1;3]; b) Y2 Q; o) VIe[t; 2; a) L+ V5ent;,3);
e) V2> 141; 1) /3 < 1,83; g) ©=> 3,15,

2) Scoateti de sub radicali:

a) [/27; b) 1/98; o) /5L,

3) Efectuati calculele:

) (V7=2)(VT+2); b) (VI —3)- (/T +8); o QYT+
+ V1) - (V7 -3 |/ 19).

4) Rationalizali numitoriis

a) g b) 3 4 c) 2
K3 33t e
5) Rezolvafi ecuatia 5x —1=197 —2x (x € R). Scricti solutia sub
formi zecimal. > '

CAPITOLUL II

POLINOAME SI FRACTII RATIONALE

1. FORMULE

In matematici, precum si in fizicd, chimie i alte stiinfe sint folosite
foarte des formule; cu ajutorul lor se prezintd, intr-o formi prescurtati,
informatii care altfel s-ar scrie cu multe cuvinte, pe multe rinduri.

De exemplu, daci vrem si explicdm, cum, -putem afla lungimea unui
cerc, cunoscindu-i lungimea d a diametrului, scriem

L ==d

in loc de a scrie: ,ca s aflim lungimea unui cerc, inmulfim numirul = cu
diametrul cercului®.
Aria acestui cerc se poate aila folosind formula,

A = 7re;

aceastdd formuld inlocuiegte urmitoarea propozitie: ,ca sy aflim aria- unui
cerc, inmultim numiérul = cu p#tratul razei cercului®,
53 ludm si citeva exemple de formule din fizici. Scriem

m

pr="r—
v
in loc de a scrie: ,densitatea unui corp se afld impéar{ind masa sa la volumul
siu®,
De asemienea, scriem,
Q=cm(T —1)
in loc de a scrie: ,cHldura consumati pentru a aduce un corp de masa
m de la temperatura ¢ la temperatura 7 se afli inmultind c&ldura masici
(specificd) a corpului cu masa, corpului i cu diferenta temperaturilor®,
Scriem,:
e F
S
in loc de: ,presiunea se afli imp#rtind forta ce sé exercity asupra lichi-
dului Ia aria pe care se exerciti aceastd forty®.

47




obiect
SEC N
\\ "-_‘
S oL d
\\ \‘-
S ~
"-‘ ~
<
L)) e L f S
- \\\ B o EEEEEE—— o
~
"'-.__\ ~
~ 4
N e e e e e e T e S e e
imagine

Fig. 111

Legea de formare a imaginilor prin lentile (vezi [ig. I1.1) se scrie:
[* =dd,

in loc de: ,pitratul distantei focale a unei lentile este egal cu produsul distan-
telor de la obiect, respectiv imagine, la focare®.

Pentru a prezenta o informalie pot fi folosite, in general, mai multe
formule. De exemplu, si prezentdm modul de calcul al perimetrului deeptun-
ghiului din figura IL.2.

Putem scrie formula:

P=2-4-42B (cm)

——

Becm

sau formula

7 P =2-(A 4+ B) (cm).

Fig. 11.2 Si analizim aceste dona formule,
‘ Dacé am folosi-o in practicd pe prima,

ar trebui sd efectuim doud inmulfiri (mai intii 2 - 4, apoi 2+ B)si 0 adunae,

Daca am folosi-o pe a doua, ar trebui sd efectuim o adunare, apoi o inmultive.
A doua formula este mai bund decit prima; ea ne permile si economisim o
operatie. :
De reguld, oamenii aleg pentru calcule formula cea mai convenabili.

EXERCITIU REZOLVAT

In poligonul de incerciri este incercat un automobil ,Dacia 1300,
pentru verificarea sistemului de frinare. $oferul asigurd mai intii masinii o
viteza », apoi, in dreptul unui obseivator, frineazd bruse. Observatorul mé-
goard distanta d parcursd de masina din momentul inceperii {rindrii pind in
momentul opririi. Rezultatele verificirii sint trecute in tabelul:

Viteza masinii in km/h (v) | 50 | 60 80 90
|

Distanta de frinare in m (d) 25 | 36 64 81

Putem deduce o foermuld care sid ne dea aceste informatii intr-o formi

prescurtata?
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Sé imparim vitezele la 10 si si completim tabelul:

| oo 5 56 8 9
10
d | % | 36 64 81

Observam cit n linia a doua sint trecute tocmai pitratele numerelor
din prima linie. Astlel, formula .
7 \2
==
10

ne descrie informaliile continute in tabelul cu rezultatele verificarii.
Automobilil are acum viteza de 70 km/h. Putem ,estima® care
va i distanta de frinare?
Daca forraula pe care am stabilit-o mai sus este valabili si in acest
caz, alunci putem spune dinainte, fird a mai misura, cd distanta de

! 0,2 :
frinare in acest caz va fi de (% = &9 metri. Dar oare formula stabi-

lita este valabild in toate eazurile?

5S4 presupunem cd aceastd formuld este valabili pentru viteze
cuprinse intre 30 si 100 km/h, peutyu toate autoturismele ,Dacia 1300,
Cu ce viteza este recomandabil sa circulém intr-o zi cu ceald, vizibili-
tatea liind de 25 metri, cu un astfel de automobil?

Dacd in cale ne apare un obstacol, distania de frinare trebuie si
fie de cel mult 25 metri. Din

(5]
10

deducem v = 10 |/25 = 50 km/h. Deci este recomandabil si circuldm
cu cel mult 50 kryh.

EXERCITIL

1) Aria lotald a unui cilindru (vezi fig. 11.3) este descrisi de formula
A = 2mr2 & Grh.

Analizati numirul de operatii ce trebuie efectuate, presupunind ci 2n —
= 6.283... Puteli scrie si o altd formula pentru calculul ariei totale, mai con-
venabila?

2) Pentru calculul ariei hagurate din figura I1.4 putem, folosi oricare
dintre formulele:

A = nR? — gr?

A = (R —?)
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sau
A==n(R—r)(R+T)

Care dintre aceste formule credeti cii este cea mai convenabili?

8) In jurul unei statui avind baza patrati (de laturd s metri) se insi-
minteazd cu iarbd o suprafati dreptunghiulard de dimensiunile din figura 11.5.
Stiind cd insdmintarea cu jarbd a unui metru pitrat de teren costi a lei,
scrieti o formula pentru calculul costului total al insdmintarii terenulyi.

4) De la autogara din orasul 4 pleaci un autobuz spre comuna C,
care mai opregte si in comuna B. Costul unui bilet de cilitorie de la 4 in B
este de 6 lei, de la A in C este de 9,50 lei, iar de la B in C este de 5 lei;
biletele le vinde soferul autobuzului.

La plecare, in orasul 4, sole-
rul a vindut b bilete de 6 lei si ¢
bilete de 9,50 lei.

Intre B si C autobuzul este
~ oprit de un echipaj de control, care
gisegte caldtorind a caldtori, toti
avind bilet.

4 L Citi lei a incasat soferul pen-
™ tru biletele vindute? Scrieti si o
Fig. 11.5 formuld mai simpla.

2. FOLOSIREA LITERELOR: CONSTANTE
S1 VARIABILE

Am folosit pind acum de multe ori litere, in mai multe scopuri.
De exemplu, in formula ce exprimi lungimea unui cerc

L =md

apar trei litere: L, m §i d. Dintre acestea, litera = este folosita pentru a nota
un numyr real, pe care nu-l putem serie zecimal in intregime (anume 3,1415...);
aici ea este o constanti. Literele L si d sint folosite pentru a nota numere
reale neprecizate. Observam ca pentru diferite valori date lui d, oblinem
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valori diferite pentru L. Literele L si d sint variabile, iar formula ne indici o
legdturi intre aceste variabile.

Sa privim formula fizici
Q=cm (T —1)

ce exprimi cantitatea de cildurd consumati pentru a aduce masa m de apd
de la temperatura ¢ la temperatura 7. In aceasti formuld, litera ¢ joaci rolul
de constanta (valoarea ei este de aproximativ 4185,5 joule/(kg. grad)); literele
Q, m, t si T joacd rolul de variabile. Aceeasi formuld poate exprima canti-
tatea de cildurd consumati pentru a aduce masa m de fier de la temperatura
t latemperatura 7'; de data aceasta, constanta e ave alta valoare (anume apro-
ximativ 460,4 joule/(kg. grad)).
Aria totala a cilindrului din figura 11.3 este exprimatd de formula:

A = 2ar? 4+ 2nph.

3

I‘n accastd formuld apar litere si numere. Numdirul 2 s1 litera 7 sint constante;
literele A, r i % sint variabile.

Variabilele se mai numesc uneori si nedeterminate.

3. MONOAME

Membrul drept al formulei ce exprima aria cercului de razi r:

= ';:[‘2

este un monom in litera r; acest monom este produsul dintre coeficiontul
constanl = i patratul nedeterminatei (vaviabilei) 7. Gradul acestui monom
este 2.

' Membrul drept al formulei ce exprimd aria laterali a cilindrului din
figura TL3, anume

2 m"k

esle un monom in literele r si k; acest monom este produsul dintre coeficientul
constant 27 §i produsul nedeterminatelor r si . Ambele nedeterminate apar
In monom cu exponentul 1(1); gradul total al acestui monom este 2.

Dar expresia 2zrh poate fi considerati monom in litera h; de data
aceasta, monomul este produsul dintre coelicientul 27r (care nu mai este o
constantd) si nedeterminata h. Gradul acestui monom este ih.

In general, un monom de gradul m> 1 in nedeterminata X are forma
(L

unde e este coeficientul monomului. Coeficientul acestui monom poate fi o
~ s v

constantd (deci un numar real) # 0, san un monom in alte nedeterminale.

Gradul monomului este un nuiir nabural.

21
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Un monom in nedeterminatele X, ¥ si Z poate fi scris in forma
XM Yoy
unde m, n, p sint numere naturale > 1. Gradul (total al) acestui monom este
ne - n -+ p, iar coeficientul siu ¢ poate fi o constantd sau un monom in alte
nedeterminate.
Sii ‘observim ci gradul se calculeazi tinind seama de literele ce
sint considerate nedeterminate. De aceea, este bine si precizim, care

litere sint nedeferminate. De exemplu, spunem: ,gradul in Z al mono-
mului ¢ X" Y"ZP este p, gradul in X si Z al monomului cX"mY"ZP este

m -+ p ete.”.

In problemele practice, atit coeficientii cit §i nedeterminatele reprezinti
de obicel numere reale; cum inmultivea numerelor reale este comutativa,
considerdam, ¢a literele ce apar inbr-un monom, pot fi comutate dupd dorint.
Astlel, de exemplu:

2X2Y, XYY, Arx IVEX

reprezintd acelagi monom in nedeterminatele X si Y.

EXERCITII A

1) (oral) Precizati coeficientii urmitoarelor monoame in nedetermi-

nata X:

a) 3X3; b) 7XY; ¢) 0,51 X2; d) — -; X8 &) /232X f) - 2aXiY:

g) babX?.
2) (oral) Precizati gradul in X al urmitoarelor monoame:

a) _% 25 b) 2nX; ¢) 22,425X V2% d) (/3 + 1) X7¥?; e) 2aX°Z;
v

i
)
2 Xn+1 Y=L

f)
3) (oral) Care litere pot fi considerate nedeterminate in:
a) 2aX; b) 5abX3; ¢) |/ 2X3Y2Z?

4) Este adevidrata propozifia: ,Cele doud scrieri de mai jos. reprezinti -

acelasi monom* pentru:
a) 3X?5i 3XX; b) 5XY si —5YX;¢) —;— XY* s_si-% 2X;. d) 2X -1

§il - 2X;e) 2X272 5i 2XY XY ; f) 202 si 2aa?

Monoamele in care nu apare litera X pot fi considerate ca avind gra-
dulin X egal cu 0. Astfel, constantele diferite de 0 pot fi considerate monoame
de gradul 0 in orice nedeterminaba.

De exemplu, gradul in X al monoamelor —5, —5q, —5Y, —b5aY este 0.

Va trebui si identificdm monoamele X, 0X2, 0X° 0X* (in

general orice monom cu coeficientul 0) cu constanta 0. De aceea, con-
stanta 0 ,nu are grad“l
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EXERCITIU

Precizati coeficientul, gradul in X si gradul in ¥ pentru urmitoarele

monoame: a) 2X?% b) 3X¥?; o) — % Y% d) |/ 2XY; e) nX?; f) -;-n b i

Dacd coeficientul unui monom (in care apar litere) este 1 sau —1, se
obignuieste sd nu se mai scrie cifra 1 In monom; astfel, in loc de 1 XY se scrie
mai simplu XY; in loc de —1 X? ge scrie mai simplu — X®; scriem X in loc
de 1X i — X*¥'in loc de —1 X1, '

Am invitat in clasa a VI-a si Inmultim doud monoame. De exemplu,
inmultind monomu! 2X (in nedeterminata X) cu monomul 3XY (in nedeter-
minatele X si ¥), obtinem ca rezultat monomul 6X%Y:

2X-3XY = 6X?%Y.
Alt exemplu: inmultind monomul —% X? cu monomul 3X® (ambele in ne-

determinata X) obtinem ca rezultat monomul — -g— X%

Fie ¢X™ si d X" dousi monoame in X (de gradem > 1 gi n > 1, avind
coeficientii ¢ # 0, d # 0). Atunci

(eX™) - (dX") = (¢ - d) Xm;ﬂ.

In problemele practice, nedeterminats X reprezintd de obicei numere
reale # 0; deoarece orice numir real = 0 ridicat Ja puterea 0 este 1, se consi-
derd cid X° este constanta 1.

Deoarece produsul constantei 0 cu orice numar real este 0, se considerd
ci: 0-(cX™ = 0 pentru orice monom ¢X™. De asemenea, se consideri ca
0X =0,0X*=0, si in general 0X™ — 0 pentru orice m & N. Astfel, regula
de inmultire se extinde pentru orice monoame:

(cX™) - (dX™) = cd Xmn,

Regulii. Coeficientul produsului a doud monoame este produsul coefi-
cientilor monoamelor. Dacé ambele monoame sint diferite de 0, atunci gradul
in X al produsului este suma gradelor in X ale monoamelor.

Aceastd reguld se extinde si pentru mai mult de doui monoame i
pentru monoame in mai multe nedeterminate. De exemplu

(2X7) * (3Y) + (—2Z) = (6X2Y) - (—22) = —12X°YZ,
(2X*Y?) + (3X°Y®) = (2 3) X257 — 6 X7 Y5,

4 i
(—3m2X) -(— . m) - ((—3) : ( . 3)) MPLXMHO = f3 X,

(V2X) (= 1V2) = (V2 (- V2))X = —2X
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Inmultirea monoamelor este comutativi si asociativd. Monomul
constant 1 este element neutru pentru inmultirea monoamelor.
Se obignuitste sd se scrie monoamele de gradul m >1 in X in forma

cx

(¢ este coeficientul monomului).
Aceastd scriere este numitd eanonicd (adic scriere tip, standard).

EXERCITIT

1) Scrieti in forma canonici monoamele (in X): a) 2XX; b) |/ 2XY X%
V2 yxy. a) — [%ii_xy.

¢) — ——

2
~ 2) Efectuati produsul monoamelor, scrieti rezultatele in formi cano-
nicd (ca monoame in X):

a) 3,2X?si 05X; b) 2X° si 0; c)-;—X" §i —3X; d) —%X si 8X5;
e) 15 si %Xz; i) —%Xz si %X; g) aX si —aX?

3) Efectuati inmultirile:

5) X+9X-8X;: b) 2X~(—-5XY)-(%- Y); ¢) (—1,5) - (—4&X) - (0,5X);

d) (—5X) - (—27) - (—0,32); ¢) (|/3X)-(1/27)(1/6X) ; f) (/2 — 1)aX-
(/2 4+1)X2-2a.

4) Cu ce monom trebuie inmultit —:;— X® pentru a obtine:

a) 3X°%; b) 5X%Y; ¢) aX®; d) —2aX?Y; e) —3abX2P

b) Efectuati inmultirile:

a) 2X*-3X?Y% b) 2X°Y - (—3XY?; ¢) (—3aX?) +(—2aX); d) (—X?) -
.(—6X); €) (—X%:(—X7)- X"

6) Scrieti urmatoarele monoame ca produse de doud monoame in X,
scrise in formd canonica:

a) 10a®°X3; b) 2abX?%; o) -——-:TX3Y2.

7) Efectuati:

T )
a) (a%) - (be®); b) (— 1/ 3m) (\Kzi mn); ¢) (4c) - (5bd) (% bc):
d) (% abX)-(z— axﬂ); e) (—BXY)-(-:; X); f) a%+ (—a?).
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4. POLINOAME*

S& privim formula ce exprimi aria totald a cilindrului din figura 11.3:
A =2%r? | 2nrkh.

Membrul drept al acestei formule este un polinem in literele r si h. De
asemenea,
nR? — nr?

este un polinom in R si r.
In general, numim polinom o sumi de monoame ce nu sint asemenea;
iatd citeva exemple de polinoame, in nedeterminata X:
2X+1;
—5X*— 25X 4 1, notatie prescurtati pentru (—5X?2) - (—2,5 X)+1;
3X3 2% 11— X5 s
Sd ddm citeva exemple de polinoame, in nedeterminatele X gi ¥:
X+ 7;
—3X*—2XY 45X — ¥ 4 1.

In polinomul aX + Y + 2 apar literele ¢, X si Y. Faptul cj
numai literele X si Y sint considerate nedeterminate se scoate in cvi-
dentd prin notatia: p(X, ¥) =aX + ¥ + 2.

De obicei, un polinom se noteaza printr-o literd (se folosesc mult
in acest scop literele P, Q, R, p, g,...) urmata, intre paranteze, de litera
sau literele ce joacd rolul de variabile (nedeterminate).

Vom nota deci P(X) =aX + (X + 2), indicind prin aceasta cd
numai litera X este nedeterminati!

Termenii sumei ce formeazi un polinom se numesec termenii polino-
mului. Astfel, 3X* 2XY si 5 sint termenii polinomului

3X% 4 2XY 15,
iar 3X*, 2X2 1 §i — X® sint termenii polinomului
3X*42x% 41— X5
Termenii unui polinom sint monoame.
De reguld, in monoame si polinoame, nedeterminatele reprezintd numere
reale. Insd inmultirea numerelor reale este distributivd fatd de adunare,

ceea ce ne permite si scoatem factor comun. De aceea, vom putea scrie, de
exemplu:

2X 43X =2 +3)X =5X,

3aX —5X =(3a — 5)X,

—2X 42X =(—2+2)X —0X =1,
SXf6X+2X=(8—6+2)X:4X,

3X*Y — BXPY =(3 —5B)X2¥Y = —2X?F,

2X + X*— 3X =Xz-[—2X—~3X=X2+(2—3)X=X2—- X,

* In limba greacs poli = mai multe; nomos = parte. Deci »polinom* are sensul de
waledluit din mai multe parti®.
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Vom spune cd reducem termenii asemenea.

Suma 2X + 3X nu este consideratd polinom cu doi termeni, cédci cele
douidi monoame sint asemenea.

Orice polinom format doar din doi termeni # 0 (ce nu sint asemenea)
se numeste binom.

EXERCITIY

1) (oral) Cititi termenii polinomului, apoi spuneti gradul total al fie-
ciirui termen:
a) —2XY2 44X + 6XY; b) 3X5 — Y5; c) 4abc + 3abd + 2acd + bed.

2) Reduceti termenii asemenea:

1

a) 2X° — 6X 4 8X* — 15X* o 5X + 1; b) _21_ XY= 2 XY +

+%X2Y; ¢) 8a%— 305 — 5aS 4% d) &YP 4 Y8 —2¥2 1 —2Y° 4

4272 e) 4_3,3xz_%x+2+%.¥2—0,251

3) Reducefi termenii asemenea, scriind mai intii fiecare monom in
form# canonici:

a) 2XX243XX—4X2X — 2X2;b)3XY X — 2Y XY + 2X?Y — 3XY? +
+ Y X2

4) Reduceti termenii asemenea: .

-a) 10X  (—4X 4 8Y)—3X 4 (5X — 2Y); b) 20X + (80X — 15Y) +
+5Z4+(—40X410Y)+15Z; ¢)(A+B—C)+(A—B+C)+ (—
—A+B+C);d)at(—a—bte)—at(—at+b—c)e) (X+T—
D)~ (X— Y42+ (—X+ TV +2)— (X — Y +2) -

Si considerdim polinomul P(X) =5 + 3X* — 2X* - £X3; cei patru
termeni ai sii au gradele in X: 0, 4, 2 si 3. Sé scriem altfel polinomul, aran;
jind termenii in ordinea descrescitoare a gradelor:

P(X) =3X* 4 4X° — 2X* 45,

Am scris astfel polinomul in formd canonica.

Forma canonicd a unui polinom in X se obtine scriind termenii sii in
ordinea descrescatoare a gradelor in X; termenii polinomului se considera
a {i serigi In forma canonicd (ca monoame). 1

Gradul unui polinom s O este cel mai mare dintre gradele monoamelor
oe apar in scrierea sa in formid canonici- .

De exemplu, in polinomul 5y 4 32%y — 22%y* + 42° apar doud litere.
Considerind doar pe z ca nedeterminata, forma canonica a sa este: 3yx* 4
4 4ad — 2y + bys, deci este un polinom de gradul 4 in 2.

Considerind doar pe y ca nedeterminata (x fiind deci considerata con-
stanti), forma sa canonicd este by® — 2a%y! + 3z'y - 4a3. Gradul sau in y
este 5, cdci termenii sai au gradele in y; 5, 4, 1, 0.
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Considerind ambele litere ca nedeteruﬁnate, forma sa canonici este:
—2z%y* + 5y° + 32ty - 4a®
iar gradul séu total este 6, ciici gradele totale ale termenilor sii sint 6, 5, 5, 3.

EXERCITIU REZOLVAT. Si scriem in formi canonici polinomul
in X:

2XY? 4 3X?Y + 4X 4+ 3X2¥2 4 5 4 2X2 V.

Cercetdm mai intii gradele in X ale celor sapte termeni ai polinomului:
1, 2,1, 2,0, 2, 0. Regrupiim in ordinea descrescitoare a gradelor, dupi ce
am, scris monoamele (in X) in form& canonici: -
2Y2X + 3YX? 4 &X + 3Y2X2 -5 4 2X2 4 ¥,
(3Y X2 + 3Y2X2 4 2X2) 4 (2V2X + 4X) + 547Y).
Scoatem factor comun in fiecare grupi:
(BY - 3¥2 4 2)X2 4 Y2 + H)X + (5 + ).

Coeficientul lui X? este un polinom in Y; il scriem in formi canonici:
3Y2 4 3Y + 2. Coeficientul lui X este scris in forma canonici. Scriem si
termenul liber 5 4 Y in formd canonici (ca polinom in Y): Y - 5.

Astfel, polinomul initial se scrie in formi canonica astfel: (3Y2 4 3¥ +-
4+ 2)X2 4+ 2Y2 + &)X + (Y + 5).

EXERCITII

1) Reducefi termenii asemenea:

3 8,6X—|—2,2Y—2%X—4%X—]—2,4X+ 210}’; b) X5 4 9X°

—3X 41 +2X°—3X2 4+ 4X — 2 43X + 4X* —2X +5; ¢) 825X -+
5 5 2
ST ez L5 1 aEy T o
G 6 Ty

2) Scrieti in form# canonicd polinoamele:

a) X2+ Y24 XV; b) 14 X2 X | X3; ¢) X* — X2 41 4 4X°:
d) X® 4 Y2 — X272 e) 2VX + Y* + 2 — X2, f) X3 4 Y° 4 28 — 3XYZ:
g) X2+ Y* 4 28+ 2XY 4 2YZ 4+ 2X7Z. '

5. OPERATII CU POLINOAME

OPUSUL UNUI POLINOM

Monoamele 2X3 si —2X? sint opuse unul altuia. Opusul lui 52 X2 este
—5aX?, iar opusul lui — |/ 2ab este |/ Jab.
n general, opusul monomului in nedeterminata X
cxm

este monomul — ¢X™ = (—c)X™,

57




T ————

Un polinom in nedeterminata X este o sumi de monoame in X. _Opusul
unui polinom in X are ca termeni opusele monoamelor ce formeazi Polmomul.

De exemplu, opusul lui X2 - 2X este polmomu_l — X* — 2X, iar opusul
polinomului —5aX? 4+ bX 1 este polinomul 5aX® — HX — 1. .

Opusul unui polinom P(X) se noteazi — P(X). Putem scrie astfel:
—(X? 4+ 2X) =— X2 — 32X, —(—b5aX?+bX +1) =5aX2 — pX — 4
—(2XY — ¥?) = — 2X¥ 4 Yo

ADUNAREA POLINOAMELOR

Sd considerm polinoamele in nedeterminata X : 2X2 — 1 si X2 X L
+ 1. Avem:

@X2— 1)+ (X2 X4 1) =2X2— 44 X2 4 X 41

De reguld, se obisnuieste sX se reduci termenii asemenea, scriind rezul-
tatul in forma canonicd. Astfel, pentru polinoamele de mai Sus, avem

2X*— 1)+ (X24+ X +1) =3X>+ X.

In general, suma a doui polinoame este polinomu] ce se obiine ficind
suma termenilor celor doud polinoame si reducind termenii asemenea.
Alt exemplu:

(X2 +3X +1) + (X2 —5X —2) (X2 4+ X 43) =2X2 4 3X 4+ 1 +
+4X—5X—-21 X2+ X +3=7X—X 42

In general, in problemele practice, atit coeficientii cit si nedeterminatele
polinoamelor reprezintd numere reale. De aceea, adunarea polinoamelor are
aceleasi proprietdti ca si adunarea numerelor reale (adici este comutativa,
asociativa, iar 0 este element neutru).

A scidea un polinom Q(X) din polinomul P(X) revine la a aduna poli-
nomul P(X) cu opusul lui Q(X):

P(X) — Q(X) = P(X) + (—Q(X))

Observajii. 1) Gradul sumei (sau diferentei) a doui polinoame este
mai mic sau egal decit gradele celor doui polinoame.

2) Putem scrie 2X2 4 1 =3X% — X2 4 1. insd monoamele 3X2 si — X2
nu sint termeni ai polinomului 2X2 4 1.

EXERCITII

1) Scrieti in formid canonici opusele polinoamelor in X
8) 2X3 — X - 2;b) —2 X2 — X 4 4:0) —202X% 4+ aX - 1;d) X*Y+4

S R Xe gy e % XY Xiy— é_ b'ch
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2) Adunati polinoamele:

a) 3X 42Y si X—Y; b) Y2 —2Y +3 si—2Y2 Y —2;¢)5Xx2_
—6X+tagi —3X2— X414

3) Efectuati calculele, scriind rezultatele in formi canonicy:

a) (X2 — X 4 1) — (X2 4 X — 1);b) (6X — 2a) — (4X + a); 0) (X +
+a) + (X +b) 4 (X +¢); d) —13X3 — (18X2Y — 15X3); e) [9X2 — 3y24
+2%) — (X2 —5Y% — 4Z%)] 4 (5X* -+ 372 — 672,

4) Efectuati calculele:

a) (BX2 — 6XY — 9¥?) 4 (9X2 — 6XY .+ 8Y?%) — (15X2 — 10XY —
—Y%); b) (X — 2X2Y. + X¥3) — (X2¥Y — 2XV? + ¥3);

1 4 1 1 1 1 | 1
c)[(za 3b+’4c) (3a 45—]—56)] (4.2 5b+sc).

5) Ce polinom trebuie adunat cu 2X2 — 8X + 7 pentru a obtine ca
rezultat 2X3 4 X2 —6X 4-9 ?

6) Efectuati adunirile:

a) (4a — 5b + 6c — 7d) + (3a -+ 4b + 5¢ + 64); b) (a® + b2 4 2ab) 4-

+ (a® + 0 — 2ab) 4 (a% — b2); o) (az—éab—kébz)-l-
+(——i—a2+ab+b2)+(—a2+ab——i-b2)-

7*) Dovediti cii suma dintre orice numir de patru cifre abed si rastur-
natul sau deba este divizibjld prin 11.

8%) Scrieti polinomul X? — 3X2y — 3Xy? + Y? ca suma a doui poli-
noame # 0, astfel incit in unul si nu apard litera X. In cite modur; puteti
face aceasta? Dar daci cerem, ca toate monoamele (in ambele polinoame) sa
aibd coeficienti intregi?

INMULTIREA POLINOAMELOR

Coeficientii §i nedeterminatele unui polinom reprezintd de obicei in
problemele practice numere reale. Insi inmultirea numerelor reale este distri-
butivd fatd de adunarea numerelor reale:

a-(b+c¢) =a-bta-c
si in general a-(b—iﬁc—}-d—!—...q}—l):a-b+a'c+a'd—i—...—f—a-1

(priviti figura I1.6 si interpretati membruyl sting st membrul drept al acestei
egalitati ca ariil).

De aceea, inmultirea unui monom cu un polinom se defineste astfel:

monom - polinom = monom - (termen 1 + termen 2 - ...) =
= monom - termen 1 + monom - termen 2 A2
De exemplu:
(—4X) - (3X2 + 2X) = (—4X) - (3X?) 4 (—4X)  2X — —12X3 8X2,
Sa observam ca am inmultit un monom de grad 1 cu un polinom de
gradul 2 si am obtinut ca rezultat un polinom de gradul 3 =1 2,
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Alt exemplu:
a*b? - (ba E) = a?h?- ba + % b = &a®h? 4 a%?
adicd
a?b? - (a 4+ b) = 4a%b® + a®b®.

Ce legiiturd ohservati intre gradele in a ale factorilor din membrul sting
i gradul in @ al rezultatului; Dar intre gradele totale?

Alte exemple:

X2 (XP—-T7X 1) =X?-X2 - X2.7X | X2 L =Xr— 71X} X%

2a - (5X% —8Y) = 22 +5X% — 24¢ + 3Y = 10aX? — 6aY; e

3a*X® (5a?X — ba) = 3a®X3 - 5a2X — 3a*X% - 4o = 1504 X* — 1203X3,

Sa privim figura I1.7 : dreptunghiul are lungimea a + b, iar litimea ¢ 4 d;
aria sa este deci (@ + b) (¢ + d). El a fost impartit in patru dreptunghiuri
mai inici, de dimensiuni a $i ¢, @ si d, b si ¢, b si d, ale caror arii respectiv
asec, a*d, b+, b.d.

Putem scrie

(¢ +b)(c+d) =a-ct+a-d-+b-c+b-d

Observiim cd fiecare termen al sumei a 4 b apare in membrul drept ca
factar pe linga fiecare termen al sumei ¢ +- d. :

REGULA. Pentru a inmulli doud polinoame, procedim astfel: facem
suma termenilor obtinuti din inmultirea fiecarui termen al primului polinom,
cu fiecare termen al celul de-al doilea polinom,

De exemplu: (X 4 4)- (X*4+3X42)=X - X4 X-3X+ X2 4

R S IR T B i

Se obigsnuieste sa se reducd termenii asemenea, scriind rezultatul in
forma canonica:

(X +4) (X24+3X+2)=X+7X2+ 14 X + 8.

Putem face inmultirea gi in felul urmator, seriind unul sub altul ter-
menii de acelasi grad:
(X +4)-(X*4+3X+4+2) =X34+3X242X
+4X% 4+ 12X -8

=X*4+7X*+ 14X+ 8
Alt éxemplu:
(@*+a*+a®) - (a®+a—1) =a® 4 a” — a°
+ aﬂ + aE e a-l
 +a+a—a?
: = ad 4 a7 + ab + a® — 4
Deci (a®+a' +a?) - (a®*+a—1) =a® +a” + a® + ¢® — 42
Alt exemplu:
(X' 4+ X°Y + X*7%)- (X — ¥) = X° — X'¥
+ XY — Xx3y?
-+ X3y% — Xx2y®
=X5 o Xeys
Deci (X*'+4 X°Y + X?¥%) - (X — ¥) = X5 — X2¥3,

Primul factor din membrul sting are gradul 4 in X ; al doilea factor
are gradul 1. in X; rezultatul (din membrul drept) are gradul
5 =441 in X.

In general, dac# inmultim un polinom de gradul m cu un polinom
de gradul n, atunci produsul lor va avea gradul m + n.

54 mai ludim doud exemple: :
D(@+b) - (c+d) - (e+f) =[a+b) - (c+d)] - (e+]) = (ac +
+ad 4 be + bd) - (e + f) = ace ad b bd
+ adf + bef + bdf. i gt SRl Rt
Acelasi rezultat l-am fi obtinut si dacd efectuim inmultirile de la
dreapta spre stinga: (a + ) :[(c + d)- (e +f)]. Verificati (1).
2) (3X® — 2XV)* = (3X* — 2X¥) - (3X2— 2X¥) — 3X2: 3X*
+ 3XF «(—2XF) — 2X¥-- 3X® — 3XY - (—)2XY) =2 9 xe i
—6XY — 6X%Y + 4X?Y? —9X* — 12X3Y + 4X°YE
Inmultirea polinoamelor are aceleasi proprietdti ca si inmultirea nume-

relor reale (este comutativé, asociativi, distributiva fata de adunarea poli-
noamelor, iar constanta 1 este element neutru).

EXERCITII

1) Efectuati inmullirile, scriind rezultatele in forma canonici:

a) (X +2)+ (X +1); b) (X +4) - (X +3); A b iR B
fj&é)X.?XBL_' (2§f+2); e) (X +8)- (X +3); 1) (X w15)5)('(§jl~)3)(; g)_!(_X%-’
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2) Prin ce diferd intre ele rezultatele inmultirilor:
a) (X +3) (X +4); b) (X +3)- (X —4); o) (X —3)- (X +4);
d) (X —3)-(X — 4)?

3) ) Efectuati inmultirile: a) (X 4-5) (X —3) ; b) (X — 4)1(){ — 6);
i 3
O m+8) =03 d) (X + (X + L o(x+ =)
‘ 1y, 2 ST o TR
D (X + 2)(X+ -5) 2) [X— 3)(X+ Z)’ (o + 2)(a+ 3)
4) Efectuati: . A s
2X L)X L4} b] 2X 1+ 3) (3X 4+ 3): o :
d) (1011.';((—5—3)—#(323((4— 10);)e) 27}(—3) BX —7); 1) (4m +3) @m — 5);

o+ %) (30 — 2).

b) Efectuati:

a) (X +05) (X + 0,3); b) (@ + 2,4) (@ + 0,4); ¢) (m — n + p) (3m +

)
+2n); d) (4X —1) BX — Y 4+ 3); e) (4X +5Y +7Z) (32 + 7Y + 52);

5
3 3 5 3
) (2m + 5n — p) (3m — 6n + 5p); g) (Z at 4= ba)'(? a+ Eb)j

h) (5X2 L % X+ 1) (3X? — 2X).

6) Aritati cd produsul polinoamelor ce urmeazi este un binom:

a) X* |- ¥Hsi X° — Xy - XAV4 — YO b)) X — Vg X0 | X°¥S | VY,

7) Efectuati inmulfirile:

a) (L + X) (1 4+ X*) (1 + X*); b) (X — a) (X — 0) (X — ¢); e) (X -+
4T —Z) (X — AT -2

8) Ridicati la patrat:

a) —2X3Y%: b) % XY 6) — % Xaye: d) — 125>,
9) Efectuati:
Q) (4 X' 4X3 __ X2 __o% 1) (3X2 —2X -} i));

¢

2
b) (26X° — 1INX* +4X — 1) (5X2 44X +1); ¢) (
+Xy)+(yz—xzu1\'-—Y+Z);d)(X£—1)(X“HA+

6. FORMULE SPECIALE

SCOATEREA FACTORULUIL COMUN

Formula ce urmeazi ne este cunoscutd incd din clasa a V-a; ea exprimi
distributivitatea inmulfirii fatd de adunare:

la~(bte)=a*b+a-c
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_ Aceasta formulad se aplica atit numerelor, cit i polinoamelor. Cu alte
cuvinte, in ea litevele g, b si ¢ pot reprezenta fie numere, fie polinoame.
Formula este folosits foarte des ,in sens invers“;

a-b-+taqg-e=qg-(b + ¢)

Serisd in aceastid formi, ea se numeste tormula de scoatere a factorului
comun,

Ezxplicajie. In membrul sting, a este factor atit pe lingd b, cit si
pe lingd ¢; de aceea este numit factor comun.

Folosirea acestei ultime formule ne permite sé economisim calcule. Si
analizim membrul sting al formulei. Pentru a-1 calcula, va trebui si efectudm
Inmultirea @b, apoi inmultirea a-c, apoi adunarea, conform algoritmului*:

. Pasul 1. s =qa-b (citeste: ,efectuez inmultirea a - b, notez rezultatul
81 csit)s

Pasul 2. t =q-¢;
Pasul 3. Rezullat —¢ -+ i

Peatru a calcula membrul drept al formulei, va trebui s§ efectuim mai
lothi adunarea b + ¢, apoi Inmultirea, conform algoritmului:

Pasul 1. s =b +¢;

Pasul 2. Rezultat —gq - 5.

Observdm cil dacd alegem al doilea mod de caleul (in locul primului)
economusim o inmulfire.

Datoritd faptului ci sciderea se defineste prin adunare (pentru numere
reale si polinoamal avem si formula

a'b—ar¢ =a- (b —¢) I

S8 retinem si formula pe care o obtinem datoritd comutativitdtii in-

“multirii:

iE

+ectd+...F+1)

e —

] b-a4+¢ -a = (b 4 ¢)

De asemenea, sd retinem si formula

a-b-taet+a-dA-.. 4+ a*l =a-(b
| i

(in membru! sting apar cel pufin trei termeni).
EXEMPLE. Folosind formulele de mai sus, vom putea scrie:
6X +6Y =6(X - ¥): 3X — 37 =3(X — Y);
S =6 Lanp et e Svaw :3-X+3%= 3(X+ %)

XY — X =X¥—_ X 1 =X(Y —1); aX — oY +aZ =a(X — Y 4 Z);
Xi— Xt = X% X2__ x2.1 = X} X*—=1).

*algoritm = sir de pasi, liecare pas constind dintr-o operatie elementard, a caror
electuare ne conduce la rezultatul dorit
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Alt exemplu. Fie polinomul p(X, ¥) = X*+2X ++ XY + 2V;
il putem scrie, grupind termenii doi cite doi: p(X, ¥) = (X% + 2X) +
+ (XY + 2Y). Scotind factor comun in fiecare dintre paranteze,
obfinem p(X, ¥) =(X 4+ 2)X + (X + 2)¥. Acum X + 2 este factor
comun (1), deei p(X, ¥) =(X 4 2) (X + ¥). Asadar X°® 42X +
+ XY + 2Y =(X + 2)(X + Y).

EXERCITI

1) Scoateti factor comun: .
a) aX 4 X*; b) 5X — 10X?% c) 15X — 6X2; d) 8Y — 20¥?2: ) 6aX2

4 9X% 1) aX? -t 2bX; : ) gl
2) Scoateti factor comun: ,

—8X°X K +3)BX +5) + (2X - 3) BX + 1); ¢) 2Y (Y —

Bl ) )+ (2X +3) X + 1); 0) 2¥(Y

=

Q“:ﬁ' Scoateti factor comun:

a) (X —1) +5(X —1); b) (4X 43) (X —2) + (X — 2)%
¢) (X —4)—(4— X)(3X +1); d) 8XY? — 12X%(X? + ¥ e) (X L Y.
X (X4 X)- Y% 8) XV(X + YR+ V(X + Y)R@a2X — ¥).

4) Scoateti factor comun: AR
i "?X%)Ya-;b—cfl’gf I_ZI_Y?‘CYd— X;Y; b3) X4+ XY+ XV2 4 V3 ) XP+

2 i X — X2+ 2 2X -3 2 s

TAXTLAL LA @) @X=8) (P42 +@X~3) (F+X)

PATRATUL UNUI BINOM

_ Reamintim ¢d am numit binom orice polinom format doar din doi ter-
meni (care nu sint asemenea intre ei). Si notdm acesti termeni cu a si b. Atunci:
(@a+b)?=(@+0b)-(a+bd) =a-at+ab+b-atb-b = a3 2ab -+ b2,
' Deci (a + 8)* =a® - 2ab + b* sau (@ + b)* = a® + b2 - 2ab.

Aceastd formuld se citeste astfel: pdtratul unui binom se obtine insumind

pdiratele termenilor cu dublul produs al termenilor.
Si aceastd formuld este folositi ,in sens invers®

a® + 2ab 4+ b* =(a + b)?

~ Scrisd sub aceastd formd, ea se numegte formula de restringere a pitra-
tului unui binom. ‘

Pentru a o putea folosi, va trebui si recunoagtem: 1) pétratul fiecdrui
termen si 2) dublul produs al termenilor. Vom fi in stare si facem acest lucru
numal exersindu-ne pe multe exemple.

De exemplu, fie polinomul X?+ 6X + 9; recunoastem ci 9 = 3% iar
6X =2-X- 3; astfel, polinomul poate fi restrins (X + 3)
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- (X > ;)2: g) (2X - 1) h) (—;— X+ 1)2; i) (E X — _]2.

La fel, in polinomul 4X* 4+ 12XY + 972 recunoagtem: 4X? = (2X)?;
9Y? = (3Y)?% 12XY =2-2X - 3Y. Asifel, putem scrie restrins: (2X + 3Y)%
Dimpotrivd, polinomul X* - 3X 4 9 nu poate fi restrins, ciici 9 = 32,

. dar 3X # 2- X -3()

51 formula de restringere a pitratului unui binom ne permite si econo-
misim calcule. Pentru a calcula membrul sting, trebuie si efectudm inmulfirea
@' a, apoi inmultirea a - b, apoi-dublarea, apoi inmultirea b+ b si in sfirgit
doud adundri, conform algoritmului:

Pasul s =a=a;

Pasul 2. t =a- b;

Pasul 3. u =2+ 1;

Pasul 4. ¢ =0b+b;

Pasul 5. w = s + u;

Pasul 6. Rezultat = w - p.

Pentru a calcula membrul drept, va trebui si efectuim doar o adunare
§i 0 inmultire:

Pasul 1. s =a + b;

Pasul 2. Rezultat =5 - 3.

Avantajele sint evidente.

Sé privim cu atentie si calculul urmator:
(e—0?=(e—0b):(a—0b)=ara—ab—>b-a+bb=a®— 2ab b
Deci (@ — b)* =a® — 2ab + b? iar (a + b%) = a® + 2ab + b2
Observati deosebirile dintre aceste doud formule,

De refinut:

a* — 2ab + b = (a — b)?

EXERCITI
) Scrieti in formd canonicd polinoamele in X:
o) (X705 1) (X =% 0) @ — X0 ) 6X 3% ) (3 — £ 1

1 1 1=
3
2) Ce termen lipseste pentru a avea pétratul unui ‘binom:
a) X4 4X; b) 9X% + 6X; o) X*—12X; d) X*49; e) 4X2 1,
f) X* | 25?
: 3); BRestringeti:
a) X* —4X 4 4; b) 9X* +6X +1; ¢) X*— 8X + 16; d) 25 X* -+
+ 20X + 4; e) 16X* — 8X | 1,
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_ Formula de mai sus ne permite si facem economie de timp in calcule.
Astfel, pentru a calcula membrul sting va trebui s efectuiim doud inmulgiri
§1 0 adunare (!), conform algoritmului:

Posyl 1. s =a-a;

Pasul 2. t=10-b;

Posul 3. Rezultat = s — .

Pentru a calcula membrul drept, va trebui si efectuim dous aduniri
§1 0 inmultire:

Pasul 1. s = a + b;

Pasul 2. t = a '~ b;

Pasul 3. Rezultat = s +t.

Insd, in cele mai multe cazuri, o adunare se efectueazi in timp mai scurk
‘decit o inmultire. '

\

(9 \J.Restringei_;i :

a) X*—4XY 4 4¥3; b) 36X 4 60XY + 257,

¢) 9X2 — 19X s 5 ¢ : -

¢) 9X 112‘1Y2+ A% 4) Xt — 23X 4 ¥, o) _i X2 X 41; f)oxs—
—3XY 45 g) X724 8x07 4 16y

APLICATIE. Cal . . "
. e alculul aproximativ al pitratelor unop numere zeci-

o Fie numirul .zecimal 1,01; avem 1,042 = 1.0201. I practicd nu ave
éﬁfe oa;‘.te. m:lt? 01';) nevoie de precizie atit de mare; in cele mai multe cazuer;

W8 sulicient sd ealculdm, cu eroare de o miime. Putem i
este aproximativ 1,02, cu erpare de 0,0001 (1) e

S& seriem 1,012 — (1 4 0,01)2: 1‘ 7 4

: Ber ; ; folosind formula de ridi A
bmon}uluf 8i n.egh]m.cl termenul 0,012 — 0,0001 (deoarece .est.le 1331(‘:9 ;(*';‘I]Pat‘:a:_ﬂ
cu ceilalti doi), obtinem cg 1,012 este aproximativ 12-—[—2 1 -’0 Oiqfu? s
= 0,0jl= 1,02. Acest calcul §] putem face in minte ey

t exemplus 0,992 = (1 — 0.01)2 oe it

e el : ( y01)? este aproximativ 1 — 0,02 = 0,98,

EXERCITI
1) Calculati: :
s . 2 2 E . E. §.— 'Y
) (X+7) (X—=17); b) (X + 3—)(1{ 3) o (3 +%)(5 - %)s
d) (—X+TY)(X+Y);e) (—X 4 2) (X +2).

@ Descompuneti in factori:
a) X2—4; b) X2 —9; o) X*—25; d) X?2—16; e) X®— %;

EXERCITI ‘
1) (oral) Aproximat;: g 2. 2 o
2,992 PIORAN: 4,08 0,004 1,084 0,075 2,003 1,902, 3001,

2) (oral) Un pitrat are lungimea laturii de 29,8 cm. Aflati aria sa, in
i 1

cenbimetri patrati, f) 0 X2

716
3) Calculati:
a) 2X +1)2X —1); b) BX+2)@BX —2); o) (2a—1)Q2a+1);-

5 (§X+3Y)(§X—3Y); o (s+1/3)s—Va); 1) (ViX— -
— V3Y)(1/2X + |/3Y); d) (X° + 1)(X5 —1).

4) Descompuneti in factori: :
a) X* — 4¥% b) 4X* — 250 o) hi-xz— T3 d) md =T o) ad—

DIFERENTA PATRATELOR

Sd inmultim, suma ¢ -+ & cu difep
enta @ — b. Obti .
=a-a—a-b—}—b-a—b-b=a2—abt—l—ab——-bﬂijzgri(;+b) i
Deci: (@ +b)(a —b) — g2 _ po — — :

Aceastd formuli se citest
o ste astfel: . }
M B -_pradusul. sumer cu diferenfa este egal

$i aceastd formulj este folositd, de reguld, in ;sens Invers:

— 2% f) a2 — 3b2

@ — b= (a 4 b)(a — b)
5%*) Descompuneti in factori:

Scrisd in aceasty formg |
factori a diferengei pﬁtratalor‘?’ 64 se numegte formula do deseompunere ' in ! 8) (X + Y)2 — X2 b) X2 — (Y + Z)2; o) (1 4 1)® — (w.— v)?; d) X&—
De exemplu: ' .‘" — T4 e) (82 -+ 1)? — (12 — 1)2. ;
— = ‘ g iin{ s
éXz. 9Y? = (2 X_)__z < (BT (@X + 37) @X _ 31 Ia o ‘ 6) Descompuneti in factori | ‘ Ry
2X*—Y“=(1/2x)2_yaz“/§;x+Y}(VQ_X_” 4 ~8) 9X? — &; b) 100X* — 64; c) 49Y* — 3XY; d) = Kb sas
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7) Descompu'nei;,i in factori;

AL FAVR = (X — 1 by (raly 4,
¢) X?— (X + Y d) (X — 1)2 — 9,

8) Calculati mintal:

a) 201 -199; b) 105 - 95; ¢) 21 -19.

=l — X4 1y

i DESCOMPUNEREA IN FA CTORI
A UNUI POLINOM

Stim din clasa a V-a o orice numdr ‘natural poate f; scris descompus
ca produs de puteri de factori primi. De exemplu, 10 ge poate scrie 2 - 524
se poate scrie 23 - 3, iar 144 ge poate scrie 24.32 D asemenea 18 = 2.3z
30=2-3.5 ' :

Acelasi lucru se poate spune gi despre
in factori a unui polinom este, in general, o operatie dificila. Fiecare polinom,
are modul siu propriu de descompunere, jar obignuinta calcululyj ge obtine

. doar dupi un mare numdr de exercitii rezolvate, Vom prezenta citeva tehnici
simple de descompunere in factori.

In lectiile trecute a
8impla este urmatoares, :

polinoame. Dar descompunerea

m, ficut citeva descompuneri in factori. Cea mai
a-b+a-c=a-(b+c)
numity scoaterea factoruluj comun,

Exemplul 1, Polinomu] X2

-+ X are doi- termeni; in fiecare dintre e
apare ca factor X. Putem gj-

1 scoatem factor comun :
X2+X=X-X+X-1=X-(X+'1).
Am descompus astfel polinomul in factori.

Ezemplul 2. Polinomul tn X: ¢ + X are doi termeni,
menea (1). Scotind factor comun 2

aX+X=a-X+1--X=(a+1}X,
l-am scris de fapt ca monom in X, ou coeficientul g + 1.

Exemplul 3. Fie polinomul p(X) = 9x2
factori astfel;

p(X) = (2X+ 1)X sau astfel: (X)) = 2X(X S+ _;_]

dar ei sint age-

+ X; 1l putem descompune in

OBSERVATIE. Descompunerea in factori a
coeficienti numere reale nu este unicd (1) :

Ezemplul 4.~ Polinomul X¢ + X° + X2 are trei termeni; in fiecare
dintre ei apare ca factor X2 Scotindu-l factor comun

X4 X84 Xe— x2. X2 Xxe. X+X2.1 = XY X3 X 1) am descompus
polinomul dn factori. :

unui polinom cu
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: rie . descompus in
Exemplul 5. Polinomul X2V < 2XY2 4 XY se I;G o i]
factori astfel: XY(X — 2Y + 1), dar gilastlel: A XY (_2_ 49 2

(a - b)X. S# observim
i linomul in X:(e 4 8)X% + (a + b)X. §
5 E:'xemplluiri- dF(‘Jlie tg:nllgni, ce nu sint asemenea intre ei (é)r?gi te;;::;?;
(::e pgr]:cll?xrlng al doilea are gradul }l) Sco_p‘_ingi] )f(ac[t)zrrc?an}glnml:rﬁ : > rgcedat
. ? . 5 b a ? ) ', ' .
e desc(l)ﬁpél Bcitlll {'.‘:)(::'E‘s)tr;;r‘lgga;: p)ute$ proceda i ;llcll' cu constanta @ -4 b.
E}olfli{(?rrnnﬁl poate fi scris descompus in factori gi astfel:

e + D) X(X + 1).

i te.
Ambele descompuneri sint corec 3 g S
Exemplul 7. Fie polinomul p(X,¥)= XY —2X + Y i

punem in factori. Grupam termenii doi cite doi: p(X, ¥) = (XY — 2X) + -
compun .

. 1N X Y) ==
: e X in prima p_ara.nteza. p( )
Pl Scoai;’_em Zf;actgzoggg I:acﬂm factor comun pe ¥ — 2; POI?O:“;}
0 X(Y —(XZ)Y—l)_—(— (1—(—1—-1) (Y — 2); l-am descompus astfel ca produ
evine p(X,Y) = ( |
e IOrX«-{—ile"‘Z- ;
factor;ﬂ te tipuri de descompuneri in factori se bazeazi pe formula de restrin
gere a patratului unui binom:

a? + 2ab + b? = (a + b)?

i a® — b% = (a + b)(e — D). :
e fo“_n“]a i : aX? 4 2aX + a; scoatem factor
; i 1 in X: aX?+4 20 _ : ; ;
wa)r:g;llt: a 'I::?Xgim;? 1—l|— 1); restringind, polinomul se serie descom
comun ¢ anta a: i : | Ry
pus in facm? ga;tf;]'i‘eal(iflin_t_om)ul 16X = 8X2 - X, In -fiei%a;?:! c}ing; 3«3111)352,:?
terhefiw:?zfﬁ?apa:re ca factm't corm;n (;Xm; Vfé?’( icfeszgsi;t{il .1(= i

i i { eze av ! 3

’3—5 101)_59{2’;1{!11__011)3'11 tf)icli)a;slli]nomu] se descompune astfel: (4X — 1)2X.

Ezemplul 3. Fie polinomul e?z — 4x. Consideral ca polinom in nede-
wem :

: ; . : b
inata z, acest polinom este format din doi tzermzm asemenea, Il pu
terminata n’om in z: (a® — &)z, cu coeficientul a* — - e

g %l moconsiderat ca polinom in nedeterminata a, el se va scr

ar,

i : 2)(a — 2). .
oo 1 o m'(a +' 3 — 9X; scotind factor comun pe X, scriem
Eg)e;{aphld :.;; I;(lg polénimﬂ = 32 b (X +’3)(}§)}— 3), deci vom putea

S i er i ek an .
e Ep,‘()hfrm?zzlefde;:lﬁ?mul X* — 1 se descompune in factori astfel:

xemp !

X6 — 1= (X202 — 12 = (X2 4+ 1)(X2 — 1) = (X2 4+ 1)(X + 1)(X — 1).

' i { — 1)2 44X se descompune in factori
.Ewempl;zrfﬂ?. rilfi'(i)(lzlérﬁm]ltll] p(e;\trat:l )(X-L_V—QX -+ 1)-1—|; LX; -reducem_ apol
astfel: ,,male enea: X2+ 2X + 1; regrupim: (X 4 1) e
tel‘mez‘!l = ;El 7. Polinomul X? 4+ 3X EXse ?;sgﬁlg;))unqa(xal 62)-()(—{—1)-
xemp i X 42— (XX g (1)
+ 3X + 22 = 5XXi{_i-'éX=+Xz -:_2){ 43X 6 =_(X2—|— %%X_—Iz— i(%{z-{_—i_.?))c <
B XL 2 T aX 42— (X 8K+ 2, §i. 20 =~
N L XX ) — AX 4 )= (X L9 +1).
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fn general, polinomul X2 + (@ +5)X 4 ab se descompune in factori

astfel:
X2+ aX +bX 4 ab = X(X + a) +UX +6)=(X+5)(X +a) =
Polingmul X* 41 se descompune in factori prin completarea ptra-

tului unui binom:

XtH = (X200 1) — 2X° = (X* 10— () 2XP = (32 41 4+
+V2X) (X2 +1 — |/3X) = (X 4 /3% + 16X — 2% 1 1),

EXERCITII

1) Degcompune’i,;i in factori: '
a) 9X° — X; b) X®— 9X2Y; ¢) X?— 9xye. z
e) 4X*Y — ¥, f) 4X° — X¥?; g) S}:X"Y)— YZ2, s en i
~2) Descompuneti in factori:
a) X* 48X 4 16; b) 12X% 4 12X 4 3; c) 4Xx4 .
| : : 3 4X% 4 1, 3
+ 4X* F4X; ) 2X4 L 12X7 4 18X2; 1) 3X% — 12)(':': 121}F i
3) Descompuneti in factori:
l;)_X2+3X-{-2; b) X*+5X44; o X—5X16; 4 x2
—21/2X 4+ 2; ¢) X*— 2]/3X 1 3; 1) 2x® B 2
‘9 = ? + 4 |/2X 4 4 4
h) X — &Y% 3) X*— 2% j) X4 — 81; k) X* — 70, 1) 81XT_’1§)Y§ i
4) Descompuneti in factori: 7 :
1 s e 1 )2 :
— X Sl ‘
a)(2 + 5 Y) (2 X_E.Y) BT B e e s
©) (2X —3) (X —1)? — 42X — 3); d) (X — 3) (X
i 1 o,
e) (3X — 1)? — 25; ) (X 4 2)2 -’(3 — 2%y ARl g
6*) Descompuneti in factori:
(X =2+ (X — 2P (X— 2P+ (X — 2); b) (X + ¥}

B Tz X N2 2, - 2
5 (dexlfi_( TN+ TP o) X+ bYP + @Y — o)y

8. INLOCUIREA NEDETERMINATELOR
PRIN POLINOAME

Fie de exemplu polinomul X -+ 1. S& inlocuim iabi
‘ ' ; variabila (nedetermi-
nat‘a) X prin polinomul ¥* ¥ 4 4, in alti variabilg ¥ Ca rezultat obtinzn
polinomul in ¥: (Y2+Y+i)+i=Y2+ Y 2. i
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S4 inlocuim pe X cu poliﬂomul in doud variabile z gi £:z? 4} z1; obtinem
ca rezultat (2% -+ zt) + 1 = 22 4 st + 1, care este un polinom in z i &.

Fie polinomul P(X) = X2 4 2X; inlocuind variabila X prin polinomul
in ¥: Y2+ 1 = Q(Y), obtinem:

P= (Y24 1242V )= (Y4272 + 1) +2Y2 2 =T' +
4 &Y? 4+ 3; se scrie P(Q(Y)) = Y* 4 &Y% 4 3. :

Si inlocuim variabila X prin pelinomul in ¥:2¥ — 1 = R(Y); obtinem

_ P=(QY — 14 20QY — 1) =4&Y? LY + 1 + &Y — 2 = 4Y? =
se sorid” AA(Y)) = 4Y? — 1.
4

OBSERVA TIE. Notatia P(Y) inseamnd Y* 4 2V, care nu este acelasi

luecru cu P(Q(Y)), sau cu P(R(Y)). Putem scrie:
P(Q(Y)) = QUY)* + 2Q(Y), sau P(R(Y)) = R(Y)? + 2R(Y).

Inlocuind variabila X prin polinomul z + ¢ = S8(z,1), in nedetermina-
tele z g ¢, obtinem:
P=@z+1)?+20+1)= (4224 3) + 224 2=2"+ 2zt - *+ 254 2.
Se scrie P(S(z,t)) = 2% + 2zt + ¢ + 2z 4 2t _

Inlocuind variabila X prin polinomul constant 3, oblinem P = 3% 4
+ 2 -3 = 15; se scrie P(3) = 15. Se spune ci 15 este valoarea polinomului P
in constanta 3. '

Fie polinomul p(X) = X® 4 4X? 4 3; inlocuind nedeterminata (varia-
bila) X prin constanta 2, obtinem polinomul constant 2° 4 4 - 2* 4 3 =
=8 4 16 4 3 = 27. Notdm, p(2) = 27. Spunem, ca 27 este valoarea polino-
mului p in 2. ;

Inlocuind in p nedeterminata X cu constanta 0, ob{inem p(0) = 03 |-

1 1\e 1\2 1 1
&o 08k G == T iel pli==] = =" &= B i e o,
+ + aep(z) (2)+(2)+ Sy T i

+3:4—;;p(—'2)=(—2)3+&(—2)2+3=—'8+16+3=M.

Astfel, valoarea lui p in 0 este 3; in % este 4% , in —2 este 11 i,/

asa cum am vizut, in 2 este 27. /

Observim, ca putem obtine valoarea polinomului p in orice constanti ¢
si ¢ avem p(c) = ¢® + 4c? 4 3. Calculul valorii p(c) se face conform algorit-
mului:

Pasul 1. s = ¢+ ¢ (aceasta inseamni cii vom calcula produsul ¢ ¢ gi-l
vom nota cu §);

Pasul 2. t=1¢ +8;

Pasul 8. u =4 -s;

Pasul 4. v=1+ u;

Pasul b. ple) = v+ 3.

71




Def:i, trebuie 5§ efectusm trej inmulfiri gi doug aduniri, Existd gi un
alt alg?mtm, caré ne permite economisirea unej Inmulfiri, Acest algoritm, se
bazeazii pe scrierea P(e) = (¢ + &)c2 + 3 s este urmgtorul :

Pasul 1. s =¢ 4 ¢; fC‘*'ZJ-c%._?
Pasul2.t=0'c; \E’\F
)
Pasul 3. u =5 4, u.
SN
Pasul 4. p(c) =u 4 3, plc)

OBSERVA T;IE. Intr-un algoritm, in fiecare Pas se executd o singurs
operatie elementary. Un automat (c magind de calcul) care gtie s efectueze

adundri gi inmulfiri, va putea fi e
i : »Programat® si execute  gcegt i
Fie polinomul in doug nedeterminate X 51 ¥ 3 algoyltm.

Inlocuind nedeterminata X cu 1, iar nedeterminata ¥ oy 3, obfinem
Pl B =134-3— 4 14 fe:,p(i,i)= 3 e §
_ 24 & 2
= 12 + (——1) = O.
Inlocuind numaj nedeterminata X cu 1, obtinem polinomul in ¥:

p(l, Y) — 1 —I— Y.
Inlocuind nedeterminata X cu pol; }

. : _polinomul z 4 1 — 4, iar nede-
termms:ta Y cu polinomu] z 2 = r(z, ?) obtinem polimiil):,l inrznsi ::
G+ G2 =2 32+ %4 1, care se noteazi p(q(z), r(z, 1)).
QBSEB IlfA TIE. In cartile mai vechi, in loc de winlocuim, pe X-cu 1¢

se scrie uneori , X = 1%, Incercati si nu folositi aceasty notatie. In cartile

mai noi veti intilni notatiile: 1 X $ i citi
»ddm lui X valoarea 1% sa,u inl" im- ety ”Ji‘- ¥, amindouy citindu-se:
: willocuim pe X eu 1.

EXERCITIU REZOLVAT. Fie polinomul P(2) = (2Z — 1)z + 1) 4
%3 (zz + ;—;)

&) Scriefi algoritmul pentru caleulul valorii polinomuluj tn constanta ¢
b) Descompuneti polinomul in factori.

¢) Scrieti algoritmul pentru calculul valorij polinomului 7 ¢ folosind
descompunerea in factori. ;

a2 1 g e 1 |
d) Calculati P(E)’ P(—E) gi P(Z) Ce algoritm folosi;i?

Rezolvare. a) Algoritmul este urmétorﬁl:
Pasul 1. §=2-¢;
Pasul 2. t =5 — 1 (am , programat® prima parantezi);
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t— e . ]

Pasul 3. w=¢ +1 (a douva parantezi);
Pasul 4. v =1t -u;
Pasul 6. w =¢ - ¢;
=] } 17

Pasul 6. ¢ = w + —=.

6 g e 350
Pasul 7. r = 2 q;
Pasul 8. P(c) = v +r.
b) Pentru a descompune in factori, efectuiim mai intii inmultirile,

apoi regrupam:

P(2) =223—1-22—2—1—|-2Z’-|;%=422+Z+%=(2Z+%)2-

¢) Noul algoritm este urmitorul:
Pasul 1. s =2 - ¢; '

Pasul 2. t=s—|—~[i—;;
“Pasul 3. P(c) =1 -t.
d) Cu acest al doilea algoritm, obtinem P —é) =(2-

(T -
4 4 16 2 16 4 i6

EXERCITII

1) Fie P =2X2_— XY 4 3Y?%; Q—=3X?—4XY — Yi. R= X2
+ 2XY — 2Y2 Scrieti in form canonicd polinoamele:

8) A=P+Q—R; b)B=P—-Q+R; o C=P= (01 R,
d D=P—(Q—R); e) E=(P+Q)— R

@) Fie polinomul P(X) = (X?® 4 X% 4 (X2 — X)* + (X2 — 1)%, Cal-
culati valoarea lui P in a) —1; b) 0;¢) 1.

(@) Fie polinomul, P(X) = (2X2 + 1)2 — X¢.

a) Descompuneti in factori;@)f Caleulati P(— /2), P(—1), P1),

P-( 1/2). Ce observati? c) Caleulati P (Vi_z)' P (_Vi—E)’ P(V-g_) :
(%) Fie polinomul P(X) = (2X2 —1)* — X4,
a) Descompuneti in factori;{@ Calculati P(— i), P(—1), P(1),

3

1

Pi—_|.
o) -

5*) Fie polinomul P(X) = X2 4 1. Aritati ci pentru orice numér real
¢ avem P(c) > 0.

6) Scrieti algoritmul pentru caleulul valorii polinomului p(X) = q X2 4
+ X + 2 in constanta c. Putefi gisi un algoritm mai convenabil ?

7) Scrieti in formd canonicd polinomul a eirui valoare in constanta ¢
se calculeazd prin urmdtorul algoritm:

Pasul 1. s =c + 1; Pasul 2.-t =s-s; Pasul 3. u = 2 ~c¢; Pasul 4.

ple)=t+u. |
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8) Fie polinomul E(X, ¥) — X2 — Xy +2X
< z')( E;lﬂbl;&‘z‘(ﬁ'(g, ;)). -]!;‘1?;(52,22):12 E}?,B). Ce observati? b) Calculati F(—2
1 Ty ) T4, L] T, y 45 —2 .G 1 5 ) i
in factori. .Efpl_ica’gi rezultatele obt,.)inuife la' aB)) ;ebo)flseﬂfatl? 2 Descompunel:l
9) gle polmomu]_Q(X) =(X—-1)(X2— X _ 1) + 3(x2 — 1)
s _a.1) escompunetl in factori; b) Descrieti algoritmul :
5 0oy pentru caleulul
10) Fie P(X, ¥) = (X — 3Y)2
: ' =(X— 5(X —
i Q(X,) I};)(i—: £9 X+ ¥ @3x— ZYJ). _I(Ealcgu]ati :3Y) HE e
8) P(1, 1) 5i Q(1, 1); b) P(1, 2) 5i Q(1, 2); i
Cum explicati rezultatele obt)inu(te,P B _0) de A 2
11) Fie P(X, Y) = XAX 4 V) _ 2 o
nicg polinoam‘ele‘in X:a) P((X, +—1)); b) };3(()}% —IE))I',)C:) S;E‘Bl;tl 1m s o
Sg]r)mlah apoi valorile P(—2, 3), P(3, 2, P(5.5). ;
) B p(X, ¥)= X0 9V gt X V) e s o :

. i 10 (X, ¥) = XY; (X, 7) = X5 —
Inlocuind e X cu a + biar pe ¥ cu ab, ce devin polin(uamel)e P Jé'si r?XY.
13) Fie polinomul PX)=X3—X2 1 X ¢ Precizati ot di
propozitiile ce urmeazi sint adevirate: g

:i)Péi]) :I 1;b) P(2) = 5;¢) P(—1) = 0;d) P(1) = 0je) P0) = —1
alculati valoarea polinomului P(X) — X _ 9 3,

In 2— /2 si n —24 |/3. e it
:g) gfﬂcula‘;,i P(—1/3)si (P1/3), unde B(X)=X*—2X213X_9

% p(_i)) . ;(f)“(Xéa—lﬁ;uf;”.—}) 4X? | 3X o 1. Calculati B(=2) - P@2) +
b : b1 Pla) + P(—a) §i P(a) - P(—a), unde a este un

\ 9. FRACTII RATIONALE

In formula de caleul ititii o = 12
ul a densititii p = —';, m.embml drept nu este un

polinOén in liite&-ele m 5i V; este o fractie rajionali.
unoscind aria A a unui trapez, iniltime i ici
se calculeazd dup# formula, - p, BRRAH Sa e e el

24 — Bh

h

‘gl.emb;-ul drept al acestei formule nu este polinom in litera %

. ¥ie polinoamele in X: P(X) = 3X2 4 6X si O(X) — 3X erviin ol
polinomul (30 = X 43, are proprictaten o Q1) - G(0) — Bis) s
) u = ) ¢ s . f . %

S el m@:m pe C citul impargirii polinomului P la polinomul Q gi

Fie polinoamele in X: P(X)= X +14ig(X)=X: ori s
mul ¢(X), nu putem avea X :¢(X) — AN s N
rest) polinomul p Ia_poﬁnomui( q.) g DLl S

b=
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Aceeagi situatie am intilnit-o in clasa a V-a, atunci cind am invitat
despre operatiile cu numere naturale. Am vizut ci 6 se imparte la 3, dar nu
se imparte (fard rest) la 5. Am invatat atunci despre frac/ii si cd 6 :5 este

by { 3
niractia o
Aceastii idee o vom folosi si in cazul polinoamelor; vom invita acum,

despre fracii rajionale.
DEFINITIE. Vom numi fractie rationald (in nedeterminata X) o pereche

de polinoame P(X) si Q(X), scrisé sub forma
i B(X)
xx)"
Numitorul Q(X) trebuie s fie diferit de polinomul nul 0. Astfel,
3% . 8X B Ax 45, X X413
B o TR L SR (S SR £ RS S |

sint exemple de fractii rationale in nedeterminata X.
2a 2 2a 2¢2 1+ 1
: a+1’ a41" a4+1’ a1
sint exemple de fractii ralionale in nedeterminata a.
Ap? X X X4l

XY 4 §F Tt X¥: T4
sint exemple de fractii rationale in nedeterminatele X si ¥.

OBSERVATIE. Orice polinom P(X) in nedeterminata X poate fi
P(X)

scris ca fractie rationald in X, cu numitorul 1 :- =

EXERCITIU

Care dintre propozitiile ce urmeazd sint adevirate:
a) O fractie rationald este citul dintre un polinom gi alt polinom nenul;
b) O fractie rationald este o pereche de polinoame; ;
P . P(X)
¢) O fractie rationald este un raport ?
: o(X)

AMPLIFICAREA FRACTIILOR RATIONALE

Fie fréct;ia rationald (in X) —f{i: S& inmulim atit numiritorul, cit

si numitorul ei cu polinomul X - 1. Obtinem o noud fractie ratidnalj,
al carei numitor este (X 4 1) (X — 1) = X2 — 1 si al ¢arei numiritor

75




fractii cu polinomul X 4 1. Se obignuiegte sd se scrie

TNXAL - X3 LAX 44
P N O

Alt xem I . tvlo =] : t .
.t l i '}. p' ; )

spune cd a fost ob{inut¥ din -—3)—{ prin amplificare cu X. Scriem

X)E 18X
X g
De asemenea
x+1)3 3X+ 3
X Xz + X"

_ B T Tt :
In gen—eral, fie X 0 fracfie rajionald tn nedeterminata X, iar R(X)

_tn pelinom diferit de 0. Vom spune o fractia ratlonalé BB
i R(X) - Q(X)
a fost obfinutd din fractia WQ :—)I’)l prin amplificare cu polinomul R(X),.

_ EXERCITI

1) Amplificati fractia rapionaly XX Lo _polinomul:

a) X; b) X +1; ¢) X2; 4) X?+1; o) 2X; 1) 3X2; g) 2X + 1.
2) Amplificati cu polinomul X2 + 1 fractiile rafionale in X:

} X1 92X 41 b G |
a =h AT . ;
) X ) i) i ©) X ; d) X241 ae)T;f) X+2.

3) Amplificati fractia rationaly Sl cu:
Fog=gr
a) X;b) Y;¢) X —1;4d) Y—1ie) X+ Y.
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SIMPLIFICAREA FRACTHLOR RATIONALE

X2 -1
X2 —3X 42
descompune in factori numdaritorul: X2 —1 = (X4 1) (X —1). Dar si
numitorul ei poate fi descompus: X2 — 3X'+ 2 = (X — 2) (X — 1). Poli-
nomul X — 1 apare ca factor atit la numaritor, cit si la numitor

Sé privim {ractia rafionali . Si observim cd putem,

(X+1) (X—1)
@ x—1
Spunem céd fractia rationald X +; se obtine din [ractia rationald
5=
JF_XL?;(E—F_Z prin simplificare cu polinomul X — 4. Notam:
LI e R
X2 —3X +2 T X3
Xr—1 . X1

OBSERVATIE. Fractiile rationale nu sint

X—3x+2 X—2
¢gale; prima se obtine din a doua prin amplificare cu X —1 a doua se
obtine din prima prin simplificare cu X — 1.
In general, dacd P(X), Q(X) si R(X) sint polinoame, vom, spune ci
fractia rationald o) ge tﬂrﬁna din fractia rationald 20 BT prin
QX Q(X) * R(X)
simplificare cu polinomul R(X).

(Bmeinteles polinoamele Q si R trebuie s fie diferite de 0.)
2
De exemplu, fractia rationald -%;-— se obtine d.m fractia rationald

-—;Z— prin simplificare cu X; fractia rationald i—i se obtine din fractia ratio-

3
nald % prin simplificare cu X2,

A, Ay —=
- se obtine din ks prin simplificare
XY+ Y-
—1

cu Y; din ea se obtine prin simplificare cu X + 1 fractia rationald

Fractia rationald

’
)

!

care se identificd cu polinomul X — 1.

EXERCITII

1) Simplificati cu X fractiile rationale:
X 2X X X4 X3
B ry Ble=c3u0) e
X2 X X4+ X X2
poate fi simplificata?

. Care dintre ele mai
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2) Simplificati fractia rationali X8 — Xy: :
X34+ 2X2Y 4 Xy2
a) X; b) X4+ 7; ¢) X2 4 XV.

1

Simplificati: .
X2 . . 4x 150 X2Y 2 :
Vox7 D oxi O o X ek, paxy
T exd Y gy 6eXs ' 4xy V' axv i
g XY BXYz
&xx 'Y yxy
@Simplifica’,ni: _
XY 4 % ’ :
iy 22 +X R gy ay_4X — 12
X2+ Y? 4 ¥ XY — 3 X2_9 3
o BX+9 f AX 12XV 8X — 16 6X? — 6
X9 OX*—5exyy ° ' [Ey_gax ' Y Fyaa
 Xit2X . xe_ gy

P Ly
@ Simplificati:
a) {3X+5) (X_1)2—4(3.X—[—5) o X4 ya
(X + 1)2 (.X -_— 3) 2 A"}I e X3Y2 5
X2+ 6XY 4 9¥2 X2y = :
a1 e ekl R S
S X2—2XY 4 Y22’ " 8Xey 1 8y° "

..0)

VALOAREA UNEI FRACTII RATIONALE

P(X) 3

Fie F(X) = o fractie rationald in nedeterminata X i fie ¢ un

numaér real.

Putem calcula valoarea P(c) a polinomului P in ¢; de asemenea
calcula valoarea Q(c) a numitorului Q in c. Pot apare doui cazuri:

Cazul 1. Dacd Q(c) # 0, atunci vom, spune ci fractia rationald F are

£ 4, ¢; vom, nota F(c) = L)
‘) Q()

Cazul 2. Dacd Q(c) = 0, vom, spune ci fractia ratj 13 i
Lo : pune tia rationald F nu are defi-

, putem

valoarea

. ; : X+1 e ' )

De rexemplu,. fle fractia F(X) =i Aici P(X)= X 4+ 1, iar
Q(X) = X —1. Fie numérul 5; avem Q(5)=5—1 =4 0; deoarece
P(5) =5 + 1 =6, fractia rafionald F are valoarea o,

BFIRA
3

F)= .

3
= E in 5; scriem
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Avem Q@2)y=2 — 1 =1 # 0§ P(2) = 2 + 1 = 3. Fractia rationald ¥

are valoarea %= 3 in 2; seriem F(2) = 3. La fel,

3 5 7 11

e SO I L A e R
3N 2+ 2 Ny é.i- Gorid
F — =——-—-—F—‘-:—:5‘ If(ﬁ—J_—.: = ———==—
dl e o ¥ e

.2 2 & &

X+1

nu are definita

Tnsid Q(1) = 1—1 = 0. Deci fractia rationald "

valoarea in 1. Se mai spune gi cd nu este definitd in 1. -~
OBSERVATIE. In ciérfile mai vechi se folosegte exprimarea ,fractia

rationald nu are sens in 1% ; :

avind numitorul

Alte exemple. Fie fractia rationali E(X) =

Xt —4'

Q(X) = X2 — 1. Deoarece Q(1) =0 si @(—1) =0, fractia rafionaldi E nu
are definitd valoarea in 1 gi in —1. Avem:

i) =t 30 g (173) bak =

F—1 38’ (/3
S P s A
R it

2
X 41
2

are mumitorul Q(X) = X2 — X.

Fractia rationali F(X) =

hom=

Deoarece Q(0) = 0 si Q(1) = 0, fractia F' nu are definitd valoarea in 0 gi 1.

A A . LS
AvemF(2)—2z__2—2sF( 1) (—1)8 — (—1Y

2
Fractia rationald G(X) = iX' avind numitorul Q(X)= X, nu are
definitd valoarea in 0; pentru orice numir real s # 0, avem G(s) = s(!)

EXERCITIU REZOLVAT

nu are definitd

X241
5

Pentru ce numir real s fractia rationald F(X) = 5

-valoa:rea in s? .
Rezolvare. Prin definitie, fractia F' nu are definitd valoarea in s dacd
Q(s) = 0, unde Q(X) = 5X + 2. Deci 5s 4 2 = 0, ecuatie ce are o singurd

solutie, numdrul — % Deci fracfia rationald F' nu are definitd valoarea

in -—-%.
5
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EXERCITI

X4 — X341
X )

1) Fie {ractia rationald E(X) = ; allati E(1); E(0);
E(—2); E(2).

2) Fie F(X)=

B aflati valoarea fracf't,iei rationale F in:

) —VEDGA-—2; ) VT V3

3) Pentru ce numir real z, fractia rationald
a) E_; b) e , c) ii—:, d) 'X-—-——i 1 nu are definitd valoa-

10. EXERCITII §I PROBLEME

1) Exprimati printr-o formuld perimetrul unui dreptunghi, stiind ci
Jlungimea unei laturi este cu @ mai mare decit lungimea eeleilalte. Exprimafi
printr-o formuld si aria acestui dreptunghi. '

2) Costul unui bilet de tren pe distanta Mangalia—Constanta este de
90 lei la clasa I si de 13 lei la clasa a Il-a. Caseria garii Mangalia a vindul
intr-o zi @ bilete de clasa I si b bilete de clasa a II-a, pind la Constanta,
' Citi lei a incasat din vinzarea acestor bilets?

3) Covoarele din figura I1.8 sint asemenea
gi sint fesute din material de aceeagi calitate.
Cogtul materialului din cel mie este de ¢ lei.
Cit va costa materialul din cel mare?

= 4) Ce date trebuie si stifi pentru a putea
egtima:
a) numirul de litri de benzind ce se con-
sumi la o cilatorie Bucuresti-Timigoara, fdcutd
cu o magind ,Dacia 1300%;
b) costul combustibilului consumat “in
b aceastd cildtorie;

- ¢) durata cilatoriei?
Fig. 11.8 5*) Doi biciclisti pleacd in acelasi moment,
unul din Ploiesti spre Buziu, celdlalt din Buzau
gpre Ploiegti; el parcurg in mod uniform distanta dintre cele doud orage,
primul cu vitezd u, iar al doilea cu viteza ¢.
a) Primul biciclist ajunge la Buzdu in a ore. In cite ore ajunge al doilea

la Ploiesti? .
b) Ei se intilnese pe sosea, cu ¢ ore inainte de sosirea primului la Buzéu.

Cu oite ore inainte de sosirea celui de-al doilea la Ploiegti are loc intilnirea
dintre ei? :
6 Efectuati inmultirile:

a) (2X%) -(3XY); b) (1/ 2XY)- (1/2XZ); ) (2XY)- (3YZ)- ( = %XZ) :
) (1/3X)- (1/ 2X7Y)- (/6 X¥Z); ) (0,6X%)(27%)- (3XT); 1) (—2Y?)-(—3X)
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7) Efectuati:
2 1 1 1 3 1
— XY — — X?Y;b) — X¥2—— X¥?; ¢) — — X? — — X%
25 4 )3 S e R e R
1 1 5
d)|——X° —— X3 — X31.
1 e e 2 e
8) Reduceti termenii asemenea: '
a) bX2 + XY — 2Y2 — XY — Y2 — 2X? + 4XY + Y3 b) —X2
1 1 1 2 5 4
+ &XY 4 3X2 4+2XY —5X2%¢c) = X2 —Y +—X2——Y 4+ —X* 7.
) 9 +3 =t % 3 -i—4 -+ 3Y
9) Efectuati adundrile, reducind apoi termenii asemenea: ;
a)i(—zxa 45X — X +2)4+ (X3 —3X 4+ 2) + (— X+ &X — 5)3
h)(—EX5—2X3Y+XY2)+(—%X5+X‘+_X3Y+—;- Xyz)_(x*+

4+ 2X3Y + %XY“‘).

10) Efectuati inmuliirile:
‘a) (—3XY)(X2— XY 4 Y?);b) X3(X® 4 X® — 2);0)(‘—%)(21’)(}[2—-

— 2XY 4+ 2¥2 4 4X).

11) Efectuati inmultirile; scrieti apoi rezultatele in form# canonici:
a) (1 —2X + X?)(e + X); b) (2X? — 6X - 3)(3 — 2X);

) @— X)(X2—2X +5)d) (X — V22X + |/ 2X— |/2).

12) Efectuati calculele, scriind rezultatele in forma canonicd:
a) (X*+4 2X3 4 X2 — 4X — 11)(X2 — 2X 4 3) — 10X4-32; b) (4X—

—3) - (7X + 8) — (8X — 96X +7) — (3X—2)(5X—8); ¢) (2X—1) - BX—

—8) — (4X — 2)(2X — 6) + (6X — 3)(7X — 2).
13%) Efectuati:
a) (X2 + aX 4 a?)(X? — aX 4 a?); b) (1 + X)(1 + X3)(1 + X1 + X°);
o) (1 X)L+ XH(1 + X%); d) (X + ¥ 4+ Z)(XY + XZ + 77) — (X &
+ YNX + Z2)(Y + Z); e) (X2 + 2XY + 2Y?)(X2 — 2XY 4 2Y?).
14) Ce lipseste pentru a fi patratul unui binom; :
a) QX;—I— 49; bi) 4X2Y21+ 4X2; 0) 4X2 4 9Y%; d) X2 — 10X;e) X2+
1
hX; f) — X2+ —X;g)— X2+ —
s R g).éXJer?

@ Scoateti factor comun:
ay 4X* +2X2 4+ 4X; b) &X*+3X34+2X2; e¢) Y3 —T7Y%45Y;

d) Y5 — ¥4 —2Y?% ¢) 2nR? -+ 2zRH; ) oT + % T2 g) a*X?+ a®Y? +
+ a?Z2; h) nLR + nLr; i) |/2X+42X2; j) 1/3X% 4 3X2; k) 9X? — |/ 18 XY;
) 2X2¥3 + 3X Y0 — 4X47. YRR
6) Scoatef{i factor comun: ;
a)l0X? 4+ 25XY — 15XZ; b) aX + bX2+ X% c¢) 20aX — 32b X +

4 28 X2:d) (2a — 1) X2+ (1 — 24) XY + (2a — 1)X;€) (2X + 3)(X?*+7) —
SETpa s B e S o LN e 1)‘(!)(2—) Y)el((xir Y)(—l— H}){Y;

8 (X2 + X+ 2)X + (X2 4 X +2)Y; h) (X + ¥ +1)X% + (X + Y+1)Y%

6 — Matematicli-algebrh, cl. a VII-a £




Q? Restringeti: | 4
a) X*—6X2Y {972 b) X*44X°Y2+4Y4; o) X®— 10X4Y2 4
+ 25Y%; d) 16X2 + 8X 4 1; e) ‘X® — 6X%Y 4 9¥2

18) Descompuneti in factori: .

a) X2 —2;b) X* —3;0) X2 — 15;d) X2 — 8;e)2X2 —1;1) 3X2 —2;
g) X2_—-21/3X+3; hy5X2 +2)/5X 4 1; i) X*—4, j) 146X2 — 16972

9%) Descompuneti in factori:

a) X* 4 4Y%; b) 9 4 X4

ndicafie: completati mai intii pind 1:1 un patrat)

0) Descompuneti in factori:

) X? 410X 4 16; b) X2 47X + 12; ¢) 3X4 - 4X% | 1;
d) X“‘-—7A3+2X—14, e) X2 —1— XY~— Y; [) X% X2)2— Y4 —
-2 ;g) Xt — 9X2 :

*) Descompuneti in factori:

a) X3 —7X46; b) X3 TX*+6; o) Xt—B8X2 | 15; d) X?+4
+2XY 4+ Y24+ X 4 Y. » ol

22) Fie polipomul P(X) =(X + 4)* — 2(X? — 16) + (X — 4)2 Calcu-
lati P(5), P(4), P(3), P(2) si P(1). ‘

23%) Fie polinomul P(X) =2X* — X* — 2X + 1. Aproximati cu eroare
de 0,01 valorile P(}/2)si P(}/ 3).

24) Descrieti in pasi algoritmul pentru calculul .valorii P{a), unde
PX) =Q2X +1)- X + 2.

95) Tie P(X) =(aX +b)-(2X + 3). Descrieti in pasi algoritmul
pentru calculul valorii_P(c).

. 2
26) Scrieti in formd canonicd polinomul in X: (% Xz—l—m) —
2 :
_(% X2 — m) . Descompuneti-in factori acest polinom. Ce observati?

27) Fie P(X) = X(X + D+ (X =1 (X +2) 4+ (X—2) (X +3).
Secrieti acest polinom in form# canonicd. Calculati P(—3), P(—2), P(—1),
P(0), P(1), P(2) si P(3); aranjati aceste 7 numere in ordine cresciitoare.

28) Caloulafi Q(%] ,unde Q(X) = 16(2 — X)* 4 32(X — 3)s,

¢ 2
29) Ampljlficat,i fractia rationald F(X) = XZXTX cuX—2 ou X3
apoi cu X% — 2X. '
R X ; 3 - 2
30) Amplificati fracfiile ralionale
) plificati fractii {1 1 ax g1 5X 1
fractiile obtinute dupd amplificare sd aiba acelagi numitor.
81) Simplificati fractiile rationale: -
XYZ: D42 ] X—X aX —
a) ; b) 0) < P )
3X*Y

astfel incif

X2y’ aX? oo
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f) =

¢)

32) Simplificali:
) OXP 12X 2X0-3X . X4 Y XV 4V XY
/

i b) ; ©)
6.X2 6X;
XX ) X —2Xx2
P X' Y X X
- 33*%) Simplificati: ;
X2 —3X |2 X5—5X—|-4 g g Xv—EX e
a) 3 b) 3 c) = :d) :
X2 —=2X 41 X2 —1 X2 —36 Xz—9 °
XL ix—6
Xi— 4
34*) Simplificati:
a) 9x —4 b) X2 —8X 22 5 X 42X 4+ X
3x:y:4y:’ X2 —5X46° Xb = A8
Xo — XAY — XV4 V5 e)Xa—sz’X+1.
X —Xiy - Xuys xye  ° X _G5X L4
o P -
35)) Simplificafi:
3 X2 —2 b) X3 —3X
Xz+2l/2x+2* x=’-+2]/3x+3

36) Fie fractia rationala E(X)

(% Y)’- Xy + ¥, X X0y

d)

. Calculati valorile:
243

E(l); EQ2); E(1/2); E()/3); B(1/2 + 1) 5 E(2]/2). Aritati ¢i pentru

orice numdr real s avem E(—s) = E(s). i

37) Fie F(X) =—2

Aratati cd 0 < F(s) <1 pentru orice numir

real pozitiv s.

nu este defi-

38) Pentru ce numdr real s, fractia rationali

nitd in s? Calculati valorile fractiei rationale in —;— i %f -25— Aproximati

—

cu eroare de 0,01 valoarea fractiei rationale in |/ 2.
X

Xz 41

are valoare in

~  39%) Aritati ci fractia rationald F(X) =

orice numdr real 5.
40*) Fie F(X) =§3Y( ; ; . Caleulati produsul F(]/2)-F(—1/2) cu

eroare de 0,01. Este adevirat cd acest produs este numér intreg?
41) Fie F(X) o

un numir real # —2.
42)\Fie polinomul P(X) = X?—2X 4 3. Calculahr P(2 — [/2) si

P(2 4+ 1/2). Aproximati aeeste valori cu eroare de 0,01.

;. Calculati produsul F(a) - F(—a), unde’ a este
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= LUCBRARE PENTEU VERIFICAREA INSUSIRII
l CUNOSTINTELOR DE BAZA '-

1) Reduceti termenii asemenea:
a) 2X? —3X 47 — X* — X2 — X + 14 2X3% — 2X? 4 2X —5;
b) 10z — 8y + 6z — 5 — 2y — 8z + 2z + 6y + &z — 5.
2) Efectuati inmultirile, apoi scrieti rezultatele in form# canonici:
_ : a) (2 + X)- (2X”+3X+1), b) (56— X — X?)-3X —1);
il 0) (X* —2X + 1) - (X + 2X + 1),
| 3) Restringeti: a) 9a2 — 12 ab -+ 4b?; b) 2X2 + Vi A
‘ 4) Descompuneti in factori polinoamele:
:' a) XY +3X —Y —3; b) (X —1)2—(2X +3)?; ¢) X* —6X.
‘ i 5) Serieti pasii algoritmului pentru calculul valorii P(c), dacs P(X) =
il =2.(X+1)+X=—i

I 6) Calculati P(2) 5i P(—]/2), unde P(X) —X2_1,
- E 7) Simplificati fractia rationald = ;ij 4-
L

8) Aflaii valoarea de adevir a propozigiilor: a) F(3) —3; b) F(4) —
1 -
-t ¢) F(—1) = —3, unde F(X) este fractia rafionald din exercifiul 7

de mai sus.

T
R

CAPITOLUL III

FUNCTIl $1 GRAFICE

1. MULTIMI

Orice mulfime trebuie inteleasd ca o ,colectie® de obiecte (de aceeasi
naturd sau nu), obiecte ce sint numite elemente ale multimii. Am convenit in
clasele anterioare si not#m multimile cu litere mari: 4, B . sau cu notatii
speciale: N, Z, Q, R ‘

"~ Reamintim ca o mul’mme poate fi precizatd scriindu-i elementele intre
acolade, ca de exemplu astfel: 4 = {q, b, ¢, d}, sau specificind o proprietate
comund numai elementelor multimii, ca de exemplu [1, 2] ={s E R |1 <

s < 2L :

Scriem a € A si citim, ,a apartine lui A“, dacd a este element al multi-
mii A; dacd u nu este element al mul{imii 4, scriem u & A §i citim ,u nu
apartine lui A“. : :

Notim cu @ multimea vidd, adici multimea ce nu are nici un element.

EXERCITII
1) (oral) Enumera‘gi elemente]e multimii:
) freEN|1 < }s b) {er|—3<x 4},0){sc€-Q|xse

scrie sub forma de fmct,le cu numdrdtorul si numitorul mai m.al'l decit O si

~ mai mici decit 3}.

2) Scrieti multimea divizorilor numarului natural:
a) 12; b) 15; ¢) 17; d) 96; e) 234, enumerindu-i elementele.
3) Care dintre propozitiile urmétoare sint adevirate:
+ a)2e {2,341 b)bEB;¢)0ed;d) e € {a b z}
e) —7TcfzcR|—-9<2<0}; f)|/3—1 € R.

2. OPERATII CU MULTIMI

Am inviifat in clasele anterioare despre trei operafii cu multimi: reu-
niunea, intersectia si diferenta.

Fie A si B doud multimi. Reamintim ¢& 4 U B (citim ,,4 reunit cu B“)
este multimea {z | z € A sau z € B}.
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De exemplu, {ai z} u {a: %Y, t} = {a$ b zZ Y, tl‘

‘Reuniunea mult,mnlor are urmatoarele. propmetah

1) AU B = BU 4, pentru orice multimi 4 si B (reuniunea este comu-
tativi);

2) (AU B)UC =AU (BU C), pentru orice multimi A, BsiC (asocl-
ativitatea).

3) AUG = A, pentru orice multime A.

Intersectia mu]tlmdm A 51 B este mulfimea {z |z € 4 5i z € B}.
Aceastd multime se noteazi 4 N B.

De exemplu, {a, b, z} N {q, 2, y, 1} = {a, z}.

Intersectia multimilor are proprietitile:

1) AN B = BN A, pentru orice mulimi 4 si B: :

2)(ANBNC =AN(BNC), pentru orice multimi 4, B si C;

3) 4 N @= @, pentru orice multime A,

Diferenja dmtre multimea A si multlmea B, notati A — B, este mul~
fimea {a.lxeAgleB}

: De} exemplu, {a, b, z} — {a, 2, y, 1} = {b}, iar {a, 2, 9, 1} — {a, b, z} =

=¥ !

Din acest exemplu rezultd gi faptul cd diferenta nu este o operatie co-
mutativa. -

EXERCITII

1) FieA={1/2, 1/3, 89 B={zeN|5<z< 10}

Scriefi elementele multimilor AU B, ANB, A — B, B— A.

2) Fie A-—waZI——5<m<4} iB={l=2], [—1 |, 3}
Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:

a) AUB=A; b) ANBs# A; ¢) AUB=ANB;d) AN B=B.

3%) Ardtati ¢ (ANB)UC=(AUC)N(BUC) si (AUB)NC =
= (4 N C)U (B N C), pentru orice multimi A4, B, si C. ;

4%) Ariitat.i cd dacdi ANB =B, atunci AUB =4 i A — (A —
— B) =

b¥) A si B sint multlml de litere. Care sint elementele fiecireia, stiind
cia €A —BbEB—AccANBAUB = {abcd}§1{ad}ﬂA—

= {a, d}? Cite solutii are problema? -

PRODUSUL CAR’PEZIAN

Sa presupunem c# sint date multimile de litere A = {g, b} 5si B = {q,
¢, f}. Cu elementele acestor doud mulfimi pu’eem forma noi obiecte, anume
perechi in care prima componentd este din A, iar a doua din B, Aceste pe-
rechi sint:

(a, a); (a, €); (a, f); (b, a); (b, €); (b, f).
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Ele pot fi scrise, pe scurt, astfel:
(¢, y), unde z € A4, iar z € B.

Aceste perechi formeazi o noud multime, pe care © vom numi produsul carte-
zian* al multimilor 4 si B gi o vom nota A X B.

Deci A X B ={(2,y) |z € Asiy € B}

OBSERVATIE. Intr-o pereche (z, y), ordinea in care scriem compo-
nentele este importantd; daci x # y, atunci perechea, (y, z) diferd de perechea
(%, y)! Astfel, produsul cartezian al multimilor B gi A, notat B X A, are
ca elemente perechile (y, ) cu y& B iar z& 4 si diferd in general de 4 X B.

~ De exemplu,pentru, multimile de litere 4 = {a, b} §l B ={a, e, [}

_ produsul cartezian B X A are ca elemente perechile:

(a, a); (a, b); (e, a); (e, b); (f, a); (f, D).

S& prezentdm elementele produselor carteziene A X B $l BxXA s
in alt mod:

BK}.‘-)

fa,f) (b,f} (a,b) fe,b) (f,b)

(a.e) (b.e)
(aq) - (b,a)

fa,a) (e,a) (f,a)

l a b )
A/

Alte’ exemple:
1) {1, 2} x {0, 2} ={(1, 0), (1 2), 2, 0), @, 2)}.
‘2) Fie M = {m} (deci o multime formatd dintr-un singur element!),
iar N = {=, ¥, z}. Atunci:
M X N = {(m, z), (m, y), (m, 2)}.
In general, dacd multimea A are a elemente, iar multimea B are b
elemente, atunci produsul cartezian A X B are @ - b elemente. 4 si B se
numese faetorii produsului cartezian A X B.

EXEROITII

1) Daci 4 = {—2,
B x A. Este adeviirat cd aceste multimi au fiecare 10 elemente ?

* cartezjan — provine de la numele latinesc (Gartesius) al lui René Descartes (1596 —
1650), matematician gi filozof francez

87

—1,0,1} 5i B= {a, b, ¢}, descriefi 4 X B si.




2) Fie A ={1, 2, 3, & 5}. Scrieti ele-
mentele produsului cartezian A x A.

mul{imea numerelor prime mai mari decit 4 $i
mai mici decit 12. Scrieti elementele lui P X A.
Cite elemente -are B4

4) Pe o tabld de sah (vezi fig. II1.1) se
afld un turn alb in pozitia (¢, 5). Scriefi toate
pozitiile pe care le poate ocupa turnul, dupi o
mutare corectd. Aceeagi problemd pentru ne-
bunul negru din pozitia (f, 3). La jocul de sah,
turnurile pot fi mutate pe linie sau pe coloani,
Fig. 1114 iar nebunii pot fi mutati doar diagonal.

3. COORDONATE CARTEZIENE.
REPREZENTAREA PUNCTELOR IN PLAN

Oricéirui numdr real 1i corespunde un punct pe axa numerelor. Reamin-
tim c¢i axa numerelor este o dreaptd, pentru care am ales un punct O (origi-
nea), un sens pozitiv §i o unitate de mésurd, segmentul OI (vezi fig. I11.2).

= negaliv 0 ! POZItIY o
0 1 :
Fig. 111.2

In clasa a VI-a am invitat sd reprezentim pe axi numere rationale.
Tinind seama de teorema lui Pitagora, acum ne vine ugor si reprezentim
pe axd si numerele de forma /2, |/3,...

De exemplu, dacd vom construi un pitrat ABCD cu latura de 1 dm,
atunci AC? = AB? + BC?, adici AC?* =1 dm? + 1 dm? =2 dm? de unde
obtinem AC = |/2 dm. Asezind virful compasului in punctul 4, luind in
compas diagonala patratului gi trasind arcul de cerc ca in figura I11.3, gtim
cd Tungimea segmentului AR de pe dreapta AB este |/ 2 dm.

Lungimea diagonalei. dreptunghiului cu L = ]/2 8! =1 este |/3
(vezi fig. 111.4).

D c T
7
e \\ ’/\<\ \
P \ o \ \
\ o \ \
s \ - \
o ; % o
// “ // - \ |
1 - Jar o
A 8 R 0 1 vz V3
Fig. 1113 - Fig, IILE
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8) Fie P muliimea cifrelor pare, iar 4-

EXERCITID

Desenafi pe caietul cu pétriifele ¢ axd a numerelor, alegind ca unitate
de mésurd segmentul OI de lungime 5 cm. Folosind rigla gi compasul, preci-
zaii pozitia pe axd a punctelor ce corespund lui |/2, /3, |/'4 /5, |/6,
V241, /2—1 51— /2.

Invers, oricdrui punct de pe axa i corespunde un numdr real, care este
numit coordonata punctului.

De exemplu, in figura II1.5 punctul P are coordonata —2, iar punctul

Q are coordonata |/ 2. Seriem P(—2) si Q(]/2).

P s g £ ¢ =
=3 s 0 - :
Fig. 1115

in general scriem S(s), indicind prin aceasta cd punctul § are coordo-
nata s.
Obserpajii. Originea O are coordonata 0; scriem O(0). Punctele agezate
la stinga originii au coordonate negative.

N
“Bua

EXERCITIL

1) Reprezentati pe o (aceeasi) axi punctele 4(—3), B(]/3), ¢(—|/2),
2) Aritati ca dacd A(xy) §i B(x) sint doudl puncte pe axd, atunci mij-

Lt B

locul segmentului AB are coordonata 5] (Indicatie: folositi teorema

lui Thales.) :
3*) Date pe axd punctele A(a) i B(b), puteti construi cu rigla si com-
pasul punctul G de coordonatd |/ab? In ce conditii?

COORDONATE IN PLAN

S& ne imaginim ci ne aflim la intersectia a doud strizi (punctul O in
fig. I11.6) §i cé cineva ne intreabd cum poate ajunge la locuinta familiei Po-
pescu. Stim cd familia Popescu locuieste in casa notatd cu litera A4 in
figura 111.6.

Cum indicdm drpmul pe care trebuie si-1 urmeze pentru a ajunge in 4,
plecind din O?

S& privim cu atentie harta térii noastre. Observdm trasate mai multe
linii orizontale (paralele) si mai multe linii verticale (meridianele), cu . aju-
torul cérora putem localiza orice punct geografic (fie el localitate, virful unui
munte, sau izvorul unui riu). Pentru a localiza un punct pe harté trebuie s&-i
cunoastem latitudinea si longitudinea.

Sa ludm in plan doud drepte perpendiculare gi sé le inzestrim ca axe.
Punctul lor de intersectie il vom alege ca origine a ambelor axe (fig. IIL.7).
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Pe axa orizontald s alegem ca unitate de misurd segmentul O7; aceasti
axd se noteazdi de obicei Oz si se numeste axa absciselor. Pe axa verticals sa
alegem, ca unitate de mésurd segmentul OJ; ea se noteazi Oy si se numeste
axa ordonatelor.

Am folosit astfel ceea ce se cheami un sistem de axe de coordonate per-
pendiculare (sau reetangulare), sau, pe scurt, un sistem de coordonate in plan.

Odat4 ales un astfel de sistem de coordonate, orice pereche (a, b) cu
a, b&R (deci orice element din produsul cartezian B X R) o putem repre-
zenta printr-un punct din plan. Pe prima ax# de coordonaje (adic pe axa
absciselor) considerdm, purctul P de coordonatd e; pe axa ordonatelor consi-
derim, punctul @ de coordonatd b. Din punctul P trasim o paraleld la axa
Oy; prin punctul @ trasim o paraleld la axa Ox. Aceste doud drepte se irfter-
secteazd in punctul A (fig. II1.7). :

Am asociat astfel perechii (a,b) € B X B punctul 4 din plan. Spunem _
o punctul 4 are abseisa ¢ i ordonata b, sau ci are coordonatele (a, b). '

De exemplu, in figura I1I 8) punctul K are coordonatele (3, 2) punctele
L gi M au abscisa —1, punctele M, N si K au ordonata 2. Punctul I are

a4 I T y HHHHEEH T 1
- A H £ i
55 HEa) pes: TH LR
it j" Rl o @ u as + 1 Raana
+| 'vi = [l kL I H
1 1 i W S - L X
M B i s |
e et e i
SEEEEoag T AT L
R L et —
] r~!~.4 b t : -
2o e AR It aass
'3 3 = :”FL‘ W -
T i t
3 1 ¥
{wEwAl g BBA TT 8 E T i
a5 Rapaiadiaeldn i o I FEEFCCEREE
Eamagmnars r ri
P H o it 1 u
s FEL ! ;
B HEb e : 3 7
FEEE o R R H iEHE
L RL R i Tt
T e B e e B
E=UERRRRARRD D s s pRNR R ANL FERCYE SEaERRERAEEEeS
BE }_ RTdRaday ; o TR t_f
T Bl j | e
t ¥ H I ! | 1 H }
B i 1
T e el Fr
Fig. 111.8
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coordonatele (4, 0), iar punctul J are coordonatele (0, 1). Care sint coordo-
natele punctului £? Dar ale lui F'? Dar ale lui O? :

" Reciproc, fie ¥ un punct din plan (in care am ales sistemul de coordo-
nate 0x, 0y). Paralela la axa Ox dusé prin V intersecteazi axa 0y in punctul
Y, de coordonatd y (figura III. 9).

"
ZI_ _____ 4
|
|
i I
|
X 0 X
Fig. [I1.9

. Paralela la axa Oy dusd prin V intersecteazd axa Ox in 'punctul X de
coordonatd z. Punctului ¥ din plan ii facem, si-i corespundé perechea (z,y)

* a produsului cartezian R x R.

Putem identifica astfel planul cu produsul cartezian R x R, la fel cum,
identificam, o dreaptd cu multimea R. :

Se obignuieste s se noteze V (=, y), aratind prin aceastd notatiec
punctul V-are abscisa  §i ordonata y. Astiel, 0(0, 0), I (1, 0) si J(0, 1).

Sd figurim, in planul din figura III. 10 punctele A(2, 3), B(—1, 2),

Sé observim cd punctele de absciss pozitiva se giisesc in partea dreapti
a axei Oy, iar cele de abscisd negativd in partea stingd a axei Oy. Punctele

Y ]1
D) - D)
i |
n NL A23) NE
Bf-12)
D(-30) .
i 0 ! X
G-2-3)
I —(JV
1= i iy F(5-5)
Fig. IIL.10
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= 7 s |
|
de ordonatd pozitivi se gisesc deasupra axei 0X, iar punctele de ordonati Fie M intersectia dreptelor AC si BD. Puteti spune care este abscisa :
negativi dedesubtul axei Ox. Putem impir{i planul in patru regiuni, pe care lui M? Dar ordonata sa? - ' :
le vom numi cadrane. : 5, % 4*) Ardtati, cd, pentru orice doud puncte A(z;, ¥,) §i B(zy ¥,) din ‘”“
In cadranul I, punctele au gi abscisa §i ordunata pozitive. In cadranul T, 4+ 2 Y1+ ¥ i
11, punctele au abscisa negativi iar ordonata pozitivi. In cadranul III, punec- plan, mijlocul M al segmentului A are coordonatele ( g 2 Y 9 z)' p
tele au gi abscisa §i ordonata negative, iar in cadranul IV, punctele au abscisa S | |
pozitivd iar. ordonatd negativi. : !
QObservajie. Punctele de pe axa Ox au ordonata 0, iar punctele de pe axa ; ?!
Oy au abscisa 0. Punctul O, originea comund a axelor de coordonate, are 4. FUNCTI |
coordonatele (0, 0). : .
Toate punctele din plan ce aun aceeasi abscisd se gésesc pe o dreapta S : : ‘
perpendiculari pe axa Ox, deci paraleld cu axa Oy. Priviti flgura‘III. 12. Fiecirui n_qrrfﬁn' intreg de pe axai dm stinga i |
Toate punctele din plan ce au aceeasi ordonatd se gdsesc pe o dreapti suzsepunds niind e SGEeAL DS dinigTena QNI RS |
perpendiculari pe axa Oy, deci paraleld cu axa OX. In figura I11.13 se observil ci fieciruia dintre numerele —2,—1,0,1,2, |
- reprezentate pe axa din stinga, ii corespunde pe axa din dreapta patratul su. |
EXERCITI
; . 3 3 6
1) Reprezentati in plan punctele 4(—5, —4), B(0, |/5), c(— /3, 0), i s -
D(—1/3,1/ 2), E(4,4). F(—3, —3). (Alegeti pe ambele axe ca unitate de é/”’
masurd centimetrul.) /,.-."_“ |
2) Care sint coordonatele punctelor K, L, M, N din figura I11.41? 1 g T
Puteti spune ce abeisd are punctul X, mijlocul segmentului K M? R e | s e e -T2 B —
3) Reprezentati intr-un sistem de coordonate punctele A(—2, —2), : g et 44_/
B(2, 0), C(4,6) si D(0,4). Desenati segmentele AB, BC, CD si DA. Ce figuri P e el i) R
se lormeazi? - : ; e // ;
5 - ; # __] e =1 \\< 3 2
et = 0 / bt
i y A \74/. ~ ]
<7 P . T i
e S =7 7 gl
\ G g s // ?
— \_ * \‘--..__‘_\ -5 - / ;
| ‘ a6 .
J [ ik
L \ Fig. 11112 - _Fig. 111.13
T 0 Il X‘ X

Cu alte cuvinte, in pmm,u] caz, intre elementele multimii

{y =3, —2, -1, 0,14, 2, 3,...} =17 si elementele multimii
{.., —6, —b, —4&, —3, ——2 —10 1,2,3,4,5,6,.} =2 am stabilit o legd-
\ . turd: fieciirui element din prima mulmme ii corespunde (ii este asociat) un

element, din cea de-a doua.

N M :
La fel in al doilea caz: fieciirui element din multimea 4 = {—2, —1,
' 0, 1, 2} i corespunde un element din multimea B = {0, 4, &} (vezi figura
Fig. 11111 | 111.13). '
|
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Fiecirui numdr real s ii corespunde in mod firesc un numjir intreg,
anume partea sa intreagd [s]. Fiecirui numdir real s ii corespunde un
numdr real > 0, anume valoarea sa absoluti SR

- Fiecérei perechi, (z,y) din produsul cartezian A X B ii corespunde
elementul >z & 4. _

Toate acestea sint exemple de functii. Constatim in toate aceste cazuri
cd am reusit s& stabilim o legitura intre elementele unei multimi si elementele
altei mulfimi.

Avind deci multimile 4 si B, putem da urmitoarea:

DEFINITIE. Daci, printr-un procedeu oarecare, facem ca fiecirui
element din A si-i corespundi un singur element din multimea B, vom spune
ci am.definit o funefie de la A la B. Multimea A se numeste domeniu de
definifie (sau multimea de definitie) al functiei; multimea B se numeste do-
meniul de valori al functiei. '

In general, o functie f definits pe mulfimea A cu valori in multimea
B va fi notatd f: 4 - B.

In figuraII1.14 sigetile desenate mu ne indici functii.

Astfe], in figura I11.14, @ elementului 1 i se asociazi doui elemente: 0 gil;in
figura II‘I'.M, b elementului 2 nu i se asociazi nici un element.
. Ins:sta‘?{n.: dacd f: A —»Beste o functie, atunci fieciru; element din
A i se 'ésoclazé un element din mulfimea B gi numai unui singur!
Fie A ={0,1,2} 4i B = {1, 2, 3, 4}. In figura I111.15 am ficut ca i 0

A
)
a b)

Fig. 111, 14

Fig. I1L. 15

sd-i corespundd 1, lui 1 sii-i corespundi 3, iar lui 2 si-i corespundd 2. Am

e ¢ - Se obignuieste si se scrie f(0) = 1,I(1) = 3,
In general, dati o functie f: 4+ B, elementului
un element din multimea B, element ce se noteazi 1(2):
Un alt mod de a descrie o fung :
torul tabelului de variatie.

€ A 1 se asociazi

tie, mult folosit in practica, este cu aju-
De exemplu, functia din figura I11.12 se descrie gi

astlel:

x e RS W g Nom g g «f ¥
f(2) N A S PRI T S BT
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iar functia din figura I11.13 ge deserie prin tabelul

z | —2 —1 0 1
flz)y 4 1 0 1
Functia din figura II1.15 este descrisd astfel:
@ 0 1 2
floy | 4 .3

Si observdam, cid tabelul singur nu ne descrie eomplet functia! Astfel,
acest ultim tabel nu ne spune ¢d domeniul de valori al functiei f din
figura 111.15 este {1, 2, 3, &}! 2 - :

Fie A = {1, 2, 3}. Asociem lui 1 numirul 1 =12, lui 2 numiirul & =22,
iar lui 3 numdrul 9 = 3?%; definim astfel pe A functia g, avind valori in multi-’
mea N a numerelor naturale. Aceasta functie se noteazd g: A —» N. Deoarece
elementului # din A i corespunde numairul natural 22, seriem g(z) = z2

Facem séi-i corespundd fiecirui numir natural n ,succesorul” sdu n - 1;
definim, astfel funcfia 5: N — N, s(n) =r + 1. Si o descriem si cu ajutorul
unui tabel:

n 01 2 3 n
T o T R SR L

Sd prezentim citeva exemple de functii ce apar in mod firesc.

Fie A o multime (#@). Apare functia ,identici“ i : 4 — A4, data
“de i(x) = x, pentru orice z & A.

Fie A §i B doud multimi nevide. Si formim produsul cartezian
A X B, apoi produsul cartezian B X A. Apare functia ,,de transpunere®
(adicé de schimbare a locului) 1 : A X B-BX A, dati de i ((z, y))=
=(y, z) pentru z € A,y € B.

De asemenea, apare ,proiectia pe primul factor" p: AXB - 4
datd de p((z, y)) ==z, penttru z2 € A, y € B. ;5

Funclia ,parte intreagid“ z: R—Z este dati de z(s) =[s] pentru
orice s i,

EXERCITIX

1) Fie A = {a, b, ¢}. Construiti citeva functii definite pe 4, eu valori
in A. Este adevirat cd sint 6 astfel de functii? (Indicatie: folositi desene, ca
cel din fig. 111.45.)
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2) Dati exemplu de functie f:4 - B, unde 4 = {4, 9, 16, 25} iar B =

= {2, 3, 4, 5}. Puteti da mai multe exemple? ‘

3) Fie A = {Iasi, Briila, Satu Mare, Petrogani}, iar B = {Bahlui, Jiu,
Dunire, Somes}. Puteti construi in mod natural o funcyie f: 4 -B?

4*) Fie P multimea propozitiilor: ,2 < 3“; ,4:2 =3%; ,2 € @; fie
V multimea formatd din literele @ si f. Puteti construi o functie 2 : P =V,
in mod firesc? Cite functii definite pe P cu valori in ¥ puteti construi?

B) Fie A ={—2, 3, 1, 0} si B ={0, 1, 2, 3, 4} iar f: A —» B functia
descrisd de f(z) = |« |, pentru orice 2 & A. Care dintre elementele lui B
corespund prin [ elementelor lui 4? Intocmiti un tabel.

6*) Fie functia z : B —Z descrisd de z(s) =[s], pentru orice s € R.
Completati tabelul:

Nz |/'5’|l—l/fk'|1/E Al S
z(8) . ’ | .

ENERE

NUMARUL FUNCTHOLOR

Fie A o multime cu @ elemente, iar B 0 mul{ime cu b elemente.
Cite functii cu valori in B putem defini pe 4°?
Sé. ludm un exemplu:

. Fie A = {=z, y, z}, avind trei elemente, iar B = {u, ¢}, avind
doud elemente. Putem alege in doud moduri imaginea lui # in B, anume
u sau ¢. Independent de aceasta alegere, putem alege in doua moduri
imaginea lui y in B, apoi putem alege in doud moduri imaginea lui z
in B.

7 In total obtinem 2 -2 -2= 2% moduri de a defini o functie de la
la B.
Aceste 8 functii sint prezentate in figura I11.16.
Cite functii de la B la A putem, defini?

Qrice astfel de functie f este determinatd de imaginile f(z) si f(v)l

din A. Putem alege pe f(u) in trei moduri, anume z; y sau z? ; indepen-

Fig. 111.16
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dent. de aceastd alegere, putem, alege pe f(v) fn trei moduri. In total
obtinem 3 +3 =32 moduri de a defini o funcfie de la B la A.

In general, daci A are a elemente, iar B are b elemente, putem
defini pe A un numdr-de b* functii. cu valori in B.

EXERCITIX

-1) Construiti toate functiile de la multimea {z, v} 14 mulfimea

{z, ¥, z}.

2) Tonel a vrut si dea un exemplu de functie si a scris pe caiet:
fie.functia [ : R — B datd de f(z) = |/#, pentru orice 2 real“. Ce a
gregit Ionel? 7

3) Fie A = {—3; =2, 3, 4}, iar B = {5, 10, 17, 23}, Putem de-
fini o functie f: A — Bprin f(z) = 2® 4 1? Dar prin f(z) =224 7?

4) Fie f:N - N dati de f(ry =n* —n 4 11. Este adevirat cd
numerele f(1), f(2), f(3), f(4) si f(5) sint prime? Existd numere z astfel
inecit-f(n) si nu fie prim? :

, 5*) Fie d: N* - N functia descris§ in felul urmitor: d(r) = suma

divizorilor num#rului n. Calculati d(%), d(6), d(8), d(9), d(11). Dati

exemple de numere n §i m astfel inclt n < m, dar d(n) > d(m).

Am invitat la fizicd urmitoarele: un mobil care se deplaseazi cu vitezi
constantid, rectiliniu s1 uniform, va stribate un spatiu cu atit mai mare cu
cit durata migedrii va fi mai mare, dupé formula s = vt.

In aceastd formuli v este 0 mirime constantd (o constanti), iar durata ¢
este variabild. Am stabilit deci o relatie intre duratd si spatiul parcurs s,in
sensul cd spafiul parcurs depinde de durata migcdrii. Considerind membrul

drept al formulel ca pe un polinom in %, putem scrie $({) = v+¢; am, scris-

astfel spatiul parcurs ca functie de durati.

. Deci, un mod de a scrie o funcfie este cel dat de formule. In cazul nostru
formula s(f) = v¢ descrie o functie.

Alt exemplu: formula L = F « d. Considerind o fortd F (constanti) ce
deplaseazd un corp, lucrul mecanic efectuat va depinde (va fi functie de)
marimea deplasdrii d. Seriem L(d) = Fd si in acest fel am, descris o funcfie.

La fel, f: R—R, f(z) =6z -+ 2 este o descriere a functiei f cu ajutorul
unei formule.

5. GRAFICE

in practicii se obignuieste si se prezinte rezultatele ynor experiente,
constatiri, date asupra productiei, sub forma unor schite, desene sau grafice.

Cuvintul ,grafic* provine din cuvintul grecese ,,graphein® care inseamni
2 desena.
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Sd presupunem ci la ora de educatie fizicd .profesorul organizeazi un
concurs de aruncare a mingii de oind. In mod sigur nu toti elevii vor arunca
fningea la aceeasi distanta.

S presupunem ¢4 cinci elevi au aruncat, in ordine, mingea de oini la
24m, 22 m, 18 m, 25 m, 14 m. Sigur ci cea mai buni aruncare a fost cea de
25 m. Desenind sub form# de segmente aceste aruncéri, ele vor ariita ca in
figura ITI1.17. Spunem ci am ficut graficul aruncdrilor.

elevul 5 | -
|
elevul 4 F—— f =l
| [
elevul 3 F—— iL =1 |
| |
elevul 2 | i i — :
l I
elevul 1 } ' t o |
I i
| ' |
: . f O Y
e “5m 10m 15m 20m 25m 30m
Fig. 111.17

Dupé acest grafic, putem face clasificarea aruncirilor astfel:
— pe locul I eleyul al 4-lea;
— pe locul II primul elev;

si aga mai departe.

S& privim harta tarii noastre i s urmérim traseul c#ii ferate intre
oragele Bucuresti si Fetesti. Pe fiecare harti este trecuti scara la care au
fost reduse distantele din teren.

S5& reprezentdm statiile de cale ferat# gi distantele dintre ele. Este sufi-
cient sd desendm un segment de dreaptd gi sd reprezentdm statiile prin
puncte pe acest segment, tinind seam de distantele dintre ele (vezi fig. I11.18).

g

= S

¢ - 2 g =

3 = c 5 Ve

g £ % 3 S <

4 70 -89 3r O 78 - 10
Fig. I1I1.18

O astfel de reprezentare (pe o dreaptd) poate fi ficutd pentru orice
traseu in care nu ne intereseazd altceva decit distantele intre oragele (sau
statiile de cale feratd) de pe acest traseu. .

Se pot reprezenta prin segmente si alte mirimi rezultate din misurs-
tori, ca de exemplu lungimile principalelor riuri de pe teritoriul tdrii noastre
-(fig. I1II1.19).

S& urmirim modul cum evolueazd, din ori in ord, temperatura unei
zile. Reprezentind indicatiile termometrului pe 0 dreaptd, vom avea doar
nigte valori a céiror succesiune nu ne spune nimic. Apare astfel necesitatea
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1Mures 768
10l 737
1Prut 716

15iret 596

—ifalomita 410
4 Somes 368
. : 1Arges 344

e : 1.Jiu 331

- 1 Buzdu 324

- - Jjia 307

— Birlad 289

i . 1Bistrita 2068

—— Dimbovita 268

Fig. II1L.19

-un sistem de axe de coordonate. Pe una dintre
s iy e iar pe cealaltd axi tem-

folosirii planului, : :
axe, de exemplu pe axa absciselor, vom marca 0ra,

ratura inregistrati. . ¥ 303
Pmatulﬁind tgm,peraturile aerului, intr-o zi frumoasi de iarnd, s-au constatat

cregteri sau descregteri mari de temperatury, astfel:

ora 0123.4567891011121314151617
tempe- r
;ﬁﬁreaén —5~6—7-—6—6—-7—6-—7—8—9_~7+1+10+144—13—{—10-{—8-{-21

i | ic (pri ile inre-
fn figura T11.20 am reprezentat grafic (prin puncte) temperafurile in
gistrate d;gllla ora 5 la ora 17. Apoi am unit aceste puncte prin segmente de

dreapta.

temperalura :
ik { 1

2 ' / \

056‘78910/11127.3!415( 7 lora
=4}~

-8 e

T*
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rul de biiefi i numirul de fete din clasa voastrs.

Citim pe acest grafic ¢i sax s
e (pepordonat ég)r- 1c ¢d la ora 16 (pe abscisi) temperatura aerului era

Un astfel d i i ] Toas
ARt e grafic redd foarte sugestiv cregterile si descresterile bruste

ALTE TIPURI DE GRAFICE

Pentru a face com e g ;
e paratil vizuale, intre diferite mirimi :
turd, se folosesc diferite tipuri de grafice. ite mdrimi de aceeasi na-

gipul L. Grafice prin sectoare de cerc.
e exemplu, in figura I11.21 am reprezentat struct i tirii
noastre, dupi mod:lt;)l_?g;: fco!g_sinpai al terenului, la sfir§itulu£?1uﬁzli)rf£g§l(dt‘:;;
J (A974). Gatim, pe acest grafic of t i i
41,3 %Md:in total, iar viile si livezile reprezginté a4 ?ili(:ln:cl)t:{abll R
odul de constructie al unui astfel de i i
 Modul d uct grafic se bazeazi
numdrului de grade (din 360) ce corespund unui procent; in F:?xfc?;ile)edg éxlxll?rggg

rul de procente ; :
i 3’%6') se construieste sectorul respectiv (la 1% corespund 3,6°

1978 -

1975

1570

4139,
Teren arapjl

Fig. I1I.21 Fig. II1.22

EXERCITIL

Construiti un astfel de grafic (prin sectoare de cerc), reprezentind numgy.

Tipul 2. Grafice prin cercuri suprapuse.
Tot cu ajutorul cercurilor pot fi construite si-alte tipuri de grafice. De

exemplu, pentru a reprezenta modul in care a evol i i34
mint ce se administreazi (in medie) la hectar t‘frar e e el
II1.22) cercuri tangente interior in acel

proportionale cu cantitétile de ingriisiminte administrate,

; en arabil, am luat (in fig.
asi punct, de raze diferite, avind ariile

100

T

Tipul 8. Grafice prin sectoare de cerc, cu raze inegale. L

Prin sectoare de cerc, cu acelagi numdr de grade, dar cu raze diferite,
putem, urmiri de exemplu, modul cum a evoluat in timp populatia Bucures-
tiului intre anii 1930 si 1978 (vezi fig. 111.23). :

Tipul 4. S& urmarim: harta cregterii investitiilor in citeva ]m}et,;e,
in anul 1978 fatid de anul 1965 (Anuarul statistic 1979), prezentatd in

figura 111.24.

1978
jlm/ m
1931
2 Bistrita-
Nasdud
19
e 7 =
055000 H
o/, Harghita
1500
1000 g @
B
- 500 _ rasov =

196! 12360000 :
Z 0

' Fig. 111.23 Fig. I11.24

Observim c# in fiecare judet au fost ficute investifii in mod d.iferit.
Se vede de asemenea cid judete mai slab dezvoltate din punct de ve?.t?rfz' mdus:—
trial au beneficiat de un volum de investitii mai mare, conforrfa_, politicii Parti-
dului Comunist Roman de ridicare a tuturor judetelor 195_1‘11. De ex?mplg,
judetele Silaj §i Bistrita-Nésdud. Comparind datele referitoare la Jufietul
Silaj cu scara, constatim cd investitiile fscute in 1978 in acest judef
reprezinty 1 4009% fatd de investitiile facute in anul 1965.

Tipul 4. Un alt tip de grafic este cel din T -
figura IT1.25. : _jjg

El reprezintd (in procente) evolutia numa-
rului de elevi din ciclul primar si gimnazial in
diferiti ani gcolari. Un astfel de grafic, pe baza
de dreptunghiuri cu o laturd egald, ne face o idee
asupra modului in care a crescut populatia gco-
lard fatd de un an de bazi; in exemplul nostru
anul de bazi este anul gcolar 1938—1939 (consi-
derat anul de virf in perioada de dinainte de %
23 August 1944). NN

Incepind cu anul 1948, anul reformei in-
vitdmintului, se observd o cregtere a numdrului s IS b
de elevi in invitimintul primar si gimnazial. 83 Big B 98

Tipul 6. Graficul productiei. Fig, 111.25
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. Moldoveanu (numits curbi hipsometrici

’ Unul diniire princi.palele produse ale industriei constructoare de masini
din tara noastx.-a i1 constituie locomotivele electrice $1 diesel pentru linii magis-
trale. Productia lor a inceput in anul 1960, cind au fost realizate primele 10

buf:ﬁt.i. Il:l tabelul de mai jos prezentim numzrul locomotivelor fabricate in
citiva ani.

Anii 1965 1970 1975 1976 1977 1978

Ifocgmotive electrice
gi diesel fabricate 110 265 334 247 310 274

Datele din acest tablou
de locomotive (vezi fig. 111,26

pot constitui baza trasirii graficului productiei

O e JESI S
1965 1970 1975 ©77
976 1978
Fig. 111.26

Dupd anul 1970 se observi o uniformi
- _ mizare, in sensul c
locomotive se stabilizeazi in jurul a 300 buciti p:a an. s R

Desigur cd un grafic al productiei i i
: i poate fi construit (desenat
fiecare intreprindere, uzing sau chiar sectie in parte. R p

Tipul 7. Necesititile practice i
_ _ mpun adesea cunoagterea profilului
:(_‘.081;;81 ;a?restre pe o mtmdel:e mai mare. O reprezentare a profilulufscoartei
erestre din tara noastra, obtinuti printr-o-sectiune N-S care trece prin virful

) este datd in figura II1.27.

Pietrosu M"z’?‘}?"”"
2303 [ i
X i Gh}ﬂ.l
2 621
(& ] A

! Arge:‘s Ved.:.’a Dunc'r.;'ea 2000

: 1
|

Fig, 111.27

Tipul. 8. O deosebitd importantd o prezintd si graficul in carfiﬁzs;g
redat profilul longitudinal al unui curs de apd. Pe graficul din ﬁguzastf L2
este redat profilul longitudinal al riului Arges. (Atlasul R.S.R.). 4 be 'Z
grafice pot da o indicatie asupra locului in care ar ty'ehul construite baraj
hidro-energetice sau lacuri de acumulare pentru irigatii, de-a lungul unui Iau:
Am reprezentat pe abscisd lungimea riului méasurata (?.ev-la izvor, iar pe ordo
nati altitudinea punctului corespunzitor de pe abscisd.

g o

2050 St
m -

=

e

12004 é g
1000} 5 =
Bl B

600+ E :g:
4001 Bucyresti - = .

: !

0 20 80 120 160 200 240 280  320km

Fig. 111.28

Am urmirit pind acum citeva moduri de a reprezenta grafic mérimi ce
depind unele de altele. In doud exemple am intilnit grafice plane in care s-a
trasat o linie continui, frintd sau curbd. S& mai -cox‘mgderém_un astfel de
exemplu. In figura I11.29 am reprezentat printr-o linie continud cregterea
populatiei oragului Bucuresti in perioada 1835—1975, i la fel evolufia popu-
latiei oragului Tagi in aceeagi perioadi.

1600000

// 1400000
/ 1200000
1000000

/ 800000 /‘ 200000
600000 / 150000
/ 400000 /"'-.’ 100000
// 200000 4 50000
o 0 : 0
Loy © oL ~ n o oo u';\r
SBSHRAEES 3 BoBERES
Populatia Bucurestiului Populatia orasului lasi
Fig. II1.29
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In graficul de A e 7
i productie din figura 11131 nu a fost nrenimats
de masurd pe axa ordonatelor, deci nu ne putem da Eh s )

R < seama i
despre evolutia productiei. Graficul este incomplet pe R

80% P
i
A e
{ i H
H i : !
0
60 1965 570 Bos Ton—
Fig. II1.30 Fig. 111.31

Priviti figura 111.32. Si un astfel de
100% eorespunde aria unui cere do razd r,

unui eerc de razi 1/2r si nu 2-(N

1960

grafic este fals, deoarece dacy la
atunci la 2009, corespunde .aria

1979
Fig. 111.32

EXERCITIU

(oral) Unul dintre graficele din figurile IT1.21, 22 gi 23 este fals. Care?

6. GRAFICE DE FUNCTII

‘{ Fie functia f : {—1, 1} -
ei (vezi fig. III. 33) este format din punctele 4 §i B, Puncty]

0 = ordqnata 2 = f(—1), iar punctul B are abscisa 1
1 Putem scrie A(—1, f(—=1) si B(1, f(1)).

- Fie functia g: {— B0,
| = —a+1. Avem g(— 1) = 2, 2(0)

{2, 3} datg de f(—1)'=2 f(1) = 3. Graficul

; 4 are abscisa
81 ordonata 3 — f(1).

{0, 1, 2) daty de formula g(z) =
=1, g(1) = 0. Graficul ei este format
104

—a

din punctele 4, I §i J din figura III. 33. Avem A(—1, g(—1)), J(0, g(0)) si
I(1, g (1)).

. Fie functia f: {—1, 0, 1, 2} >R, descrisd de formula f(z) = 2z. Avem
fl—1) = —2, f(0) =0, f(1) = 2, f(2) = 4. Grafioul acestei functii este for-
mat din punctele P, O, N si M din figura I111.34.

y 2 4
M
4 ML
Y,
A 21&'-‘ iy
S_,.._. N
2
J 1
— A 7 i
i
g ¥ =1 |0 '
J 2 x
% 12 2
0 ’I X il i - -2
l .
Fig. I11.33 Fig. Il11.34 " Fig. I11.35

Fie functia g: [—1; 2] > R descrisi de aceeasi formuli ca si functia f,
adicd g(z) = 2z. Avem g(—1) = —2, g(0) = 0, g(%] =1,61)=2,()/2) =

= 21/2, £(2) = 4. Folosind teorema lui Thales putem, stabili ¢¥ orice punot
de pe graficul acestei functii, punct avind abscisa x si ordonata g(x), se afld
pe segmentul MP. Graficul acestei functii este segmentul MP (fig. II1.35).
Sd trecem coordonatele punctelor marcate de pe gralic in urmitorul

tabel:
z —1 0 —;- 71 12 2
G T N e e R
EXERCITI

Marcati alte puncte pe graficul functiei g si treceti-le coordonatele in tabel.
Sa consideram functia f: [0, 4] - R data de formulele

LB %m—l— 1 dack @ € [0; 2I;
x in caz contrar.
Avem fi0) =20+ =15 )= L4 paup; fo)=2 2+
4 1 =2, dar f(3) = 3, deoarece 3 & [0, 2]; la fel f(4) = 4.
105
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Graficul functiei [ este format din segmentele JK si KL din figura 111.36.
S8 considerdm o functie f: 4 — R, unde A este o mulfime de nu-
Iineen;%of‘&eo(;z;ﬁ (eler;x(ex;\;, ;c E]A fi corespunde un numér real f(z) gi un punct
e z, f(z)) in plan. Multi - i 2
tiei T (vomt Bix ,111-37). P timea acestor puncte este grafieul func

p 7
S r
[}
T Nl S ; S lPrx.f(w g
] 1 i :
] 1 |
p T et o :
B o fan :
i , i i ! } :
i Ul e !
e e i | :
i ! ! |
s I I ey N o — -
0 RIS e e A
Fig. 111.36 " Fig. 111.37
EXERCITII

1) Fie functia f : [—3; 2] — R dati de f(z) = —z + 2. Calculati f(—3),
f(), f(—=2), f(?)’ f(0). Desenati apoi, intr-un sistem de coordoniate, graficul
functiei.

2) Fie functia g: {—4, —2, 0, 1, 2} - R datd de formulele:
g($)=l z + 2 dacd z € {—4, —2,0};

2 in caz contrar.

Completati tabelul valorilor functiei; desenati apoi graficul ei.

3) Reprezentati grafic functia f: {—3, —1, 1 R definits -
e tia f: { } - efinitd de for

4) Reprezentati grafic, in acelagi sistem de coordonate, functiile
f:[—2,2] - Rsig:[—2;2] — R, descrise de formulele f(z) = 2z, g(z) = 2z—1.
Ce observati?
i 6) Reprezentati grafic functia f:[—1; 3]-[—1; 2] definitd de formu-
ele:

z dacd z € [—1; 1];

é_a; - % in caz contrar.

f(z) =

7. GRAFICELE FUNCTIILOR LINIARE

AS& de;t(ag):‘im %rai('iicul functiei f: B — R dati de f(z) = 2z.

vem =0, deci originea (0, 0) este un t fi i.

b =r2 AR ) punct al graficului. Avem
~ Fie P(a, 2a) s1 O(b, 2b) doud puncte de pe grafic, diferite intre ele (si

diferite de O) ca in figura I11.38. Segmentul P P;, are aceeasi lungime ca (Si

P40, anume 2a; segmentul QQ, are aceeagi lungime ca si 0,0, anume 25. ,
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iar —* = —
00, b OO0, g2
Din reciproca teoremei lui Thales aplicati paralelelor PP, si QQ,, rezuttd
ci punctele O, P si @ sint pe aceeasi dreaptd, dreaptid determinatd de punctele
0(0, 0) si U(4, 2).

b4 } ¥
2/
(2 e P/
/
P, 1= L
g U
pU A /P
2b / /
2 / A Y| pl2a
ey ol
S ‘
7 H 7
! 7
0 AQ X A /lI9Ta X
a !
b
. Fig. 111 38 ' Fig. II1.39

Astfel graficul functiei f este dreapta OU, ce trece prin origine. Din
acest motiv se spune ca functia f este liniari.

S# desendm, graficul functiei g: R — B dati de g(z) = 2z + 1.

Avem g(0) = 0 4 1, deci punctul O’ (0,1) aparfine graficului; g(1) =
= 2 + 1 = 3; deci punctul U’ (1, 3) apartine graficului.

Avem, g(a) = 2a + 1; punctul P'(a, 2a + 1) de pe grafic se obtine prin
translatarea verticald a punctului P(a, 2a). Se observé (fig. 111.39) ca graficul
functiei g se obfine prin translatarea graficului functiei f; el este deci tot o
dreaptd. Si functia g este liniard.

DEFINITIE. O functie f: R— R descrisi de formula f(z) = mz +n
(unde m §i n sint numere reale date) se numeste funefie liniara.

Graficul unei functii liniare este o dreapta.

Si ddm, doud exemple. '

Fie mai intii m = 3 §i n = —1, adic fie functia liniard f: R - R datd
de f(z) = 3z — 1. S4 intocmim tabelul

1 3

=9 3 0 ) i =

4 3 2
f(x) =7 —& —1 | 0 2 %

ce contine citeva valori ale functiei. Sa-i desendm, graficul in figura III.40.
Si observim cd dacd b > a, atunci f(b) > f(a), pentru orice numere
a si b. Se spune cd functia f este crescdtoare.

107




Fie m = —2 i n =1, adic3 fie functia liniard g: R —» R dati de g(z) =
= —2z + 1. Avem de exemplu g(—2) =5, g(—1) =3, g(0) =1, g %-) =0,
g(1) = —1, g(2) = —3. Si-i deseniim graficul in figura I11.41.

Y /
Y
1b)
: .
1
fl A\
1] alb
O/ al b X 0 x
gfa) __\&
1
/ ¥
y gib)l-- 3
i \
N
X
Fig. III.40 ‘ Fig, III.41

Sé observim cd daci b > a, atunci g(d) < g(e), pentru orice numere
reale a §i b. Se spune ci g este descrescdtoare.

Dacé m = 0, atunci functia descrisd de formula k(2) = n poarti numele
de funcfie constantii. Graficul ei'este o dreaptd paraleli cu axa absciselor
(vezi fig. II1.42).

TEOREMA. Fie f functia liniard descrisi de formula f(z) mz -+ n.

Daca m >0, atunci [ este crescatoare; dacd m 0, atunci [ este descres-
citoare.

Demonstrafie. Fie m >0 si fie b > a doud numere reale. Atunci mb >
> ma; adunind ambii membri ai inegalititii cu n, obfinem mb + n >
> ma + n, adicd f(b) > f(a). Deci functia f este crescatoare.

Daci m <0 si b >a, atunci mb <
< ma(!). La fel ca mai sus, mb +n < ma +
-+ n, adica f(b) < f(a), ceea ce inseamnd ci
functia f este descrescitoare. Teorema este
demonstrata.

X Gralicul functiei liniare f(z) = mz +n
este o dreaptd. Dar, stim de la geometrie
ci o dreaptd este determinati de doud

¥

0 % puncte. Vom putea desena deci graflicul
3 unei functii liniare dacé-i cuncagtem doud
Fig. I1II1.42 puncte.
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S# presupunem ci m 5 0 5i 2 # 0. Orice punct al graficului lui f are
coordonatele (x; f(«)) unde & este numér real, |

Punctul de pe gralic ce are abscisa O are coordonatele (05 £(0)), adic
(0; n); acest punct este punctul de intersectie al grafioului cu axa ordo-
natelor (vezi fig. 111.43).

Si aflim coordonatele punctului de
pe grafic ce are ordonata 0; din f(z) =0,
adici din mz +n =0, gisim ¢l = — -

>

m

deci acest punct are coordonatele (-—- L 0) .
m

y X
El este punctul de intersectie al graficului \
cu axa absciselor. Fig. 11143

EXERCITIU REZOLVAT

S desendm. graficele functiilor f(2) =3x — 6 si g(2) = —3z + 3, in
acelasi sistem. de coordonate. _

Avem. {(0) = =6, g(0) = 3. Graficul functiei f intersecteazd axa ordo-
natelor in punctul 4(0, —6), iar axa absciselor in punctul B(2, 0), deoarece

o el p
3 i -
Graficul functiei g intersecteazi axa ordonatelor in punctul C(0, 3), iar
axa absciselor in punctul D(1, 0), dedarece — T-%;)z 1.
Cele doui drepte sint desenate in figura 1144

e Y e
5 [
= i 2 3
\C . e m\=1'—~
\D /
1 j
0 g X 3 e 1 rn;:’?«_
¥ A
1 ¥
- /Y
/ \ "// j
TN A
// : i J’ﬂ:-7_.
7/
Fig. 11L.44 Fig. III.45
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_ Functiile liniare f: R — R descrise de f(z) = mz au proprietatea ci
graficele lor trec prin originea axelor de coordonate. Intr-adovdr, pentru
orice m, avem f(0) =m0 = 0, adicd punctul de coordonate (0, 0) se afld
pe grafic.

Un al doilea punct pe grafic este punctul de coordonate (1, m).
In figura II1.45 am desenat dreptele corespunzatoare pentru m = —1,

m=3-- m=1§1m=2.

EXERCITIU

Desenati (in acelagi sistem de coordonate) graficele functiilor liniare
flx) =mzpentram =1, m =2, m=3gim = 4.

O altd familie importantd de drepte sint graficele functiilor f:R — R
cu f(#) = mz + n gi m fixat. De exemplu, in figura I11.46 am reprezentat,

pentru m = 7 graficele functiilor f(z) = 7 Z+n cu n=—1, n=0,

3
- Aceste drepte sint paralele intre ele.

n=—
2
Y |
n=3
r/' n=0
7
LTI
= A
v -~ 1 hi-
] ]
-~ Oz x
I/ = -
4/ i
r /’
Fig. 1I1.46

8. APLICATIE. GRAFICUL MISCARI
RECTILINII UNIFORME

. Multe fenomene din naturid se desfagoard ,liniar", cel putin intre anu-
mite, limite. Aga, de exemplu, alungirea unui arc elastic este proportionald
cu ior},a ce se exercitd asupra lui; pe acest principiu sint construite dinamo-
metrele.

Migoarea rpctlil‘ilnjle u;xific;:-mé a unui corp se desfdgoard ,liniar®. Si
presupunem, ci mobilul este in pozitia d, la momentul z, Di parcursi
pind la momentul ¢ este i ! ot o

d(t) = t)(t — tu) + do-
In aceastd formuld viteza v este presupusd congtants.

110

Putem scrie aceastda formulid astfel:
d(t) = mt + n, cu m = v iar n =d, — Vi

gi recunoagtem, forma functiilor liniare. : o e
Graficul acestei migciri, desenat in figura I111.47, ne permite sd apreciem,

rapid pozitia mobilului in orice moment al migcérii. De aceea in practicd sint
des utilizate astfel de grafice.

Dll's'r.
parc. -
L~
1 Ld u
.
uE
—
:
Fig. 11147 o Iimpul{.

EXERCITIU
(arall) In figura I11.48 este prezentat un extras din Mersul trenurilor

pe tronsonul 100, intre Bucuregti Nord si Rogiori Nord.
Puteti aprecia ora la care vor trece cele trei trenuri prin dreptul statiilop

Olteni gi Vadu Lat?

EXERCITIU REZOLVAT
S& reprezentdm, grafic functia f: B —» B descrisd de formulele
— z 4 2 dacd z < 1;
e [33: — 4 dacd » >1.
fn figura 11149 am reprezentat mai intii prin linii intrerupte graficele
functiilor g(z) = —x -+ 2 si h(z) = 3z — 4. Graficul functiei f este format
din cele dou# semidrepte trasate cu linie ingrogatd.

Distanta
[ in kin] 1/ 1] |
sioriNJ 1 7 4 o
T 1700 213 0091 105,
N | ™ ]
~ ST 5
Oitenil 74 ~[ of[ 1 ~
@ ~ [
Q Gf [
GJ o af
~/ @/ <]
(Videle) 51 L o4 2100, B3 025 J /
| 2059 021 N
|
VGdJlG?) _I_. ’l ]I <
: / o [ 4/ [N X
/ ] A N
/ ll I
ucuresti | J2007 2300]2335 ,"
Nol2oT | |21 22 23| | | 0 Fmpul{in or !-
[ [ ] | [ 2 1 D W B |
Fig. 111.48 Fig. I11.49
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EXEROCITID

11) Fie functia f: (~2, 0, 2, 4} = {—1, 0, 1, 2} definitd de f(z) =
= @ Coloulati f(=2), 2), f4)

2) Fie functia f: R — R definitd de f(z) = — « 4-5. Caleulati f(—2);
{(0); f(3); f(4). Aproximaii cu eroare de 0,01 f(]/26).
3) Fie f: {—2, — 1,0, 4,2, 3} — R definitd de f(z) =3 — :
=2 s 7 o gt D
4) Fie functia f: {—2, — 1, 0, 1, 2} - R definiti de
f(w)--—-{z dacd z & {— 2, —1};
z+1 daci z & {—2, —1},
Caleulati f(—2), fi— 1) f(1) si f(2).
6) Fie functia f: [— 2; 2] - R,
fla) = { 2~z dacd xe&[—2;0];
z—2 in celelalte cazuri.

Calowlati f(—2), f(~1), f(-—%J’ 10), f(%) 1173, (2 §if(-— —;)

6) Roprezentati grafic functiile:
S PbB A, Y By Pl S

1 —=2
= 3 : Ok R R, h(r)=2-3; d s: R->R, S(w)z,g_ w3

B) 1 = Ry, #a) = %
?7) Reprezentati grafic funcjia /: B -+ R descrisi de formulele

——-1—a:+2, daci & < 1,

flz) =
3 , dacd 2 >1.

LUCRARE PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

1) Fie f: {0, 1, 2 o I e e g E:
culati f(1) g{ f{(-Z). }= {~8, —2, —1,0, 1} datd de f(2) = 2 — 3. Cal-
2) Reprezentati intr-un sistem do coordonate punctele A(0, 3);

B(—2, 0); C(i, -Z_)'gi 1}(...%, 2).

3) Reprezentati grafic functia f:R - B datd de f(2) = 22 — 3,
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CAPITOLUL IV

SISTEME DE ECUATII

1. ECUATI LINIARE (DE GRADUL 1)
CU DOUA NECUNOSCUTE

Si considerdm ecuatia:
3x + 4y — 17 =0 (x,y € R).

Dac inlocuim in ecuatie pé X cu 3 iar pe y cu 2, obtinem propoziiia
adeviratd: 3-3 + 4+ 2 — 17 = 0. Spunem cé perechea (3, 2) este solutie a
ecuafiei. .

Daci inlocuim in ecuatie pe X cu 0 iar pe y cu Z7 , obtinem propozitia

adeviratd 3-0 + 4- %} — 17 =0. Deci gi perechea (0, 1—2) este solubie a

ecuafiei.
Dimpotrivi, daci inlocuim pe X cu —1, iar pe y cu 3, obtinem propozitia
falsd 3- (—1) + 3:3 — 17 =0. Deci perechea (—1, 3) nu este golutie a
ecuatiei.
 Observdm cii amindoud solufiile gésite sint elemente ale produsului
cartezian R X R. .

Am inviitat in capitolul IIT ci produsul cartezian R x R poate fi iden-
tificat cu un plan, in care am ales un sistem de coordonate.

Si reprezentdm solutiile géeite ca puncte intr-un astfel de plan (punc-
tele A si B din figura IV.1).

Oare acestea sint singurele solutii ale ecuatiei?
. Féie # un numdr real; si inlocuim in ecuatie pe X cu &, iar pe y cu

— 3z

. Obtinem
&

7 =0

3om+4-.1£__l:—3_$_-

care este o propozitie adeviratd, oricare ar fi z.
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Deci punctele din plan ce au coordonatele (a:, o _333) reprezinti
4

solutii ale ecuatiei. Aceste puncte f a a
minatd de punctele A gi Bp(vezi fig?.r?\?.zzf PSR e detr

. ¥
_ N
2t : \
50%) QB\
17-3x \'\
4 N
7-32| Y =
Al32} o i
~ 1 [
. J Pl
E
1 ]
o ! i
i o IS A e
Fig. IV Fig. 1V.2

S& calcul -
fig. 1V.3), culdm coordonatele unor puncte de pe aceastd dreaptd (vezi

Punctul (6 D E .
Abscisa z 2sh 1 2 3 :
2 3
Ordonata i s £l 1 1 2
8 2 4 8
y 1
o IP afara punctelor de pe aceasti
— 7 dreaptd, mai putem gisi si alte solutii ale
.ml_ o ecuatiei? g
By q T Sd presupunem c# avem o solutie,
NE "] |~ Treprezentatd de punctul din plan cu
I — coordonatele (2, y). Atunci 3z 4 by —
- PNE g = 171 =0, de unde 4y = 17 — 3z, adici
= 7— 32 :
sfle A s = . Deci punctul are coordo-
I O ap f\ 4
J 17 — 3
N natele (.ar:, :c); el se afli pe dreapt.
e - Am stabilit cd solutiile ecuatiei
Ee 3x + 4y — 17 =0, (x, y € R)
Fig. IV.3 sint numai punctele de pe dreapta AB.
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Din acest motiv ecuatia 3x 4+ 4y — 17 =0 se numegte liniard. Numele
de ,,ecuatie de gradul 1“ provine din faptul ca polinomul in X §i y din membrul
sting are gradul (total) 1.

Fie acum ecuatia 2x — y — & =0, (x, y € R).

Inlocuind pe X cu 2 iar pe y cu O, obtinem propozifia adeviratd 2 -
.9 — 0 — 4 =0; daci inlocuim pe X cu 0 iar pe y cu —4, ob{inem propo-
zitia adeviratd 2:0 — (—4) — 4 =0.

Astfel perechile (2, 0) si (0, —%) sint golutii ale ecuafiei.

S# presupunem ci perechea (z, y) este solutie a ecuafiei.

Deci 22 — y — 4 =0 este o propozitie adeviratd., Obtinem de aici
y = 2z — 4, ceea ce inseamni cd perechea are forma (z, 22 — 4).

" Putem spune deci cd orice solutie a ecuatiei este de forma (z, 2z — 4),

unde z este un numir real.

Dar, oare astfel de pereche este solufie a ecuatiei 2x — y — 4 =0?

Si inlocuim pe X cu z, iar pe y cu 22 — 4; objinem propozitia

2z — (2z — 4) — & =0,

care este adeviratd.

Deci solutiile ecuatiei sint perechile de forma (2, 2z — 4), unde z este
un numdir real oarecare. Punctele avind aceste coordonate formeazd in plan

o dreaptd (vezi fig. IV.4).

Y
¥ ]
E
2X~4F o= —f=—=F—
J|
B
o /! X[ x
)
Al
C
Fig. IV.&. |

S# calculdm coordonatele unor puncte de pe aceastd dreaptd:

Punctul A B C D E

Abscisa 0 2 —1 /2

Ordonats Dr—&ls —& | 0 | =6 | AV ASk= LTS, |6 |

$1 ecuatia 2Xx — y — 4 =0 este liniar§, cu doud necunoscute.
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Si observim cd di
rvimcd din 2z — y — 4 =0 putem obtine gi ¢§ # — ¥ ek
2 ’

aceasta inseamnd c# 1l iei 1 scri
a solutiile ecuatiei pot fi scrise si in forma ¥4 i
unde y este un numir real oarecare &4

OBSERVATIE. Comparati mult;
. graRA parati multime i s
=0 cu graficul functiei f(z) = 2z — 4. aczol:g;ggiai?;lahel 2X —y — 4 =

Forma generald a ecuatiei liniare cu dous necunoscute este
eX + by +-¢ =0, (x, y & R),

unde ¢, b, ¢ sint numere reale, iar ¢
este de gradul 1.

Nume i icientii
rele @ §i b se numesc coeficientii ecuatiei; de exemplu, despre a
1

se spune ci este coeficientul luj
s ul X. Numér "
ecuatie, ul ¢ se numeste termenul liber al

#0 5i b #0. Se mai spune si c ecuatia

Q ecuatie liniard cu doud necunoscute are mai multe solufii.
' Fie (z, y) o solutie a ecuatiei; aceasta inseamni cd inlocuind PexXcu z
iar pe y cu y in ecuatie, obtinem propozitia adevirati :
a-z+b-y+4e¢=0.
Din aceastd egalitate putem obtine ({inind seamd c& b # 0):

0 —ar
y=—"".
b

Perechile de forma (x, ot omic]
b

), unde 2 este un numdr real oarecare,

sin(;, solutiile ecuatiei. Punctele din plan avind ‘aceste coordonate formeazi

o dreaptd (vezi fig. IV.5); aceastd dreaptd va fi numitd dr ii

ap eapta

ecuatiei ax + by + ¢ =0. ki
Pentru.a putea_d?sena o dreaptd este suficient si cunoastem douj

puncte ale ei. De obicei se aleg punctele de intersectie ale ;ireptei cu

~ yﬁ_ axele de coordonate.
\5\ Mai precis, punctul B are abscisa 0;
ordonata lui va fi M=—— £ deci
:c_f.f____ﬁ,@ﬂzr,g__ i8
¢
r, B(O, ~?) Punctul A are ordonata 0; din
/] X AN X
N, —c—az - - C
—————— = 0 deducem ecid z=——: deci
b a.
) :
Fig. IV.5 ( a’ 0)

EXERCITIU REZOLVAT

Desenati in plan, intr-un sistem de coordonate, multimea solutiilor
ecuatiei 2x +3y —6 =0 (x, y € R). :

Rezolvare. S4 calculdm abscisa punctului A(z, 0) punctul de intersectie
al dreptei soluliilor cu axa absciselor. Inlocuind
pe X cu #, iar pe y cu 0, obtinem propozitia

adevirata ,
. 2+.24+30—6=0, g

-

de unde z = -g = 3. Deci A(3, 0).

Fie B(0, y) punctul de intersectie al -
dreptei solutiilor cu axa ordonatelor. inlo- ™A
cuind pe X cu 0 iar pe y cu ¥, obtinem propo- &
zitia adevarati 2:0+3-y — 6= 0, de unde

y= % — 2. Deci B(0, 2).

Multimea solutiilor ecuatiei se identificd
cu dreapta AB (vezi fig. 1V.6).

Fig. IV.6

EXERCITII

1) (oral) Aritati care dintre ecuatiile de mai jos nu este o ecuatie liniard
cu doud necunoscute. Motivati de ce:
a) 8x -+ 5y —6=10; b) 8x—5=0; ¢) x—2y=0; d) %x-}—y-_—o;

O y+1=0; ) xty=—1; g =y =& b) y=Tx—5 i 3+

-} 0y — 0,5 =0. R

2) Desenati dreapta solutiilor pentru ecuatia liniard:’

a) x+y—4=0; b) 2x —y —4&=20; ) x—-3y+3=0; d) x+
+y+4+1=0.

3) Care dintre perechile de mai jos sint solutii ale ecuatiei 7x — 9y —
—2—10

8 (4,05 B) (1, =33 O L -5 D B2 9 66

3 1
Hi=, —=|?
)(14’ 18) ;

4) Scrieti cinci perechi care s& fie solutii ale ecuatiei liniare 2x 4 3y —

— 10 = 0; scriefi apoi trei perechi care nu sint solutii ale acestei ecuatii.

5) Desenati In acelagi sistem, de coordonate dreptele solutiilor ecuatiilor:
a) 2x+2y —8=0; b) 3x—y—4=0; ¢) Xx—2y+2=0. Ce observati?
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6) Inlocuiti in ecuatia 8x — 2y — 6 = 0 necunoscuta y pe rind cu

: 1 3 .
valorile —2, —1, 0, 5 1, 5 2, 3; pentru fiecare dintre aceste valori,

aflati solutia  a ecuatiei in x ce o obtinefi. Completati apoi tabelul:

1 3
= 1 2
2 2 2 3

¥ —2 ~1 0

&

- Desenati intr-un sistem de coordonate punctele corespunzitoare,

7%) TonicA a cumpirat de 47 lei caicte si ascutitori. Un caiet costd

3 lei, 0 ascutitoare & lei. Puteti afla cite cajete si cite ascutitori a cumpdarat
lonic#? _ '

- 84 considerim ecuatia ax ¢ =0, (x & R), in care a # 0. Solufia

.. ’ c
ecuatiel este numirul real — —.
a

S-0 seriem sub forma ax 40+ y ¢ = 0, (x, y € R).

Scrisd in aceastd formé, ea devine aseminitoare cu o ecuatie liniard
cu doudl necunoscute. Care perechi de numere reale (z, y) ar putea fi solutii

ale ecuatiei? Este evident cii y poate fi oarecare, jar z = — .. Dreapta
a .

solutiilor este paraleld cu axa ordonatelor (vezi fig. IV.7, a).

y & 7
—
c hd
by
0 TIJ:' M [0) X X
! ]
a b

Fig. 1V.7

Fie ecuatia by + ¢ =0, (y € R) in care b = 0. Scrisi sub forma
0-x+8y4c=0, (x, yeRB),
ea devine aseménitoare cu o ecuatie liniard cu doud necunoscute. Solutiile

: : : ¢
el sint perechile de numere reale (2, ¥) In care z este oarecare, iar y =

b
Dreapta solutiilor este paraleld cu axa absciselor (vezi fig. IV.7, b).

OBSERVATIE. Ecuatiile ax - 0y ¢ =0 gi O+ by +¢=0 de
mai sus sint ecuatii liniare, dar nu cu dou# necunoscute (H.
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ECUATII ECHIVALENTE €U ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

i = i i =1, (x, yER)
Ecuatia X+ y—1=0, (x,y € R) si ecuatia X} ¥ e
au acee(:;?':nultime de solutii: perechile de forma (#, 1 — z), unde z este
umir real oarecare. Ele sint echivalente. i
- La fel, ecuatiile x + 2y — 3 =0, (x,y € BR) 5i Ly =6 — 2x (JF, Y €R)

=X :c) unde

; 3
sint cchivalente, ambele avind ca solutii perechile de forma (a:,

z€ER. . i &
Dimpotrivi, ecuatiile x4+ y—1=0, (%, ¥ € R) 5i x+y ~ 1=0,
(x, ¥ € N) nu sint echivalente; a doua are doe;r doxila solutii, perechile (0, 1)
' -
si (1, 0), iar prim:_a. are ca solutie si perechea (5-, -E) - |
DEFINITIE. Vom spune ci doud ecuatii sint echivalente dacé au aceeasi -
ltime de solutii. - : . Pl
o ']In general, datd o ecuatie (cu una sau mal multe necunoscute,‘ liniard
sau nu), trecind termeni dintr-un membru in celilalt (f“ semnul s_ch‘lmbat )
sau inm’ul't,ind ambii membri ai ecuatiei cu acelagi numar real diferit de zero,
obtinem o ecuatie echivalentd cu cea de la care am plecat.

2 y X A ul g =
De exemplu, ecuatia X |- —5 4+ 1= E y este echivalenti cu- 2x -

=X — 1tit ambii membri ai ecuatiei cu 2). Aceasta
+y-+2=x—2y (am inmul ec as
este echivalenti cu 2x -+ y+242y—Xx = 0, .adma cu X -3y - 2‘_ 0
(am trecut in membrul sting termenii —2y $i X din meml?ryl Elrept, apoi am,
redus termenii asemenea), Ultima ecuatie obfinutd este liniard.

EXERCITIU REZOLVAT

8 X o i PO N

Si rezolviam ecuatia gLl & | E .

S§ presupunem ci perechea (z, y) este solutie a ecualiel AtJJn_czl, pe
de o parte numirul 2z — y -+ 1 este diferit ;:;ie _ze;; S_lu1 p:t? impérti prin
2 — y + 1
rats. Tnmultim ambii membri cu 2(2z = y - 1); oblinem, 2(3‘:‘ — 2y + 1) =
=97 —y+4, de unde 2z — 4y + 2 =2z —y + 1, adicd —3y=—1;

1
obtinem y =3 Deci solutiile ecuatiei sint de forma (x, ,-:—3-} Nu toate aceste

zerol), iar pe de alti parte propozitia este adevi-

perechi sint solutii ale ecualiei; trebuie si excludem pe cele care ,anuleazd

. L A " gl ]

numitorul* 2% ¥ + 4. Din 25 — = -1 =0 objinem &= Va trebui,
2v4

deci, 5% excludem o singurd pereche, anume [%—, -—)

3
. . 1 rR_ |2
Solutiile ecuafiei sint deci perechile (:x:, -—3—) cu zec R— g
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EXERCITTL

1) Care dintre per:chi]e de mai jos sint solutii ale ecuatiei x — y =1+
9 &2 D (=0 9@ -0 @159 (3,2 o (1
2 ? ?

—2); g (=4, 0)?
2) Scrieti o ecuatie liniar echivalenti cu ecuatia:
@) x—y=1; b) 2x=3y+9; ¢) 3x—1=y+8; d) 2x—5=
=8y +16; ) 8x— 8y + 3 = 9x — 5y - 10; g ot Tad Al
2 3 6

4 2y — 4. Rezolvati apoi fiecare dintre ecuatiile lini :
i3 ; tiile liniare ob
3*) Rezolvati ecuatiile: Jnite,

) el 2x — 2y 43
o) BT ITA_ f; RS g XL 2
Ll X+ 2y —4 ’C)Zx—y+1:2

2. NOTIUNEA DE SISTEM DE ECUATII

Si considerdm ecuatia X — 1 = 0, (x € Z) a ciirei solutie este numirul 1

; De asemenea, sd consideram o altd ecuatie, fie aceasta: s i L Z).

Sa ohstzrviim cd aceastd ecuatie are doud solutii, numerele —1 si ,1 A
Fie acum multimea formatd din aceste doud ecuatii; notim ;

x—1=0,.
xcZ
b e RG]
ft_)losmd o acoladd. Formam astfel un sistem de ecuatii. Numarul 1 este solufie a
snstex‘nulux, deoarece este solutie a ambelor ecuatii. Numérﬁl —1 nu este
aolupe a sz'stemulul, cici nu este solutie a primei ecuatii. Numirul 0 nu este
solutie a sistemului, eéci nu e solutie a nici unei ecuatii.
DEFINITIE. Vom numi sistem de ecuatii i
INITIE. e ecuatii o multime ale cirei
go o £ b irei elemente

De exemplu, {x —1=0, (x € R)

x=0,

este un sistem de ecuatii. Acest sistem nu are solutie.
E]

De asemenes, {x G (x, y € R)
Y= 2:
este un sistem de ecuafii. Acest sistem are ca solutie perechea (1, 2).
“Si {x +y=1, R
rty_g ®mYER

este un sistem d:e ecuatii; acest sistem nu are solufie (nu putem gisi doud
numere reale  §i ¥ a caror sumd si fie si 1 i 0!),
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Alt exemplu de sistem de ecuatil { i.+ {_=44’ (x, y € R).

2]

Vom rezolva in clasa a VIII-a si in liceu astfel de sisteme de ecuatii.
- E =0
Fie - :
=0
un sistem de ecuatil. Dacd A, este multimea solutiilor ecuatiei E; =0,
iar A, este multimea solutiilor ecuatiei E; =0, stunci mulfimea solu-
tiilor sisternului este A; N Ag.

3. SISTEME DE ]}OUA ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

Sa privim sistemul de ecuatii
x—y=0,
{x+h—3=m
utele x si y. Sistemul este format din dou#
iniari. Un astfel de sistem este numit sistem

(x,y € R).

fn sistem apar necunosc

ecuatii; fiecare dintre ele este 1

de doud ecuafii liniare cu dound necunoscute.
Fie sistemul de ecuatii

{ x—5=0,

y+3=0,

Si in acest sistem apar doud necunoscute; fiecare dintre cele doud

te liniard. Si acest sistem este un sistem de doud

(x,y € R).

ecuatii ale sistemului es
ecuatii liniare cu doud necunoscute.
Tnlocuind in acest sistem necunoscuta X cu 5, iar necunoscuta y cu —3,

ob{inem propozijiile ;
5—5=0,

care sint ambele adeviirate. Spunem c# perechea (5, —3) este solufie a siste-
mului. Inlocuind in sistem necunpscuta X cu 5, iar pe y cu 1, obtinem propo-

zitiile

143 =0.

A doua este falsi. Perechea (5, 1) nu este solutie a sistemului.
Care perechi de numere reale pot fi solutii ale sistemului? Dacd (z, ¥)

este o solutie, atunci inlocuind pe X cu z, iar pe y cu ¥, obtinem propozitiile

{5—5=m

adevarate

{ z—5 =0,
y=3 =0,
Deci z =5 §i y = —3. Sistemul are o singurd solufie, perechea (5, —3).
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Ce legdtura existd intre solufia sistemului si solutiile fiecireia dintre

ecuatiile ce compun sistemul?
S8 desendm in figura IV.8 dreapta solutiilor ecuatiei x — 5 =0 (x, y €R);
aceastd dreaptd este paraleld cu axa ordonatelor.

Yy | De asemenea, si desenam dreapta solutiilor ecu-

atieiy 4+ 3 =0 (X, y € R); aceastd dreapti este
. paraleld cu axa absciselor. Cele dou#i drepte se

intersecteazd in punctul P(b, —3). Solutia sis-
o |/ 5 A :

temului este (5, —3). :

Un sistem de doud ecuatii liniare cu doud

- P53)  necunoscute are forma:

Al

ax + by +¢ =0,

a'x + b'y + ¢ =0.
Se spune ci numerele reale a, b, a’ (citeste ,a prim®) 51 &’ sint eoeficientii
sistemului, iar numerele reale ¢ si ¢’ sint termenii liberi.

" Fig. IV.8 (x, y € R).

Ambele ecuatii sint liniare (de gradul 1); aceasta inseamni, pe
de o parte,cd ¢ # 0 sau b # 0, iar pe de altd parte cia’ # Osaud’ # 0.
DEFINITIE. Spunem cid perechea de numere reale (z, y) este solutie a
sistemului de mai sus, dacd amindoud propozitille a-z 4+ b-y +¢ =0 s
a' -z -+ by -+ ¢ =0 sint adevirate.
A rezolva un sistem de ecuatil inseamnd a gisi toate solutiile sale.

4. METODE DE REZOLVARE A SISTEMELOR
DE DOUA ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

METODA GRAFICA

Fie sistemul de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute:

{ax+by+c=0,

X, R).
a'x by + ¢ =0. ERE

Solutiile primei ecuatii se identiflicd cu punctele unei drepte (d;) din
plan (vezi fig. IV.9).

Solutiile celei de-a doua ecuatii se identificd cu punctele dreptei (d,)
din plan.
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Daci dreptele (d,) si (dg) se intersecteazd, atunci coordonatele (z, y) ale
punctului lor de intersectie vor constityi solutia gistemului de ecuaii.
S# ilustrim aceastd metodi de rezolvare a sistemelor prin citeva exemple.

¥
N
[
J @)
y .
. Plxy)
= \T.
(d)
Fig. 1V.9 Fig. IV.10
Exemplul 1. Fie sistemul
x+y—3=0,
5 (x,y €R).

—_—X — —-4:0.
2 y

Reprezentdm grafic (in acelasi sistem de coordonate— vezi fig. IV...10)
atit dreapta (d;) a solutiilor primei ecuatii, cit i dreapta (dy) a solujiilor
celei de-a doua ecuatii. Ele se intersecteazd in punctul 2 (2, 1).

Solutia sistemului este (2, 1).
Exemplul 2. S& rezolvim grafic sistemul

2%=0,
L (x, y ER)
3x —y + 10 = 0.

Ca in exemplul 1, reprezentim grafic
in acelagi sistem de coordonate (fig. Iv.al) -
dreapta (d;) a soluiilor primei ecuatii, apoi
dreapta (dz) a solutiilor celei de-a doua ecuatii.
Ele se intersecteazi in punctul P(—2, 4).

Solutia sistemului este (—2, 4).

Ezemplul 3. Fie sistemul:

x — by + 10 =0,

x, y € R).
x—2y—2=0. (=¥ )

P(-24)

R
o
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Multimea solutiilor primei ecuatii se identificd
: 050 :
figura IV.42, jar mul 17 ificd cu dreapta (d;) din

Deoarece (d;) N (dz) = P, solutia sistemului este (10,4).

9 ¥
2 .l’d,u}
"P(04) /
7] X o
i
0 Ay
Fig. IV.12 Fig. 1V.13

_ Aceastii metodd nu poate fi aplicatd intotdeauna cu succes. De fapt
chiar in exemplul 3 de mai sus intimpindm dificultati, datorits faptului c;':
punctul P este ,destul de departe“ de originea axelor.

Cum am putea rezolva grafic un sistem de ecuatii, ale ciror soluii
sint drept,elfz »aproape paralele” din figura 1V.13? Practic acé:st lucru este dificil

‘Al dc.nl.e:a motiv pentru care metoda nu poate fi aplicatd intnt‘daauna.\
este imposibilitatea de a stabili cu precizie mare coordonatele punctului de
intersectie a dreptelor.

In practicd aceastd metodd se utilizeazd atunci cind nu se pretinde
calculul exact, precis, al solutiei sistemului. .

EX ERCITIT
B Rezolvati grafic sistemele:
P s B
a){ x4 2y — 5=0, b {5x—4y—-24=0

7

3x 4 by — 18 =0;
a {3x+7y—8=0, d 5x — 8y + 14 =0,
2x — 5y + 14 =0; 3x + 4y — 18 =0.

2%) Rezolvati grafic sistemele, apreciind cit mai coreet solutia:
a){3x+4y—-4=0, b) 2x 4+ 3y + 2 =0,
2x — 3y — 2 =0; 5x — 3y — 5 =0.
(Indicatie: luati ca unitate de misuri, pe fiecare axd, 5 cm.)

METODA SUBSTITUTIEI

Vrem sd rezolvim sistemul: lzx_ y=q
; 3x £ 2y —7 =0, (x, y ER)
‘Sa presupunem cd perechea de numere reale (z, y) ar fi solutie a sist
mulut. Aceasta inseamnd c¢d dacd inlocuim in ambele ecuatii necﬁnosciltaa':
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imea solutiilor celei de-a doua se‘identifici cu dreapta (dg).

cu numirul z, iar pe y cu ¥, obtinem propozitiile adevirate 2z — y =0 si
3z +2y—7 =0.

Din 2z —y =0 deducem ¢ y =2z. Din 3z +2y—7 =0 si
y =2z deducem cd 3z + 2.95 — 7 =0, adica Tz—7 =0; deci
z =-I:T=‘1. Apoi y =21 =2

Astfel, dacd (z, ¥) este solutie a sistemului, atunci z =1 §i y =2.

Dop 2o d =3 =2 —=2=0 g 3142217 =34+4—7=0,
deci (1, 2) este solutie a sistemului. Putem spune acum cé sistemul are o sin-
gurd solutie, perechea (1, 2). |

OBSERVATIE. In cirtile mai vechi se obignuieste sa se scrie cdl siste-
mul are solufia z =1, ¥y =2.

Alt exemplu. S8 rezolvim sistemul

{4x—3y+1 =0,

, y ER).
x — by + 13 =0. Gisgiei

S& presupunem cd perechea de numere reale (z, ) ar fi solutie a siste-
mului. Deci, inlocuind necunoscutele X si y respectiv cu numerele z si ¥,
obtinem propozitille adevérate:

b —3y+1=0¢gz—5y+413 =0.

 Din z —5y+ 13 —0 deducem ci # =5y — 13. Din 4z —3y +1 =0
$i z=5y—13 deducem o 4(5y — 13) — 3y + 1 =0, adicd (dupa

reducerea termenilor asemenea) 17y — 51 =0. Deci y = -i—; = 3. Deoarece

# =5y — 13, obtinem z =53 — 13 =15 — 13 =2.

Prin inlocuire directd a lui x cu 2 gi alui y cu 3, se constatd ci perechea
(2, 3) este solutie a sistemului. Sistemul are deci ca singurd solutie aceastd
pereche.

Am ilustrat prin aceste doud exemple metoda substitufiei pentru rezol-
varea sistemelor de doudi ecuatii liniare cu doud necunoscute.

S observém cd in al doilea exemplu am fi putut proceda conform urmé-
toarei scheme:

— ,scoteam® din a dgua ecuatie pe x; X =5y — 13;

— inlocuiam fin prima ecuatie: 4- (5y —13) — 3y +1 =0. Obtinem
astfel o ecuatie in y; rezolvind-o, obtineam ca are ca solutie numérul 3;

— tnlocuind pe y cu 3, obtineam x =5-3 —13 =2 gi deci solufia
(2, 3) a sistemului.

Metoda substitufiei constd in urmitoarele: .

a) ,scoatem® dintr-una dintre ecuatiile sistemului o necunoscutd in
functie de cealaltd;

b) inlocuim in cealaltd ecuatie a sistemului; obtinem o ecuatie cu o
necunoscutd, pe care o rezolvim; '

¢) avind ,valoarea“ unei necunoscute, oblinem solutia sistemului.
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De exemplu, si rezolvim sistemul

3x 4 2y — 4 =0,
folosind metoda substitutiei.
Din prima ecuatie scoatem pe x in functie de y:
X = —3y — 5. Inlocuim pe x in a doua ecuatie: 3(—3y — 5) + 2y — 4 =0

Rezolvdm aceastd ecuatie in y; obtinem c# ea este echivalent3 cu y =— @
7
Inlocuim: ¥ = —3 —.d;@ e s §Z 5 22 .
7 Bk Am obfinut solufia sis-
temuluis (2_%' B -
7 5]

Metoda substitutiei poate fi aplicatd si sistemelor scrise in alti formg
De exemplu, s& rezolvim sistemul: .
[8 —x =2y +1
6x + by =3,
folosind metoda substitutiei.
Scoind din prima ecuatie x =7 — 2y, inlocuimina doua: 6(7 — 2y) +

' (X, y €BR),

+ 5y =3, de unde — 7y = —39. Deci y = 3;g,apoi X =7-—-2- "ﬁ=
7

29 39)

29 s
St Solutia sistemului este ( e
77

; Ace.?sta metodd este avantajoasd atunci cind intr-una dintre ecuatiile
siste.amulm 0 necunoscutd are coeficientul 1 (sau —1); este de preferat ca ea
sd fie ,scoasd” in functie de cealaltd. |

EXERCITII

1) Rezolvati sistemele prin metoda substitutiei:
X =2, — =
a)l b){x 2y =0, ) [4x—[—y=43,

3x 4+ 2y =09; " l4x + 5y =26; 6x + 5y = 103;
d) {2x—y=1, 0) 2x + 3y =10,

X 4 3y =4; 2x — 3y =1;

x;y= E-i V...
f) ) [ e
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2) Rezolvati sistemele de ecuatii liniare:
3x +y—5 =0, {51-—3y—--1 =0, {51-1—23?-—3-.:0,
a{21{-[—y—-4=0; —x+2y—4=0;° 3x—y+7=0;

d) e
—;—x—;—y=0; 3x +9y +3 =0;

; { x— /Gy +21/2=0,
2/ 2x+ /3y —17=0.
~ 3) Rezolvati sistemele:

3x + 10y =53,
. l36x—7y =1;

1
3"“3’"5':0’ [x—ﬁy—zsf),
e

f

81x — 53y =3,
4x + y =11.

SISTEME ECHIVALENTE.
FORMA STANDARD A UNUI SISTEM
DE ECUATII LINIARE

DEFINITIE. Doudl sisteme de ecuatii sint numite echivalente dacd au
aceeasi mulfime de golufii.

De exemplu, sistemeles

=t

l x—1=0, e { e
o (x, yER) 81}y _ o (x, y ER)
sint evident echivalente; amindoua au ca solutie perechea (1, 2).

: {2x=1 o 2x =1, 7
Sistemele 7= (x, y €ER) = {y=2, (x, ¥y € %)

nu sint echivalente; primul are ca solutie perechea

-~

(—12—, 2), al doilea nu are

solutie (1).
Forma standard a unui sistem de doud ecuafii liniare cu doud necunos-

cute este urméatoarea:
ax +by=4d
{ a’x + b’y =,d' (x, y EB).
)
Tn forma standard, termenii liberi sint trecuti in membrul drept al ecuatiilor
ce formeazd sistemul.

ax +by +c¢=0,

Sistemul de ecuatu 1m1are { Rl Wiy L o =0, (x, y ER)




este echivalent cu sistemul seris in form# standard:

ax + by = —¢,
{ a'x +b'y = —¢, (% yER).

METODA REDUCERII

5x — 3y = 15,
3X 4 2y =12, (» y €R).

S# presupunem cd perechea de numere reale (2, y) ar fi solutie a siste-
mului. Avem astfel doud propozifii adevdrate:

52 — 3y =15 g 3x + 2y =12.

Sa rezolvdm sistemul {

S& inmultim ambii membri ai primei egalitdti cu 2, apoi ambii membri
ai celei de-a doua egalitdti cu 3: obtinem

102 — 6y = 30,
9z + 6y = 36.
Adunind membru cu membru cele doud egalititi, obfinem:
66
d d =—
e unde z 19

Acum, din egalitatea 5z — 3y — 15 obtinem 5-%' 3y =45, da

unde y = ;—g-

Constatim imediat ci (g—g ’ i—g) este solutia sistemului.

Am dat exemplu de rezolvare a unui sistem de ecuatii prin metoda
reducerii.

Am fi putut proceda conform urmitoarei scheme:

— inmultim ambii membri ai primei ecuafii cu 2:

- 10x — 6y = 30;
— inmultim ambii membri ai celei de-a doua ecuatii cu 3:
9x + 6y = 36;
— »adundm® cele doud ecuatii; obtinem ecuafia in x:

19x = 66

% ; ; 6
pe care 0 rezolvdm; €a are solutia x =E.
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— fnlocuim pe X intr-una dintre ecuatiile sistemului (de exemplu in

prima) cu f—g ;*ob{inem ecuatfia in y

66
5:— —3y=15
19 4 :

pe care o rezolvam; ea are solutra 1—5 Sistemul are solutia 65 s E’. .
19 19 19

5S4 observim ci In p:_'ima fazi am efectuat inmultiri cu scopul de g
reduce, prin adunpare, termenii in y.

Alt exemplu. S3 rezolvim

6x 4 by = —7
I 4x i 7; ) e By
Froceddm astfel:
~ Inmulfim ambii membri ai primei ecuafii cu 2: 12x 4 10y = —14;
— Inmultim ambii membri ai celei de-a doua eeuatii cu —3;
—12x — 21y = 36;
— adunim membru ‘cu membru ecuatiile:’
—11y = 22,
de unde y =—2; '
— inlocuim in prima ecuatie pe y cu —2: 6x 4 5 (—2) = —7, adici

6x — 10 = —7, sau 6x =3. Deci x = —;—

Astfel perechea (% 5 —2) este solutia sistemului.

Sd observim cd am efectuat inmultirile in aga fel incit, prin adunare,
termenii in X s-au redus.

Scopul metodei reducerii este inlocuirea sistemului

{ ax 4 by = d,
ax+by=d
cu sistemul echivalent
{ ax + by =d,
y=e

a cérui rezolvare esfe imediats.
S& rezolvim prin metoda reducerii sistemul scris in formj

canonicd
l ax 4 by = d,

R).
u’x+bfy=d’, (xy€e )
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Inmultind ecuatiile respectiv cu &' si —b, astfel incit prin adunare
fermenii in y si se reducd, obtinem:

ab’x — ba'x = db’ — bd’,

de unde
db’ — bd'
X=—.
ab’ — ba’
Inmultind acum in mod convenabil, pentru ca termenii in X si se
reducd, obtinem y = g —dg |
ab’ — ba’

Concluzii: 1) dacd ab’ — ba’ 0, atunci sistemul are o solutie.

2) Pentru a calcula componentele solutiei trebuie si efectuim doar
sciideri, inmultiri si impértiri. O ,masind de calcul* care gtie 83 efectueze
aceste operatu, va putea fi ,invatata“ (programatd) sa rezolve sisteme prin
metoda reducerii.

S descriem algoritmul de caleul al solutiei sistemului:

Pasul 1: Citeste a, b, d, o', ', d';

Pasul 2: s = a b’ (adicd ,inmulteste pe @ cu b’, noteazi rezultatul inmul-

tirii cu s“);

Pasul 3: t=a’-b;

Pgsul 48y =5 — 1

Pasul 6: Compard u cu 0. Dacid u = 0, scrie ,caz de exceptie®. Stop. Daca
u # 0, continud cu pasul 6.

Pasul 6: v=4d-b";

Pasul 7: w=25b"-4d";

Pasul 8: z = v — w;

Pasul 9: X =z :u. Scrie ,x“. Continud cu pasul 10.

Pasul 10: v = a-d’;

Pasul 11: w=d-a';

Pgsul 12: z=v — w;

Pasul 13: y = z:u. Scrie ,y“. Stop.

Avantajul metodei reducerii constd in faptul cd este algoritmica; ea
poate fi programatéd. Uneori ni se pare cd metoda substitutiei este mai ugor
de aplicat, ceea ce este adevirat. Dar un calculator modern poate efectua
milioane (!) de operatii pe secundd, deci poate rezolva prin metoda reducerii
sute de mii (!) de sisteme, Intr-o secundi.

EXERCITII

1) Construiti dreptele solutiilor ecuatiilor (separat):

a) X+ y —4& =0; b) 3x 4+ 3y — 12 =0. Ce observati?

2) Construiti in acelasi sistem de coordonate dreptele solutiilor ecua-
tiilor: a) x4+ y—4& =0; b) 3x —2y —2 =0 s5i ¢) éx —y — 6 =0. Cea
de-a treia se obtine prin adunarea membru cu membru a celorlalte doui.
Ce observati?
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3) Rezolvati prin metoda reducerii sistemele:
2x + 3y =2, 4x - 3y = 10,
a) b) N
4x — 3y = &; 2x — 6y = —10;
) 4x J by = —1; d [51—325':2,
{ 7x 4 10y = —3; 9x | 16y = 22.
4)\ Rezolvati sistemele:

X4 y=24%
CF e
) &x — 3y = 18, . {51x+44y=7,
[ 3x -+ 4y = 24, 34x 4 33y =13
1x—1 =1
EAa o [5x4 =16
S 1 8x — 2y = 14
—X——y =
4 15

b) Rezolvati sistemele:
= =24
a)_{x+2y 2% 4 {x+2y &y

x — 2y = 10; ‘x—2y =1;
c) R A= O, Ce observati?
x — 2y = 0,1.

6%) Rezolvali sistemele:

) {3[/51: —y=3,

x+21]/ 2y =4
o e ST (4 +VDx+ (VT 1)y =aV/7,
b) : T ) | g) X %

- -+
Vaid a1 1+ 1-V32

5. SISTEME CE SE REDUC LA SISTEME DE DOUA
ECUATII LINIARE €U DOUA NECUNOSCUTE

Exemplul 1. S& rezolvim sistemul

3.{_1:1’
X ¥
(x, y € B — {0})
1 2
B (3
X ¥
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) 1 1
S& facem inlocuirile: x=i, y=—1!, adicd 9 =—, v=—3
u v X y
204+ v=1,
u—2v = —1.

4 3 . . .
Rezolvind acest sistem obtinem u = —;—, v = 5 Deci solutia siste-
P ‘ 5
mului initial este z =05, y = "

Exemplul 2. S rezolvim sistemul

e
y 3’
(xe R, y € R\{0, 1})
x+1 3
y—1 4
S# presupunem cd perechea de numere reale (z, y) este solutie a siste-
mului. Atunci propozitiile s = 8 i ] = o sint adeviarate.
R y—1 4

Folosind proprietitile proportiilor,, obtinem ca:

3z =2y si &z + 1) =3y —1).
Deci 2 = —3_ y, apoi é(% y + i) =3(y —1). Deci y =21, apoi z = 14

Solutia sistemului este (14, 21).

EXERCITI
2x + Y= 5:

1) Rezolvati sistemul: 2x+y—1 9
Ty =1 3’

2) Rezolvati sistemele:

3) Rezolvati:

@ == 4,
"){Y—E‘ DR P
2x — 3y = 2y — 1; 2y—i=i’5;

I5'/_x+3]/§=81
c)
4/ x=5/y+1=0

6. REZOLVAREA PROBLEMELOR
CU AJUTORUL ECUATIILOR

Multe probleme practice se pot rezolva folosind matematica. Rezolvares
constd din mai multe etape:

a) alegerea necunoscutelor principale ale problemei;

b) stabilirea relatiilor (legéiturilor) intre necunoscutele problemei.
Aceste relatii pot fi egalitdti, inegalitdti sau de alti formd. Ele formeazi
asa-numitul model matematic al problemei;

¢) rezolvarea modelului matematic;

d) interpretarea practici a rezultatelor obfinute; alegerea solutiei
practice.

Vom dz mai multe exemple:

Problema 1. Prin strunjirea unei buciti de otel, pentru a se obtine un
ax necesar motorului unei motonave, se pierde material ce cintéreste 5%,
din masa piesei finisate. Cit cintdreste axul finisat, dac# inainte de strunjire
bucata de ofel cintdrea 210 kg?

Rezolvare. Nu cunoagtem doud lucruri: masa gpanului gi masa axului.
Textul problemei ne indeamn# sd alegem ca necunoscutéi principald masa
axului finisat. Fie deci # masa (in kg) a axului finisat.

Pierderile de material reprezintd 5% din =z, adici -—130 z (kg). Bucata
i X i 5 5
de otel cintdrea deci, inainte de strunjire, 2 + —— 2 ke. Astfel —r=
b Jire, +100x g ei?i-l-mo-‘li

= 210. Aceastd egalitate este o relatie ce leagi necunoscutele problemei.
Modelul matematic al problemei este format din ecuatia:

5
=== =0 i
x—[—mox 210, (x € R)

Rezolvind ecuatia, obtinem cd ea are solufia 200. Deci axul cintéreste
200 kg.

Putem afla acum i masa materiglului ce se pierde: 10 kg.
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Problema 2. Un vapor-cursd, navigind in sensul curentului apei, a
parcurs distanta dintre doud porturi in 4 ore; la intoarcere, impotriva curen-
tului apei, vaporul a parcurs distanta in 5 ore. Si aflim distanta dintre cele
doud porturi, stiind ca viteza de curgere a apei este de 2 km/h,

Rezoleare, Notdm cu z distanfa dintre porturi (in km). Aceasta este
necunogcuta principald, (Alte necunoscute ar fi viteza proprie a vaporului,
sau viteza medie la intoarcere ete,) Viteza medie a vaporului, impotriva

curentului apei, este de %{km/h), iar in sengul curentului apei este de %
(km/h). Viteza proprie a vaporului (datd de puterea motoarelor gale) este deci
Ex -+ 2 la intoarcere i %— 2 la ducere, Modelul matematic al problemei

este ecualia

X X
E—[—Z——Z—-Z (x €ER).

Solutia acestei ecuatii este 80, Deci distanta intre porturi este (pe firul apei)
de 80 km,

Problema 3. Un autobuz a parcurs distanta de 96 km in 2 ore. La inceput
goferul a mers cu 50 km/h, apoi a fost obligat sd reducd viteza la 4 km/h.
Cit timp a circulat autobuzul cu 50 km/h?

Rezolpare. Solutia I, S& notdm cu @ durata (in ore) a primei pérti a
cildtoriei; a doua parte a caldtoriei are durata de 2 — 2 ore. Spatiul parcurs
in prima parte este de 50 + # km; in a doua parte de 40 + (2 — z)km,. In total
autobuzul a parcurs 50+ 2 4 40 - (2 — 2). Modelul matematic al problemei
este ecuatia 50x 4 40(2 — x) = 96. Solutia ecuatiei este x = 1,6. Deci prima
parte a cildtoriei a durat 1,6 h =1 h 36 min.

Solujia a II-a. S& notdm, ca mai sus, durata primei pirti a cilitoriei
cu #, iar durata celei de-a doua pérti a céldtoriei cu y. In total cildtoria a
durat @ 4 y ore. Obtinem prima ecuatie: x 4 y = 2.

Spatiul parcurs in prima parte a cildtoriei este de 502 km, in a doua
parte de 40y km, deci in total autobuzul a parcurs 502 + 40y km. Obtinem
a doua ecuatie: 50x | 40y = 96.

Modelul matematic al problemei este sistemul de ecuatii:

[ X+y=2

50x 4 40y = 96.

Rezolvindu-l, obtinem # = 1,6 8i y = 0,4, Deci autobuzul a circulat 1,6 h =

=1 h 36 min cu viteza de 50 km/h i 0,4 h = 24 min cu viteza de 40 km/h.
Problema 4. Doud forte au acelagi punct de aplicatie si actioneazd pe

aceeagi dreaptd. Dac# actioneazii in acelasi sens, rezultanta lor este de 100 N,

iar ddcil actioneazd in sens contrar, rezultanta lor este de 32 N. Ce mérime
at aceste fore?

Rezolpare. Fie x gi y mérimile (ih N ale) acestor forte. Atunei
x 4 y = 100,
X—y= o2

Rezolvind acest sistem, gdsim @ = 66, y = 34. Deci forfele sint de 66 N gi
34 N.
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Problema 4. Dacd pe fiecare pagind a unui album s-ar lipi cite douad
fotografii, n-ar avea loc 26 de fotografii. Dacd s-ar lipi cite trei fotografii pe
pagind, ar ramine 10 pagini fard fotografii. Cite pagini are albumul si cite
fotografii trebuie lipite in album? :

Rezolpare. Fie z numirul de pagini ale albumului, iar ¥ numdirul de
fotografii ce trebuie lipite. Textul problemei se transpune in sistemul de
ecuatil

2x =y — 26,
{3(x—10)=y.

Solutia sa este z = 56, y = 138. Deci albumul are 56 pagini, iar numérul

fotografiilor este 138.

Problema 6. O bucati de bronz (aliaj de cupru si cositor) are masa
de 50 kg si volumul de 6 dm?® Cit cupru si cit cositor contine aliajul?

Se cunoaste densitatea cuprului = 8,9 kg/dm?® gi a cositorului = 7,2
kg/dm?.

Rezoleare. Fie z masa cuprului (in kg) continut in bucata de bronz;
fie y thasa cositorului (in kg) continut in bucata de bronz. Bucata de bronz
are masa z + y (kg), deci x + y = 50.

Vom tine seamd de formula V = ™ . Volumul cuprului confinut in
P

bucata de bronz este id1113; volumul cositorului este —Z_ dm3. Deci
7 ?

2 e Yo o
8,9 7,2
x +y = 50,
Obtinem sistemul 5 ¥l
B9 " 793,

rezolvindu-l, gésim z = 35,6 si y = 14,4. Bucata confine deci 35,6 kg cupru
si 14,4 kg cositor.

Problema 7. Intr-un laborator de chimie este nevoie sa se obtind 2 litri
de acid sulfuric cu concentratia de 309%. In laborator existdi, in cantititi
mari, acid sulfuric cu concentratia de 209% si de 50%,. Putem obtine cei doi
litri cu concentratia de 309%,? Cum anume?

Rezolvare. Da, ii putem obtine prin amestec. Fie z cantitatea (in litri)
de acid sulfuric 209, ce ar intra in amestec, iar y cantitatea (in litri) de acid
sulfuric 52%, ce ar intra in amestec. Atunci am avea X + y =2, iar amestecul

x —l——52— y litri acid sulfuric, ceea ce ar trebui si fie exact
100 100

il 2= 200, litri. Obtinem sistemul
100

ar contine

X+4+y=2

20 52 60
100 100 100
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Solutia sa este z = 1,375 si y = 0,625. Ar trebui si amestecim deci 1,375
litri acid cu concentrafia 20%, cu 625 ml acid cu concentratia 529%,.

Problema 8. Cumpérdm de 10 lei timbre pogtale de 55 bani gi de
1,55 lei. Putem cumpéra exact 10 timbre? Dar 12 timbre?

Rezolvare. Fie x numaérul de timbre de 0,55 lei cumpérate, iar y numirul
de timbre de 1,55 lei cumparate. Plitim deci 0,55 * z lei pentru timbrele de
55 bani gi 1,55 - y lei pentru celelalte; in total plitim 0,55z 4 1,55y lei.
Deci una dintre ecuatii este 0,55x 4 1,55y = 10.

Sd presupunem cd x 4 y = 10. Rezolvind sistemul obtinem c¢i are
solutia # = 5,5 §i ¥y = 4,5.

Insd » si y trebuie si fie (amindoud) numere naturale. Deci réspunsul
la prima intrebare este: nu. -

0,55x +- 1,656y = 10,
{x+y=ﬂ
nu are solufia formatd din numere naturale. Din nou rdspunsul este: nul

Observajie. La aceastd problemd, interpretarea rezultatelor are o impor-
tanta decisivi. -

Problema 9. O sarji de fontd trebuie sid contind 27 t-fier si 310 kg
mangan.

Minereul de fier contine in medie 509, fier gi 0,5% mangan; dispunem,
si de minereu de adaos, bogat in mangan, ce contine in medie 159, fier $i 209,
mangan.

gCe cantitate din fiecare minereu trebuie introdusd in furnal pentru a
se obtine sarja cu continutul dorit?

Rezoleare. S& notdm cu x cantitatea de minereu de fier (misuratd in
tone) ce trebuie introdusd in furnal. Aceastd cantitate de minereu contine

Nici sistemul

1

—50 x tone fier 9:
100 100

x tone mangan.

Fie y cantitatea de minereu de adaos (in tone) ce trebuie introdusi in

furnal; ea contine 150 y tone fier si 2% y tone mangan. In total am

1 A il
introdus in furnal 100 z -+ —10—50— y tone fier i %)% z + —120—(:)— y tone mangan.
Obtinem astfel sistemul de ecuatii:
50 15
—— it = 27
100 " 100 ¥ “
0,5 20
——x+——y=031.
100 & 100 5

107170 . 400
e
1985 1985

Rezolvindu-1, gdsim cd 2 = , adicd x este aproximativ

54 iar y este aproximativ 0,2.

Sarja se obtine deci prin introducerea in furnal a aproximativ 54 t
minereu de fier si 200 kg minereu de adaos.
: Observogie. Si in aceastd problemd interpretarea rezultatelor are un rol
decisiv.

Problema 10. O lentild convergentd dé pe un ecran imaginea unui creion
miritd de doud ori. Deplasind lentila spre ecran cu 12 cm, imaginea creio-
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"z + 12 cm, iar distanta lentili-imagine devine y — 12 cm. Din aseménarea

nului devine de doui ori mai micd decit creionul (vezi fig. IV.14 i 15). Care
este distanta focald a lentilei?

Rezolpare. Cunoscind distantele obiect-lentild si lentild-imagine putem
afla usor distanta focald a lentilei. S& notdm cu z distanta initiald obiect-
lentild (in cm) si cu y distanta inifiald lentili-imagine (in ¢m). Din agemaénarea

it : 1
triunghiurilor obtinem e

Y

o5

SN
~
[~
-~
X e -0
\\\\\
Fig. IV.i&

A
H‘~~~H 1\ [¥_1£;_*_
--—..'_‘__L_
It
T ——
‘\‘ L "“*-|~J.'
\/ ;

N

Dupd deplasarea lentilei spre ecran, distanta obiect-lentild devine

Fig. IV.45

triunghiurilor obtinem:

412 2
y — 12 il
Rezolvind sistemul de ecuatii
> Sl |
o \
X 4+ 12
e

gisim z = 12 giy = 24. Acum, distanta focald f se calculeazd din f? = (z —
—f)(y — [); obtinem f =28 cm.
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PROBLEME

1) Intr-o intreprindere chimica, instalatia veche produce 1000 t de
ingrasiminte pe lund; noua instalatie poate produce aceastd cantitate de
ingragiminte doar in 12 zile. In cite zile sint prcduse 1000 t ingrigiminte

, chimice, dacd lucreazi ambele mstalatu'r’ (o luna are 30 de zile).

2) Doud rofi dintate angrenate au distanta intre axele lor de rotatie
de 35 cm; prima are 77 de dinti, iar a doua 308 dinti. S$tiind ca indltimea din-
tilor este de 0,6 cm, aflati diametrul fiecirei roti.

3) Daci prin gurile de suflare ale unui cubilou (cuptor de topire a,fontei)
se sufld 1 m? de aer pe secundi, se obtine otel cu continut de 2,59, carbon.
Daci debitul de suflare cregte la 4 m? pe secundd, se obtine otel cu 0,5 %, car-
bon. Ce debit de suflare va asigura obtinerea unui otel moale, avind 0,259%,
carbon?

Dar a unui ofel dur, cu 1,2 9, carbon?

(Se presupune cd procentul de carbon in otel este functle liniard de
debitul de aer suflat.)

7. INECUATII §I SISTEME DE INECUATII

S4 ne reamintim ci, date doud numere reale @ si b, putem avea sau
¢ < b,saua =b,sau e >b,gi ci notim ,a < b“ in loc de @ < b sau a = b“.
Am folosit pind acum notatia [¢; 8] = {zr |2 E R, a < z < b} pe care
o citim ,intervalul inchis de extremititi e i b“.
Se mai utilizeazd si notatiile:
(—oo; a] = {z | # € R, z < a}; citim ,intervalul minus infinit, ¢, inchis in a*
[@, +-00) = {z | z € R, z >a}; citim ,intervalul ¢ plus infinit, inchis in a*
Observajie. S& observim ca (—co; b]N[a, +o0) = [e; b] (vezi fig. IV. 16).

[-oo; bJ

0w
///////////

[a; bl

Fig. IV.16

Fie propozitia cu variabili:
x <5 (x € R).
Aceasta este o inecuatie. Inlocuind necunoscuta x cu diverse numere reale 2,
obtinem, propozitii adevirate sau false. Ne ddm seama imediat cd multimea
solutiilor acestei inecuatii este (—oo; 5].
Fie inecuatia 2x — 1 < 0 (x € R).
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54 inlocuim necunoscuta X, pe rind, cu valorile —2, —1, 0, ._;.., 1 %,

2 g1 88 intocmim tabelul:

, @ ciirel multime de solutii este intervalul (--oo, —_ i]

inlocuim pe x cus =2 | ==Lk O et 'g- 2

Valoarea de adevir a a a a f 1 f

Ne ddm, geama cd multimea solutiilor inecuatiei este (-—-oo; _ﬁ—]

Pentru a rezolva inecuatia putem proceda astfel: adundm mai inti 4
¢u ambii membri; o transformiim astfel in inecuatia echivalenti 2x < 1(x € R).

Inmulfim acum ambii membri cu o transformind-o0 in inecvatia echiva-

lentd x < -%-(x € R). 8e vede acum care este multimea solutiilor acestei

ultime inecuatii,

Fie 3118(311&1;1& —x<2, (x € R). Dacdl inmu]tlm ambii membri ai inecua-
tiei cu —1, obfinem inecuatia echivalentd cu ea

x> —2 (xeR)

(recamintim ¢d prin inmultirea ambilor membri cu un numé&r negativ, sensul
inegalitdtii se schimbal), Deci solutiile inecuatiei sint elementele multimii
[—2: +oee).

In general, o inecuatie de gradul 1 cu o necunoscutdi are forma

ax+b 0 (xeR)

unde a & b sint numere reale, iar @ # 0.

Distingem doud cazuri posibile:

1) Cazul @ > 0. In acest caz adundm —b cu ambii membri ai inecuafiei,
apoi imparfim c¢u a; obtinem inecuatia (echivalentd cu prima):,

x<—2 xem),
a

a

2) Cazul a < 0. §i in acest caz adundm —b cu ambii membri ai inecua-
{iei, apoi impértim cu @j insd a este negativ, deci sensul inegalitdtii se
schimb#. Obtinem astfel inecuatia

x;-——b— (x € R).
; @

Multimea solutiilor ei este intervalul [—- %, —]-oo). ‘
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EXERCITII

1) Scrieyi mulfimea de adeviir pentru propozitia cu variabils:

a) 3x+1<0, (x€R); b) Ix—2<0, (xE[0; 2)); ¢) —Tx
4+5<0 (xeR); d) —Tx— 11 <0, (xE R). i +

2) Rezolvali inecuatiile (in care x & R):

a) 4x — 11 < 2x+4-11; b) 12x 47 < 5x -} 8; 2 .
a 17:;)—-22:,»10;-—8, ) +7<5x+8; o) 2x48 < x+9;

8) Rezalvati ingcuatiile:
a) 13x > --6; b) &x < 82; o) 4y < —40; d) —2y < 16; o) —x <

€ —10; ) —x > 13; g) —4x > 2; h) 3x > 0; i) 17x < 6x; j) —§ :
k) 12 € —10 x; 1) —60 £ —x; m) '—.—14 > X iR ) ka0

4) Rezolvati inecuatiile:
a) —16x + 62 % 0; b) 4x + 11 > 8x — 3; ¢) bx 28(x+1); d) 2 <

ﬁmffme)ﬁw+ﬂ>7mn3x~£%i;mgux_ﬁr~1a&

INECUATII DE GRADUL I CU DOUA NECUNOSCUTE

0O inecuatie de gradul 1 cu douii necunoscute este de forma
ax by +¢ <0 (x, y € R),

unde @, b si ¢ sint numere reale, iar @ # 0 sau b # 0,
De exemplu, si considerdm inecuatia

2x-+y—5<0 (x, y € R).
Sii inlocuim pe X cu 1 gi pe y cu 2 obginem propozitia adeviraty
: 2:14+2—-5 <0,
Deci perechea (1, 2) este solugie a inecuatiei.
8d inlocuim pe X cu 0 iar pe y cu 3; obtinem propozitia adevirati
2:0 43 —5 < 0; deci §i perechen (0,3) este o solutie.
Inlocuind pe x cu 3 iar pe y ou —1, objinem

M\l Y e
yi propozitia adeviirati 2-3 + (—1)—5 < 0, deci gi
7 /5' - (3, —1) este o solutie.
XNl M Dimpotrivd, perechea (2, 4) nu este solutie a
/;’// inecuatiei, ofici propozifia 22+ 4 —5 < 0 este
.04 ¢4 falsa.
//{"/) y I 1
I n figura 1V.47 am reprezentat punctele
2
TN, A(1, 2), B(0,3),€(3, —1) corespunzitoare solutiilor
VXA VA WPiss-2 glisite ale inecuatiei, apoi punctul M(2, 4). Am dege-
b ):j/ ,Qfx,yl nat si dreapta (d) a solutiilor ecuatiei 2% + y — 5 —
f{lf/ /’f/ /./jx ] =0, (x, y € R). Aceasti dreaptd imparte planul
;,/ Q///) /;a;/ in doud semiplane. Observim cil toate cele trei
a4 /;1'/// solutii ale inecualiei, giisite pind acum, corespund

Fig. IV.17 unor puncte din acelasi semiplan (cel lasurat).

Fie punctul P(z, 5 — 2z), de abscisd x, aflat pe dreapta (d). Si
considerdm o solutie (z, ¥) a inecuatiei, de abscisd z. Propozitia 2z +
4+ y—b5 <0 este adeviratd; deducem y < 5 — 2z, deci punctul
Q(z, y) se afld ,sub“ punctul P(z, 5 — 2z). _
Mult{imea solutiilor inecuatiei se identificd cu semiplanul hagurat.
Ca sd rezolviim o inecuatie de gradul 1 cu doud necunoscute

ax +by +¢ <0 (x, y € R),

desenim mai intli dreapta solutiilor ecuatiei ax + by 4+ ¢ =0. Aceast}
dreaptd imparte planul in doud semiplane. Pentru a stabili care dintre ele
este mulfimea solutiilor inecuatiei, luim un punct din plan (nu de pe dreapta
solutiilor) siverificim daci este sau nu solutie a inecuatiei. Dacd este solutie,
atunci semiplanul in care se afli punctul este mulfimea solutiilor inecuatiei.

De exemplu, sd considerdm inecuatia i /27/%7/%7/%

2x 4+ 3y > 6 (x, y € R). UHH N7

: : G977

Desendm in figura IV.18 dreapta solutiilor ecu- < V/%V/ 7

atiei 2x + 3y = 6. Verificim daci punctul O 3 // ///7/

(originea axelor) este sau nu solutie a inecuatiei. & 77

Propozitia 2+ 0 4 3+ 0 > 6 este falsi; deci O > 4
nu se afld in semiplanul solutiilor inecuatiei.
In figura IV.18 am hagurat semiplanul solu-

tiilor. Fig. IV.18

EXERCITIU

Care este mulfimea solutiilor inecuatiei: a) x + y —4<0(x, y €R);

b)) 2x—y—1<0(x, y ER)?

SISTEME DE INECUATII

Vom considera urmitorul tip de sistem de inecuatii:

ax +b <0 ;
' (x € R).
{a'x-l—b's.o,( e )
Sd ludm doud exemple:
o 3x—3 <0
Exemplul 1. Fie sistemul 1 x & R).
e | “[5x—mso, (Fei

Prima ecuatie are ca multime de solutii intervalul (—oo; 1]; a doua
ecuatie are ca mulfime de solutii intervalul (—oo; 2]; sistemul va avea
ca multime de solufii intersectia acestor intervale, adici multimea
(—00; 1] N (—o0j 2] =(—o0; 1]. :
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4x — 16
—2x + 2
Prima ecuatie are ca multime de solutii (—oo; &). A doua ecuatie are

ca multime de solutii [1; +4oco). Sistemul are ca mulfime de solutii
intersectia acestor intervale, adicd multimea (—oo; 4] N [1; +4o0) =

Exemplul. 2 Fie sistemul [ ( € R).

= [1; &].
EXERCITIU
Rezolvati sistemelé de inecua’gii'
x—4 > 12x > 17x &, 2x—1 >
a) b | )
3x —12 > 0 3x—6< 2x — 14 <

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
UNOR CUNOSTINTE DE BAZX

Luerarea I
1) Rezolvati ecuatiile:
a) x+y—4&=0 (x5 yc R); b) &x —5=2-—23y (x, yc R).
2) Rezolvati grafic sistemul de ecuatii

X+y—3=0
! R).
{zx_y=Q (x, yER)
Lucrarea II
1) Rezolvati sistemul { 2x — 3y =1,
—X 4 6y = 4.
1 3
ey i e 2’
2x + y
2) Rezolvati sistemul
6
———=-1
X Y

8) Rezolvati inecuatiile:

a) 3x+2<0 (x€R); b) —2x+1<0 (x&R)
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‘tédri se mai folosegte gi astizi), aga cum aflam.

1) Ce numér este mai mare: 41/25 —3]/64 42 |/81 — |/49 sau
51/ 196 — 7 |/169?

2) Un pitrat are latura de 21 cm. Cit este méarimea diagonalei sale?
Aproximati in mm.

3) Laturile unui dreptunghi au respectiv 3,7 cm i 2,6 cm. Ce lungime
are diagonala sa?

4) Exprimati printr-o formuld aria tolei de transformator din figura V.1.
Calculati-o, stiind ¢ @ = 8,1 em, b = 1,5 cm, ¢ = 5,6 cm si d = 4 cm. Stiind
cd tolele se debiteazi din benzi dreptunghiulare cu li{imea de 6 cm, aflati

procentul (aproximativ) de folosire a metalului.

5) In secolul trecut se folosea ca unitate a
de misurd pentru lungimi piciorz! (in unele

din cirtile lui Jules Verne. Un »picior® are
aproximativ 305 mm. Construiti un grafic de ¢
transformare a lungimilor din metri in ,,pi-
cioare”. Cu ajuforul lui apreciati cite picioare
gint (aproximativ) in 4,2 m. Dar in 1,8 m?
6*) Demonstrati ci nu existd péitrate HYN b b
perfecte de formd 5r 4 3 cu »n € N. Fig. V.1

(D. Pompeiu¥*)
7) Ariitati c¥ existi numere a si b astfel incit, inmultind polinoamele

X2+ aX | b si X2 —3X + &, produsul lor sd nu aibd termeni de gradele
18 2

8) Fie A = {0, 1, 2} iar B = {3, 4, 5, 6}. Construifi toate functiile
crescitoare f: A — B. Este adeviirat ci sint & astfel de functii?

9) Construiti cele 6 functii crescitoare definite pe {5, 6} cu valori in
multimea {0, 1, 2, 3}. -

% Dimitrie Pompeiu (1873—1954) — matematician romén.
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10) Fie polinomul P(X) = X* — 4X — 1, calculafi numerele
P(2+ |/B) si P2 —|/3).

11) Puteti géisi o functie liniard f: B — R al cirei grafic s ,treaci®
prin punctele (1, 2) si (3, 4)? Care este aceasta?

12) Determinafi functia liniard g: R — R, g(z) = ma + n, stiind c¥
£2) =21 g g3) =34

: ‘ ) 4X*7 — Y2X
13) Fie fractia rationald F(X; Y; Z) = ; calculati
) ( ) XY £ XY calculati
F(2,6; 4,2; 1,092).
14) Completati tabelul (cu eroare de 0,01):
z —02 | ~04 | —005 | o 0,05 | 01 0,2

1+ =2

{pZ
+2

Ce observati?

15) Suma a 6 numere intregi pare, consecutive, este 18. Aflati cele
gase numere.

16) Un tren rapid pirdseste gara la 30 min dupd un tren de persoane;
avind viteza medie de 90 km/h depageste trenul de persoane dupi 2 h. Ce
vitezd medie are trenul de persoane?

17) Intre doud porturi, pe un fluviu, un vapor parcurge distanta de
140 km in sensul curentului apei in 4 ore, iar contra curentului apei in
4 h 40 min. Ce vitezd de curgere are apa fluviului?

18) Un aliaj de aur si cupru are densitatea 16,9 gjem®. Cite grame de
aur si cite de cupru sint intr-o bucatd de 100 g din acest aliaj? Densitatea
cuprului este de 8,9 g/em®, iar a aurului de 19,5 gfem?®,

19) Mirim o catetd a unui triunghi dreptunghic cu 2 em si micsordm
cealaltd catetd cu 3 cm; constatdm ci ipotenuza rdmine de aceeasi lungime.
Suma catetelor este acum de 40 cm. Puteti afla ce lungimi aveau laturile
triunghiului inifial?

20) Vrem si obtinem 5 litri de alcool de 35% (concentratie): dispunem

de alcool cu concentratii de 209, si 729,. Cit trebuie s amestecim din fie-
care fel?

21) Perimetrul unui dreptunghi este de 28 ¢cm. Dac-i mirim ldtimea
cu 2 cm §i-1 micgordm lungimea cu 2 cm, obfinem un pitrat. Puteti afla dimen-
giunile dreptunghiului?
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22) In laborator existd un cilindru gradat, dar nemarcat, din sticld.
Plin pe jumitate cu apé, cintiregte 4,5 kg; plin doar o treime cu api, cintd-
reste 3,5 kg. Cit cintéiregte cilindrul gol?

23) Mirind lungimea unui dreptunghi cu 12 cm, iar litimea sa cu § e¢m,
aria dreptunghiului se méreste cu 120 em?. Aflati dimensiunile dreptunghiului
initial, stiind céd perimetrul siu era de 16 cm.

24) Cit cupru gi cit zinc se afld amestecate infr-un aliaj ce cintireste
in aer 5 kg, stiind cd in apa el cintéreste cu 0,6 kg mai putin? (Densitatea
cuprului = 8,9 kg/dm?, a zincului = 7,1 kg/dm?).

25*) Cit alcool de concentratie 459, trebuie s amestecdm cu alcool
de concentratie 609, pentru a obtfine b litri alcool cu concentratia de 659%,?

Prezentdm o selectie de probleme date la diverse faze ale Olimpiadelor
de matematicd din ultimii ani, sau la Concursurile de treapti. Textele au
fost partial modificate.

1) Fie E =(a — b)® — (@ —b)*(a+b) §i F= (a +b)* + (a + b)%(a —b).
Aratati cd dacd a si b sint negative, atunci E > F.

(O.M. 1975, mun. Buecuresti)

2) Un trapez isoscel are baza micd de z - 2 cm, laturile neparalele de

32 + & cm fiecare, perimetrul de 14z 4 22 cm, iar indlfimea de 3z cm.

a) Calculati baza mare gi aria; b) Pentru ce valori ale lui z problema are
solutie?

(O.M. 1976, jud. Bacau)

3) Fie A=3a® — 8a’z — x — 2% + baz?, B =a’zx — baz® — a® + 112°
C = —baz? 22 — ba?sz — ba®. Aflati E=A + B4 C; F=A—B+C
C =— A+ B+ C. Scrieti-le in form# canonici.

(O.M. 1976, jud. Buziu)
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4) Fie polinomul p(X) = (X + 1) (X2 + 1) (X — 1) — (X2 — 1)z

a) Descompunefi polinomul p in factori;

b) Scrieti in form# canonicd polinomul in ¥ ob{inut prin inlocuirea lui
X cu polinomul ¢(Y) = (4Y + 13) (Y2 + 1) — (4Y + 3) (Y + 2)2 -

(0.M. 1976, mun. Bucuresti)
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‘ b) Fie p(X) =X*— 2X — 3)(X —1)*—(BX—-5)2X +7) —(X —
—1)(X2 41)(X + 1). a) Sa se scrie polinomul sub forma canonici.
b) Calculati: ;

1 5 &
—=l—==):(—25)——
osel ( 2) el (=0 .

S ot

si apoi aflati valoarea p(z).

(O.M. 1976, jud. Alba)

X R XY - 4F
:—2XY + XZ —2YZ
(Concurs treapti 1976, jud. Cluj)

| 6) Simplificati:
| ) Simplificati X

x+y_2y_5
2 3 2
7) Rezolvati sistemul -
X
: —+2y=0
2 + 2y

(Concurs treaptd 1976, jud. Neamt)
a+a = 05% + 0,5 X
at—1" 05*—1
(Concurs treaptd 1976, jud: Carag-Severin)
1—-3x_ : 2 —0; 2 _3
bx 41 x—1
(Concurs treaptd 1976, jud. Carag-Severin)
2x 4+ 1) =3(y — 1) + 14,
x —32x +y—1)=2(—x+y)+8.
(Concurs treaptd 1976, jud. Satu Mare)

8) Simplificati:

9) Rezolvati ecuatiile:

10) Rezolvati sistemul{

11) Rezolvati ecuatia (x — a)® + b =(x — b)® 4 @
(Concurs treaptd 1976, jud. Satu Mare)
12) Fie E(X)= 13X(X + 1)* + (2X* — 5X + 1) (X2 42X +3) —
— 5(X + 2) (X — 2) — 23. Descompuneti in factori.
(Concurs treaptd 1976, jud. Arad)
X—¥Y=— 31
' 13) Rezolvati sistemul { 2X 4 ¥
' 3

2

(Concurs treaptd 1976, jud. Silaj)

a—b a-b

14) Rezolvati ecuatia = 0, unde b # 0).
X

+1 x-—-1
(Concurs treaptd 1976, jud. Dolj)

15) Un vapor parcurge distanta dintre doud porturi in sensul curentului
apei in 4 ore, iar contra sensului curentului apei in 4 ore 20 min. In cit timp
va parcurge aceastd distantd o plutd ce se deplaseazd cu viteza apei?

(Concurs treaptd 1977, mun. Bucuresti)

2x%2 — mx + m

16) Rezolvati ecuatia
x—3

m este diferit de 9 gi de 10.

= 2X — 4, in care parametrul

(Concurs treaptd 1977, mun. Bucuresti)

17) Calculati lungimile laturilor unui triunghi isoscel, stiind c# sint
proportionale cu numerele 2, 5 si 5, iar perimetrul triunghiului este de 36 m.
(O.M. 1978, jud. Dimbovita)

18) Caloulati: —7% -(_1)k+1+% (1) 4 (—1)*3, unde k i p
gint numere naturale.
(O.M. 1979, mun. Bucuresti)
(0,75 — 1)* — 6,0625 :

0,06 — |/ %,1616

19) Calculati:

(O.M. 1979, mun. Bucuregti)
20) Calculati: %(—-1)“ — %(—1)“+1 +1, neN.

(O.M. 1979, jud. Cluj)

3. EXERCITII §I PROBLEME DISTRACTIVE.
CURIOZITATI

1) Media aritmetici a numerelor 0,618034 si 2,618034& este 1,618034.
Cit este produsul lor? Retfine{i primele sapte cifre.

2) Priviti: 1=2+2—2—%; 2—=2+242—-23—2; 3=2+

+2—2+-‘;1;4=2-2-2—-2—2;5=2+2+2—-%;6=2+2+
+2+2—2;7 =22:2— 2 —2. Continuati, scriind pe 8, 9, 10, 11 i 12

in' mod asemaéndtor, cu cinci cifre 2.

8) Avem 1 +2+3+6&-+5461748 -9 =100. Puteti sorie in
alt mod numadrul 100, folosind fiecare cifrd o singurd daté (in ordine cresci-
toare) si numai semnele + gi - ?
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4) Curiozititi: 63 :3 =6-343; (247)-2+16 = 272 + 16; (1
+2+3).1.2.3=13+23_|L33.+ i 247 =165 (1<

b) Alte curiozitati: |/ 121 =12 —1; |/6&=6+ |/%4; /40 =4+
+V9=—4+9; |/ 169= |/T6+9 = 16— |/9; |/ 256 =25+ 6;
/32 =3-(2+44); /11881 = 118 — 8 — 1.

6) a) 1--8:1=9 " h) 9947 =88 ¢) 9:142=11
248 -12 =98 9 .98 - 6 =888 9 +12.-1.3 =141
3+ 8 -123 =987 9 -987 +5 = 9 -123 }- 4 =

4 8 -1234 = 9876 9 .9876 + 4 = 9 1234 L5 =
548 12345 = 9 -98765 + 3 = 9 12345 4 6 =
6 4 8 - 123456 = 9 - 987654 + 2 = 9 123456 L 7 =
7 + 8 - 1234567 = 9 -9876543 4 1 = 9 1234567 + 8 =
8 |} 8 - 12345678 = 9 98765432 4 0 = 9 - 12345678 + 9 =
9 4 8 123456789 =
7) Priviti triunghiul
Fig. V.2

Suma numerelor scrise
pe fiecare laturd a sa este 20. Dar suma pitratelor acestor numere?
8) Puteti folosi patru cifre 9 pentru a forma numdrul 100?

9) Aria regiunii colorate din figura V.2 reprezinti: a)é— din aria patra-

; 2 s ; : ’ :
tulun;b)ﬁdln aria patratului; f.:)-i-z(—3 din aria patratului. Care rdspuns este

corect ?
10) O orchestrd formatd din 40 de instrumentisti cinti o melodie in
& minute. In cite minute va fi cintatd melodia de o orchestrd formatd din
60 de instrumentigti?
. 11) Unim printr-un segment doud puncte de pe cerc. Se formeazi in
interiorul cercului doud regiuni (vezi fig. V.3). Unim prin segmente trei puncte
de pe cere. In interiorul cercului se formeazi patru regiuni.
Unim prin segmente patru puncte de pe cerc; se formeazi 8 regiuni.
. Puteti spune cite regiuni se formeazi in interiorul cercului dacd unim
prin segmente cinci puncte de pe cerc? Dar sase puncte?

B

Fig. V.3

12) Un postag lasd, pentru cele 40 de apartamente ale unui bloc de
locuinte, 22 ziare ,Romdnia liberd“ gi 27 ziare ,Scinteia”. Puteti spune in
cite cutii postale va ldsa pogtasul ambele ziare?

13) 2 * y inseamnd ,adund pe = cu y si imparte rezultatul la 4. De
exemplu, 8 %12 = (8 + 12) : 4 = 5. :
Caleulati 43#7, apoi 2#(3#5). Aflati numirul ¢ din ecuatia

a4 = 10.

14) Ce puteti spune despre valoarea de adevir a propozitjilor:

a) Toti iepurii albi au urechi lungi.

b) Nici un iepure cu urechi lungi nu este numit Timothy.

¢) Eu am un iepure alb pe care-1 numese Timothy
(dupd Lewis Carroll, autorul eértilor , Alice in tara minunilor", , Prin oglinda®
si al altora).

15) O roatii se rotegte cu vitezd constantd. Cronometrind o rotatie
completd, am obtinut 4,3 8, cu eroare de 0,1 s. Cite rotatii complete face
roata in 43 s8?

16) Puteti afla aria hirtiei folosite pentru tipdrirea acestei ciirti, in
centimetri pitrati? Excludeti coperta.

17) Kilometrajul maginii aratd 78 987 kilometri parcurgi. Soferul observd
ci acest numir este simetric. Peste doudl ore, aruncindu-gi privirea peste
kilometraj, observi ci acesta aratd din nou un numér simetric. Cu ce vitezd
medie a mers automobilul in acest timp?

18) Priviti figura V.4, Cite drumuri duc ¢
de la A in €' ? Care dintre ele este cel mai seurt?

Vememm———

19) Cinei copii se joacd astfel: unul dintre
ei std deoparte, in timp ce ceilal{i se impart
in dou#i grupe. Cei doi copii din prima grupé
trebuie sd spund adevérul, iar cei doi din a
doua grup# trebuie sd mintd (dacd sint intre- A
bati). Intrebind, cel care a stat deoparte va
trebui sd afle in ce grupéd este fiecare.

Tonic# a stat deoparte, iar ceilal{i s-au impdérfit. Ionicd revine gi-l1 in-
treabd pe Petricd: ,Tu esti mincinos?“. Ce va réspunde Petrica?

Tonicd il intreabd pe George, apoi pe Nicu gi pe Alex: ,Ce mi-a rdspuns
Petric# ?“. George riéspunde: , Ti-a riaspuns cd este mincinos®; Nicu rdspunde:
,Ti-a réspuns cil nu este mincinos“. Alex rdspunde la fel ca §i George. Cum
se impdrtiserd in grupe?

20) Din ,Aritmetica® lui Diofant din Alexandria (Egipt):

a) Impirtiti un numir dat in dou# pirti, avind diferenta dintre ele
datd. De exemplu, fie numérul dat 100, iar diferenta 40; gésiti cele doud

parfl.
b) Aflati doud numere, gtiind raportul gi diferenta lor.
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21) Din antichitate (problem# de origine greaci):
Regele din Samos il intreabd pe Pitagora citi elevi are. Pitagora fi ris-
punde: juméitate dintre ei studiazd matematica; un sfert dintre ei cauta sa
invete stiintele naturii; o septime incearcd si invete filozofia. In plus, mai
sint trei femei.

Citi elevi invatau la gcoala lui Pitagora?

22%) Din antichitate (tot de origine greaci).

Eu gint un len de marmora, Doud izvoare tignesc din ochii mei, unul
din gura mea, altul de sub piciorul meu. In doui zile, ochiul meun drept umple
bazinul; ochiul meu sting il umple in trei, iar izvorul de sub piciorul meu in
patru, Pentru a umple bazinul, izvorului din gura mea ii ajung sase ore.
Célitorule, inainte de a bea, spune in cit timp va fi plin bazinul, dacé toate
izvoarele curg?

23) Din evul mediu (de origine arabi).

Un hot a intrat intr-o livadd de portocali, pdzitd de trei paznici i a
furat nigte portocale, Primul paznic l-a surprins; ca sd scape de el, i-a dat
jumitate din portocalele furate gi incd doua portocale. A dat apoi peste el
al doilea paznic; ca sd scape, i-a dat jumitate din portocalele ce le mai avea
8i incd doud portocale. Aproape de iegire a nimerit peste al treilea paznic; gi
acestuia i-a dat jumitate din portocalele ce le mai avea, plus incd doua,
Odatd scéipat, a vdzut cd mai are o singurd portocald, Cite portocale furase?

24) Dupd ,Algebra®* lui Clavius (1608). .

Un tata, voind sa-si incurajeze fiul sd rezolve probleme, ii promite ci-i
va da 8 lei pentru fiecare problem# bine rezolvatd; dar, pentru fiecare pro-
blem# pe care n-a rezolvat-o, fiul va trebui sd pliteascd 5 lei. Dupd 26 de
probleme, fiul nu trebuie i pldteascd nimic, dar nici s# primeascd ceva.
Cite probleme a rezolvat? -

256) Problem# veche indiand (probabil din secolul al IX-lea).

Erau impreund 67 de coguri cu fructe gi incd 7 fructe. Au venit 23 de
cdldtori, care gi-au impartit in mod egal intre ei fructele. Cite fructe erau
intr-un cog?

INDICATII $1 RASPUNSURI

Pag. b. 1) 6; 2; 13; 12; 3; 7. 2) nu; da; da; da. 3) 252; 1050; 120;

11 31 43 4 2 420015
AL BN O s e L L BB e s BT =B &
56; 280. 5) "30" 30° 8° 15 )63~ Yadsr<
—43 —&01 98 &9 G Sy I & & - 33
10)?1: _j: ﬂ: 9_: =y —; £, S = = =
9 99 90 99’ 45 5 5 b 18 7 40

12) 2.9; —1,92; 0,33; 9,7. 13) 0,15; 0,4375; 0,2375; 0,(5); 5,(6); 0,(41463),

14)3_3.; 13% ;—Z; —310; 5513 15) 0,825; 3,57; 0,(571428); 0,45;
1169,95; 538,2. 16) —75; +180; —25000; +‘Z‘—Z); -%; —-2—; —132;
19102 17) —5; +5; +2; —40;+-f—5; —%); 0,825; —&; 1_57; %.
18) +20; -64; —g%. 19)—%; —;—(;; 1—85; ‘;’—2 %@. 20);'_2;
._.?%: ;'_;. a1) —17_1; —6. ‘23):—;; —;—2; %. 24) 29,5 %9; 19; 1;

—1,73; 0,1; 3,3. 25) 149,12. 26) 0,223. 27) 86,4; 100.
Pag. 9. 2) nu; da; da.

| 3
Paohis s 2.
. ) ST 35 3

11

1,999396; ... ; 2;... ; 2,002225; 2,0164; 2,25. b) 1.00;-5; -5; 64; nu are

9 o

solutie.
Pag. 16. 1) 2,2361; 0,86603; 1,0488; —1,7321. 2) 2,44; 2,64; 2,82.
Pag. 18. 1) f; aj a;a;f. 2)e<c<a <0<l <d<b < f
Pag. 19. 1) da; da; da; da; da.
Pag. 20. 1) 3,1415; 3,141 3,1408 si altele. 2) 1,73; 1,731; 1,731 si altele.
1
3) Stim cd s<a—[—{6—n§i a <s. De aici (a +%)—-ﬁ‘-<s<{a+
1 1
el
Pag. 23. 2) 1,93; 3,14; 3,65. 3) nici una.

Pag. 26. 1) 6; 2/5; 21/6; 41/2; 3|/ 2; 61/2; 101/3; 51/2;
51/5; 101/5. 2) 61/3; 61/5; —21/6; —10)/3; -10[/‘5;% V2
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2. 41;13. 3) b, c,e 4)1,96; 1,9881;




-";-V‘z; %V'ﬁ;%l/ﬁ. 8) Asociativitatea. 4) 3)/5; 51/7; 91/2;
61/3; 1/ 7.8) 8+ 7/ 11; —4+ 41/5; —%-l—%l/?; /3. 6) 3/ 3;
81/3;13V2; —V3; V2+5)5. 7) ajc; d; e 8) 2V%; zVE;

—3— 1/5; %V% : 210 |/ 143. 9) Nu. Este corect doar daci a > 0. 10) —1/72

.wzl/__i‘*_'_zl/_L — 1. 12) —6+21/6; 9+6/3; /3T — |/

104+61/5;21 —6)/7. 13) 2;3;4; 13; —21 + /3 — /5 +5|/15;
2% —13 /2—6/3+4)/6.
Pag. 28. 1) s=(]/5)%- 2) 131....
81/15 3|/8 |/3%_  V12. V8. _3/3%H
Pag. 30. 1) TR e e o e i _L/B_
85, = e 47
4) nu; nu; da; nu. b) 5]/2; 1" 1/3;4——2'

bo| bo

—161/2. 6) 124+

W}
—11-5)/5 9-3/24+3)/5— /10 8)6_3|r-_2l/§+]/g_
4 : 7 y-. 4 )
—17-31/35,

1 s —124+51/6. 9) 15:21/23 +31/3 4+ 1/6; 17—11)/2 —

— V7 4 /T4 10) 2a, dac a b > 0; —2b, dacd a + b < 0.

Pag. 32. 2) Din s >[s] si ¢ >[f] rvezulti s+t >[s]+[f] Insd
[s] + [t] este numdr intreg. 3) Nu. Luind s =¢ =0,5, avem [s + ] =1 iar
[s] +[t] =0. 4) Indicatie. La fel ca exercitiul rezolvat.

Pag. 33. 1) 0,68; 2,87; 1,57. 2) 4; |/2; 1; 2; 2.

Pag. 356. 1) 211; 258; 9911; 12012; 74188. 2) 1394. 3) 111; 100100;
11100. 4) 620; 201; 2; 9002; 2059; 0; 99978. b) minim 225 litri. 6) 1760;
672; 7350; 10403; 43400; 175680 ; 284600; 1680000; 5537664 ; 702702; 12000;
16800. 7) 110; 110110; 1010001. 8) 499500. 9) 588 t. 10) 420; 12; 15; 32;
451; 55. 11) 17 rest 3; 7 rest 6; 36 rest 107; 16 rest 0. 12) a; a; a; a; f.
13) 63 = 2* — 1. 14) f; a; a. 15) 7; 30; 2; 2048. 16) 42; 60; 56. 17) 22 -
« 343 287413 3%- 113, 3¥.49%. 92.33.5Ka. 35,537 9834 52 1§) 200;
361; 12. 19) 1800; 1260; 180. 20) —7; +b5; —1; —10; —36. 21) —25; +24;
—720; +720; +360. 22) da; nu; nu; da. 23) 1579; 0. 24) 6; 72,26; —1,2;
—0,8; —65,25. 25) 243,2; 10030; 40; 1,5; 0,08; 78 ; 0,09; 0,001; 2,184;

0,067228; 42,1875. 26) A A B 27) R B

Apte A b LRSI 376 200 B07
_5_. 2 75; _1_ 9 ‘?’_0 23)531 g=1,708(3); 3_7 i
46 ¢S gi 208 E I3 ST, 60 ° 24 16 =B

29) 4710 kg. 30) 2,23 sau 2,236 sau 2,24 ete. 31) |/ 3; 0; |/8;1/2;0. 82) f;
a;-f; f; a. 33) —1; —1; 19; 3; 15—10]/6; 1 +1/6; —646]/b.
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31) 51/6; 201/6; &|/3; 4155 2|12 85) V18, [/&05; /T2

/&5; V% 37)%—2; 21/3; Z{?; 4—31/—-3; 2; Z_? 38) —1 4
+ /2 —2—1/3; —15—10]/2;1;11 +21/30. 89) &; —3 —2)/2+
+2)/3; 8 —3+42/2—2]/3+ /6. 40) 0,48. °

Pag. 40. 1) Solutii: HEzT; -7—; — 3. V3 1—5 2) Nu, dacid ¢ =0.

8 2° 98
8  x  KIO 172
3) Ev 5: _Tv '_2_"
Pag. 42. Solutii: —% : 43 1; orice numdr real; nu are; ]|/ 2 + 1.
‘ e 2 o i
Pag. 43. Solutii: orice numéar real; o = 2le g V2 s —6—3 /2% — %’ 3.

Pag. 44.4) a) Solutie 155- dacd @ # 5. Daci @ =5, nu are solutie.
a —

¢) Solutie 1 pentru a # 1. Dacd ¢ =1, orice numir real este solutie. 6) a)

Solutie 61/2. ¢) Solutie —12—6]/3. f) Solutie —3+2]/2. 7) a) 21.
b) 0,47. e¢) 1,21. 12) d) Solutie 0. e) Orice numir real % 0 este solutie.

f) Solutie ———i—. 14) Pentru ¢ = 1. 15) Ecuatiile sint echivalente doar

pentru ¢ = 0.

Pag. 49. 1) 4 inmultiri gi o adunare; A=2nr(r -+ k) cu 2 inmultiri si o
adunare. 3) €' = a(Ll — s?). 4) Indicatie: stabiliti cifi cdldtori an urcat in B.

Pag. b2, 4) da; nu; da; nul; da; da.
o Pag. b4. 3) 6 X3; —b X2Y2;, 3X3;, —3XYZ; 6X°%Y; 22°X3; " 4) 2X,;

2 4

'g Y, E'GX, '—EQY, —2ab.

Pag.57.2) X2 - XY 4 V%, X3 X2 4 X - 4; X* - 4X3 —2X2 4 1;
— X2Y2 4 X2 | V2 gau (—Y2 4 1)X2 4 Y2, — X2 Y24 2YZ + 22; X3—
—3XYZ + Y3  Z%; X? + 2XY + 2XZ 4 Y2 + 2YZ + Z* sau alte forme.

Pag. 58. 7) abed + cdba =(a +d) 9N <11 + (b +¢) -10 - 11.

Pag. 61. 2) Diferd prin coeficientul lui X §i prin semnele termenilor
liberi 6) X% — Y8, X® _ ¥y9,

Pag. 64. 2) (X—1)(X—3); (3X + 1)(2X + 3a); &X2Y*(3XY — 2X3 +
+ &Y?); 6(2X 4 3)(X +1); (¥ —2X)%(Y 4+ 2X). 4) (a + Y)(be — X¥);
(X + Y)(X2+ Y?); (X2 4 Y2)(X + 27); 202X — 3)(X2 — X — 1).

Pag. 65. 2) 4; 1; 36; +6X; +4X; +10X. 4) (X — 2Y)?%; (6X + 5Y)%;
BX — 27)%; (X2 — 11)2;(% g 1)25 (SX —% Y)2 (X2 4 4T

Pag.67.5) Y2X + Y); (X + Y 4+ 2)(X — Y — 2Z); buv; (X24- V) (X +
+ ¥) (X — Y); 4 7) 3 YOX + Y); 6¥(X +1); — YEX + 7).

Pag. 71. 3) (X FH(XF X + (X F&; X+ DX+ 3);
(X = V2% (X — /3% 2(X + /D) (X24 ¥) (X2 —T); (X2 27).
(X2 —2Y); (X24 [/2Y)(X2—1/2Y); (X249)(X+3) (X —3);
(X4 + Y9 (X2 + T2) (X + Y) (X — Y); (9X® 4 4Y?) (3X + 2Y) (3X—2Y).
6) d) X* — X2 1 =(X*42X24+1) —3X2= (X2 1)2 —(]/3X)~
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Pag. 74. 3) P(—/2) = P(|/2) =21; P(—1) = P(1) =8. b) Daci ¢
este un numdar real, atunci ¢* este pozitiv sau 0. Pasul 1: s =¢-¢;
pasul 2: ¢ =a-s; pasul 3: u =t ¢; pasul 4: p(c) =u-+42 7) p(X) =
=X*+4X +1.8) E(X, Y) =(X — ¥) (X +2).9) Q(X) = (X — 1) (X2 +
+ 2X 4 2). 10) Este acelasi polinom. 13) b, d si e. 14) P(2 V2) =5+
+2)/2; 16) P(a)- P(—a) = —a® + 10a* — a® + 1.

Pag. 81. 3) Pentru a) 0; b) 1; ¢) 1; d) —1.

Pag. 81. 1) A =l(a+1); P =4l 4 2a. 3) C =c(i)2-

a

Pag. 83. 18) (X + 1/2) (X — /2); (X 4+ 1V/3)(X—V/3); (X+
+ VI5) (X — V/15); (X+ 1/B) (X — I/B); (1/2X+1) (/2X — 1);
(V3X + V2) (1V3X — 1V2); (X— |/3)% (I/BX +1)% (X* 4 2)(X +
+ 1/2) (X — /2); (12X 4 13Y) (12X — 13¥).  19) (X*+ 4X2Y? +
+ 4¥Y) — AXPY® = (X% 4 2¥%)* — (AXT)® = (XP4 2X¥ 4 279 (X*—
— 2XY +27%). 20)(X + 2) (X + 8); (X + 3) (X + 4); (X* + 1) (3X2 + 1);
(X=X L 25X+ 1)(X— ¥ —1); (X2— XY Y (X2 — XY —Y?).
2) (X—1) (X —2) (X +3); (X—1)(X*—6X—6); (X+/3) (X —
—V3)(X+ VB (X— V/B); (X+TV)(X+¥+1); 23) P()/2)=
=2)/2 — 1, aproximativ 1,82. 24) Pasul 1 :5 =2-4q; pasul 2:¢ =s 4 1;
pasul 3:u =1t-a; pasul 4: P(a) =u + 2. 36) Deoarece (—s)? =s? rezulti

v N La=d a2
cd E(—s) = E(s).40)F(]/2) - F(— |/ 2)= : = —
V3 | l/')‘ 2 /2+3 —2)/2+3
Pag. 86. 3) d; e; f.

Pag. 87. 2) a; a; f; a. 3) Indicatie: desenati prin diagrame Venn-Euler
mulfimile (A N B) U C si (4 U €) N (BUC). 5) Doui solutii, dupd cum
deBsaudegB. A ={a, c d}.

Pag. 88. 1) Nu, au 12 elemente. 3) 15 elemente.

Pag. 90. 3) Numai dacd a, b >0 sau a, b < 0. Constructia foloseste
teorema puterii punctului O fatd de cercul cu diametrul 4B.

Pag. 93. 2) X are abscisa 2. 8) Un paralelogram; M(1, 2). 4) Indicatie:
folositi teorema lui Thales.

Pag. 96. 1) Nu, sint 27 de functii. 2) Un exemplu este f(z) =|/z, dar
pot fi construite 4* —256 functii. 4) A2 <3) —a, h(4:2 — 3) =f
(2 € 9) =f. Pot fi construite 2° =8 functii.

Pag. 98. 2) Nu a indicat corect domeniul de definitie. 3) Da; nu. 4) Da.
f(11) =11% nu e prim. b) d(9) > d(11).

Pag. 107. 4) Graficele sint segmente ce fac parte din drepte paralele.
5) Graficul e format din doud segmente.

Pag.118. 1) b, e,f, g, hsii. 3) b, ¢, e si . 5) Sint concurente.
Pag. 121. 3) (g y) cuy € R— {—1}; (x %) w eR—{%};

(:c,ias—]— 1) cu a:el{—{—i}.
4 5
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3). . . . T 2.2,
Pag. 127. 1) (2 5)s (205 & 40 1,3 6,3 0~ ) (1V22)

2) (1,2); (2, 3); (—1, 4);(%, —;—) ;((o, —%); (VZ 1V 3) 8, 5); @ 3)
Pag, 131, 1) Aceeasi dreaptd. 2) Sint concurente, 8) (17, 3,5); (1, 7,

' ~3412 /3
0,35), (0,17, 0,035). 6) a) (»4 + fsl/i, 3+1§2 W)

1
Pag, 133, 2) b) Indicatie: notafi X = =

Pag, 139, 1) Riispunsuri corecte: 9 zile, sau 8 zile 14 ore, 2) Indicafie:
notati c?x 2w, 23)/ diametrele rotilor. Face;; un desen, Obtineti sistemul

@=08 _ 11 (. 03)+(y—03) =36, Sclutias 14,6 om si B6.6 em;
—-03 3808’ i _

%?l]) Ind,icat,ie: scriefi relatia intre debitul de suflare d gi continutul de carbon
¢ astfel: ¢ =dz -+ y; aflati necunoscutele x si ¥ din datele problemei; al'];ﬂ,:l
apoi debitul d din 0,25 =d * » + y, Raspuns: 4,375 m® pe secundd; 2,95 m?fs,

Pag. 144, 2) 256 sau 257 mm. 3) 4,5 cm aproximativ. 4) ac —d (¢ —
— 3b) =a(c — d) + 3bd; 30,96 cm?; cel mult 64%, 6) Si scriem k& = 5¢ + r cu
0 < r < b; atunci, &* = 5(5¢®+2er) + 72 Insi, impér’gimg 2pe: r*la i")énu putem
obtine restul 3, ¢i numai resturile 0, 1 si 4. 7) a == b= 70 8) Da.

B)=P(3—|/5)=0. 11) f(z) =z +1. 12) g(a) = 13z —
1(.})0:15),( %(}T 2 k)m[h. {8). A]I{roximativ 87 g aur §i 13 g cupru, 20) Aproximativ

; 20 T
3,56 1 si 1,44 1, 23) Lungimea = em, ldtimea = crq(l) 25) Impombxl ).

3u- (52 + 14)
2
Pentru orice > 0. 4) 2(X + 1)(X — 1); 72¥* + 576Y® + 1 128Y% — 967,

g A=A gy 4 o —%. 12) 2X%(X + 3)% 16) O singurd solutie,
X+ 2 a®—

12 —m { ptiate, 420 of i, 44 N .
anume T 18) Patru valori posibile: ;{:21 8l :1:21. 20) Doud wvalori
posibile: 0 i 2, )

Pag. 148. 3) 1:2:3-44+5-4+6+7:849. 9) Corecte a ¢i o
12) Cel pufin 8, cel mult 22. 14) Nu sint toate trei adevirate. 15) 9 sau 1,0
rotatii complete (). 18) 412 drumuri simple, 6 dintre ele au lungimea minimd,
25) 15 fructe (mai sint si alte solutiil).

Pag. 146, 1) E este pozitiv, iar F este negativ. 2) Aria =




NOTA ISTORICA

Algebra este o parte a matematicii, scopul ei principal fiind studiul
operatiilor. In dezvoltarea ei a cunoseut, pind in prezent, trei etape.

La inceputurile ei algebra s-a dezvoltat in strinsi legéiturd cu aritmetica;
proprietitile operatiilor aritmetide eu numere naturale gi rationale sint cunos-
oute din cele mai vechi timpuri, In ,Aritmetica® lui Diofant* apar probleme
in care intervin ,necunoscute“; Diofant noteazi necunoscuta cu litera gre-
ceascd o (se citeste ,sigma‘).

O alté carte asupra cireia meritd s ne oprim este ,,Al-djabr-ual-muka-
balah“**) a lui Muhammad al-Khorezmi (secolul al IX-lea). Aceastd carte a
avut o mare influentd asupra dezvoltirii matematicii in lumea arabi gi in
Europa, contribuind printre altele la inlocuirea cifrelor romane (cu care se
calcula greoi) ou eifrele ,arabe“, provenite din India. De la tithu acestei earti
provine numele de ,algebrd“. Ca §i in cartea lui Diofant, apar i aici necu-
noseute,

In secolul al XII-lea matematicianul gi astronomul indian Bhaskara
noteazd necunoscutele cu nume de culori i lucreazi cu polinoamele serise in
form# canonicé; cartea sa ,Bija Ganita® contine multe probleme, in versuri,
foarte grele dar foarte frumoase.

Incepind cu anul 1490, in cdrtile de matematicd apar semnele -} gi —;
folosirea lor se ridspindeste incetul cu incetul in toati Europa.

Simbolul |/ pentru riiddcina pdtratd este folosit pentru prima dati de
citre Rudollf in cartea (tipdritd in limba germand in 1525) ,Die Coss®. In
aceastd carte necunoscuta era notatd intotdeauna cu litera R, pétratul ei cu
litera %, iar cubul ei cu litera 0; in loc de -} i — se foloseau inc# literele P
§i m. De exemplu, 5X% — 2X2 L 3X era soris astfel 5 Om - 2Zp - 3R.

Matematicianul francez Viéte (1540—1603) foloseste litere (vocale)
pentru a nota necunoscutele. In cirfile sale 5X% — 2X2 + 3X se scrie bAcu-
bus — 2Aquadratus | 3A.

Olandezul Stevin (1548—1620) introduce notatia cunoscutid de noi
pentru fracliile zecimale si aratii regulile de lucru cu numerele zecimale. El
folosegte in cartea sa ,Aritmetica® apirutd in 1585 urmitoarea notatie pen-
tru 5X° —2X2 43X :50 — 2@ 4 3®, scotind in evidentd exponentii
ne cunoscutbei.

* Diofant, matematician grec, a triit (probabil) o secolul 111, I se atribuie citeva
lueriiri de matematicd, intre care , Aritmetica®.
** ,al-djabr* inseamni ,,adunarea aceluiagi numar la.ambii membri ai unei egalitagi
iar ,al-mukabalah® inseamni ,;reducerea termenilor asemenea®,
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* Primul reprezentant al matematicii moderne poate fi considerat René
Descartes (1596—1650), filozof si matematician francez. El a contribuit la
dezvoltarea matematicii ¢cu urmétoarele: . ]

— a dat interpretarea numerelor negative gi le-a folosﬂ: ByA e 0
facem astdzi (pinad la el matematicienii le considerfm numere ,imposibile®);

— a folosit literele @, b, ¢ pentru constante si z, ¥, z pentru necunos-
e — a observat ci orice punct din plan este complet det_el:minat de ,,coor-

e“ gale, initiind in acest fel o noud ramurd a geometriei.

donatifl[ent,.ion,ﬁm tlgi matematicianul englez Wallis (1616—-—1703): care in
cartea sa ,Algebra“ publicatd in 1685 foloseglte ]:f'entru prima daj;a formule.

Incepind din secolul al XVI-lea, algebra intra in a doua et.apa de dezvol-
tare, dominatd de incerciirile de rezolvare a ecuatiilor a]gebrl?e. .

La noi in tard, la inceputul secolului al XIX-lea, in prlmfle geoli in
care se preda in limba roménd, intemeiate de citre Gheorghe Lazir in Bucu-
resti si de citre Gheorghe Asachi in Iasi, algebra era una dintre materiile
de studiu. Dintre matematicienii roméni care au contribuit la dezvoltarea
algebrei, mentiondm pe Dan Barbilian (1895—1961).




TABELUL CU PATRATELE §1 RADACINILE PATRATE
ALE NUMERELOR NATURALE INTRE 1 51 100

Noti. Ridicinile pitrate sint date cu eroare de 0,0001.

n n [ n W n 0 Vn n 0 V/

1 1 10000 | 26 67 5,099 | 51 2601 7,414 | 76 5776 8,7178
2 4 14142 | 27 729 65,1961 | 52 2704 72111 | 77 6929 8,7749
3 9 1,782 | 28 84 72916 | 53 2809 7,2801 | 78 6084 88317
4 16 20000 | 29 841 53851 | 54 2916 7,3484 | 79 6241 8,888l 5
6 26 22360 | 30 900 b5,4772 | 65 3026 17,4162 | 80 6400 8,9442 \

6 36 24494 | 31 961  b5,6677 56 3136 74833 | 81 6561 9,0000

K. INUIETE TOANE i:atais & srovaraixicisionia = < aiavaials pag. 3

7 49 2,6467 32 1024 b,6668 b7 3249 17,6498 82 6724 19,0663 r I Polinoame si fractii algebrice ...... pag. 47
8 64 12,8284 33 1089 b,744b b8 3364 17,6167 83 6839 19,1104 ML Punctii gi grafice .. .coeeoania o e PR 85
IV. Sisteme de ecuatili ..........cc0vun. pag. 113

9 81 3,0000 84 1156 5,8309 59 3481 17,6811 84 7066  9,16b1 ] V. Exercitii si probleme suplimentare. . . . pag. 143
10 100 3,622 | 36 12256 56,9160 | 60 3600 7,7469 | 86 7226 9,2195 y Indicatii §i THSpUDSULL ..o.vvvuvnecnananns pag. 154
11 121 33166 | 36 1296 60000 | 61 8721 17,8102 | 86 7396 19,2736 1 POt MRl Sl A LR hepfE

\ ' i ; Tabelul cu pitratele gi rddicinile patrate

12 144 34641 | 37 1369 6,0827 | 62 3844 7,8740 | 87 U669 9,324 \ ale numerelor naturale intre 1 si 100 ....pag. 158

13 169 83,6066 38 1444 6,1644 63 3969 7,9372 | 88 7744 19,3808
14 196 13,7416 | 39 1621 6,2450 | 64 4096 8,0000 ( 89 7921 9,4339
15 226 38,8729 40 1680 6,3245 | 65 4226 8,0622 | 90 8100 9,4868
16 266 40000 | 41 1681 6,4031 66 4356 18,1240 | 91 8281 9,6393
17 289 4,1231 | 42 1764 6,4807 67 4489 18,1853 | 92 8464 19,6916

18 324 42426 | 43 1849 6,6674 | 68 4624 8,2462 | 93 8649 9,6436 ‘:
9 861 4,3689 | 44 1936 6,6332 69 4761 18,3066 | 94 8836 9,6963
20 400 4,4721 | 46 2026 6,7082 70 4900 18,3666 | 956 9026  9,7467
21 441 4,6826 | 46 2116 6,7823 | 71 5041 B,4261 | 96 9216 9,799
92 484 4,604 | 47 2209 6,8656 | 72 5184 84852 | 97 9409 9,8488
23 529 13,7968 | 48 2304 16,9282 | 73 6329 8,6440 98 9604 19,8994
24 576 4,8989 | 49 2401 17,0000 74 b476 8,6023 | 99 9801 9,9498
6,0000 | B0 2500 17,0710 76 56256 8,6602 | 100 10000 10,0000 \
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