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CAPITOLUL I 

Permutari 

Am făcut cunoştinţă cu noţiunea de permutare a unei mulţimi finite incă 
din clasa a X-a (Algebră, clasa a X-a). Fiind dată o mulţime finită A , avind n 
elemente, ea se poate ordona in diverse moduri, în sensul că fiecărui element 
al său i se asociază un anumit număr de la 1 lan, numit rangul elementului. 

Mulţimea A cu o astfel de ordine se numeşte permutare a acestei mulţimi . 
Se arată, de asemenea, că a face o permutare a elementelor mulţimii A est e 
totuna cu a defini o funcţie bijectivă a mulţimii A pe ea însăşi (Algebră, 
clasa a X-a). 

Să presupunem acum că elementele mulţimii A sint numerotate de la 1 
la n; deci A = {a1, a2, ••. , an} (adică mulţimea A este ordonată ). În această 
mulţime a

1 
este primul element, a2 este al doilea element., „ „ an est e ultimul 

element. ' 
Dacă cp : A --+ A este o funcţie bijectivă, atunci putem scrie cp (a1i) = GiJt 

(k= 1, 2, .„, n), ai11. fiind unul dintre elementele a 11 a2 , .„, an; , deci i,, est e 
unul dintre numerele {1, · 2, .„, n}. Se observă că in felul acesta funcţiei bijec
tive cp i se asociază funcţia bijectivă cr: {1, 2, .„, n} --+ {1, 2, „., n } definită 
prin egalitatea cr(k) = i1i. · 

Invers, unei funcţii bijective cr a mulţimii { 1, 2, ···.• ·n } pe ea însăşi i se 
poate asocia o f~ncţie bijectivă a mulţimii A. Din acest e -mot ive in cele ce 
urmează vom studia permutările mulţimii { 1, 2, „., l)} sau, ceea ce este acelaşi 
lucru, funcţiile bijective ale mulţimii {1, 2, „., n} pe ea insăşi. 

1. Noţiunea de permutare (subst'ituţie). Să notăm cu A mulţimea pri
melor n numere naturale, adică A = {1, 2, ... , n }. O funcţie bij ectivă 

· \ 

cr : A --+ A se numeşte permutare. (substituţie) de gradul n. 

Vom nota mulţimea tuturor permutărilor de gradul n cu Sn sau crn , iar 
elementele din Sn le vom nota cu literele mici greceşti: cp, ~. e, „ ., cr, " · Se 
obişnuieşte ca o permutare . cr de gradul n să se noteze astfel: 

2 

cr(2) 

3 

a(3) 
(1) 
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'· 
adică printr-un tablou în care în linia a doua se scot în evideHţă toate valo
r ile funcţiei cr. Deoarece a este o funcţie bijecti vă, toate aceste .valori cr(1 ), 
cr(2), „., cr(n) sînt distincte două cite două şi sint tot numerele 1, 2, .„ , n. 
eventual, în altă ordine. 

Cunoaştem din Algebra pentru clasa a X-a că nu.mărul tuturor permulci 
rilor de gradul n este n !. 

In mulţimea S 11 distingem un element remarcabil şi anumr- funcţia iden
tică 1A : A -+ A, care poartă denumirea de permutare identică, notată cu e. 

Folosind notaţia (1) pentru permutări, atunci e are scrierea 

e=(123.„n)· 
1 2 3 „. n 

• Exemple. 1) Dacă n = 1, atunci S1 are un singur clement, acest element este permutaron 
identică. (adică, funcţia identică a mulţimii A = {1 }). 

2) Dacă n = 2, atunci S2 are 21 = 2 eleme_nte. Aciiste elemente slnt permutările. 

e = ( 
1 2

) (permutarea identică) şi permutarea ( 1 2). 
1 2 . 2 1 

~) Dacă n = 3, atunci S 3 are 31 = 6 elemente. Aceste elemente stnt permutările: 

( ~ : : ) l ( ~ : : ).1 ( : : : ) t ( : ~ : ) I ( : : : ) ; ( ; ~ : ) 
2. Produsul (compunerea) permutărilor. Fie a şi -r două permutări elf' 

gradul n, adică crESn, -rESn. Cum a: A -+A şi -r: A -+A sînt funcţii 
bijective ale nyilţimii A pe ea însăşi, are sens să vorbirn de compunerea a o -r 
a acestor funcţii, care este tot o funcţie bijectivă (a se vedea manualul de Al
gebră, clasa a IX-a). Reamintim că cr o -r : A -+ A şi este definită prin egali
tatea: 

(cro-r) (a) = cr(-r(a)) , oricare ar fi aEA. 

Deci cr o -r este o permutare de gradul n; această permutare poart ă de
numirea de produsul (sau compunerea) permutărilor a şi -r (în acmrntă ordine). 
Se notează mai simplu a't'. Operaţia prin care din permutările a şi" ob\inem 
permutarea cr't' poartă denumirea de înmulţirea (sau compunerea) pcrmutiirilor. 
Folosind notaţia (1) pentru permutări, daci\ · 

( 1 2 „. n ) . (1 
cr = cr(1) cr(2) „. cr(n) ŞI "= -r(1) 't'(2) 

2 
n )' 

-r(n) 
atunci produsul crT se scrie astfel: 

O'T = ( cr(T{:)) cr(T(~)) cr(-r~n))). (2) 

Notăm cr2 = crcr; 0-3 = cr2 cr; a4 = cr3cr; „.; crn+1 = crncr; 

Observaţii. 1) Trebuie observat că nu are sens să vorbim despre produsul a două per
mutări de grade diferite. 
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2) Cînd a şi-. stnt două permutări de acelaşi grad, pulem face atH produsul oT 
cit şi produsul To. 

Exemplu. Să considerăm permutările de gradul 3 : 

( 
1 2 3 } . = ( 1 2 3 ) • Produsul o'f este permutarea 

a= ŞI T 3 2 
2 1 3 1 

(1 2 3) (1' ş)-(1 2 3)· 
OT = ~I ~ ~ t 1 3 2 - 2 3 1 

. ( 1 2 3) ( 1 1 3) = ( 1 2 3 )· 
iar Ta = 1 â 2 2 1 3 3 1 2 . 

Se observă că aT -:/= -ra. 

P ro rietăţile înm ultiri i ( compuneri i) permutărilor 
PT . • d ont d~ proprietăţile compunerii funcţiilor (a se vedea Algebra, 

mm c . . „ tv 'lor· 
clasa' a IX-a) avem următoarele proprietăţi ale_ inmulţir~1 permu V a~1 · 

1 o lnmulţirea permutărilor este asociat iPă, adică or10are ar fi permutarile cp, 

~' O din Sn , avem 
cp(~O) = {cp~)O . 

· „ 't să folosim scrierea: Această propriet ate a înmulţim ne perm1 e 
<p(~O) = . {cp~) O = cp~O. 

20 E lement neutru. Permutarea identică de gradul n 

(
1 2 „. n) 

e= 1 2 „. n . . 

1 t t Pentru inmulţirea permutărilor, adică oricare ar f1 cp ESn este e emen neu ru 

avem ecp = <pe = <? · . • v IX ) 
Cum orice funcţie bijectivă este mversabila (Algebra, clasa. a -a ' avem 

Propriet at ea · . v 
oricare ar fi permutarea <p E S n , exu;ta 3° Orice permutare are inversă, adică 

o permutare <p-1 E Sn ast fel incit 
<pcp-1 = cp-1<p = e. 

Permutarea <p-1 se numeşte inversa permutării <?· 

· = ( 1 2 3 4 ) • Inversa permutări'i ip este permu-Exemplu. Considerăm permutarea 'P 2 4 1 3 

tarea ip-
1 = ( ~ ~ : : ) • . 

{ 12 21 33) şi t n exemplul pe care l-am dat mai-înainte s-a arătat că dacă a = 

T = ( 
1 2 3 ) , atunci o-r =I= -ra. 

1 3 2 . I .1. -'- .1. adică înmulţirea permutărilor Observaţia. Dacă ip şi iJi sînt din Sn tn genera 'P'f r 'f'P• 
nu este comutativă. 

3. Transpoziţii. Fie i, j EA = {1, 2, „., n}, i -:/= j. Definim funcţia 

-ru : A -+ A prin egalitat ea . V • 

IJ daca k = i, 

T··(k) = i dacă le= j, 
tJ . . 

k d acă k -:/= i, J· 

(3) 

s 



Se vede că "t"u este o funcţie bijectivă, deci o permutare de gradul n. o 
astfel. de pe~mutare se numeşte transpoziţie şi se notează simplu T·· = (i'). 
Folosmd scrierea (1) a permutărilor: 0 

J 

"t"iJ = (ij) = ( 1 2 L .„ k „ . J „ . n ) 
1 2 . k . . J L „. n 

s~ vede ~ă "t"jj permută efectiv numai numerele i şi j. 
V Sa ~al~ulam ~~i ~ d.acă k 'I= i,. j, atunci "~i(k) = "t"ij ("t"u(k)) = "t"ii(k) = k· 

daca k -. i, atunci. "ii(i~ = "•l:u(i)) = "t"i;(j) = i, iar dacă k = j avem·t}-(j) ~ 
- "t"~(Tu(J)) = "t'ij(i) = J· Deci -r~;(k) = k oricare ar · fi k E {1 2 

1 
} 

Deci 2 D · · b · ' ' „., n · T'!. = e. eV aici o ţmem că "t'ijt = "t'i.J• Deci transpoziţia de gradul n 
"t'ii .= (iJ) are urmatoarele proprietăţi: ' 

a) (ij) = (ji) , 
b) (ij)- 1 = (ij), 

. . c) (ij)2 = e. 
Dm proprietatea a) rezultă că numărul tuturor transpozitiilor de grad l 
este egal cu nm_nărul perechilor ordonate (i, j) cu 1 ~ i < · ~ n care :st: 
egal cu C~. Deci: J ' 

Numărul tuturor transpoziţiilor de gradul n este egal cu c~. 
Exemple. 1) Transpoz~ţ~~le de gradul 3 stnt următoarele: (12); (13); (23). 

2) T~ans.poz1ţule~egradul4sî~turmătoarele: (12); (13); (14); (23); (2t,); (3t, ). 

. 4. Inversmmle unei permutări. Signatura (semnul) unei permutăr' 
Fie .A = {1, 2, „., n }. Definim submultimea M a produsului' t · 

10 

A 2 A A · · ' car ezian 
= X ca fund: M = {(i, j) 11:::;; i < j:::;; n}. Dacă aES este o 

. permutare de gradul n, o pereche ordonată (; 1·) E M . n • 
V • • ., se numeste inpersiune 

a.permutaruva.~acă a(j) < a(i). Vom nota cu m(a) numărul tut~ror inversiu-
mlor permutarn a. Se observă că m(a) este cel mult egal cu V 1 1 t 1 lt' „ M numaru eJemen-
e or mu ,Imu I care este egal cu c~. Deci 

o ~ m(a) :::;; c~ = n(n - 1) . 
2 

Numă__rulv Ei(~) =-(-1)mCa) se numeşte sigriatura (semnul) permutării 
Se observa ca signatura unei permutări este +1 sau -1 p a. 

• v . \ • • ermutarea a se 
zice para, respectiv impară, dacă e(a) = + 1, respectiv e(a) = -1. 

Exemple. 1) Fie permutarea a - ( 1 2 3 J N ă · -
3 2 1 

· um rul de mversiuni ale acestei per-

m~tări este ~(a)= 3 şi deci signatura permutării a este t(a) = (- 1)3 _ 

adică a este impară. - -1, 

2) Fie permutarea a= (1 2 3 4 5). 2 4 5 3 1 Numărul de inversiuni ale acestei 

permutări este m(a) = 6 şi deci e(a) = (-1)0 - . 
este pară. - +1, adică permutarea o 

3) Dacă e este permutarea identică (de gradul n) atunci m( ) o . d . 
= + 1, adică e este o permutare pară. ' e = ş1 ec1 t(e)= 

6 

Teorema 1. Da.că -ru = (1j) (i < j) este o transpoziţie de gradul n, atunci 
e("t'i;) = - i. Cu alte cuvinte, orice trans1)0ziţie este impară. 

Demonstraţie. Fie k E {1, 2, .„, n }. Dacă k < i atunci, deoarecE> 
"t'

0
(k) = k şi "t'

0
(i') = j , rezultă Tu(k) < "t"ii(i) şi deci perechea (k, i) nu este 

o inversiune a lui "t"0 . Analog, dacă j < k, rezultă că perechea (j, k) nu este 
o inversiune a permutării "tr 

Presupunem acum că i < k < j. Cum Tu(i) = j şi, -ru(k) = k, atunci 
Tjj(k) < "t'

0
(i) şi deci perechea (i, k) este o inversiune a permutării -rii· Analog, 

cum "t'
0
(j) = i, atunci -.ii(j) < -rij(k) şi deci perechea (k, j) este o inversiune 

a lui Ţii' Deci toate perechile (i, k) şi (k, j) la care se mai adaugă şi perechea 
(i, j) sint toate inversiunile permutării Tii' ln concluzie, numărul total de 

inversiuni ale lui "ii este 
m("t"0 ) = 2(j - i - 1) + 1 = 2(j - i) - 1 .. 

~um m("t'ij) este un număr impar , atunci e("t'0 ) = -1. 
Teorema 2. Dacă a E S n este o permutare de gradul n, atunci are loc egali· 

tatea: 
t(a) = n a(i! - ~(j) (4) 

1~i~j.,;:n i - J 

Demonstraţie. Produsul O a(i). - ~(j) (5) are c; factori. Să considerăm 
t.,;:i<J'5;:n i - J 

factorul a(i). - ~(j) U < j). Dacă notăm a(i) = l şi a(j) = m, atunci l # m şi l, m 
i - J 

aparţin mulţimii {1, 2, „., n}. lnseamnă că a(i)-a(j) = l - m se simplifică cu numi-

torul din factorul a(l) - a(m) dacă l < m, sau cu numitorul din fac torul a(m) - a(l) 
l-m m-l 

dacă m < l. Prin simplificare obţinem -1 dacă (i, j) .este o inversiune şi 
+1, în caz contrar. Cum orice numărător din produsul (5) .se regăseşte ca numitor 
tn alt factor cu semnul+ sau-, atunc\ produsul (5) după simplificare va fi un produs 
de ( +1) şi de (-1); numărul de (- 1) va fi egal cu numărul de inversiuni ale permutării 
a. În concluzie produsul (5 ) va fi egal cu E(a), adică egalitatea (4\. 

Teorema 3. Dacă a şi Ţ sînt permutări din Sn, atunci 
e(a"t') = e(a)e("t") 

(adică signatura produsului a două permutări este egală cu pro
dusul signaturilor celor două. permutări). 

Demonstraţie. Din teorema 2 avem 
t(a-r) = n (a-r)(i). - (.a-r)'(j) = n a(-r(i)) - a(-r(j) ) = 

1'5>i<j'5>n i - J 1.,;:i<J'5;:n i - j 

= n a(-r(i)~ - a(~(j)) • n -r(i). - ~(j) 
1'5;:i<j~n -r(i) - -r(J) i~i<j~n i - J 

Exact ca în teorema 2 se poate arată că n a(-r(i)) - a(-r(j) ) este egal cu signa-
1'5>i<i'5>n -r(i) - -r(j) · 

tura permutării a. Deci E(a-r) = t(a)t(-r). 

Textul prevăzut cu o bară verticală tn marginea paginii este facultativ. 
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Consecinţa 1. Permutarea a• este pară (respectiv impară) dacă ambele per
mutări a şi -r au acelaşi semn (respectiv semne contrare). 

in particular, permutările a. ~i a-1 au acelaşi ::;emn. 

5. Descompuner~a unei permutări în produs de trai1sp oziţii. 
Teorema 4. Orice permutare din S tt (n ~ 2) este un produs de transpoziţii. 

Demonstraţie. Să notăm cut numilrul l'lcmcnt.clor ie {l, 2, .. „ n} prntru rari' 
a(i) #- i. Vom proceda prin inducţie dup;' I. Da<'ă t = O, atunri a rslr 1wrmularra 
identică e. Dar cume= (1 2) (1 2), în arest caz afirmaţia Pslr demonslrală. l'rrs11-

• • punem că t:;;;,,. 1 şi că afirmaţia este adrv;\rali'I prnl.ru I, 2, .. „ t - !. C um t:;;;,,. 1, cxis l it 
un număr i1, 1 ..; i1 ..; n astfel lndl a(ii) 1~ şi i1 #- i2 . Considerăm permutarea a' -
= w unde T = (i1iz). Se vede ci\ dară a(j) = j, atunci j #- i 1 şi j #- i 2 . În arrst rM 
a'(j) = T(a(j)) = T(j) = j. Dacă j = i1 , avem a'(i1 ) = T(11(i1)) = T(i

2
) = i1. Deci 

există cel mult t - 1 numere j cuprimr lnl.rr 1 ş i n pentru care a'(j) i= j. Din ipolezn 
de indurpe rezultă că a' rste un produs <h' transpoziţii, a' - T1T2 ... Tll sau Ta = T1T,„ . 
„. "'h· Înmulţind la sti.nga cu "' ob\in··m d1 T2a = n 1T2 .•. T/" Cum T2 = e, al 11111·i 
C1 = TT1„.Tll. 

!\xemplu. ie permutarea a= ş1 s-o srrH•m ca proc us de tran<>poz1\11. F . (1 2 3 4 ii) . . I ... 
3 5 1 2 4 

Cum a(1) = 3, atunri cr(I) =f 1 şi ron;iderăm transpoziţia "'• - (1:l ) 

' ( 1 2 3 4 5) (1 2 3 4 Facem produsul a = T1a = 
a2145 as12 

5) (1 2 'l 4 ~)· 
t, = 1 5 :l 2 „ 

Cum a'(2) = 5, atunri a'(2) i= 2 şi 1·011~ id<'r;1m transpoziţ.ia "'z = (25). FarPm pro 

d I ~ - , - (1 2 3 '· ;.) (1 :.! :i 4 5)-'(1 2 3 4 !i) - ('·') usu C1 - T„(1 - - -- „.i 
• 1:;:1 1, 2 1 :,324 12351, 

Deci (45) = •2'1' = TzT1<1 = (2fi) (1:1)a, dl' unde obţinrm rr1 C1 = (13) (25) (4f1) 
(Pentru obţinPrca lui a am înmulţit c·gnlilatea (45) = (25) (13)a, Ja sllnga, 1·11 
produsul (l:J} (25j./ · 

Consecinţa Z. Orice permutare pară (re11pectiv impară) est(\ dn produs a1 unui 
număr par (respectiv lm11ar) de transpoziţii . . 

Demonstraţie. Fie -aESn şi a - T1T2 ..• Tn o dcsrompunere A lui a în produs dl' 
transpoziţii. Din teorema 3 avem cil c(a) = c(T1 )c (T2 ) ... c(T„). Din leorl'ma 1 obţinP.111 
că c(cr) = (-1)". Dacă c(a) = +1, atunci n <'$le par; clacă c(a) = -1, atunri n esll' 
impar. 

Vom nota cu A„ mulţimea permutărilor pare de gradul n. Din consP 
cinţa 1 rezultă că dacă a, •E An, aLunri cnE An şi a-1 E An- In plus, A „ 
conţine permutarea identică e. 

· Consecinţa 3. An are !!..!. elemente. 
2 

8 

Demonstraţie. Să notăm cu ln permutările impare de gradul n. Fie To o 1ranspoziţil' 
de gradul n, fi rntă. Deci putem defini funcţia f: An ->I n, f(a) = aT

0
. Funrţia f eslt' 

bijectivă. Într-adevăr dacă f(a) = ţ(a'), atunri aT0 = a'T0 , de unde (aT
0
)„-5 = 

= (a'To)T-~ şi deci C1 = a'. Deci feste injectivă. Fie TEfn; diu conseeinţa 1, rrwltii 

că n 0 EAn. Dar se verlc căf(TT0) = (n0 )T0 ='TT~ = T şi deci feste surjectivă. 1n concluzi<', 
f este bijectivă. Deci An şi ln au acelaşi număr dr elrmenle. Cum S

11 
- A" U 1

11 

. n r· n! ş1 An In = 0 deducem că An şi ln au 1ecare - elemente. 
2 

Exerciţii 

( 
1 2 3 4 ) · l 1 2 3 4 ) Să se calculeze aT şi -r;a 

t. Fie permutările cr = 
2 4 1 3 

şi "'= 4 1 2 3 • 

( 
1 2 3 4 ) Să se calculeze puterile a, 0

2
, a3

, „. • Să se 
2. Fie permutarea a = 

2 4 1 3 
· 

determine cel mai mic număr natural le > O pentru care 11lt = e. 

" F' S sx s~ arate că există un numilr natural P > O astfel tnctt aP = e . "• •1r aE n· Cl 

. . ( 1 2 3 4 5) "'=( 1 2 3 4 5 ). Să se arate că aT -.~ Ta . 
4. Fie pcrmutilrlle a = 2 4 5 ' 1 2 3 5 4 

3 1 . 
. , . . t . tr fie'care dintre permutările 

r. "''1 se determine numărul de invers1un1 şi s1gna ura pen u 
a . ,,, - ~ ~l ~j 

următoare: 3 .j 
1 

6 ( 1 2 3 4 5 6) 
1 '2 3 ( 1 2 3 4 ) ( 1 2 3 '• ) . ( 1 2 3 4 5 ) 1-( 1 2 3 4 5 ) : . l 2 3 1 ) ;- 2 4 1 3 : 4 1 2 3 ' 5 3 4 1 2 . 6 5 4 2 3 1 6 4 5 3 1 2 

6 Să se scrie toate transpoziţiile de gradul 4· 
• ' . H 

7• Fie JicSn, lli= 0 şi avtnd proprietateacăoricare ar fi a, "'.EH, atunc1aTE : 

Să se arate că H conţine permutarea identică de gradul n şi dacă a EH, atunci 

şi u-1 EH. . „ . 

. ( 1 2 3 4 5 J Să se scrie a ca produs de transpoz1ţ11. Aceeaşi 8. F1P. permutarea a = 
3 1 2 5 4 

• 

(
123456) 

problemă pentru permutarea "' = 6 4 5 3 2 1 . 

ă l ma im de inversiuni. ». Să se determine permutarea o E Sn care are n um· ru x 

. . ( 1 2 3 4 5 6 7 B 9 ) • Să se determine i şi j astfel lnctt o să to. Fie permutarea a = 
1 2 7 4 

i 
5 6 j 9 

I 

fie 0 permutare pară. Există i şi j astfel tnctt a să fie impară? 

11. · Fie permutarea a E Szn 

( 
1 2 3 4 „ n n + 1 n + 2 2n ) . 

a = 1 3 5 7 .„ 2n !.. 1 2 4 2n 

Să se determine numărul inversiunilor permutării a. 

Să se determine 11 astfel tnclt a să fie pară (reşpectiv impară). 

H!. f ie permutarea a O:,: S2n 

( 
1 2 3 4 . n n + 1 n + 2 n + 3 „. 2n J .. 

a = 2 4 6 B .„ 2n 1 3 5 .„ 2n - 1 
, „ 

s.1 se determine numărul inversiunilor permutăru o. 

ta. Fie 0 E Sn (n:;;;,,. 3) dacă a<p =<pa oricare ar fi <p E Sn, să se arate că a= e. 



CAPITOLUL 11 

·Matriice „ 

Considerăm un sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute: · I a11x1 + a12x2 + .„ + a1n Xn = b1, 

~~1~·1·~ ~~~~2. ~ ::·. ~ ~~~~~ .... ~2.' (1) 

amtX1 + am2 X2 + ... + amnXn = bm, 
unde au (1 ~ i ~ m, 1 ~ j ~ n) şi b1, b2, ••• , bm stnt numere (reale sau com
plexe). Numerele a0 (1 ~ i ~ m, 1 ~ j ~ n) poartă denumirea de coefi
cienţi ai necunoscutelor, iar numerele b1, b2, ••• , b;;; se numesc termeni liberi. 

A rezolva sistemul (1) inseamnă a determina toate sistemele ordonate 
de numere (0t1, atz, ... , Otn) astfel incit înlocuind în sistem necunoscutele x

1
, 

x2, ••• , Xn respectiv cu numerele cx1, cx2, ••• , cxii· fiecare dintre ecuaţiile sistemu
lui este verificată. Se ştie că un astfel de sistem pentru cazul m = n = 2 
sau1 m = n = 3 se rezolvă folosind metoda reducerii sau metoda substituţiei. 
Cum practica impune rezolvarea unor sisteme (1) care au un număr mare de 
ecuaţii şi necunoscute, metodele învăţate în clasele anterioare sînt, în general, 
ineficie!lte. Din aceste motive se impune un studiu mai atent al sistemelor, 
de ecuaţii liniare. În acest studiu un rol important ii au următoarele două 
tablouri: · 

A = ( =~ .. ~:'. .. : . _::: ) ; Ă = ( ::: ::: . : . ::: . _:: ) . 

aml am2 .... amn aml am2 .. amn bm 
Primul tablou, respectiv al doilea, se numeşte matricea, respectiv matricea 
extinsă a sistemului (1). În capitolul IV se va vedea clar importanţa acestor 
două matrice în studiul sistemelor de ecuaţii liniare. 

ln cele ce urmează vom face un studiu sistematic al matricelor, al opera
ţiilor cu matrice eţc. 

Un alt motiv care, a impus intraducerea noţiunii de matrice şi a calculului 
cu matrice a fost „algebrizarea noţiunii de transformare geometrică". Mai 
precis, unei transformări geometrice i se asociază o matrice, reducind astfel 
studiul transformărilor geometrice la studiul unor matrice de ~n anumit tip. 
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Manualul de faţă nu ne permite să prezentăm acest aspect al folosirii calcu-

lului matriceal. b' · t 1•· 
(]l Noţiunea de matrice. Vom nota cu C, aşa cum am o işnui , ~u yimea 

numer.elor comp{l1exe2. } N = {1 2 ... , n} mulţimea primelor m, 
Fie M = ' ' ... ' ,m ' ' ' d . l ( ) 

respectiv n numere naturale nenule. Vom numi matrice e tip~ ;· n 
functie A':·M x N ~ C. Dacă notăm A(i, j) = aii E C, i E M, J E 'vom o . . 

nota pe A sub forma 

(1) A = ( ::: .. ::: ..... ::: ) 

a 1 am2 „. amn 
• v • bl · }' nii 117 n coloane ce cuprinde valorile funcţiei A. ad1ca prmtr-un ta ou cum i „ . tr'ce 

Datorită µotaţiei (1), in loc de matrice de tipul (m, n) se mai sp~n~ ~a ~ 
l . . . s. n coloane Numerele a;,; se numesc elementele matricei . e 

cu m inii t · t t' scurtată· multe ori pentru matricea A se.(mai foloseşte no a.ia pre . 

A= (a--)t~i~m sau A= (aij)ţ= 1,2, .. „m 
' tJ t~j~n J = t,2, „„ n 

Se observă că o matrice de tipul (m, n) ~re mn _element\ se nume te ma-
cazuri particulare: I) Dacă n = 1, o matrice de tipul (m, ) ş 
trice coloană şi este de forma 

(

an ) 
A = a~1 • 

am1 

II) Dacă m = 1, o matrice de tipul (1, n) se numeşte matrice-linie şi este de 
forma ' 

A = (a11 ai2 „. a2n)· V • v 

O matrice de tipul (n, n) se numeşte matrice patratica de III) Dacă m = n, 
ordinul n. 

A . ( :::_ . _::: .. : ... ::: ) 

an1 anz „. ann 

Dacă 

• v di l · temul ordonat de elemente (an, 
este o matrice pătra~:es~: ~;a ~:al:·p~~~cipală a roatricei A, iar sistemu~ 
az2, aa3, ... , ann) se n • g a ) se numeşte diagonala secundara ordonat de elemente (a1n1 azn_,, „., nl 

a matricei. . d · 1 ( ) avînd 
V t Jll. (C) mulţimea tuturor matr1celor e tipu · m, n 

om no a cu m.n Î , l V - n vom'nota in loc de Jll.n,n(C), 
elementele numere complexe. n c~~i~:ammatri~elor pătratice de ordinul n.) 
mai simplu Jll.n(C). (Jll.n(C) este m 1 . t l'terele mari ale alfabetului 
Elementele mulţimii Jll.m.n(C) le vom no .a cu 1 

· latin: A , B, C, „. sau A'. B', C', „. · 
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In mulţimea Am.n(C) distingem citeva subm~lţimi importante, şi anume: 
Am.n(R) , care reprezintă mulţimea matricelor de tip (m, 7J) cu elemente 
numere reale ; Am.n(Q), care reprezintă mulţimea matricelor de tip (m, n) 
cu elemente numere raţionale; Am.n(Z), care reprezintă multimea matricelor 
de tip (m, n) cu elemente numere întregi. ' 

Este clar că avem incluziunile : 

Am,n{Z) C Am.n{Q) C Am.n{R) C Am,n(C). 

Exemple. 1) Matricea . A = ( =~ ~ !) este o matrice de tipul (2, 3) cu elemente 

numere întregi; deci A e _fll2 , 8(Z). Elementele acestei matrice stnt: 
au = - 1; au = O; a13 = 2; aa1 = - 1; aaa = 1; a 23 = 3. 

- 2 1 3 
2 4 

2) Matricea B = O O ' 1 este o matrice pătratică de ordinul 3 cu 

1 
1 - 2 ' 

2 
elemente numere raţionale; deci B e _fll1 (Q). 

Obser11aţie. Uneori pentru o matrice A de tipul (m, n) se mai foloseşte şi notaţia: 

A 

j O-m1 ama amn 
pnde a;;(i = 1, 2, .„, m; j = 1, 2, .. „ r.) sînt elementele matricei. 

Egalitatea matricelor. ~ie A şi B două matrjce de tipul (m, n) adică A B E 
E A_m.n(C). C.um A ş1 B sînt funcţii A : M X N -+ C şi B: M x N'-+ C, 
matr1cele A şi_ B sînt egale dacă şi numai dacă sint egale ca functii. Deci 
A = B ~~că şi nu~ai dacă oricare ar fi i E M şi j E N, A(i, j) 'B(i, j). 

Folosind notaţia (1) şi presupunînd că · · 

A=(::; _:L .... L)şi B =n:. :: ..... :: ) 
ntui.ci A = B dacă si numai dacă a„ = b . oricare ar fi ; = 1, 2 şi· . · u iJ• • , „., m 
I = 1, 2, .. „ n. 

~ Operaţii eu matrice.([» Adunarea matricelor. Fie A ş1 B două matrice 
de t ipul (m , n), adică A, B E Am.n(C). Presupur1em că 

A = (aij)t~i~m şi B = (biJ)t~i~m· · 
1~J~n t~j~n 

Definim matricea C = (cij)t~i~m ale cărei elemente sînt date de egalităţile 
t~j~n 

c1; = aii + bii• ori~are ar fi i = 1, 2, „., m şi j = 1, 2, .„, n. Matricea C 
se numeşte suma dintre matricele A şi B şi se notează C = A + B. 
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Operaţia pr in care oricăror două elemente A, 13 din Mm.n(C) li sP nsu 

ciază suma lor se numeşte adunare. 

Exemple . 1) Dacă A= (-1. O 
3 4

) şi B 
-2 t -3 -4 ( 2

1 1 -2 

- 1 3 
-2} 

4 
, atund s11111;1 lor 

(
o 1 1 2). es te A+ B = 
0 o o o 

1) şi B = 2 (:1 -:2) 
-3 

, atunci suma lor rsLe 

A+fl=(~ ~)· 
2 -2 

Obser11aţie. Are sens să vorbim de suma a două matrice numai dacă !'Ic sini de 
acelaşi tip. 

Proprietăţile adunării matricelor 

1° Adunarea este comutati11ă, adică oricare ar f'i A, B E JJlm.n(C) avem A + 
+ B= B +A. 

f ntr-adevi\r, dacă A = (au) 1 ~i~m' B = (bu) 1~;~m 
t ~j~n l~j,._n 

a tunci A + B = (ai; + bu) 1 ~i~m şi B + A =- (b;; + aiilt~i~m· 
t~j~n t~j~n 

Cum adunarea nu merelor complexe este comutativă, avem 
aii + b;j = bu +a;;, oricare ar fi i = 1, 2, .„ , m şi j = 1, 2, „„ n . Deci A+ B = 
=B+A. 

2° Adunarea este asociati11ii, adi că oricare ar fi' A, B şi C din Am.n(C) avem 

(A + B) + C = A + (B + C). 
Într-adevăr, dacă A = (aij ) l~i~m, B = (bi;) 1 ~i~m' C = (cjj ) l ~i~m' atunci A + 

t~j~n t~j~n t~j~n 

+ B. = (ajj + bi;lt ~i~m şi deci (A + B) + C = ({au + bu) + cdl i~i~m. Analog, 
J~j~n t~j~n 

obţinem că A + (B + C) = (au+ (bjj + c;;)) 1~i~m· Cum operaţia de adunare a 
l~J~1l 

numerelor complexe es te asociativă, avem (au + biJ) + c;j = au + (b;; + c;j ) pentru 
orice i = 1, 2, „„ m; j ~ 1, 2, „, n. Deci (A + B) + C == A + (B I- C). 

3° Element neutru. Matricea de tipul (m, n) ale cărei elemenLe slnt toate ega le 
cu O se notează Om.n şi se numeşte matricea zero. Matricea Om,n esLe clement 
neutru pentru adunarea matricelor , in sensul că oricare ar fi A E jJlm,n(C) 

avem 
A + Om.n = Om.n + A = A '. 

Verificarea acestei proprietă~i este evidentă: 

4° Orice matrice are un opus, adică oricare ar fi A E Jllm.ri(C). ex istă o 
matrice notată cu - A, astfel încît 

A+( A) = (- A) -1 A = Om.n · 
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Intr-adevăr, dacă A = (a··) . t · A u t<1.~m ' a unei - = ( -a1;)1<i<m deoarece 
A +(-A) = . i<'J~n t~j~n 

(a.i + (- au)) hO:i<m = (Ojj)f<!<m = Om,n· Conform proprietă-
„ 10 t~J<n f~'J<n 
ţn avem şi (-A)+ A= o m.n· 

Exemplu. Fie A = (-1 2 3 -4). t . A (1 -2 -3 4) o - 5 1 - 2 ' a unei - = O • 
Observaţie. Dacă A şi B stni din Jll ( 5 - i 2 şi se numeşte diferenţa dintre A i m.n C), SUJ!la A+(-B) se notează simplu A - B 
li se asociază difer!lnţa lor se n~m:Şt;>~::;!~:. prtn care. oricăror două matrice A şi B 

0 -2 -5 ŞI - -2 -3 -2 
De exemplu, dacă A = ·(-1 2 -3) . B _ (-1 1 -4), 

atunci A - B = (
0 1 1

). , 
2 1 -3 

@i Înmulţirea matricelor. Fie A = (aii)t<f~m 0 matrice de tipul (m n) şi 
B = (b· ) . . . t<1>1~n • • • 

Jk t<1<n o matrice de tipul (n p). Def1mm matricea c - · ( ) 
• t~h<SP 1 - Cjh fe!>f~m 

de ţrpul (m, p) ale cărei elemente sint date de· egalităţile: f~h<P 

CiJi. =a b + b +· + b ~ i1 tk aiz 211 „ . a;n nll = ~ aiib;11. (1) 

oricare a~ fi. i = 1, 2, ... , m şi k = 1, 2, ... , P· 
1~ 1 

not M~tricea C se numeşt.e pro~usul dintre A şi B (tn această ordine) i se 
. evaz~ C

1 
= AB. Operaţia prm care oricărui element A E Jll (d) · 

or1carm e ement B E Jll (C) se · ă d 1 1 · m.n şi A d ~·n asoc1az pro usu or se numeşte înmulţire 

1 
şa ar, pentru a obţme elementul din matricea AB de pe linia i i co~ 

~:~~ k .sAe face su
1

mda produselor elementelor corespunzătoare de ·J!e lini! i a 
r1ce1 cu ce e e pe coloana k a matricei B Mai t 

„se înmulţesc liniile cu coloanele". Să explicităm ·mai p~el scur ' sde }spune că 
tnmulţesc două matrice. Fie arg mo u cum se 

Dacă 

c = (~:: . .. ;·'. .. :·: ... ~:) 
Cm1 Cm2 .„ Cmp 

este produsul lor, atunci 
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C11 = a11b11 + a12b21 + „ . + a1nbn1; 
C12 = aub12 + a12b22 + ... + a 1nbn2i 

c1p = a~~b·1~ ·+· ~~2·b~; ·+· .'.: :.f-. ~1~b~~ ~ .. .. . .. . 
C21 = az1b11 + az2b21 + .„ + aznbn1; 

, 

Să facem cîteva observaţii necesare înţelegerii inmulţirii matricelor : 
1) Trebuie să reţinem că are sens să vorbim de produsul matricei )1. cu 
matricea B (în această ordine) numai dacă numărul de coloane ale lur A :· ~ste 
egal cu numărul de linii ale lui B. '· ·' ; 
2) Trebuie să subliniem că înmulţirea matricelor nu este în general o operaţie 
definită pe mulţimea tuturor matricelor, aşa cum rezultă şi din observaţia 1); 
ea este asemănătoare compunerii funcţiilor . 
3) Dacă A E Jlln(C) şi BE .Jlln(C), atunci are sens să facem produsul ABE 
E Jlln(C) şi in acest caz ipmulţirea matric'elor, es·te o operaţie definită pe mul
ţimea Jlln(C) a matricelor. Trebuie să observăm' că in cazul matricelor pătra
tice (de ordinu1 n) are sens să facem atit produsul AB cit şi produsul BA. 
4) Se pune întrebarea de ce defini~ produsul matricelor A şi B înmulţind 
liniile lui A cu coloanele lui B. Acea!,tă definiţie, care la prima vedere pare 
arbitrară, are de fapt justificări profunde, care sint greu de explicat la nive
lul clasei a XI-a. Totuşi, vom spun~ in mare cum stau lucrurile: fie.cărei trans
formări geometrice i se asociază o matrice. Matricea asociată compunerii a 
două transformări geometrice este exact produsul matricelor asociate fiecărei 
transformări in pai:te. 

1 

Exemple. 1) Fie A= (
0

1 1 2
) , B = ( ~ ~) . 

4 - 3 -1 1 

Cum A este de tipul (2, 3) şi B este de tipul (3, 2), are sens să facem produsul 
lor, care va fi o matrice de tipul (2, 2). Să presupunem că C = AB„deci Ceste 

(Cu Ciz) de forma , unde 
C21 . Czz 

c
11 

'= 1 · 1 + ( -1) • O + 2 • ( - 1) = -1 ; c12 = 1 · 4 + ( -1) • O + 2 • 1 = 6; 
c

21
= O•1 + 4 ·O+ (- 3)(-1) = 3; c22 =O· 4 + 4 •O+ (-3) • 1 = -3. 

(

- 1 
Deci AB = 

3 _:)· 
(1 -1) (1 2) Fie A = 

2 3 
, B = 

2 
- 1 o). 
- 2 1 

Cum A este de tipul (2, 2) şi B este de tipul (2, 3), are sens să facem produsul 
AB, care va fi o malricc de tipul (2, 3). Să presupunem că produsul este de 

(
Cn Cu C13) . forma C = . Alunei 
Czi Czz Cza 

c
11

= 1·1 +( -1)•2 =-1 ; C19 = 1·(- 1) + (-1}(-2)=1; C13=1·0+ 
+ ( -1) · 1 = -1 ; c21 = 2 · 1 + 3 ' 2 = 8 ; c29 = 2 • ( -1) + 3 • ( - 2) = - 8 ; 

Cz3 = 2 ' 0 + 3 ' 1 = 3 : 
Deci 

(
- 1 1 - 13) . 

AB = 8 - 8 

Proprietăţile înmulţirii matrictflor 
1° lnmulţirea este asociatiyă în sensul următor: dacă A E.Jllm,n(C), BE .Jlln,p(C) 
şi C E Jllp,q(C) , atunci are loc egalitatea 

(AB)C = A(BC). 
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Să observăm mai lntti că are sens să facem produsele (4B)C şi A(BC). 

Fie A = (aiilt~i~m; B = (bj11.)i~j~n; C = lck1) 1 ~k~p· 
t~j~n . l~k~P l ~l~q . 

Să notăm AB = (dili.) i~i~m care este o matrice de tipul (m, p) şi (AB)C = (ei!) 1~;~111 
1 ~/!~p • l~l~q 

n P 
care este o matrice de tipul (m, q). Atunci dili = E aijbjli şi e;! = )' dt11.c111. Dt?c i 

i=I t.;\ 

eil = ..f. ( t aijbjk ) c111 = ~ t aijbjhCl;t. 
t-='1 J = 1 î='t J = I 

Fie BC = (d';z) 1~i~n şi A(BC) = (e'i!lt~i~m· 
l~l~q l~l~q 

p n 

Atunci a;l = )' bjltCkl şi e'a = E aud;,. 
~ J= I 

n p n p p n 

Deci e'il =Ea;; E bjkChl = E E aijbjkCkl = E E a;;bjkC/ll. 
J = I 11= 1 J= I k~I l! - 1 J= I 

Să observăm că eil = e';i, oricare ar fi i = 1, 2, .. „ m; l = 1 , 2, .. „ q şi prin urmare 
(AB)C = A (BC). 

2° lnmulţirea este distributipă la stînga faţă de adunare în sensul următor: 
dacă A E .fllm.n(C), B, C E JJln,p(C), atunci 

A(B + C) = AB +AC. 
Într-adevăr, dacă A = (a;j lt~i~m> B = (bj1t) 1~j~nşi C = {cj1t) 1 ~j~n• atunci B + 

I l~j~n t~h~P t ~lt~P 

+ C= (bj1i+c;1i.) 1 ~j~ii. Dacă notăm A(B + C) cu D, unde D = (dih) t<:; i~m• 
l~h~P l~k~P 
n 

atunci d;k ,;, E a;j (bjh + Cjh). 

J=I 
Dacă notăm AB cu D' şi AC cu D", unde. D' = (d'ildi~i~m şi D" 

J~lt~p 
n n 

a tunci d'ih = B. a;jbjh şi d"tk = B atjCj/t. 
J=I j ~ t 

Rezultă că AB + AC = D' + D" = (d';11 + d"th ) 1~t~m. 
J~h~p 

n n n 

Deoarece d'th + d";k = B.. atjbjk + E a;jCjk = E a;j (bjk + Cjll} = d;11, rezultă că 
1-t j=I j - t 

A(B + C) = AB + AC. -
2'0 lnmulţirea este distributipă la dreapta faţă de adunare în sensu l următor: 
dacă A , B E JJl111,n(C) şi C E JJln,p(C) atunci 

(A + B )C = AC + BC. 
Demonstraţia acestei proprietăţi se face exact ca cea de la 2°. 
In cazul matricelor pătratice are loc următo area proprietate importantă: 

3° !n mulţimea JJln(C) există un ele:nent neutru faţă de înmulţire. Matricea 
pătratică rle ordinul n 
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care are pe diagonala principală numerele 1 iar restul elementelor sînt O are 
proprietatea că oricare ar fi A E .JJln(C), 

Aln = lnA = A. 

într-adevăr, dacă introducem notaţia, 

{ 
1 dacă i = j, 

8ii = o dacă i :F j 

( 8;; se numeşte simbolul lui Kronecker), 
atunci l n = (8u) 1~i4;n. Fie A = (a;;Ji-s;i4;n o matrice pătratică de ordinul n. Dacă 

l<'.j~n t~j~n 
n 

notăm Aln cu B = (b;;)t<:i<:n, alun.ci b;j = )' ai/181tj = aii· Deci Aln =A. În mod 
t~j~n t::1 . 

analog se arată că I nA = A. 

Observaţie. Am văzut că dacă A, B e Jlln(C), atunci are sens să facem produsele AB 
şi BA . ln general, cele două matrice sînt distincte, adică AB :F BA. Într-adevăr, 

fie A = (
1 0

) şi B = (
1 1J; atunci AB = (

1 1
) şi BA I= (

2 0
) . Se observă 

10 oo 11 · oo 
că AB :F BA. • 
~ lnmulţirea cu scalari a matricelor. Fie A = (au)t<i~m o matrice de t ipul 

t..;:;<:n 
(m, n) şi a un număr complex. Definim matricea B = ( bi;)t~i~m de tipul 

t~;~n 

( i, n) ale cărei elemente sînt date de egalităţile: b0 = aa;; oricare ar fi 
i = 1, 2, ... , m şi j = 1, 2, ... , n. Matricea B se numeŞte produsul dintre 
numărul a (sau scalarul a) şi matricea A şi se notează B = aA. Operaţia 

prin care oricărui element a E C şi oricărui element A E Jllm.n(C) li se asociază 
produsul aA se n\lmeşte înmulţirea cu scalari (la stinga). 

Observaţii. 1) Se numeşte înmulţirea cu scalari la sttnga deoarece produsul dintre a e C 
şi matricea A se notează aA, adică a se scrie la sttnga lui A. 
2) Observăm că dacă a e C şi A este o matrice de t ipul (m, n), atunci aA 
este de tipul (m, n). 

I 

Exemplu. Fie a = 3 şi A = G -2 o} 
- 1 3 

care este o matrice de tipul (2, 3). Avem 

aA = (: =: ~). 
I 

Proprietăţile înmulţirii cu scalari a matricelor 

1° Dacă A E .JJl111,n(C), atunci f · A = A. 
2° Dacă A E Jllm,n(C) şi a, b E C, atunci (a + b)A = aA + bA. 
3° Dacă A E JJlm.n(C) şi a, b E C, atunci (ab)li = a(bA) .. 
4° Dacă A, B E' Jllm,n(C) şi a E C, atunci a(A + B) = aA + aB. 
5° Dacă A E -.Alm,n(C), B E .JJln,p(C} şi a E C, atunci a(AB) = (a A)B = 

= 4(aB). 
Cele cinci proprietăţi se demonstrează fără nici o dificultate; verificarea 

lor o lăsăm ca exerciţiu. 
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r!.î'I Transpusa unei matrice. Fie A = (aii)t<i<m o matrice de tipul (m, n). 
~ t~j~n 

Matricea 'A = ( 1ak1) 1~h<n unde 'a1a = am pentru orice k = 1, 2, .. . , n; 
t~l""m 

l = 1, 2, ... , m se numeşte transpusa matricei A. 
Se observă că 'A este o matrice de tipul (n, m) şi se obţine din A lulnd 

liniile, respectiv coloanele, lui A drept coloane, respectiv linii, pentru 1A 
(mai precis prima linie a matricei 'A este prima coloană a matricei A, a 
doua linie a lui 1A este a doua coloană a lui A ş.a.m.d . ). 

În particular, dacă A este o matrice pătratică de ordinul n , atunci trans· 
pusa sa 1A este de asemenea o ·matrice pătratică de ordinul n. Dacă k = l . 
atunci 1ak,, = ahlt şi deci diagonala principală a matricei 1A este aceeaşi · 
cu diagonala principală a matricei A. 

Ezemple. 

1. Fie 

2. Fie 

1) Fie A = ( 
1 2 3

) ; matricea A este de tipul (2 , 3). Transpusa 
-1 o -3 

acestei matrice este IA =(: ~~). 
3 - 3 

2) Dacă A = (' ~ : _ :) atunci transpusa IA este matricea tA = (: : :) · 
1 2 -2 3 - 1 -2 

Următoarele proprietăţi se verifică fără nici o dificultate. Demonstrarea lor o 
lăsăm ca exerciţiu: 

1° Dacă A, B e Jllm,n (C), atunci 

t(A + B) = tA + tB. 
2° Dacă A e Jllm,n(C) şi B e Jlln,p(C), a tunci l(AB) = tBtA . 

3° Dacă A E Jllm.n (C) şi a e C, atunci 
t(aA) = atA. 

Să se calculeze A + B. 

1) 2 1 ; B = (1 
-1 1 

: '.} SA " oaleule~' 
a) A + B, AB şi BA. 
b) A 1, B 2 şi A 2 - B 1• 

c) AB - BA. 

• 

I 

.
1 

· (C) · AB = BA să se arate că are loc egalitatea: 
/9;Da~/.-~. !ke=f; _ B~~Ak-1 + Ak-2B + Ak~B' + „. + ABlr• +Birt), 

oricare ar fi k > O. 

4, Fie A d · e JJl,(Q · ~ Î (1 - 1) ) Să se determine toate matricele X e JJl2(Q) astfel 
2 -2 

tncît: AX= XA. 

(

cos <p .-sin <p) ) 

<p 
. Să se calculeze An(n > 1 · 6. Fie A= 

1. sin <p cos 
I 

. / 6, Dacă . A = c :) e Jlt~(C), atunci A verifică ecuaţia : 
x= _ (a+ d)x + (ad - bc)la =O. 

\ 1 

tz. Fie A=' 2 
. \3 

calculeze f(A ). 

·' 
' 8. Fie A = (

1 0
) E JJla (Z), să se determine An(n ~ 1). 

I 1 1 . ·1ă 
. D ă A B m (C) să se arate că egalitatea A~ - B.A = ln este impos~b1 . /9. ac , e J11..n 

10. Să se determine A e .J}l2(R) astfel tnctt: 
•/ a) A 1 =12, 

b) A 1 =O. 

~Y Să se determine x, y, .:, u, v, w, 

. 2 ( X - 2y 3.:) + 3 (1. -2 
-3 2 - 1 U V 

dacă se cunoaşte că avem 'egalitatea: 

2 ) (5 -2 18) 
- 3w = 3 -5 -11 • 

13. Să se determine x şi y, dacă avem: 

-10) , 
3 ') c 2 

o ') ( ' 

5y 3x 

( " -2 2 + y 1 -2 1 3 = - 1 5 - 4 6y • 
X - 1 3 

-4 <'-1 2 1 2 1 13 5 -4y -1 
3 1 

(1'41 Să se calculeze suma: 
n (_: le k

1 
k' ) 

~ 2 3 k(k + 1' ) 
t ădă · ă a ecuaţiei x' + x + 1 = O, să se calculeze suma: 16. Dacă w es e o r cm 

n (wl!. w
11
A w

81!.) 
~ wal!. wl!. w11l • 
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ltJ. 811 se determine valorile lui x e R pP11tru <·ari~ avPm: 

(
2 sin

2 x sin
2 2x) (

1
1 

0
1). 

tg X COS 2.:r 

17. 811 se rezolve ecuaţia: 

x2 = ( _ : 
1

~). 
X fiind o matrice pătrat:\ de ordinul doi cu clr11w11lc 1111m1•re reale. 

. Ui. Se co11siderr1 A = (
0 11

). Se cere An 
a O , 

19 Fie A o matricP pălralil"' de ordinul doi . Dar:'\ A 2 ~ O, atunci suma elementelor de 
pc dia~onala principală a malricci A est1• l'gală cu zero. 

!!O. Să se arate că există o infinitate de matricl' A = (a b) care verifică egalitatea 
c d 

A 1 = 12 şi a, b, r , d E Z. 

21. Fie ..Jll mulţimea matricclor pătrato..de ordinul doi de forma (a b) d 1. R · b a , un c a, ue . 

Dl'finim funcţia 

f : C-+ ..Jll, f(a + ib) - ( a b) · 
~b a 

Să se arate d\: a) f este bijectivă; 

b) oricare ar fi z, z' e C au loc cgaliti'.ltile 

f( z + ,z') = f(z) + f (z'), 

f (zz') = f(z)((z'). 

22. Fie matricea A - ( a b) astfel lncît O ~ a2 + b• < 1. 
- -b a 

a) Să se arate ci\ matricea An este de forma 
( 

Un bn) . 
. -~ Un 

b) Să se demonstreze că şirurile an şi b11 stnt r.onvergente şi au limita zero. 

23. Să notăm cu ..Jll mulţimea tuturor matrirelor de tipul (m, n) tn care toate elementele 
sini. numerele +1 sau - 1 şi astfel incit produsul numerelor din fiecare linie şi din 
fiecare coloană să fie -1. Să se calculeze numărul clementelor mulţimii ..Jll. 

24. Să se calculeze suma 

' 

n (cos ka. sin k;,) 
~ cos• !ca. sin2 ha. 

CAPITOLUL III 

Determinanţi 

1. Determinanţi de •ordinul 2 şi 3. Fie. sistemul de două ecuaţii liniare cu 
două necunoscute 

{ 

a11X1 + a12X2 = bi. 

a21X1 + a22X2 = b2• <
1
> 

Să notăm cu A matricea coeficienţilor sistemului (1), adică 

'A = (a11 a12) 
a21 az2 

A este o matrice pătratică de ordinul doi .-
Rezolvarea sistemului (1) este bine cunoscută. Aplicînd metoda reducerii 
obţinem sistemul echivalent 

{

- (aua22 - a12a21)X1 = b1a22 - a1~b2, 
(a11a22 - a12a21)X2 = a11b2 - b1a21· 

Presupunem că a11a22 - a12a21 =F O; atunci soluţia sistemului (1} este 
1 h1a22 - a12b2 n-1b2 - b1a21 

X1 = - ' X2 = -1 , (2) 
llt1ll22 - <ZJ.2U21 <ZJ.1U12 - <ZJ.2U21 

Se observă că numitorul din egalităţile (2) se exprimă simplu: el este egal cu 
produsul elementelor de pe diagonala principală a matricei A din care se 
scade· produsul elementelor de pe diagonala secundară a matricei A . 

Acest număr îl notăm cu det A şi îl numim determinantul matricei A, sau 
încă, determinant de ordinul doi (deoarece matricea A este de ordinul doi). 
Acest număr se notează de obicei şi astfel: 

Deci avem egalitatea 

I 
au a12 I . = a11a22 - a12a21· 
az1 a22 

Produsele aua22, a12a21 se numesc termenii der.erminantului de ordinul doi. 

Exemplu. Fie matricea A = G :} Avem . det A = J ~ : I = 1•5 - 4 ţ 2 = -3. 
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Să revenim la formulele (2) care dau soluţiile sistemului (1). Se observă 
că numărătorul formulei care dă valoarea lui x1 este tot un determinant de 
ordinul doi, şi anume determinantul matricei 

Ai = (bi a12). 
b2 az2 

Această matrice se obţine din A înlocuind prima coloană a matricei A 9u 
coloana formată din elementele bi şi b2. Analog, numărătorul formulei care 
dă v0loarea lui x2 este un ~eterminant de ordinul doi, şi anume determinantul 

matricei 

A2=(a11 bi) · 
azi bz ' 

Deci formulele (2) se pot rescrie sub forma 

I b1 a12 I I au 
b2 az2 az1 

Xi= , Xz =-----

! 
a11 · a12 I I al~ a121 
a2i a22 azi a22 

(3) 

Formulele (3) poartă denumirea de formulele lui Cramer. 
Să considel'ăm acum un sistem de trei ecuaţii liniare cu trei necunoscute. 

I a11x 1 + a 12x2 + a1sXs == bi, 
· a21X1 + a22X2 + azsXs = bz, 

as1X1 + as2X2 + assXs = ba 

şi să notăm cu A matricea coeficienţilor, adică 

A = (:~: ::: :::) • 
a 81 as2 asa 

(4) 

Rezolvarea sistemului (4) o vom face prin metoda reducerii. Dacă înmulţim 
prima ecuaţie din (4) cu a 23 şi a doua cu -a13 şi le adu;tăm, obţinem ecuaţia 

(a11a23 - az1a1s)X1 + (a12a2s - az2a1s)X2 = b1a23 - b2a1s· (5) 
Analog, înmulţind pri~a ecuaţie cu a 33, şi a treia cu - a1s şi apoi adunind, 
obţinem ecuaţia 

(auaas - as1a1s)X1 + (a12asa - as2a1s)X2 = b1asa ·- bsa1s· (6) 
Cu ecuaţiile (5) şi (6) formăm sistemul . 

{ 
(a11a2a· - az1a1s)X1 + (a12a2a - az2a1a)x2 = b1a2s - b2a1a· (7) 

(a11a33 - aa1a1s)X1 + (a.12ass - as2a1a)x2 = b1ass - bsa1s1 

care este un sistem de două ecuaţii. cu două necunoscute. Dacă in sistemul (7) 
înmulţim prima ecuaţie cu a 12a.33 - a32a1s şi a doua cu -(a12a2s - az2a1s) 

şi apoi le adunăm obţinem 
[(a11a23 - az1a13)(a12ass - as2a.13) - (auass - a 31arn)(a12a2s - az2a1s)]x1 = 

= (b1a2s - b2a1s)(a12G.s3 - aa2a1s) - (b 1ass - baa1a)(a12a2s - az2G.1s). 

22 

Desfăcind parantezele, avem 

(aua22ass + a12a2sas1 + a13a21as2 - a13a22G.31 - a12a21U33 ...:. a 11a 23a32):r1 = 
= b1a22ass + a12a2sbs + a1sb2as2 - aisa22b3 - ai2b2a~3 - b1a23a 32• (8) 
Numărul care este coeficientul lui x1 în ecuaţia (8) îl notăm cu det A 

şi îl numim ·determinantul matricei A, sau încă, determinant de ordinul trei 
(deoarece matricea A este o matrice de ordinul trei). Acest număr se notează 
de obicei şi astfel: 

Deci avem egalitatea 

a11 a12 a1s 
azi a22 azs 
a 31 as2 ass 

al,?. = a11a22a33 + a12a2sas1 + ~1sa21as2 -
azs 

a31 aaz asa 
- a1sa22aa1 - a12a21G.33 - aua23G.3z. 

(9) 

Din (9) se vede că formula care dă valoarea determinantului de ordinul trei 
are şase termeni, numiţi termen.ii <f,eterminantulni de ordinul trei. 
Exemplu. Fie matricea 

( 

1 2 3 

A~ -~ : -J 
Aplicînd formula (9), avem: det A= (- 1) · 1·3 + 4 · 2. 3 + 4. :l ·(·-·I) -
- 4. 1. 3 - (-1). 2. (-1) -4. 2. 3 = -:-3 + 24 - 8 ~ 12 - 2 - 2~ = -25. 

Observăm că formula (9) care ·dă valoarea determinantului de ordinul trei 
este greu de ţinut minte. Pentru acea,sta se' stabileşte o regulă simplă pentru 
calculul determinantului de ordinul trei. Se formează următorul tablou: se 
scriu mai întîi liniile matricei A şi apoi dedesubt se scrie mai intîi prima 
linie şi apoi· a doua linie a matricei A. In felul acesta se obţine un tablou cu 
cinci linii 

(

0 11 a12 ,_,.a13 

·~)~~·") U3~32 /a33 

XX 
0 11 ,.,012 oia 

// ~ 
a21 a22 a2s 

Termenii cu semnul ( +) în dezvoltarea determinantului de ordinul trei sint 
cei care se obţin prin înmulţirea elementelor in sensul săgeţilor continui, 
adică: a11a22a33, a2iaa2a1a, aa1a12G.2:i iar termenii cu semnul (-) sint cei care 
se obţin prin înmulţirea elementelor în sensul săgeţilor punctate, adică: 
!t31aua1s1 a11aa2a2a, a21a12aaa· 
· Regula expusă mai înainte după care se face dezvoltarea determinantului 
de ordinul trei se numeşte regula lui Sarrus . 
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L'.1 ~mplu . 8i\ ronsider:'\m mal ri n • a 

„ c: : '.) 
Formi\m lahlo11l pentru aplicarea regulii lui 8a1'1'us 

( -:"':/~:) 4>)3:> 
-ix,xl 

1 2/
1

1"'0 
Deci det A= ( -1 ) · t · 3+2•:J·1 +'•·1 · u - 4·I·1 - (-1) · 3 · o -
- 2. 1. 3 = - 3 + 6 - '•-:- 6 = -7. 

Să ne reîntoarcem la ecuaţia (8) care dă valoarea lui .i:1• Se observă că 
membrul doi eFte tot un determinant de ordinul tre\ şi anume este determi 
nantul m:.itricri de ordinul trei care se obţine din matricea A, m"atricea coefi
cie11 tilor, pi n înlocuirea primei coloanl' cu coloana termeni lor liberi din 
sisl1\mul (11) Deci formula (8) se poate scrie astfel: 

I nu a12 a1a bl a12 a13 

11~1 1222 aza X1 = b2 a22 az3 

I a: 1/:12 03:1 b3 a32 033 
/ 

Pruc1•dind e '· H t : I li fli 'llll fii cut p en t.ru obţi nerea ecuaţiei (8), avem şi 
ecu uţ.i il e carr~ 11.rn v·1lnri ln l11i .r2' şi I3 

I a l , ll12 U13 I lan hi a13 

I a21 a22 Uz3 1 1·2 I a~l b2 a23 

I oa1 ll32 0331 ([~I 
,,„ 

03;1 

au a12 013 au 01. .bi 

021 a22 023 .l:3 = 021 a22 b2 . 
031 032 l/33 '031 U32 b3 

Darii 

I al! a 12 (/ 13 

I azi a22 a23 "' 
(I 

ll31 032 a33 

at.u11ci valorile lui xh X2 şi :t3 sînt: 

bi a12 a 1s 011 bi Oi3 
I 

au a12 bi 
b2 a22 azs ll21 bz az3 I a21 a22 b2 
ba a32 a3s 0 ai b3 033 1'.131 ll32 b3 . ( 10) x, = ~2 = • X3 = 
au a12 a13 a11 012 013 011 ll12 a13 

az1 azz a 23 az1 az2 023 G.21 Ozz 023 

0 ai U32 0 33 031 a32 033 03i 032· ll33 
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Formulele (10) se numesc, de asemenea, formulele lui Cramcr de rezolvarP. 
a sistemelor de trei ecuaţii liniare cu trei necunoscute. 

2. Definiţia determinantului de or•linul n. ln cele ce urmează vom căuto. 
să dăm definiţia determinantului unei matrice pătratice de ordinul n 1n :işa 

fel incit pentru n = 2 şi n = 3 să obţinem determinanţii de ordinul 2 şi 3. 
In definirea determinanţ.ilor de ordinul 2 şi 3 am utilizat rezolvarea 

sistemelor de ecuaţii liniare. Acest procedeu este greu de folosit pnntru cazul 
i:teneral, datorită calculelor laborioase care intervin. Noi vom utiliza altă 
metodă: analizînd formul,ele care dau determinanţii de ordinul 2 şi 3, vom 
deduce o lege generală prin care vom defini determinantul de ordinul n. In 
r.apitolul următor vom arăta că formula determinantului de ordinul n, aşa 
cum o dăm mai jos, ne va. permite obţinerea unor formule de ţip Crumer 
pentru rezolvarea sistemelor de n ecuaţii liniare cu n necunoscute. 

Să reamintim formulele determinanţilor de ordinul 2 şi 3: 

= aua22a33 + a12023a31 + ai3a21aa2 - a1aa22a31 -

- a12021a33 - aua23aa2· 

Constatăm că termenii deLerminanţ.ilor de ordinul 2 şi 3 sint produse de 
elemente aparţinind la linii şi coloane distincte. ln plus, orice astfel de produs 
(adică din elemente aparţinind la linii şi coloane distincte) este termen tn 
formula determinantului respectiv. 

Să consideră°' acum o °'atrice pătratică de ordinul n 

A = (::: . . ::: , .„ . :::); A E ~n (C). 

an1 llnz . · · ann 

Vom forma toate produsele posibile de n elemente aparţinind la linii şi coloone 
distincte. Un astfel de produs este de forma 

ali,a21,·· · ""'"' (1) 
unde i 1 , i 2, ••• , in sint toate elementele mulţimii {1, 2, ... , n}, evef>.tual,' 
tn altă ordine. Jnseamnă că putem considera permutarea de gradul n 

2 . . . n) 
• . . tn 

ş1 deci produsul (1) se scrie 

ati,a2;1 • • • llnin = atoc11a20('2l . · · ana(n l-

Numărul total al produselor de forma (1). este egal cu numărul tuturor 
permutărilor de grad n, deci n I. 
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Ţintnd cont de formulele determinanţilor de ordinul 2 şi 3, tn mod natural 
formula determinantului de ordinul n trebuie să conţină toate produsele 

ato(t) a2o(2) • • • ano(nh 

unde a parcurge tpate permutările lui Sn· Mai rămîne de aflat semnul cu care 
apare produsul a10uia2012> ••• ano(n)-

Să revenim din nou la formulele determinanţilor de ordinul 2 şi 3. Să 
luăm de exemplu din formula determinantului de ordinul 3 termenii cu semnul 

' ( +) : a 11a22ass1 a12a2sas1, a 13a21as2· Se observă _că permutările asociate acestor 
termeni: 

2 3) '(1 
2 3 ' Cl'z = 2 

2 3) (1 3 1 , Cl's = 3 
2 3) 
1 2 

stnt permutări pare, deci semnul lor este +1. 
Dacă luăm acum termenii cu semnul ( - ) : a1sa22aa1, a12a21asa, aua2aas21 

permutările asociate acestor termeni: 

2 

1 
3)· Cl'~ = (1 
3 ' 1 

2 3) (1 3 2 , Cl's = 3 
2 3) 
2 1 

stnt permutări impare, deci au signatura (semnul) - 1. 
Aceste observaţii ne sugerează că in definiţia determinantului de· or

dinul n, produsul a 1011ia201n· ·· ano(nl trebuie să aibă semnul ( +) sau (-) 
după cum permutarea a are signatura (semnul) + 1 sau -1. 

Acum sintem în măsură să definim determinantul de ordinul n. 

"' "'-' 1:: (a)a10(1)G2o(2) • • • Ono(11)! 
<>ES11 

... -- .1 (2) 

1mdo Sn este mulţimea tuturor permutărilor' <le gradul n şi e( cr) este 
·i uatum permutii.rii a se numeşte determinuntul rnatricei A sau, 

11 iJ.i sim~~1u, detormin~nt do ordinul n şi se notează de obicei astfel: 

a11 a12 a1n 

det A .= azi a22 a2n 

ani Onz · ·· llnn 

Produsul a1o(t)ll2o(2l •.. ano(nl. se numeşte termen al determinantului de 
ordinul n. 

Şe obişnuieşte să se spună despre elementele, liniile şi coloanele matricei A 
· că stnt elementele, liniile, respectiv coloanele determinantului det A. Uneori 
numărul det A se mai notea~ă prescurtat şi I A I sau I a0 lt4'i4'n. 

t<j4!;:n 

Obser'1a/ii. 1) Noţiunea de determinant al unei matrice are sens numai pentru matrice 
pătratice. Este deosebire între matrice şi determinantul său : matricea este o 
funcţie, iar determinantul matricei este un număr. 
2) tn formula determinantului unei matrice există. n I termeni dintre care 
ni · . ni 
- au semnul ( + ), •ar - au semnul (- ). 
2 2 . 
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3) Dacă A e .Jll„(R) (respectiv A e .Jll„(Q), respectiv A e .Jll„(Z)), atunci det A este un 
număr real (respectiv raţional, respectiv întreg). 

4) Definiţia determinantului se aplică şi matricelor de ordinul 1, cînd A = (au). ln acest 
caz det A =au. 

5) Aşa cum a fost definit determinantul de ordinul n, pentru n = 2 şi n = 3 obţinem deter. 
minantul de ordinul 2 respectiv 3. 

3. Proprietăţile determinanţilor. Formula determinantului de ordinul 2 
este simplă, formula determinantului d~ ordinul 3 este deja complicată. Aici 
avem avantajul că avem .o regulă simplă, regula lui Sarrus, care ne permite 
să calculăm destuJ de uşor ·un determinant de ordinul 3. Dacă in schimb avem 
de calculat determinanţi de ordinul n ~ 4, formula prin care este definit 
determinantul de ordinul n, in general es~e aproape imposibii de aplicat, 
datorită calculelor laborioase ce apar. De exemplu, pentru un determinant 
de ordinul 4 avem 4 ! = 24 termeni în formula sa, pentru n = 5 avem 5I=120 
termeni de calculat, iar pentru n = 10 avem 10 ! = 3 628 800 ·termeni de 
calculat. Din aceste motive se caută să se scoată în evidenţă o serie de pro
prietăţi ale determinanţilor de ordinul n, care simplifică de multe ori calculul 
determinanţilor . 

' Proprietatea 1. Determinantul unei roatriee coincide cu determin ntu 
tricei transpuse. Adie~ daeă A E= Jlln(C) atunci de+ A 

Demonstra/ie. Fie A = (aiJ)t~i~n şi lA = (1ai;) 1~i~n matricea transpusă a lui A. 
t~j~n h;;; j'lj;n 

Deci tai; = a;ii oricare ar fi i = 1, 2, ... , n ; j = 1, 2, '. .. , n . Avem: 

det A = )' e:(a)a10(J)a:Zo(2) ... ano(n)' (1) 
o'e:Sn 

det IA= E e:(T)lah(l)ta2-r(2) ... tan-r(n) = E e:(T)aa.(1)1aT(2)2 ... a-r(n)n• (2) 
-reSn TeS11 

Dacă notăm a(i) = ki• atunci i = cr1(/(il şl' deci produsul 

e:(a)a1a(1) a2a(2) · · · ano(n) = e:(a)ao-•(k,)11,aa-'(h,)ll, · · · aa-'(kn)kn = 

\ =e: (crl)ao~'(h,)h,aa-'(h,)k, .. . ao-'(lln)ltn 

deoarece e:(a) = e:(cr1). Cum numerele lei. k2 , ••• , /,·n sînt numerele 1, 2, . .. , n eventual 
tn altă ordine, iar înmulţirea numerelor este comutativă , atunci . 

e:(a)alo(l)a2o(2) · · · ano(11) = e:(cr
1
)ao-•(l)lao-'(2)2 · · · ao-•(n)n 

şi deci orice termen din suma (1) se regăseşte ca termen în suma (2) şi invers. Deci 
det A = det IA. 

Observaţii. 1) Propietatea 1 se scrie şi astfel: 

<Zii Ilia · · · a1n au a21 ani 
au au · · · aan = au a22 anu 

ani an2 . · · ann a,.n a2n . . . ann 
2) Proprietatea 1 arată că ori de ctte ori avem o proprietate adevărată referi
toare la liniile unui determinant, aceeaşi proprietate este adevăratll şi pentru 
coloanele determinantului . 
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Propnetatea 2. Dad toato elomentole unei linii (euu coloane) dintr-o matrice 
eint nule, atunci determinantul matricei este nul. 

Demonstra/ie. Să presupunem că toate elementele de pe I.inia i sint nule. Cu~ 
ri ec·are terme n al determinantului este un produs de elemente prmtre care se găseşte ş1 
un clement de pe linia i, atunci acest termen este zero. Deci determinantul este zero. 

E:remplu. Fie matricea 
2 

o 
~ 

-1) o . 
7 

Deoarece linia a 2-a a matricei A are toate elementele nule. clet A, = O. 

Prop.rtc f'tlra t Ua,11\ tntr-o matrfo" schimbăm douA linii (.;au coloane) între 
p)c, obţinem o matrice care are determinantul egal cu opusu] 
dtiterminantului motricei iniţiale. ' 

Demonstraţie. Fie matricea 
au a18 . • • a1n 
.......... .. ..... 

(i) 

...... .. .... .. . .. 
a;n (j) 

..... ..... ....... 
an1 an2 . · · ann 

Prin schimbarea liniilor i şi j Intre ele obţinem matricea 

au au . . . a1n 

aJi a;z . . . a;n 

A' = · · ··············· 
ah Ufa . . . ain (j) 
.......... ....... 
an1 ana . · • ann 

Avem det A'~ E c(a)a1o(l)a20(2l .• · a;o(il · · · aio(j) · · • ilno(n)· Să 
oe S 

. · ( · ·) dn · ( ·) - · · (i') = i şi -r(k) = k dacă k ::f i transpoz1ţ1a -r = tJ ec1 -r t - J, .' , 

det A' = ~ c(a)a111(1ja~o(2) •.• ajo(i) • • • a .o(j) · • • CZno(nl = 
' OC:-L:n 

= I:; c(a)a1(„„)(1)a2(crr)(z) . .• a;(o„)(j) •.• Oi(o„)(il · · · an(o„)(n)· 

aeS11 

Cum c(a•) = c(a i c(-r) = -c(a), avem 

considerăm 

j. Atunci 

det A' = - }' c(a-r)a1(.,..)(1) . • • ai(o„)(i) ••• a;(a„)(j) ·• • an(o„)(nl· 

"~n . . 
Clnd a parcurge toate permutările lui Sn atunci şi a'I' parcurge toate pcrmutl.l.nle lut 
Sn; deci dacă notăm !Tt = a' avem 

det A' = - ~ c(a')a10•(1)aw (2l • • • Ona•(n) 
oeSn 

şi deci del A'= - del A. 
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E:zemplu. matricea A = ( -l 2 -2) Fie 3 4 . Dacă schimbăm ' liniile ! şi 3 Intre ol<: 
1 o ' 

obţinem matricea A'= ( -~ 
1 

~) · 3 
I 1 2 -2 

Conform proprieti\ţii 3, avem det. A'= - det A„fapt ce se poate verifica şi 
folosind regula lui Sarrus. 

Proprietatea 4. Dacă o matrice are două linii (sau coloane) identico, af.1111ei 
detorminantul eă.u este. nul. „ 

Demonstraţie. Fie A = (a;;)1<E>i"n o mau·1ce/ pătratică de ordinul n ln care 
t~j"n 

lini ile i şi j sîn t idcnticr . Acrasta lnsc•amnă că a;k = a;k pentru orice k = 1, 2, .„, n. 
Dacă schimbăm- liniile i si j între ole obţinem o matrice A' egală cu A. Aplicinrl pro 
prictatea 3, avem că del

0

A' = - det A. Cum A = A' avem det A= det A' şi atunci 
det A = - det A ; di;:ci del A = O. 

E:zemplu. Fie ~atricea A = (-: : -'. ) 

I t. - 2 „ 
care are două coloane identice (coloana 1 şi coloana 3). Deci conform proprict1\ţii 
4 avem clet A = O. 

/'ropn r.ta tra .5. Dacă toate elcmontolo unei linii (sau coloane) alo unei mr~
trice sînt înmulţite cu un număr o: obţinem o matrice al căroi 
determinant este egal eu rr. înmulţit cu dotermlruu1tul ma· 
tricel iniţialo. 

Demonstraţie. Fie matricPa A = (a;;) 1 ~;~n şi fie A'= (a'iih~i"n matricea care 
1"j<:n l"j<n 

s~ c;>bţine din A pri~ ln1mulţirea lin ~ei icu 11~1.m.ărul a. Deci avem a'ri = arj pentru r #< i 
ş1 J = 1, 2, .. „ n ş1 a. ii = ocaii oricare ar h J = 1, 2, „., n. Deci 

det A' = 2:; 1:(a)a'10(1)a' 20(2) · . • a'iatil ... a'no(n ) = 
oeSn 

= L 1:(a)a1a(1)a20(2): · · (aaio(iJ) · ·. ana(n) = 
aeS

11 

a Ec(a)a10(1)a10(2) ... aio(i) ... ana(n) = a det A. 
aeS11 

. Deci det A' = a det A. 

Observaţie. Proprietatea 5 se transcrie şi astfel (pentru linii) : 

au au a1n 

au ' au aan .. . . . ...... .. 
= aai1 ctai2 cxa;11 

. ' ......... . ....... . 
ani ana 

Exemplu. Fie matricea 

A=(-~ 

a 

3 
6 

- 2 

au au a1n 
au au aan 
. ...... ... ....... ... 

.............. ... ... 
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Dacă lnmulţim linia a 2-a cu numărul ot = 1/2 obţinem matricea · 

A'-(-'. 
3 

3 

-2 

-1) -: . 

Aplictnd pro~rietatea 5 avem det A' = ~ det A, lucru ce se poate verifica şi direct 

aplictnd regula lui Sarrus. Avem det A = 10 şi det A'= 5. 

do•u\ linii (s u ci Ioane) ale unei matrice 
atunci dctl!lrmiJ•f\Jltul matri~ci f'EJtc nu), 

Demonstra/ie. Fie matricea A = (11i; l t~i.;=n în care liniile i şi i slnt proporţionale, 
t"j"n 

adlcă există un număr ot astfel tnclt a;i = «ail oricare ar fi l = 1, 2, .„, n. Apli. 
clnd proprietatea 5 rezultă că det A este produsul dintre numărul ot şi determinantul 
unei matrice care are două linii egale. Aplicînd proprietatea~ rezultă că det A este zero. 

Exemplu. Fie matricea 
~ 2 -1 -3 

-3 7 -9 1 

A= 1 3 • 
2 1 

2 2 

5 8 9 10 

Cum linia 1 şi linia a 3-a a matricei A stnt proporţionale apliclnd proprietatea 6 
avem det A = O. 

, 0) 1~1"11 o matriee pătratică de ordinul n. Prcsu· 
14;.i<i;ri 

că elementele liniei i sînt de forma 
alJ a ,J -J. uj1, oricare ar fi j = 1, 2, . ... , n . 

Dai. 1
, rei:.pectiv A", este matricea care se obţine din A 

nloru nd clementele de pc linia i cu elementele a;; (respectiv 
J), j 1, 2, „., n, atunci 

iJet A = det A' + det A". 

Demonstra/ie. Avem: 

dcl A = }' t(<r)CZia(1)a2a(2) . .• aia(i) .. • ana(n) = E c(a)a1a(1)a2a(2) • • • (a;a(i ) + 
:el; a-=.8

11 ~ . + aia(i)) . .. Ona(n) = L c(a)a1a(1)1Jso(2) ••• aia(i) ••• ana(n) + 
oe S11 

+ }' c(a)a1a(i)Oaa121 .. . a~a(i) ... ana(nl = det A ''+ det A". 
o'ESn 

ObserPaJii . 1) Proprietatea 7 se transcrie şi astfel: 

• • • 01n .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... ........... ... 
a~1 + a;~ a;2 + a;~ . . . a;11 + a~~ ' • I 

= aH ai2 ain + 
,, ,, ,, 

0 it ai2 ain 
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••• •••• • •••.• ••• •••••• • „ •• • •• • •• 

a„1 an2 a~i + a;J .. ' ann , . 
«11 au a11 a1n au "11 atJ . 
au au a2j aan 

+ 
au au a2J - ... .. ............ .......... . . 

an1 anu an} ann ani ana . . . ani . . . a„n 

Fie A = (a0)i<i~n o matrice pătratică. Vom spune că linia a ma-
t" i<n ' 

tricei A este o combinaţie liniară de celelalte linii, dacă există numerele 
«ji j = 1., 2, ... , i - 1, i + 1, ... , n, astfel incit 

au = «1a1; + «2a2; + ··· + °'i-lai-1.J + «i+iai+i.i + ··· + «nan;• 

oricare ,ar fi j = 1, 2, ... , n. Asupra numerelor «;nu se pune nici o condiţie, 
in sensul că unele dintre ele pot fi zero. Analog se poate defini ce înseamnă 
că o coloană j a matricei A este combinaţie liniară de celelalte coloane. 
Exemplll. Fie matricea 

A=(-: 
- 2 

2 

3 

5 

Linia a 2-a a matricei A este combinaţie liniară de celelalte două.linii. Într-a
devăr, dacă considerăm numerele «1 = -1 şi °'• = 1 se observă că: 
- 3=(-1)•1+1 . (-2); 3 = (- 1). 2 + 1. 5; -10 = (- ·1) . ~ + 1 · (-6). 

Proprietatea . 8. Dacă o lini o (sau o coloană) a unei matrice păti • 
combinaţie liniară do celelalte linii (sau coloanfl), a1.l 
determinantul matricei este zero. 

I 
Demonstraţie. Presupunem el!. linia i a matricei A este o combinaţie liniarii de 

celelalte linii. Utilizthd proprietatea 7, determinantul inatricei A este o sumă de deter
minanţi care au două linii proporţionale, deci, după proprietatea 6, stnt zero toţi aceşti 
determinanţi. Prin urmare şi determinantul matricei A este zero. 

Ezemplu. Să considerltn\ din nou matricea de mai sus 

2 A=(-: 3 -1:). 
- 2 5 - 6 

Cum linia a 2-a este o combinaţie liniară de celelalte două linii, rezultll. cil. 
det A = O. 

Proprietatea 9. Dacă la o linfo (sau coloanli) a matricoi A adunăm • 1 r 

altoi linii (sau coloane) înmwlţito cu acelaşi uum. 
aceasti1 matrice are acelaşi determinant ea şi mat 
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„ 

Demonstra/ie. Să pre:;upunem eă A = (ai;)i~i~n şi că la linia i ·adunăm ele. 
t~j~n 

mentele liniei j înmulţite cu numărul ct. Obţinem a&tfel o matrice A' care are aceleaşi 
linii ca matricea A, tn afară de linia i, ale cărei elemente sînt 

Ilir + a.a;r. r = 1, 2, „. , n. , 
.Folosind proprietatea 7, determinantul matricei A' este suma a doi determinanţi 
dintre care unul este determinantul matricei A şi al doilea determinant este detcr. 
minantul unei matrice care are două linii proporţionale . Conform proprietăţii, 6 acest 
al doilea determinant este nul. Prin urmare, det A' = det A. 

Obser11aJie. Proprietatea 9 se transcrie astfel (pentru linii) : 

(i) 

(j) 

. . • a;n + cxa;11 aii 
+ 

a;n 
I . . . . ... . . ... ·„· ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 

Obser"aJie. Se poate constata că proprietatea 8 extinde proprietatea 6 şi că proprietăţile r. 
şi 2 sint cazuri particulare ale proprietăţii 6. Dar le-am dat datorită importanţei 
lor şi pentru o reţinere mai bună. 

Aplica/ie. Fie A = (a,;)1~i~n o matrice pătratică. Matricea A se numeşte antisimetriccl 
t~j~n 

dacă ai; = - a1; oricare .ar fi i = 1, 2, ..• , n; j = 1, 2, ... , n . Dacă i = j obţinem 
că ai; = -lli; şi deci llii = O. Rezultă că elementele de pe diagonala principală a unei 
matrice antisimetrice sfnt toate zero. 

Să arătăm că dacă A este antisimetrică şi n este număr impar, atunci det A = O. 
Matricea A se poate scrie astfel: 

( 

O au au a1n) 
-au O · a21 . . • a2n 

A= O · 
.-:.a.1~ .. ~~a.• ....... .'.'.'. . . a.~ 
-a1n - a2n - aan . . . O 

tnmulţind fiecare linie cu -1, obţinem transpusa matricei A. Aplictnd proprietatea 1 şi 
proprietatea 5 rezultă că 

Fig. 1 
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det A= (-1)n det A. 

Cum n este impar, atunci 

det A= - det A 
şi deci 

det A= o. 

4. Interpretarea geometrică a determinan· - - -tului de ordinul 3. Fie u, v, t trei vectori 
necoplanari cu originea în punctul O (fig. 1). 
Volumul paralelip,ipedului construit pe vectorii ---u, v, t este egal cu valoarea absolută a expresiei - - -(u X v) • t numită produs mixt. 

Fie u:ic, u11 , u i - componentele scalare ale vectorului u, 

V:ic, V11, Vz - componentele scalare ale vectorului 
-+ 
v, 

L:ic1 iu, tz - componentele scalare ale vectorului 
-+ 
t. 

Avem 
-+ -+ --+ -+ -+ 

u X V = (U11Vz - UzVu)a + (u,v:ic - U:icVz)b + (U:icV11 - U11V:ic )C 
ş1 deci 

-+ -+ -+ 
(u X v) . t = t:ic(UyVz - UzV11) + ty(UzV:ic - U:icV:) + tz(UxVv - U11Vx )· 

Ţinind cont de formula determinantului de ordinul 3, putem scrie: 

.._. -+ -+ t:ic t 11 t" 
( U X V) • t = U:ic Uy Uz 

V:ic Vy Vz 
Deci volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori este egal cu va
loarea absolută a determinantului 

t:ic t11 t z 

u„ u11 Uz 

V:ic v11 Vz 

Ceea ce este interesant, este că fiecare proprietate a determinanţilor are 
-+ -+ -+ 

o interpretare geometrică. Să presupunem că unul dintre vectorii u, v sau t 
.este multiplicat cu un număr oe; atunci volumul paralelipipedului se multi
plică cu I oe I- Această propriet ate este corespondentul proprietăţii 5 de la 

determinanţi . Sau, să presupunem că există un număr oe astfel incit v = oe~. 
In acest caz vectorii ; şi-; se suprapun şi deci volumul paralelipipedului este 
zero, ceea ce rezultă pe de altă parte folosind proprietatea 6. 

-+ -+ -+ 
Dacă unul dintre vectorii u, v, t este zero, atunci volumul paralelipipe-

dului este zero. Această proprietate geometrică este corespondentul pro
prietăţii 2 a determinanţilor. 

Căutaţi să interpretaţi geometric şi celelalte proprietăţi ale determinan
ţilor . 

5. Calculul determinanţilor. In cele ce urmează vom da un procedeu 
prin care calculul unui determinant de ordinul n se reduce la calculul unui 
anumit număr de determinanţi de ordinul n - 1. 
Fie 

d-

an1 a n2 ann 

un determinant de ordinul n. Determinantul de ordinul n ~ 1 care se obţine 
suprimind linia i şi coloana j din determinantul d se numeşte minorul ele
mentului aii şi se notează cu dii' Numărul 

L8iJ = (-t )i+idu } 

se numeşte complementul algebric al elementului aiJ in determinantul d. 
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Evident, unui determinant de ordinul n i se pot asocia n2 minori de 
ordinul n - 1 Şi respectiv n2 complemenţi algebrici. 
Ezemplu.. Fie determinantul de ordinul 3 

1 -1 2 

d= 
1 

2 
'--3 1 

o q 5 

Minorii elementelor din d stnt ln număr de 9. Aceştia slnt următorii: 

du= I 

du= I 
d11 = I 

-1 2 

~ 5 

_!. 1 5 _!. -3 
d19 = 2 = 2 ; d13 = 2 

o 

I = -13; d·~ = I ~ 
1 2 
1 
- 1 
2 

= 2; 

Complemenţii algebrici ai elementelor din d stnt: 
5 

811 = (-1)1+1d11 = -19; 811 = (-1)i+2d18 = - -; 811 = (-1)1+1d11 = 2; 
2 

821 = (-1)2+1d21 = 13; 

811 = (-1)~+ 1d31 = 5; 

812 = (-1)2+'d12 = 5; 

Baa = (-1)3+3d81 =O; 

821 = (-1)1-+lldu = - ~; 
5 

813 = (-1)3+3d33 = - -· 
2 

Teorema 1. Fie determin t\ntul do ordinul n, d = I aii I 1~i~n . 
i~j~n 

Atnnci pen„r l 

orice 1 ~ i ~ n, are loc egalitatea: (1) 

d = lii1~i 1 + a12a12 + . „ + ainain· 

Egalitatea (1) poartă denumirea de dez"oltarea determinantului d după linia i. 
DemonstraJie. Vom nota cu S suma 

S = ai13il + a1a8ia + „. + ainBin· (2)· 
Să considerăm termenul 4ij8ij = (-1)i+iaudiJ din suma (2). Să presupunem mai lntli 
că i = j = 1. ln acest caz un termen oarecare din dezvoltarea determinantului du de 
ordinul n - 1 este de forma a1k

2
a:ik

3 
„. ankn unde k1, k3 , „ ., kn slnt numerele 2, 3, .„, n, 

eventual tn altă ordine. Rezultă că termenul auaak2a:ik3 „. ankn este un terwen al de
terminantului d. Semnul termenului a 11 a.b „. anii provenit din dezvoltarea deter-

1 I l>"ş n 
minantului du este egal cu (-1)1 unde l este numărul de inversiuni ale permutării 

3 

Deci semnul termenului aua ll a 11 „. anhn provenit din produsul a11311 este a 1 3 

(-1)1+1(-1)1 = (-1)1. 
Pe de altă parte, semnul termenului a11a_h a_. „. anii tn dezvoltarea deter-

""• ''"a n 
minantului d este egal cu (-1)r unde r este numărul de inversiuni ale permutării 

(
123„.n) 

Ţ - • 

- 1 ka k3 „. kn 

34 

Cum ka > 1, k1 > 1, „ ., kn > 1, permutările a şi T au acelaşi număr de inversiuni; 
deci r = l. Prin urmare termenul a11a li a li .„ ank , provenit din produsul a1131 s a s 3 n 1• 

are acelaŞi„ semn cu cel provenit din dezvoltarea determinantului d. 
Trecem la cazul general. Vom proceda ln modul următor: vom schimba liniile şi 

coloanele ln aşa fel incit elementul au să vină în locul elementului a11 şi minorul di; 
să rămînă neschimbat. ln acest fel liniai şi coloanaj devin linia 1 respectiv coloana 1; 
linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia 3, ... , linia i - 1 devine linia i; coloana 1 
devine coloana 2, coloana 2 devine coloana 3, „., coloana j - 1 devine coloana j. 

Determinantul obţinut prin aceste schimbări îl notăm cu d'. Aplictnd proprie
tatea 3 a determinanţilor, avem 

d = (-1)i+~d'. (3) 

În plus d;1 = dij. Dacă a1h 1 a21i
9 
„. ai-lhi-tai+J.hi+t „. ankn este un termen oarecare din 

dezvoltarea determinantului d1;, din egalitatea (3) şi ţinînd seamă de prima parte a de
monstraţiei, rezultă că semnul termenului (-1)i+ia1k1a2k2 „. a1-1ki_1aua•+J.ki+l „. ankn 

provenit din produsul aii8ij este acelaşi cu cel dat de dezvoltarea determinantului d. 
în concluzie, fiecare termen din produsul aij8ij luat cu semnul său este un termen cu 
acelaşi semn, al determinantului d. Cum produsul at;dij oonţine (n - 1) I termeni, 
atunci toţi termenii _care apar tn suma (2) sînt tn număr de (n - 1) ln = n I. Deci tn 
suma (2) se găsesc toţi termenii (inclusiv semnul) determinantului d. Deci are loc egali-
tatea d = S. 

Consecinţa 1. Fie d = I au I t~i~n un determinant de ordinul n. Pentru oriee 
t..;j~n 

j ::fa i are loe egalitatea 

ail 8;1 + ai2 8;2 + „ . + ain a;n = o. 
DemonstraJie. Considerăm determinantul 

d' = 
411 

(i) 

(j) 

care s-a obţinut din d prin înlocuirea liniei j cu linia i. Cum d' are două linii egale, 
aplictnd proprietatea ~ a determinanţilor, avem d' = O. Dezvolttnd determinantul d' ' 
după linia j (conform teoremei 1) obţinem egalitatea căutată. 

Din proprietatea 1 a determinanţilor şi teorema 1 obţinem 
Teorema 2. Fie determinantul de ordinul n, d = I a0 lt~i~n. Atunci pentru 

t"j~n 

orice 1 ~ j ~ n are loc egalitatea 
d = ai;a1; + a2ja2; + ... + an;8nJ. (1') 

Egalitatea (1') poartă denumirea de dez()oltarea determinantului d după co· 

Zoana j. 
Consecinţa 

3* 

2. Fie d = I aii I t~i~n un determinant de ordinul n. Pentru 
1~j<i;;n 

::fa j are loe egalitatea 
alialf + a2i82i + . „ + anj ani = o. 

orice 
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Demonstra/ie. Se aplică proprietatea 1 a determinanţilor şi consecinţa 1. 

După cum se observă, teorema 1 cit şi teorema 2 dau procedee prin care 
calculul unui determinant de ordinul n se reduce la calculul unui anumit 
număr de determinanţi. de ordi1wl n - 1. Pentru a simplifica calculele, in 
aplicaţii, vom face dezvoltarea unui determinant după acea linie sau coloană 
care are cel mai mare număr de elemente egale cu zero. Din aceste motive, · 
la calculul unui determinant vom aplica sistematic cele 9 proprietăţi ale 
determinanţilor pentru ca, pe o anumită linie sau coloană, să obţinem cit 
mai multe elemente egale cu zero. 

Exemple. 1) Să calculăm determinantul de ordinul 4: 

1 2 -1 4 

3 1 4 -5 
d 

- 1 2 o 1 

6 -5 4 -4 

Cum linia a treia conţine un element nul vom face dezvoltarea determinantului 
după linia a treia: 

2 - 1 _:, 1 2 _:1 + d = (-1)3+1 • 2 1 4 + (-1)3+a • 1 3 1 
-5 4 - 4 I 6 -5 -4 

I I 

1 2 -1 

+ (-1)8+" (-1) 3 1 4 
6 - 5 4 

Calculăm primul determinant de ordinul 3: 

2 
1 

- 5 

1 
3 
6 
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- 1 4 1-3 3 o -3 o 
-~I= -31-~ -51 

2 
1 

-5 

4 
4 

- 5 = 1 4 -5 1 5 = 75. -4 
- 4 I -5 4 -4 -5 -1 - 4 I 

La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai tntti am adunat linia 3 
la linia 1 şi apoi am adunat coloana 1 la coloana 2. ln final am dezvoltat deter
minantul după prima linie. 
Calculăm al doilea determinant 

I 1 2 
1 

-5 

4 I 7 -3 o 
-5 I 

1 - 51 
1

3 -51 
I ~ -5/= 3 

-4 6 -5 -4 
= 

7 -5 - 4 
1 + 3 = 

6 - 4 

= 7 • (-29) + 3 • 18 = - H9. 

La calculul acPstui determinant am adunat mai tntti linia 3 la linia 1 şi apoi 
am făcut dezvoltarea după linia 1. 

Calculăm al treilea determinant: 

- 1 
4 
4 

1 
3 
6 

2 
1 

- 5 

o 
7 

10 
= 

1 
3 
6 

o o 
-5 7 

- 17 10 =I -5 
-17 1~ I = -5o+ţ19 = 69. 

La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai lntti am adunat 
coloana 1 la coloana 3, apoi am înmulţit prima coloană cu - 2 şi am adunat-o 
la coloana a doua. În final, am dezvoltat determinantul după prima linie. 
Deci valoarea determinantului d este: 

d = 2 · 75 - 149 + 69 = 70. 

2) Să calculăm determinantul de ordinul 4: 

-2 5 o -1 

1 o 3 7 
d 

3 -1 o 5 

2 6 -4. 1 

Cum coloana a treia conţine două elemente egale cu zero vom face dezvoltarea 
după această coloană : 

- 2 5 -1 -2 5 - 1 

d = (-1)1+3. 3 3 -1 

2 6 

5 +(-f)H•. (-ft) 

1 

Calculăm primul determinant de ordinul 3: 

- 2 5 -1 o 11 o 

3 -1 5 = 3 -1 5 = -11 1: : I 
2 6 1 2 6 1 

1 o 7 • 

3 -1 5 , 

77. 

La calculul acestui determinant am adunat linia 3 la prima linie şi apoi am 
dezvoltat determinantul obţinut după prima linie. 
Calculăm al doilea determinant: 

-2 

1 

3 

5 

o 
-1 

5 

o 
- 1 

0 I =80- 13=67. 
-1 

La calculul acestui determinant am înmulţit linia a 2·a cu 2 şi apoi am adunat-o 
la prima. ln final, am făcut dezvoltarea după prima linie. Valoarea determinan
tului d este 

d = (-1)1+3 . ·3 . 77 + (-1)«+• . (-4). 67 = -231 + 268 = 37. 

3) Să calculăm determinantul 

au 

d = "31 

o o 
o 

o 

o 

o 

·· · ann 

Facem dezvoltarea după prima linie şi obţinem 

au O O O 

o 
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ln continuare facem dezvoltarea tot după prima linie şi obţinem 

a11 O O 

o 

an. an. llnn 

Continulnd procedeul ca mai sus obţinem . tn final cll. 
d = a11a19a11 . . . ann· 

Exerciţii 

·l. Să se calculeze determinanţii de ordinul doi: 

a) 1-~ ~ I ; b) I =~ _: I; d) . I 
cos ex 
sm cx 

-sin ex I; 
cos cx 

I 
sin ex 

->e)-
sin (3 

cos ex I f I 1 1 + i I · r V2 + V3 2 - V51 : (), ; l 1 ' 2 f _.gat I/- I/- I / - j 
COS t'. - i 2 + V 5 V 2 - V 3 

I (I) (I) I I (I). (I) I i) -1 (I) ; j) -(I) 1 ; 1

2„ 2Cl I 
k) 2-ci 2-cx • 

unde Cil este o rădăcină cubică a unitll.ţii ((Ila = 1); u. , f3 stnt numere reale. 
·it. Sil. se calculeze determinanţii de ordinul 3 folosind regula lui Sarrus: 

-1 1 

a) -1 1 

3 

2 

4 5 -1 

1 1 

o 1 7 

b)' ....:2 1 -1 

3 2 1 

o 1 1 

c) 1 O 1 

1 1 o 

a b b 

d) b a b 

b b a 

Cil este o rădăcină cubică a unităţii ((I)• = 1); 

b' 

2ab 

2ab 

2ab 

a• 

8. Cu ce semn vor apărea tn determinantul de ordinul 5 termenii: 

a) a11a18a31a41a53 ; b) a12a26a3;iauau; c) a11a15a„aua69? 

4. ln determinantul de ordinul 4, se găsesc termenii următori: 

a) a11a 4a33a0 ; b) aua23a33au; c) a19aua14au? 

o. Cu ce semn apare, ln determinantul de ordinul n, produsul elementelor de pe diagonala 
principală? 

6. Cu ce semn apare, ln determinantul de ordinul n, produsul elementelor de pe diagonala 
secundară? 

7. Sll. se scrie toţi termenii care apar ln determinantul de ordinul 6 şi care stnt de forma 
1&iaauaa11

3
auqa116a61. 
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8. Folosind numai definiţia deterd.inanţilor de ordin n, să se calculeze urmll.toril 
determinanţi: 

1 o o 
o 2 o 

o 

o 
a) o o 3 O 

o o o n 

b) 

o o 
o o 
o o 

n O 

o 1 

o 2 o 
3 o o 

o o 
I 

9. Fie d = I ai; lt~i<n unde ai; stnt numere complexe. Dacă au= ăJi oricare ar fi i=1, 
t41>j~n 

2, ... , n şi j = 1, 2, .. . , n, să se arate că d este un număr real. 

10. Să se calculeze determinanţii: 

o 
-1 

g) -2 

-3 

2 1 1 1 

1 2 1 1 

1 2 3 4 

2 3 4 1 

. -1 2 4 

-1 4 1 
a) 1 1 2 1 b) 3 4 1 2 c) O 2 1 

d) 

1 1 1 1 4 1 2 3 

-1 

2 

5 

2 

o 1 2 

-1 3 4 
• e) 

-1 1 1 I 

-2 4 .1 

1· 2 3'. 
i....,_:, 

o 
o 3 4 „ 

-f. o 5 •; 
-a 

h) -b 

-4 -5 o -c 

1 1 1 1 I 
1 2 3 4 

2 3 4 5 ' 

3 4 5 6 

a 

o 
-d 
- e 

b c 

d e 

o f 
-f o 

4 3 2 

2 1 o o 
1 2 1 o 

fJ o 1 2 1 I 
o o 1 2 

I -4 1 2 

o 3 o 
i) -3 1 

-t -1 3 
I 
o 4 o 

11. Să se verifice egalităţile: 

a+b b+c c+a 

a) a1 + b1 b1 + c1 c• +a• = 2abc(a - b)(b - c)(c - a); 

a• + b1 b1 + c1 c1 + a• 

a - b - c 

b) 

c) :c• 

yz 

2b 

2c 

s:1: 

d) a 1 a•+ 2a 
a 2a + 1 

1 3 

2a 

b-c - a 

2c 

2a 

2b =(a+ b + c)1 ; 

c-a-b 

z.1 = (:cy + yz + sz)(:c - y)(y - .1)(.1 - :c); 

:cy 

Ba 

2a + 1 

a+2 
3 

1 

1 =(a - t)e. 
t 
1 

-2 1 
1 -5 

-3 1 

- 1 o 
2 5 
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12, Să se rezolve ecuaţia: 

a3 - x ab ac 
ba bi - X bc 
ca cb C1 - X 

13. Să se rezolve ecuaţia: 

X o -1 1 o 
1 X -1 1 o 
1 o X -1 o 1 =o. 
o 1 -1 X 1 

Io 1 -1 o z 

14. Să se rezolve ecuaţia: 

X a a a 
a X a a 

=o. a a X a 
a a a X 

u;. Să se calcu!Eize determinantul de ordinul n: 

a 

a 

16. Să se calculeze determinantul 

a 

a 

a -1 

a a .„ 

Xi Xa X8 

X2 X3 Xi d= 
Xa X1 Z2 

a 
a 

a • 

-1 

=o. 

ştiind că zi, :i:2, x3 slnt rădăcinile ecuaţiei x8 - 2x• + 2x + 17 = o. 
17. Să se calculeze determinantul 

I X1 Xa Za x. 

d= :Z:2 Za :Z:4 X1 

:i:a X4 X1 :Z:2 

:i:, X1 :Z:s x, 

ştiind că :i:lt xa, x3, x4 slnt rădăcinile ecuaţiei x• + px• + qx + r = O. 

·18. Să ae demonstreze prin inducţie după n că determinantul 

este egal cu n (~i - a;). 
l<i<i<n 
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1 1 1 

an 
2 a„ 

n-1 a„ 

cu 

CAPITOLUL IV 

Rang.ul unei matrice. 
Matr,ice inversabile· 

1. Rangul unei matrice. Să considerăm o matrice A cum linii şi n coloane 
elemente numere complexe, 

A = (:= .. ;.. -.·: . :::.) E JJlm,„(C), 

am1 am2 • • · amn · 

iar k un număr natural, astfel incit 1 ~ k ~ min (m, n) (prin mm (m, n:) 
inţelegem cel mai mic dintre numerele m şi n). 

Dacă in A alegem k linii: i1, i2, .„, ik şi k coloane: j 1, j2, ... , j," elemen
tele care se găsesc la intersecţia acestor linii şi coloane formează o matrice 
pătratică de ordin k: 

(

ai.;, a1,;, a1,J11. ) 

~i~j'. .. ~~·j: .. : : · ... ~i·~~ 
aiki• a10, · · · aikih. 

al cărei determinanţ se numeşte minor de ordin k al matricei A. 
Observăm că din matricea A se pot obţine C~ · C~ minori de ordinul k 

ai matricei A. 
In continuare ne va interesa să aflăm ordinele minorilor nenuli ai ma

tricei A şi în special ordinul cel mai mare al acestor minori (nenuli). 
Să considerăm A =F Om.n o matrice cu m linii şi n coloane. Cum matri

cea A are elemente nenule, există .minori nenuli de un anumit ordin k ~ 1. 
Dar mulţimea minorilor matricei A fiind finită este evident că există un 
număr natural r, 1 ~r~ min (m, n), astfel incit să avem cel puţin un minor de 
ordin r nenul, iar toţi minorii de ordin mai mare <lecit r (dacă există) să fie nuli. 
Definiţie. Fie A E JJlm,n (C) o matrice nenulă. Spunem că matricea A are rangul 

r, şi scriem rang A = r, dacă A are un minor nenul de ordin r , 
iar toţi minorii lui A de ordin piai mare decît r (da.că există) 
sînt nuli. 

Dacă A este matricea nulă, convenim să spunem că matricea are rangul O, 
adică rang (Om,n) = O. 
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Pentru calculul rangului unei matrice este utilă teorema următoare. 
Teorema 1. Fie A =F Om,n o matrice. Numărul natural r este rangul ma.tricei 

A dacă şi numai da.că există un minor de ordinul r al lui A, 
nenul, iar toţi minorii de ordinul r + 1 (dacă există) sînt nuli. 

DemimstraJie. Dacă r este rangul matricei A, atunci toţi minorii de ordin mtt1 

mare decît r stnt nuli; deci şi cei de ordin r + 1 stnt nuli. Pentru a demonstra reciproca, 
este suficient să observăm că dacll toţi minorii de un anumit ordin k ai matricei A 
stnt nuli, atunci sînt nuli şi minorii de ordin le + 1 ai matricei. lntr-adevăr, dezvolttnd 
un minor de ordin le+ 1 după elementele unei linii (sau unei coloane} obţinem o sumă 
de produse, tn fiecare produs fiind ca factor un minor de ordinul k al matricei. Aceştia 
fiind nuli rezultă că suma este nulă, adică minorul de ordin k + 1 este nul. 

Exemple. 1) Să calculăm, rangul matricei 

3 2 
3 -1 
3 5 

2 -5 _:). 
11 

- 1 3 

5 -13 

Calculăm minorii de ordinul al treilea ai matricei A şi găsim că toţi sînt nuli: 

-5 3 2 4 =I: -5 4 2 -5 4 
3 = 3 -1 -3 3 -3 = -1 3 -3 

-13 3 5 11 I. 3 -13 11 5 -13 11 
Deoarece există minori de ordinul al doilea nenuli, ca de exemplu: 

1
3 21 = -9 :#o 
3 -1 

rezultă că rang A = 2. 
2) Să calculăm rangul matricei 

B='! ! : 1~ 
1
!). 

l1 4 10 20 

Calcultnd minorii de ordinul al 

1 1 1 

1 2 3 
1 3 6 

patrulea, găsim că minorul, 

1 

4 
10 = 1 :;: o 

1 4 10 20 

=o. 

este nenul şi nu existll. minori de ordin mai mare (matricea avtnd patru linii}. 
Deci rang B = 4. 

Calculul în acest mod al rangului unei ma'trice este în general anevo
ios. Vom da ulterior un mod de calcul mult mai simplu al rangului. 

Vom expune acum un rezultat util pentru unele consideraţii asupra 
ranJ?ului produsului a două matrice. 
Teorema Z. Fie A E Âlm,n(C) şi B E Âln,8(C) două m:i.trice. Atunci orice minor 

de ordin k, 1 ~ k ~ min (m, s), al produsului de matrice AB 
se poate scrie ca .o combinaţie liniară de minori de ordinul le ai 
matricei A (sau, că o combinaţie liniară de minori de ordinul Ic 
ai matricei B). 
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Demonstraţie. Fie A = (a•;lt~i4;m şi B = (bi;) 1~i~n c.ele două matrice, Atunci 
\~j~n !~j~s 

produsul lor se scrie: 

AB = 
n n n 

E am11b111 >' am11bha „. ")"amhb11s 
h-1 t1 ~ 

Să considerăm un minor 8 de ordin k al matricei AB, situat la intersecţia liniilor 
iu i 2, „ „ ik, şi coloanelor j 1 , ia. „ „ ik· 

8= 

n n 
L:; ai,hbhj, ")" ai,hbh;, 
h =-1 ~ 

n n 

~ a1,hbhj, ~ ţi.i,hbhj, 

n 

~ai,hbhj11 
n 

z=; ai,hbhjft 
h=! 

n n n 

)' ai11.hbhi, >' aikhbm, „. )' a;khbMll. 
~ t::1 ~ 

Deoarece fiecare element al lui 8 este suma a n termeni, 8 se poate descompune, 
folosind proprietatea 7 din Cap. III, pct. 3, într-o sumă de nk minori de forma: 

.

1

. ai,h,bh,;, ai,h,bh,;, ai,hk bhkjll. 

ai,h,bh,;, ai,h,bh,;, . . . ai,hk bhkjk _ 

I ~~~~.b~.~„ ... ·~.~~.b~:;~ .. ·.: „ .... ·~·~<b~~k I 
ai,h, Qi,h, 

· ai,h, 

a•11.h• aikh aikhk 

Deci 8 este o combinaţie liniară de minori de ordinul k ai matricei A. 
Analog se arată că 8 este o combinaţie liniară de minori de ordinul k ai matricei B. 

Din această teoremă se deduce următoarea: 
Consecinţă . Rangul produsului a două re.atrice este mai mie sau egal cu 

rangul ficcărm matrice. 
Demonstraţie. Intr-adevăr, fie A şi B două matrice astfel tncît să putem efectua 

produsul AB, şi- să presupunem că toţi minorii de ordin k ai lui A (sau ai lui B) 
sînt nuli. Conform teoremei precedente rezultă că minorii de ordin le ai matricei AB, 
care slnt combinaţii liniare de minorii de ordin k ai matricei A (sau ai matricei B} 
slnt, de asemenea, nuli. După definiţia rangului unei matrice, rezultă deci că: 
rang (AB) ~rang A şi ran~ (AB) ~ rang B. 
Obser1Jaţie. Nu există o relaţie bine determinată Intre rangurile factorilor şi rangul pro

dusului de matrice, după cum se poate vedea din exemplele următoare: 

G ~) (~ ~) = (~ ~). 
(~ ~) (~ ~) = (~ ~). 

In ac!lste două exemple ln care se înmulţesc matrice de rang 1, produsul 
este, în primul caz, de rang 1, iar tn cazul al doilea de rang O. 
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2. Matrice inversabile. O matrice pătratică se numeşte singulară (sau 
degenerată) dacă determinantul său este nul, şi se numeşte nesingulară (sau 
nedegenerată) dacă determinantul său este nenul. 

Amintim că am notat cu ln matricea unitate de ordin n, adică matricea · 
pătratică cu n linii şi n coloane: 

I n = (~ ~ . ~1. ) · 

o o ... 
Matricea ln comută cu orice matrice A de acelaşi ordin cu ea ; mai mult : 

Aln = lnA =A. (1) 
Definiţie. Fie A o matrice pătratică de ordin n. Se spune că A este inCJersabilă 

dacă există o matrice B pătratică de ol'din n astfel incit 

AB =BA =ln· 
Matricea B se numeşte inversa matricei A. 
Observăm, de asemenea, că şi A este inversa lui B. 

Teorema 1. Inversa unei matrice pătratice, dacă există, este unică. 

Demonstra/ie. Fie A o matrice pătratică de ordin n. Să presupunem că B şi B' 
stnt două matrice de ordin n, astfel tnctt 

AB =BA= Inşi AB' = B'A = ln. 
Folosind asociativitatea produsului de matrice, avem 

B' = B'In = B'(A~) = (B'A)B = lnB = B; 
deci B= B' 

Notaţie. Inversa matricei A, dacă există, se notează cu A- 1. 

Din relaţia 

rezultă că (A-1)-1 = A. 
In continuare vom studia problema existenţei inversei unei matrice 

pătratice date. Mai întîi demonstrăm următoarea . 

Teorema 2. Fie A o matrice pătratică de o,rdin n cu coeficienţi numere com· 
plexe. Atunci matricea A este inversabilă dacă şi numai dacă 
det A este nenul (adică. A este nesingulară). 

Demonstraţie. Să presupunem că A este o matrice inversabilă de ordin n; 
atunci există A-1 astfel încît: 

AA- 1 = ln (2) 

Un este matricea unitate de ordin n). 
Este evident că rang ln = n. Conform consecinţei din paragraful pre

cedent avem că rang (AA-1) ~ rang A. Cum rang (AA-1) =rang ln= n, 
rezultă că n ~ rang A şi deci rang A = n. Aşadar, ordinul celui mai mare 
minor nenul al lui A este n, acesta fiind tocmai det A. Deci det A :;C O, adică 
A este nesingulară. 

Reciproc, dacă A este o matrice nesingulară, adică d = det A ':f;. O, 
demonstrăm că ea este inversabilă, construind efectiv inversa sa. 
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Definim mai intii o matrice ajutătoare. Dacă A este matricea de ordin n: 

„ 

(

au a12 ... a1n) 

A = ~~1 • • ~~~. :-.· • . a~~ 
anl an2 llnn 

atunci matricea 

(

A11 A21 An1) 

A 
A12 A22 .. . An2 *- . 
~-1~„~~~. • •• „. ·A~~ 

al cărei element aparţinînd liniei j şi coloanei i este com~lem~ntul a!ge~ric 
al elementului ai; din matricea A, ~e numeşte m_atricea adjuncta matnce1 A. 

Să calculăm produsele AA * ş1 A* A. Folosmd formula de dezv~ltare a 
unui determinant după elementele uneia dintre linii (sau coloane), cit ş_1 faptul 
că suma produselor dintre elementele unei linii (sau coloane) a unm ~e~e~: 
minant şi complemenţi.i algebrici ai elementelor corespu_nzătoare al~ altei hnn 
(sau coloane) este nulă (vezi, Cap. III, pct. 5, consecmţa 1), obţmem: 

AA* = A*A = (; .. ~. ~ . . :·: .. ~) 
o o o .„ d 

(3) 

unde d este determinantul matricei A. Impărţind prin d egalităţile (3), se 
obţine : 

A[~ A•)=(~ A' )A= ~ (1· .: .. : ...... :) = (: .. : .. :. . . .:)-

Aşadar, A ( ~ A* ) = ( ~ A* ) A = ln . Şi deci A este inversabilă. 
1 

Avem A-1 = d A*, sau explicit 

An An Ani - , -
d d d 

An Au An2 

A-1= d d d 

.............. 
Ain A211 Ann 

d d d 

Deci inversa unei matrice nesingulare A se obţine împărţind elementele 
matricei adjuncte A* prin d = det A. 
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Observaţii. 1) Dacă A este o matrice nesingulară, deci inversabilă, atunci A-1 este, de 
asemenea, inversabilă ((A-1)-1 = A) şi deci nesingulară. 
2) Dacă A este o matrice nesingulară, atunci matricea sa adjunctă A• este 
nesingulară. 

tntr-adevăr, dacă A este o matrice de ordin n, nesingulară, avem relaţia 

AA• = A•A =(: ;. : :)· (t.) 

o o o ... d 

unde d = .det A şi A• este matricea adjunctă. 
Este suficient să observăm că rangul matricei din dreapta egalităţilor (t.) 

este n şi, ca în teorema precedentă, rezultă că rang A• = n, adică det A* i= O. 
3) Dacă A e Âl,a(Q) (respectiv JJln(R)) cu det A i= O, atunci A-1 e..JJtn(Q) 
(respectiv JJln(R)). 

Exemplu. Fie matricea 
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Calculăm 

2 2 

;)-A= ( i -1 

-1 2 

determinantul său şi obţinem 

2 2 3 

1 -1 1 = - ' i= o. 
-1 2 1 

Determinantul său fiind nenul, matricea A este inversabilă. Avem 

A•.= ( ~:: ~:: ~::). 
Aia A 11 A11 

Să calculăm A1;, 1 c;; i, j c;; 3. De exemplu, 

A11 = (-1)1+11-~ ; I= -3; 

iş.a.m.d. 

Au = (- 1)a+1 I : : I = t.; 

(-' " 
: ) şi ostiei Deci A•= ;2 5 

-6 _„ 
-3 " 5 s " -_, 

-7 -7 7 7 
-2 5 1 2 5 A-1 ... - --7 -7 -7 7 7 
1 -6 _„ 

1 6 - -- - -- --7 -7 -7 7 7 

5 
~-

7 

1 

7 

" 7 

Observaţii. 1) ln exemplul precedt1nt matricea A e Jll
3
(Z) are ca elemente numere 

întregi , iar elementele lui A-1 nu stnt numere întregi, adică A nu este inver
sabilă în . /ll.

3 
( Z). 

Este evident că, dacă A eJJln(Z) şi det A= ± 1, atunci A-leJll (Z), 
adică A eşte, inversabilă tn Jll..i,.(Z). n 
2) Fie A şi B două matrice pătratice de ordin n astfel tnctt A să fie nesingulară 
(deci există A-~). Să considerăm ecuaţiile matriceale: 

AX= B, Y..4 = B . (5) 

tnmulţind prima ecuaţie la sttnga ca A-1 şi pe a ~oua la dreapta cu A-1, 
se obţine: 

. A-1(AX) = A-1B, (YA)A-1 = BA-1. 

Folosind asociativitatea tnmulţirii matricelor, rezultă 
X= A-.iB şi Y = BA-1. 

tn general, soluţiile ecue.ţiilor (5) slnt matrice distincte, deoarece tnmul
ţirea matricelor nu este comutativă. 
De exemplu, fie matricele 

A= (:. ~}' B = G -~). 
Matricea A este nesingulară, avtnd determinantul 1. 
Deci există matricea A-1, care este 

A-1= • ( 2 -5} 
-1 3 

Soluţiile ecuaţiilor matriceale: 
AX= B şi YA = B 

stnt deci, respectiv, matricele: ' 

X= (: ~ r1 

(: -: ) = ( _: -: ) ( ~ -~) = ( -1: -1~}. 

( 1 -1) ( 3 5 )-1 = ( 1 -1} ( 2 -5) = ( 3 -8) . 
y = 3 2 1 2 3 2 -1 3 " -9 

Să se calculeze rangurile matricelor: 

( 2 5 ) l 1 2 } c) ( -
2
1 : ) , 1 ' a) · 6 15 i b) 6 5 ; ~ « e C. 

·1 . 2 

2 ') r _„J 2 
2 1 2 

•) (-: -:1 •·a) (' 5 8 10 ; 
b) " 2 " ; 

3 , « e C. 

3 1 6 2 Ct 
3 -6 9 

8.{ 2 - 1 2 

_f} ·{ 
o 10) 

•) (~ 
o 3 o 

~). 1 o -3 1 o o 2 o 2 
2 -1 1 1 1 1 o , 2 o a 
3 1 3 -9 o 1 1 2 o 2 ~ 
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(
_: : ~ 

4. a) . 
6 -ţ2 3 

10 2 7 

1 

3 : ); 
-7 - 8 

1 10 

al aa ... am 

lt 
o 

-1 

lt 

2 

3 

- 1 

3 

2 

- 3 

lt 
- 2 

_:J. 
- 9 

'( 1 . 1 1 ) 

6. . ~~ ... . ~~ . . . :: · .. . . ~~ , unde m ~ n , iar al> a2 , •• „ am stnt numere diferite 

ai-• a:ă1 • . . a~-t 

Intre ele două ctte două. 
6. Să se afle valorile po3ibile ale rangului matricei 

(: .. .. : . . . . . . . . . : . . . . . ::.~; ) . 
am1 am2 am,n-1 amn 

unde ain(1 ~ i ~ m) şi am;(1 ~ j ~ n) slnt numere oarecare. 
7. Să se afle valo~ile lui a.eC, pentru care matricea 

(; 
1 1 

_;J 2 - 1 

3 5 
-5 a 

are rai:igul minim. 
8. Să se calculeze rangul matricei 

(; 
a. -2 

;) -1 20t 

10 - 12 

pentru diferite valori ale lui a. e C. 
9. Să se demonstreze că rangul unei matrice nu se schimbă dacă: 

a) se transpune matricea ; 
b) se înmulţesc elementele unei linii sau unei coloane cu un număr nenul; 
c) se permută între ele două linii (coloane); 
d) se adaugă la elementele unei lini i (coloane) elementele corespunzătoare· ale altei linii 
(coloane) tnmutpte cu un număr oarecare. 
Să se afle dacă matricele următoare slnt inversabile şi în caz afirmativ să se găsească 
inversele lor : 

10. a) ( ~ ~ ); 
11. a) (: !); 

„. ·{ 
1 

2 

3 
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b)(: :); 
(COS« c) . 
sma. 

sin ct). 
cos ()(, 

b) ( a 
-b !). unde a , b, c, d e R. 

') b) ( : 

- 1 ;} . 2 

a . 2 o) ( 1 , 
6 -1 o - 1 

2 

- 1 

2 

:l undo 4 eR 

18. a) (! 
1 1 

') (' 2 

- 1, . 

') 1 - 1 - 1 . b o 1 2 -5 

- 1 1 - 1 , ) o o 1 - 3 

- 1 -1 1 o o o 1 

(! 
1 1 

} b) (~ 
1 1 

} o)(: 1 

:} undo A e C. 
o 1 o 1 

" 1 o 1 . o 
1 

1 1 1 1 

14. a) 
~ 

15. Fie matricele: 

A 

Să se calculeze : 

2A - 2B; AB; B-1 ; B + B-1. 

16. Să se afle cum se modifică inversa A-l a matricei A, dacă asupra lui A se efectuează 
una dintre transformările : ' 

a) se permută Intre ele două linii (coloane) ; 
b) se înmulţesc elemr itele unei linii (coloane) cu un număr nenul; 

c) se adaugă la elementele unei linii (coloane) elementele corespunzătoare ale altei 
linii (coloane) înmulţite cu un număr oarecare. 

17. Fie A şi B matrice inversabile de acelaşi ordin. Să se arate că următoarele egalităţi 
stnt echivalente: 

AB = BA; AB-1 = B-1 A; A:...1 B = BA-1 ; A-t B-1 = B-1 A-1. 

Să se rezolve următoarele ecuaţii matriceale: 

}S<i (~ ~)·x = (! :J; b) x·(-~ ,-2) = ( 7 2J· 
8 - 3 5 

19. 13)· 
- 7 

20. _:). 
-5 

21. 
2 3 lt) 
1 2 3 
o 1 2 • 

o o 1 

22. '.)·X·(: 
- 1 

1 

o 

-1) 
1 • 

1 

« ·- Matematică - Ele mente de algebră superioară el. a XI-a 
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.... . 

CAPITOLUL V 

Sisteme de ecuatU Hniare „ 

1. Noţiuni generale. In acest capitol ne vom ocupa de sistemele de ecuaţii 
algebrice de gradul tntii cu mai multe necunoscute sau, aşa cum li se mai 
spune de obicei, sistemele de ecuaţii liniare. 

Studiul acestora este foarte important pentru matematică. Spre deose
bire de clasele anterioare, vom studia acum sistemele cu un număr oarecare 
de 'ec~aţii şi de necunoscute, chiar şi cazurile ctnd numărul de ecuaţii ale 
sistemului nu va fi egal cu numărul necunoscutelor. 

Fie dat un sistem de m ecuaţii cu n necunoscute. Convenim să notăm 
necunoscutele prin: xii x2, ... , Xni coeficientul cu care apare necunoscuta x; 
din ecuaţia a i-a prin: au, iar membrul al doilea (numit termenul liber) din 
ecuaţia a i-a prin bi. Cu aceste notaţii, sistemul de ecuaţii liniare se scrie 
sub forma generală: 

{ 

a11X1 + a12X2 + ··· + ainXn = b1, 

~~l~0l 0 ~ -~2.2~~ • -:-. :·: . :. ~~n-~n . . .. ~2: 
am1X1 + am2X2 + ... + amnXn = bm. 

(1) 

Sistemul (1) poate fi scris condensat sub forma: 
n 

Eai;X; = b1, 1 ~ i ~ m. (1') 
i= i 

Coeficienţii necunoscutelor formează o matrice cu m linii şi n coloane: 

A = ( ~:: ... :::. . ·~ .. :::) (2) 

amt am2 ··· amn 
numită matricea coeficienţilor sistemului sau, simplu, matricea sistemului. 
Matricea cu m linii şi n + 1 coloane 

· (au a12 

: == ~~l •• -~2~. 
am1 am2 

a1n b1) 

. . a~~ . . ~~ 
amn bm 
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Cl!re se obţine adăugind la coloanele matricei A coloa.na termenilor liberi 
bi, b2, • • • , bm, se numeşte matricea extinsă a sistemului. 

Un sistem de numere oei, «z, ... , «n se numeşte soluţie a sistemului (1), 
dacă înlocuind necunoscutele x1, x2, •• • , Xn respectiv prin aceste numere, 
toate ecuaţiile acestui sistem sînt verificate, adică 

n {;f au«;= b,, 1~i~m. · 

Un sistem de. ecuaţii care nu are soluţii se numeşte incompatibil. 
Aşa este, de exemplu, sistemul: 

{ 
3xi + 5x2 = 2, 

3x1 + 5x2 = 9. 
Deoarece primii membri ai celor două ecuaţii ale sistemului stnt aceiaşi, 

iar membrii ai doilea sint diferiţi intre ei, este evident că nici un sistem de 
valori ce înlocuiesc necunoscutele x1, x2 nu poate satisface simultan ambele . 
ecuaţii . 

Un sistem de ecuaţii liniare care are cel puţin o soluţie se numeşte com
patibil. Un sistem compatibil se numeşte determinat dacă are o singură soluţie, 
şi se numeşte nedeterminat dacă are mai mult <lecit o soluţie. 
Astfel, sistemul · 

{ 
X1 + 3x2 = 7, 
Xi+ X2 = 5 

este determinat, deoarece are soluţia x1 = 4, x2 = 1 şi aceasta este singura 
soluţie a sistemului. 

Sistemul 

{ 
2xi - X2 = 1, 

4xi - 2x2 = 2 

este nedeterminat, deoarece are mai multe soluţii (chiar o mulţime infinită 
de soluţii) x1 = k, X2 = 2k - 1 , k fiind un număr arbitrar. · (3) 

Observăm că soluţiile care se obţin din formulele (3) ne dau întreaga 
mulţime de soluţii a aistemului. 

ln legătură cu sistemele de ecuaţii liniare ne punem problema stabilirii 
unor metode care să ne permită să decidem dacă un sistem de ecuaţii dat 
este compatibil sau nu, iar tn cazul ln care este compatibil, să putem spune 
dacă este determinat sau nu, şi să dăm procedee de găsire a tuturor soluţiilor 
sale. 

2. Regula lui Cramer. La 1nceput vom relua rezolvarea unui sistem de 
ecuaţii liniare de trei ecuaţii cu trei ~ecunoscute, expusă în c,ap. III, pct. 1. 

t* 

Să considerăm sistemul: 

r auXi + a12X2 + a13X3 = bi. 

l a21X1 + a22X2 + azaXa = b2, 
aa1X1 + as2X2 + aasXa = bs. 

(1) 
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Matricea sistemului este: 

A = ( =~: .:~: =~: ) • 
as1 aa2 aaa 

Să presupunem că determinantul d = det A al matricei A este nenul. 
Numărul d = det A se numeşte determinantul sistemului. 
Să notăm prin X respectiv B, coloana necunoscutelor, respectiv a 

termenilor liberi, adică 

X=(::J. B=(H 
Numărul coloanelor matricei A fiind egal cu acela al liniilor matricei X, 

produsul AX se poate efectua şi este egal ·CU coloana primilor membri ai 
ecuaţiilor (1). Astfe,l, sistemul (1) se poate scrie sub forma unei ecuaţii ma
triceale: 

AX= B. (2) 
Matricea A fiind nesingulară, există inversa sa A-1• lnmulţind la sttnga 

ambii membri ai ecuaţiei (2) cu A-1, obţinem A-1(AX) =A-l B, sau (A-1 A)X = 
= A-1 B, adică IaX = A-1 B, unde / 3 este matricea unitate de ordin 3. 

In final, obţinem: 
X-:- A-1B. 

Ţinînd seama de notaţiile de mai înainte şi de faptul că 

obţinem: 

X1 

X2 -

A13 
X3 d 

Din egalitatea 
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Au A91 Aa1 

d d d 

A-1 = Au A22 Asa 

d d d 

Au Aaa Aaa 

d d d 

A21 Âa1 bi 1 
d d d (A11b1 + A21b2 + Aa1b3) 

Â22 Aaa 1 
b2 = d (A12b1 + A22b2 + A32b3) d d 

Â2a Aaa 1 
d d bs d (A1sb1 + A2ab2 + A33b3) 

matricelor rezultă că: 
1 

X1 = d (A11b1 + A21b2 + Aa1ba) 1 

X2 = ~ (A12b{ + A22b2 -! As2ba), 

Xs = ~ (A1sb1 + A2ab2 + Aaabs), 
d 

ceea ce putem scrie condensat: 

1 3 } 
x· = -EAubi, J = 1, 2, 3. 

' d · - · 
3 

Dar expresia E Ai.A = Ai;bi +. A 2;b2 + A 3;ba reprezintă tocmai dezvol-
•=t 

tarea, după elementele coloanei j, a determinantului care se obţine din deter
minantul d, înlocuind in el coloana j prin coloana B a termenilor liberi. Vom 
nota acest determinant prin d~. Atunci: 

b1 a12 ais a11 b1 ais 
di = b2 a22 a2s , d2 = a~1 b2 a2s 

b3 aa2 aas aa1 ba aaa 

Prin urmare, soluţia sistemului (1) este: 

da 
X2 = -, 

d 

da 
X3 =- ... 

d 
(3) 

Observăm că formulele (3) sint tocmai formulele obţinute in cap. III, pct. 1. 
In concluzie, am obţinut pe altă cale că, un sistem de 3 ecuaţii cu 3 necu

nosc~te, care are determinantul matricei .sistemului. nenul, este compatibil şi 
determinat, iar soluţia sa este dată de formulele (3), cunoscute sub numele de 
formulele lui Cramer. 

Vom generaliza acest rezultat pentru sistemele de ecuaţii liniare de n 
ecuaţii cu n necunoscute (care au determinantul sistemului nenul). 

Fie sistemul 

j 
a11X1 + a12X2 + „. + ll1nXn = b1, 

~~1~~. :. ~~~~2. ~ .· „ ·. ~ . ~2·n·~~ ... ~2: . 

an1X1 + an2X2 + „. + annXn = bn, 

(4) 

unde aiJ şi bi, 1 ~ i, j ~ n, sînt numere complexe. . 
Făcind notaţii analoage celor de mai înainte, anume: 

A (a11 a12 · · · a1n) 
= ~~1 ••• a.2~ .. : .„ .. . a~~ , 

ani an2 ··· ann 

sistemul (4) se poate rescrie sub forma unei ecuaţii matriceale: 

AX= B. 

Fie d = det A determinantul sistemului şi d;, 1 ~ j ~ n, determinantul 
care se obţine din d prin înlocuirea coloanei j prin coloana B. 
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· De exemplu, 

b1 ai2 aia atn au b1 a13 ain 

di - b2 az2 a2s a2n d2 = a21 b2 a23 a2n .............. . ........ • ... 
bn lln2 ana ann an1 bn ana „. ann 

ş.a.m.d. 

Teoremă (Regula lui Cramer). Cu notaţiile de mai înainte, dacă d = det A 
este nenul, atunci sistemul {4) are o soluţie unică, anume: 
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d1 d8 • _ dn 
X1 =,d 1 X2 = d 1 ··· 1 Xn - d • 

..... 
Demonstra/ie. Ca şi ln exemplul considerat mai înainte, sistemul (4) poate fi scris 

sub forma unei ecuaţii matriceale: 

AX=B. (5) 

Cum A este nesingulară există inversa A-1 ; înmulţim la sttnga ambii membri ai 
ecuaţiei (5) cu A-i şi obţinem 

Dal' 

A11 1!! Ani 
d d d 

Au Aaa Ani 
A-1 = d d d 

.... . . . . . . . . 
Ain A~n Ann 
d d d 

şi cu notaţiile precedente obţinem 

Xi 

Xa 

Xn 

A11 Au Ani .bi 1 n -E A·t b· d d d d t • 
i=f 

Au Au An2 bs 1 n 

d d d - d E Âi2. bi 
i = t 

. .. .. .. .. . . .. .. .. . ........ .... 

Ain Aan Ann 1 n 

a E Âin bi 
d d d bn i=f 

1 n 
de unde x; = d E A•;b,, 1 ~ j ~ n. 

i-t . 

n 
Dar, avem E At;b, = d; şi deci 

t = f 

d· 
x; = ..1.. , 1 ~ j .'~ n. 

d 
(6) 

In concluzie, un sistem de n ecuaţii liniare cu n necunoscute, al cărui 
determinant este nenul, este compatibil determinat, iar soluţia sa este dată 
de formulele (6), numite formulele lui Cramer. 

Observaţie. Dacă sistemul (4) are coeficienţi numere raţionale (respectiv nutnere reale), 
atunci soluţiile sale stnt raţionale (respectiv reale). 

Exemple. 1) Să rezolvăm sistemul de ecuaţii liniare 

I
Xi + Xg + X3 = 1, 

ax1 + bx8 + cx3 = t, (a '# b, 

a2x1 + bBx2 + cBxs = ia. 

Determinantul 

1 1 1 

b '# c, a =F c). 

d = a b c = (b - a)(c - a)(c - b) 

al acestui sistem este nenul, soluţia este dată de formulele lui Cramer. 
Avem 

1 1 1 

d 1 = t b c = (b - t)(c - t)(c - b} 

t1 b2 c1 

şi deci 

d1 (b - t)(c - t) 
Xi = d = (b - a)(c - a) ' 

x 2 şi x3 se deduc analog. 
2) Să rezolvăm sistemul de ecuaţii liniare 

3xi - X3 + X4 = -3„ I 
2X1 - Xz + X3 - X4 = 1, 

2x1 - x 2 - 3x4 = 2, 

2xi + 2x2 - 2x8 + 5x4 = -6. 

Determinantul 

2 -1 1 - 1 
2 -1 o -3 

d = -9 
3 o - 1 1 

2 2 -2 5 

al acestui sistem fiind nenul, soluţia este nată de formulele lui Cramer . 
Valorile necunoscutelor vor avea la numărător determinanţii: 

1 -1 1 -1 2 1 1 -1 

2 :-1 o -3 2 2 o -3 
di= 

-3 o - 1 1 
= O; da = 

3 -3 -1 1 
= - ·.18; 

-6 2 -2 5 2 -6 -2 5 
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2 -1 1 -1 2 -1 1 1 
2 -1 2 -3 2 -1 o 2 

da 3 o -3 1 ' 
= -15; d, 

3 o -1 
= 12. 

-3 
2 2 -6 5 2 2 -2 -6 

5 4 Astfel, xi = O, .x2 = 2, .x8 = - x, = - -
3 ' 3 

este soluţia sistemului nostru; mai mult, aceasta este unica soluţie. 

3. Calculul ·rangului unei matrice. Am observat in cap. IV, pct. 1 că 
n;etoda de calcul a rangului unei matrice (bazată pe definiţia rangului) nece
sită, in general, calculul unui număr destul de mare de minori. In cele ce 
urmează vom arăta cum se poate simplifica considerabil acest calcul. 

.A~ a.rătat în cap. III, pct. 3, ce înţelegem prin faptul că o coloană (res
pectiv bme) a. unei matrice este combinaţie liniară . de celelalte coloane (res
pectiv linii) ale matricei. 

~i~ acum D V I aiil, 1 ~Vi, j ~ n, .un ~e.termin.antt i~r A matricea (a0 ), 
~ ~ i, J ~ n. Daca o coloana (respectiv hme) a matricei A este combinaţie 
hmară de celelalte coloane (respectiv linii) ale sale, se obişnuieşte să se spună: 
coloana (respectiv linia) determinantului este combinaţie liniară de celelalte 
coloane (respectiv linii) ale sale. 

Teorema Da<\ă d = I a0 1, 1 ~ i, j ~ Ic - 1, este un determinant de ordin 
k - 1, nenul, iar determinantul D = I aiil, 1 ~ i, j ~ k , care se 
obţinfl prin adăugarea unei linii şi a unei coloane (a k - a) la d este 
nul, atunci ultima (a k - a), adică cea adăugată, coloană (respectiv 
linie) a lui D este combinaţie liniară de celelalte coloane (respectiv 
linii). 
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Demonstraţie. Să considtirăm siste~ul de ecuaţii liniare: 

I 
au.xi + aiz.Xa + . · · + ai,k-1Xk-i = aik. · 

az1.X1 + azz.Xz + .. · + aa,k-iXk-i = azk, 

' ~~:.:;1·~· ~~1-.~;2· ~ :.·. ·~·~~i:~i~~~ ~~~~.~ (1) 

de k -:- 1 ecuaţii cu Ic - 1 necunoscute. Deoarece determinantul sistemului care este 
tocmai d, este nenul, rezultă că sistemul este compatibil determinat ' 

Există deci numerele °'i• <X2, .• . , °'k-i astfel tnctt: · 

I 
au°'i + a12°'2 + ... + ai,1<-1<Xk-i = alk• 

azi<Xi + aa2°'2 + ... + aa,k-i<Xk-i = azk, 
(2) 

~~1:1~1 · ~ ~~:.~~~ ~ ·.: .· ~ ~~:.:i~~~ ~ . :~1:~ . 
Scă~ern d_i.n ultima coloană a Jui D combinaţia liniară a primelor k - 1 coloane cu 
coef1c1enţ11 <X1, <Xz, ••• , °'k-i şi rezultă: 

D= 

o 
o ...... ...... ....................... ......... 
o 
lt-1 

ak,k-i ar,k - E akj<Xj 
, _ 1 

= o. 

Dezvoltăm determinantul după elemente!~ ultimei .coloane şi obţinem: 

Cum d :f: O, rezultă: 
lt-1 

lt-1 . 

D = d(akk - E akj<Xj) = O. ,_. 

akk = E akj<Xj = ak1°'1 T akzOCa + ··· + ak,k-iOCk-1· 
J~t 

Această relaţie, împreună cu relaţiile (2) exprimă faptul că ultima coloană din D este 
o combinaţie liniară a celorlalte k - 1 coloane ale lui D, cu coeficienţii: 

Coeficienţii cxi, cx2, „ ., txJL1 ai combinaţiei liniare din teorema precedentă 
sint independenţi de linia k, după cum rezultă d.in formulele llli Cramer. 

Operaţia prin care adăugăm unui determinant o linie şi o coloană se nu
meşte, de obicei, bordarea determinantului. 

Aşadar, dacă bordăm determinantul d de ordin k ....: 1 din teorema pre
cedentă cu o altă linie şi coloană, astfel incit determinantul de ordinul k ob
ţinut să fie nul, atunci, şi in acest caz, ultima coloană (respectiv linie) a acestui 
determinant este combinaţie liniară de celelaite coloane (respectiv linii). 

Am demonstrat in cap. III, pct. 3 (proprietatea 8) faptul că un determi
nant care are proprietatea că o coloană (respectiv linie) a sa este combinaţie 
liniară de celelalte coloane (respectiv linii) este nul. 

Teorema precedentă ne arată că este adevărată şi afirmaţia reciprocă. 

Deci: 

Consecinţa 1. Un determinant este nul dacă şi numai dacă una dintre coloa
nele (respectiv liniile) sale este combinaţie liliiară 1lc celelalte 
coloane (respectiv linii). 

Consecinţa 2. Rangul r al unei matrice A este egal cu .numărul m3xim de 
coloane (respectiv linii) caro se pot alege dintre coloanele 
(respectiv liniile) matricei A, astfel incit nici una dintre ele 
să nu fie combinatie liniară a celorlalte. 

Astfel, dacă rangul unei matrice A cu m linii şi 1i coloane este r, iar Dr 
este un minor de ordinul r, nenul, coloanele (respectiv liniile) matricei A 
cuprinse în Dr au proprietatea că nici una dintre ele nu este combinaţie liniară 
de celelalte. Mai mult, după cum rezultă din observaţia precedentă, fiecare 
dintre celelalte n - r coloane (respectiv m - r linii) este combinaţie liniară 
a coloanelor (respectiv liniilor) lui Dr· 

Deci numărul r, care reprezintă rangul matricei A , poate fi găsit după 
procedeul pri.Jl care arătăm că acele coloane (respectiv linii) ale matricei A 
care sint cuprinse in Dr au proprietatea indicată in consecinţa 2. 

Or, in demonstraţie am folosit numai faptul că toţi minorii de ordinul 
r + 1, care se obţin prin bordarea lui Dr cu una dintre liniile şi cu una dintre 
coloanele rămase, sînt. nuli. Nu am folosit faptul că toţi minorii de ordin r + 1 
sint nuli. 
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Pentru a calcula rangul unei matrice, trebuie să trecem în mod iterativ 
de la un minor la cei_ de ordin mai mare, obţinuţi prin bordarea cu linii şi 

'coloane dintre cele rămase în afara minorului considerat. 
Astfel, rangul unei matrice se poate calcula în modul următor: 

Fiind dată o matrice nenulă, aceasta are neapărat un minor de ordinul 
întîi nenul (putem lua urice element nenul al matricei). 

Dacă am găsit un minor de ordinul k nenul, îl bordăm pe rînd cu elementele 
corespunzătoare ale uneia dintre liniile şi uneia dintre coloanele rămase, obţinînd 
astfel toţi minorii de ordinul k + 1 care-l conţin. Dacă toţi aceşti minori sînt 
nuli, rangul matricei este r = k. 

Dacă însă cel puţin unul dintre aceştia (de ordinul k + 1) este nenul, 
atunci reţinem unul dintre ei şi · continuăm procedeul. 

Numărul minorilor de ordin r + 1 care trebuie consideraţi este (m - r) · 
• (n - r) (în loc de C~1 C~+t), r educîndu-se in mod substanţial numărul lor. 

Observaţie. f n general, numărul (m - r)(n - r) al minorilor de ordin r + 1 ce trebuie cal
culaţi pentru a stabili că o matrice are rangul r nu mai poate fi micşorat. 
Totuşi numărul de calcule nece~ar pentru /1 afla rangul unei matrice se poate 
reduce în diverse cazuri particulare. 

Exemplu. 
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Să calculăm rangul matricei 

A~(; 
-1 1 3 -} -1 2 1 

-3 1 2 -2 

2 2 -3 -6 

Minorul de ordinul 2, care se găseşte la intersecţia primelor două linii şi a pri
melor două coloane, este nul. 
Totuşi, matricea A are minori de ordinul 2 nenuli, de exemplu: 

d= 1-1 ~I= -1 ~o. 
-1 

Minorul de ordinul 3 

2 -1 1 

d' = 2 -1 2 = 4 ~o, 

2 -3 1 

care încadrează minorul d este nenul. Dar cei doi minori de ordinul 4 care 
încadrează pe d' sînt nuli : 

2 -1 1 3 2 -1 1 4 

2 -1 2 1 2 -1 2 -2 

2 -3 1 2 
= o, 

2 -3 1 -2 =o. 

o 2 2 -3 o 2 2 -6 

Deci rangul matricei A este 3. 

4. Sisteme de ecuaţii liniare. Ne vom ocupa în acest paragraf de · studiul 
unui sistem oarecare de ecuaţii liniare, fără a impune ca numărul necunoscu
telor să fie egal cu numărul ecuaţiilor. Rezultatele obţinute vor fi valabile 
şi în cazul in care numărul ecuaţiilor este egal cu numărul necunoscutelor, 

.iar determinantul sistemului este nul, caz care nu a fost studiat pînă acum. 

Fie un sistem de ecuaţii liniare, cu m ecuaţii şi n necunoscute: 

l 
a11X1 + auxa + + a11iX'n = bi, 
aa1X1 + aa2X2 + · „ + azn;cn = b2, 

~~~~~ ~ ·~~~;2· ~· :.: ~ ·a~n~~ . . . ~~~ 
(1) 

Ne punem mai intii problema compatibilităţii sistemului (1). Pentru 
aceasta, să analizăm matricea A a coeficienţilor sistemului şi matricea e·x
tinsă A, care se obţine din A completind coloanele sale cu coloana termenilor 
liberi ai sistemului (1), 

Este evident că rang (A) ~ rang (Â), deoarece minorii matk'icei A se gă
sesc printre minorii matricei A. 

Problema compatibilităţii sistemelor de ecuaţii liniare este , rezolvată 
de următoarea teoremă : 

Teorema lui Kroneclcer Cappelli. Un sistem de ecuaţii liniare (1) este 
compatibil dacă şi numai dacă l'angul matricei sistemului A este egal eu 
rangul matricei extinse A. · · · 

Demonstraţie. Să presupunem, mai întti, cli sistemul (1 ) este compatibil ; fie '11, 

o:2 , •• „ cxn o soluţie a sa. Deci avem relaţiile: 

n E aa;cx; = b>. 1 < i ~ m. 
J-i 

{2) 

Dacă rang A = r, am observat mai înainte că r ~ rang Ă. Pentru a demonstra că 
avem egalitatea rangurilor, este suficient să a'rătăm că orice minor dr+i• de ordin 
r + 1, al matricei Ă este nul. Dacă tlr+i nu conţine coloana termenilor liberi, atunci 
este un minor al matricei A şi prin urmare este nul, deoarece rang A = r . Dacă, însă, 
dr+i conţine coloana termenilor liberi, atunci este de forma: 

. ............................ . . .. . 
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Din relaţiile (2) obţinem: 
n 

bik = E a1Ma.;, 1 ~ k ..; r + 1. (3) 
J=i 

tnlocuind pe b1k, 1 ..; k ..; r + 1, în ă,.+1, se observă că dr+i se poate scrie 
ca o sumă de n minori de forma: 

a;l;l Uilj2 lli1;r a;l;a.; a11;1 a;1;2 lli1ir ll11j 

ll12;1 a;2;2 a;2Jr a;2;a.; ai2Ji ll12j~ ll12;r a;) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a.;. . . . . . . .. . . . . 
a;r+l;l a1r+1;2 · • · a'r+i;r a;r+i;a.; Uir+l;l a'r+1i2 a1r+iir a1r+1; 

Dar aceşti minori de ordin ~ + 1 ai lui A stnt toţi nuli, deoarece rang A = r, şi deci 
suma lor este zero, adică dr+1 = o. 

Reciproc, fie rang A = rang Ă = r. Există deci un mino~ de rang r, nenul, al 
matricei A astfel înctt toţi minorii de rang „ + 1 stnt nuli. Putem presupune că acesta 
este Ia intersecţia primelor r linii şi primelor „ coloane ale matricei A, adică 

(această situaţie este totdeauna realizabilă, deoarece putem renumerota convenabil 
ecuaţiile şi necunoscutele). 

Deoarece rang A = r, rezultă că orice minor de ordin r + 1 care se obţine din 
acesta prin bordarea sa cu elementele corespunzătoare ale coloanei termenilor liberi şi 
cele ale uneia dintre liniile rămase este nul. Procedtnd ca la calculul rangului unei ma
trice (vezi pct. 2), rezultă că există «1, «a. „ „ et.r astfel încît coloana termenilor liberi a 
matricei Ă să fie combinaţie liniară de coloanele matricei corespun,zătoare minorului 
ales, cu coeficienţii cx1 , a.a. „., «r. Deci au loc relaţiile: 

r 

E UikCXk = b;, 1 ..; i ..; m. (4) 
k = 1 

Relaţiile (4) arată că cxl> cx2 , • „, a.r, O, . „, O este o soluţie a sistemului (1), adică 
sistemul este compatibil. 

Utilizarea acestei teox:eme, în exemple concrete, necesită, înainte de toate, 
calculul rangului matricei A. Pentru aceasta trebuie să găsim un minor nenul 
al lui A, fie acesta d, astfel incit toţi minorii care conţin pe d să fie nuli. 
Orice minor de acest fel îl vom numi minor principal. Apoi, este suficient s~ 
verificăm că orice minor al matricei A, care conţine pe d şi care nu este minor 
al lui A, este de asemenea nul. Orice astfel de minor de ordin r + 1, obţinut 
prin bordarea unui ~inor principal cu elementele corespunzătoare ale coloanei 
termenilor liberi, precum şi cu cele ale uneia dintre liniile rămase, se numeşte 
minor caracteristic. 

Astfel, teorema lui Kronecker-Capelli se poate enunţa şi sub forma ur
mătoare: 

Teorema lui Rouche. Un sistem de ecuaţii (1) este compatibil dacă şi nu· 
mai dacă toţi minorii caracteristici sînt nuli. 
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Obser11aţie. Pentru un sistem de m ecuaţii cu n necunoscute, cu matricea sistemului de 
rang „, există minori caracteristici numai dacă m > r, iar numărul lor este 
egal cu m - r. 

Să presupunem acum că sistemul (1) este compatibil. Teorema lui Kro
necker-Capelli ne permite să decidem dacă sistemul este compatibil sau nu, 
dar nu ne dă un mijlo.c practic de aflare a tuturor soluţiilor sistemului dat. 

De această problemă ne vom ocupa in continuare. · 
Fie deci un sistem de ecuaţii liniare (1) compatibil. Să presupunem că 

rang A =rang A= r şi că un minor principal al sistemului se găseşte la 
intersecţia primelor linii şi a primelor r coloane, adică 

:I= o. 
a,1 a,2 arr 

După cum am observat la pct. 2 (consecinţa 2) orice linie a m~tricelor -'.'1 
şi Ă este combinaţie liniară de primele.r linii. De aici rezultă.?ă or1~e ecuaţ1~ 
a sistemului (1) este o combinaţie liniară de primele r ecuaţn ale s1st emulm 
(1), cu anumiţi coeficienţi. De aceea, orice soluţie a primelor r eo~aţii satisface 
toate ecuaţiile sistemului (1). Este suficient deci să rezolvăm sistemul 

I 
a11X1 + a12X2 + „. + ainXn = h1, 

a 21x 1 + az2X2 + . „ + aznXn = h2, 

.................... . . . ..... 
ar1Xi + ar2X2 + „. + ~rnXn = b, 

care este echivalent cu sistemul (1). ' 

(5) 

Matricea coeficienţilor sistemului (5) are un minor nenul de ordin r 
(format din primele r coloane) şi deci are rangul egal cu r, unde r ~ n. ' Dis-
tingem două o azuri : . . . 

1. Dacă r = n, sistemul (5) are acelaşi număr de ecuaţn şi de necunoscute, 
iar determinantul său este nenul. In acest caz, acest sistem are o unică soluţie, 
pe care o putem calcula cu formulele lui Cramer. Aceasta este şi soluţia sis-

temului (1). . . V 

2. Fie r < n. Pentru a fixa ideile, vom presupune oa mai inamte, ca 
'minorul format din coeficienţii primelor r necunoscute este nenul, adică prin
cipal. Necunoscutele x1, x2, „., x, se numesc principale. Trecem in membrul 
drept al ecuaţiilor (5) toţi termenii care conţin necunoscutele ( secund~re): 
,.. x · le atribuim valori arbitrare, respectiv Ar+i• „., An· Obţmem "'r+11 ..• , n1 

un sistem de r ecuaţii cu r necunoscute: x1, X2, .„, Xr-

1

a11x1 + a12X2 + „. + airXr = bi - a1, T+l Ar+I - „. - ll1n An, 

a 21x 1 + a22X2 + „. + a2,xr = h2 - a2, r+i Ar+i - „ · - a2n An 1 

••• • • ••••••••••• •••• t ••••••••••••• • •• • • ; •• •• ••• • •• • • • ••• 

ariX1 + ar2X2 + „. + arrXr = b, - ar, r+iAr+l - ,„ - a,nAn· 

(6) 
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Se rezolvă acest sistem cu formulele lui Cramer; el are o soluţie unică A.i, 

A.2, ••• , Ar· Numerele A11 A2, „., Ar, Ar+i• „., A.n formează o soluţie a siste
mului (5), care este şi soluţie a sistemului (1). Cum valorile Ar+i• „., An 
ale necunoscutelor secundare Xr+i• „., Xn sint alese arbitrar, obţ.inem in 
acest mod o infinitate de soluţii distincte ale. sistemului (5), care constituie 
mulţimea soluţiilor sistemului (1). 

Pe de altă parte, orice soluţie a sistemului (5) poate fi obţinută prin 
acest procedeu. 

In concluzie, fiind dat un sistem de ecuaţii liniare (1) a cărui rezolvare 
se cere, procedăm in modul următor: 

1. Studiem dacă sistemul este compatibil. Pentru aceasta găsim un minor 
principal al matricei A a sistemului, apoi calculăm minorii caracteristici. 

1° Dacă există cel puţin un minor caracteristic nenul, atunci sistemul 
este incompatibU. 

2° Dacă toţi minorii caracteristici sînt nuli, atunci sistemul este compatibil. 

2. Pentru găsirea soluţiilor unµ,i sistem compatibil ( 1), procedăm astfel: 
Păstrăm din sistemul (1) ecuaţiile care corespund liniilor minorului prin

cipal. ln aceste ecuaţii, trecem în membrul drept termenii care conţin necunoscu
tele secu1J,dare, în membrul stîng păstrîn'd numai termenii care conţin necunoscu
tele principale. Atribuim necunoscutelor secundare r;alori arbitrare, apoi calculăm 
cu ajutorul formulelor lui Cramer r;alorile necunoscutelor principale, obţinînd 
astfel toate soluţiile sistemului ( 1). 

Pentru ca sistemul compatibil (1) să aibă soluţie unică, este necesar şi 

suficient ca rangul matricei sisţemului să fie egal cu numărul necunoscutelor. 

Exemple. 1) Să rezolvăm sistemul: 

1 1 

şi 1 1 

1 1 

principal. 
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I 
X1 - 2xa + X3 + X4 = 1, 

X1 - 2:i:2 + X3 - X4 = - 1, 

x1 - 2x2 + x3 + 5x4 = 6. 

Să scriem matricele: 

(; 
-2 1 

-}Ă~ (; -2 1 

A = -2 1 -2 1 

-2 1 -2 1 

Deoarece avem I : 1 I . _
1 

= - 2 ':f: o, iar 

-2 

-2 

-2 

1 

1 

-:} -1 

5 

1 1 

1 -1 =0 

1 5 

-1 = O, rezultă că rangul matricei A este 2, iar minorul l ~ -~I este 

5 

-. r 

Calculăm minorii caracteristici. Avem doar un singur minor caracteristic 
şi anume: 

1 1 1 

1 -1 -1 = - 2 .,,. o. 
1 5 ? 

Deoarece acesta este nenul, sistemul este incompatibil. 
2) Să rezolvăm sistemul: 

l
x 1 + 2'x 2 = 1, 

6x1 - 8x2 = 1, 

5x1+ 2x2 = 3. 
Matricea coeficienţilor are rangul 2, un minor principal al său fiind, de 

exemplu: 

11 21 = -20 .,,. o. 
(; -8 

Există un singur minor caracteristic şi anume 
1 2 1 

6 -8 1 = o. 
5 2 3 

Acesta fiind nul, sistemul este compatibil şi are soluţie unică. Pentru găsirea 
soluţiei, rezolvăm sistemul: 

{
x 1 + 2x2 = 1, 
6x1 - 8x2 = 1. 

-Obţ' l . 1 1 1nem so uţ1a: x1 = -, x2 = - . 
2 4 

Se verifică cu uşurinţă că aceste valori satisfac şi ecuaţia a treia a siste
mului iniţial. 
3) Să rezolvăm sistemul: 

l
2x1 + Xa - x3 - x, + x 6 = 1, 

X1 - Xz + x, + X4 - 2x5 = o, 
3x1 + Bxa - 3x3 - 3x4 + 4x6 = 2. 

Matricea coeficienţilor are rangul 2, un minor principal al său fiind 

1
2 . 11 = - 3.,,. o. 
1 -1 

Există doar un singur minor caracteristic 
2 1 1 

1 -1 o =o 
3 3 2 

care fiind nul, sistemul este compatibil. 
Rezolvăm sistemul format de prima şi a doua ecuaţie a sistemului iniţial; 

trecem în membrul drept necunoscutele secundare x3, x,, x6 ,' atribuindu-le 
valori numerice: x3 = «, x, = (3, x6 = y; (7) 

{

2X1 + Xa = 1 + « + (3 - "(, 

X1 - X2 = ·- « - (3 + 2y. 
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Aplictnd formulele Jui Cramel', găsim valorile necunoscutelor principale 
X 1 Şi Xz : 

1 + r 
X i =-- , 

3 
1 + 3« + 3(3 - 5y 

Xz = ' . 3 . 

(8) 

unde «, (3, y stnt numere oarecare. 
Egalităţile (7) şi (8) dau soluţia generală a sistemului considerat ; necunos

cutele secundare puttnd lua- valori numerice arbitrare, obţinem ast fel toate 
soluţiile siRtemului dat. 

4) Să rezolvăm sistemul: 

1

.- 4Xi + 2x2 - 3Xa - X 4 = - 4, 

X1 + X z - p::3 = - 3, 

_:__ 3x1 + 3x9 + x4 = 1, 

Xi - 7x2 + 3x3 = - 3. 

Calculăm determinantul sistemului şi ohţinem: 

2 - 3 - 1 

1 1 - 1 

-3 3 o 
- 7 3 

o 
1 

o 

O. 

Cu toate că numărul de ecuaţii este egal cu numărul de necunoscute, nu se pot 
folosi direct formulele lui Cramer, deoarece determinantul sistemului esle nul. 
Matricea coeficienţilor este de rang 3 un minor principal fiind, de exemplu: 

2 - 3 - 1 

1 -1 o = - 2 =F o. 
3 o 1 

Există un singur minor caracteristic : 

2 - s - 1 - 4 
1 - 1 o -S 

=0 
3 o 1 1 

- 7 3 o -3 

care fiind nul sistemul ei;te compatibil. 
Considerăm primele trei ecuaţii cu necunoscutele principale x2, x3 , ~ •• 

Dacă x1 = « fiind necunoscută secundară , găsim : 

x 2 = 3 +ex, x3 = 6 + 2cx, x4 = -8. 

5) Să rezolvăm sistemul: 

Discuţie. 

I X1 + otXg + 2 X3 = f, 

2x1 + 2x2 + x3 = - 1, 

X 1 + Xg - X3 = ~ · 

°'• ţ3 e C. 

Calculăm dPler mina111 ul ~is l i>mul11i : 

1 Cl 

d = 2 1. 

2 

1 = a(ct - tJ . 

- 1 , 

l. Daci\ ex =F 1, alunei d =fa O şi sistemul are o unică soluţie dală de formulele lui 
Cramer. Avein d1 = «(3 - a. - 4(3 - .5, d2 = 3((3 + 2), da = (1 - «)(2(3 + 1) şi deci în 
acest caz: 

ctţ3 - a. - '•f3 - 5 
x . = - -- , 

:~(« ·- 1) 

ţ3 + 2 
Xz = ---, X3 = 

ct - 1 

2. Dacă r1. = 1. avem d = O :;; i un minor principal i es te 

~ = - :~ 1': O. 
1

1 'I I 
2 1 

Rxist.:1 un minor 1·ara<'leristic· : 

= - :!(~ + 2). 

2(3 + 1 

3 

1° Dacă ţ3 =F - 2, minorul caracterislic ostc nenul, deci sistemul este i11 compalibil. 
2° Dacă ţ3 = -2, minorul caracteristic este nul, deci sistemul este compatibil. Pentru 

aflarea soluţiilor rezo lvăm sistemul: · 

{ 

Xz + 2Xa = 1 - X1, 

2X'2 + Xa = - I - 2x1 . 
I 

Dacii x 1 ~ 1', avem: 

x2 = - 1 - 1', x3 = 1 ; 1' fiind arbitrar . 

5. Sisteme de ecuaţii liniare omogene. Un sist em de ecuaţii liniare. se 
numeşte omogen dacă termenul liber al fiecărei ecuaţi i este nul (adică fiecare 
ecuaţie este omogenă). Aşadar , forma generală a unui sistem omogen de 
ecuaţi i liniare este -

~~l~.l .:. ~~~~2- ~ .„„ .. : .~~~~ ... ?: (1) l 
a11X1 + a12X2 + . . . + a 1nXn = O, , 

am1X1 + am2X2 + .. . + amnXn = O. 

Aplicăm rezultatele par agrafu lui precedent unui sistem omogen. In 
legătură cu sistemele omogene, observăm următoarele: 

1. Un sist em omogen este întotdeauna compatibil. Într-adevăr, termenii 
liberi fiind nuli, rezultă că adăugind la coloanele matricei sistemului coloana 
nulă a t er menilor liberi r angul nu se schimbă. Deci, conform teoremei Kro
necker-Capelli , sistemul este compatibil. 

De altfel, aceast a se vede direct, întrucit un astfel de sistem admite 
soluţia nulă: O, O, .„, O. 
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Să presupunem că maţricea A a coeficienţilor este de rang r. 

1. Dncă r = n (numărul necunoscutelor), atunci soluţia nulă este sin
gura soluţie a sistemului (1). 

2. Dacă r < n (numărul necunoscutelor), atunci sistemul (1) are şi 

soluţii nenule. Pentru a găsi soluţiile, se utilizează acelaşi proqedeu ca tn 
cazul sistemelor arbitrare. 

Observaţii. 1) Remarcăm că un sistem de n ecuaţii liniare omogene cu n necunoscute are 
soluţii nenule dacă şi numai dacă determinantul său este nul. 

2) Dacă un sistem de ecuaţii liniare omogene are numărul ecuaţiilor mai mic 
dectt cel al necunoscutelor, · sistemul are soluţii nenule. 

'l!:xemple. 1) Să determinăm valorile parametrului I. pentru care sistemul de ecuaţii 
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are soluţii nenule. 

{
t.x1 + 3x8 ·=O, 

X1 + AXa = 0 

Determinantul sistemului este 

I~ ~I= "8 - 3. 

Acesta este nul pentru A = V3 sau A = - va; în aceste cazuri sistemul are 
soluţii n~nule. 

2) Să rezolvăm sistemul omogen: 

I 
X1 + 2x2 + 4Xs - 3X4 = o, 

3x1 + 5x2 + 6x3 - 4x4 = O, ' 

4X1 + 5Xs - 2Xa + 3'X4 = 0, 

3x1 + Bx8 + 24x3 - 19x4 = O. 

Calculăm mai tntti, determinantul sistemului, care este nul. Deoarece 

I~ ~I=_ 1 ~o. 
şi toţi minorii de ordinul trei care se obţin prin bordarea acestuia cu una dintre 
coloanele şi una dintre liniile rămase sînt nuli, rezultă căacesta.este un minor 
'principal. 

Pentru a obţine soluţiile, dăm necunoscutelor X3 şi X4 valori arbitrare ex, 
respectiv (3, şi deducem valorile necunoscutelor x1 şi x2 din sistemul: 

{ 
x1 + 2x2 = - 4cx + 3(3, 

3x1 + 5x8 = - 60t + 4(3. 

Rezultă: x1 = Sex - 7(3, x8 = - 60t + 5(3, x8 = ex, x, = (3; 0t şi f3 fiind numere 
oarecare. 

Exerciţii 

Să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii cu ajutorul regulii lui Cramer: 

7{ 2$1 - Xz - Xa = 2, 

x1 + 4'x 8 - 2x8 = 10, 

X1 - 2~.z + 2X3 = 10. 

6. 

"· / 

{ 

2x1 - x2 + 3z8 = 9, 

z1 + 2x8 - 4x8 = -2, 

-3z1 + 4zs + z 8 = 13. 

I 
2x1 +2x8 + 2x 8 - x, = O, 

4x1 + 3x1 + 2x8 - 2x, = O, 

Bx1 + 5a:8 + 6x3 - 4x, = O, 

3x1 + 3x8 + 4x8 - 2x, = O. 

I 
2x + y + z + t = 1, 

3x - 2y - 5.z + 4t = -30, 

z + 3y. + 2.z - 3t = 17' 

X - y + Z - t = 2. 

U~ Să se rezolve sistemul: 

· { ax + by + cz + dt = O, 

bx - ay + dz - ct = O, 

ex - dy - az + bt = O, 

dx + cy - bz - at =O, 

2. 

4. 

6. 

8. 

10. 

{ 

X1 ·+ X3 - X3 = 0, 

3.z1 - 2'x2 + 2.z3 = 5, 

2x1 +1"' - 2a:8 = 2. 

+3Xz, 

{ 

z1 + 2z1 - 2x8 = 1, 

-4-x 1 + x8 + 2z8 = 2, 

211:1 - x2 + 3x8 = 3. 

I 
x1 - 2x8 + 3x3 + 4z, = 22, 

-4X1 + Za+ 2Xa + 3z, = 6, 

3x1 + 4z8 - x 8 + 2.z, = -4, 

2tt1 + 3x8 + 4':1:8 - z, = 6. 

I 
X + 2y + 3z + 4t = 0, 

.z + y + 2z + 3t = O, 

z + 3y + z + 2t = O, 

z + 3y + 3.z + 2t =o. 

l 
X + y + J + t = 20t, 

2x + 2z + t = 20t, 

-2.z + 2y - t = 2oc, 

3z + y - z = o. 

(ex e ·R). 

unde a, b, c, d slnt numere reale, cel puţin unul dintre ele fiind nenul. 
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12. Să se rezolve sistemul: 

I 
X + y + Z + t = 1, 

ax + by + cz + dt = m, 

a2 x + b2y + c2z +dat = m9
, 

a3x + b3y + c3z + dSt = m3
, 

unde a, b, c, d sînt numere diferite tntre ele, două cîte două. 

18. Să se determine rangurile matricelor: 

2 3 
2 -1 

a)(; 3 (' 
-2) 

5 3 
-:} . b) ;, 

3 7 -6 
, 

-5) 
-1 , o:, f3 E R. 

14. 

16. 

18. 

20. 

1 -3 

Să se rezolve sistemele: 

{ 
2x - 3y + z = 1, 

-r.·x + 6y + 2z = 3. 

{ 

X + y + Z + t = 1, 

X+ y + Z - t = 0, 

X+ y - Z + t = 2. 

{ 

I 
2x - y + z + 2t = 1, 

X + y + 2z + t = 2, 

3x - 2y + z + 3t = 1. 

2x - 3y + z= -1, 

X+ 2y - 3z = o, 
x - 12y + Hz= -1, 

t.'x - 15y + 9z = O. 

o 
-2 

-5 

- 7 

16. 

17. 

19. 

21. 

6 
O. 

5 

{ 

X + 2y + 3z = 1, 

2x + 3y + 6z = 2. 

{ 

X + y + Z - 2t = 5, 

2x + y - 2z + t = 1, 

2x - 3y + z + 2t = 3. 

1, 

{ 

X - 3y + Z + t = 

X - 3y + Z - 2t = -1, 

X - 3y + Z + 5t = 6. 

I j 2: ~ ~ ~ 2:: 
X+ t.y + 5z = 

2x - 5y + 6z = 

2xi + 3x2 -

8, 

10. 

X3 + x, = 

J 

5, 

j 
5x + 3y - Hz = 13, 

4x - 5y + (tz = 18, 

3.a: - 13y + 19z = 22. 

23. l Xi - x2 + 2x3 - 2x1 = -5, 

f 

2X1 + Xg + X3 = 7, 
3xi - 2ix2 + x3 = 2, 

24. r.xi - 2x2 - x3 = -3, 
X1 + Xz + x 3 = 6, 
x1 + 3x2 - 2x3 = 1. 
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3a:i + 
-3Xi -

X2 + 2x3 - 2x4 = - 3, 

X2 - 2x3 + 2X4 = 3. 

26. Să se arate că sistemul 

l 
f3x + o:y = y, 

yx + o:z = (3, 
YY + (3z = o: 

are soluţie unică, dacă şi numai dacă af3y ::/=O. În acest caz să se rezolve sistemul. 

27. Să se determine o: şi f3 astfel Incit sistemele următoare să fie compatibile 

a) 

\ 

2x - y + z + 2t = 1, 

2x + 2y + r.z + 2t = o:, 

3x - 2y + z + 3t = 1; · 

~\ 1 ::::: -:: 
~ 3X- y = IX, 

2x + y = (3. 

28. Să se determine IX, . f3 şi y astfel încît. sistemele următoare să fie compatibile, iar. matri-

cea sistemului să aibă rangul 2: 

a) 

29. 

81. 

33. 

{ 

2xi - x 2 + x3 - x 4 = 1, ' ZXi - 3x2 + r.x3 - x 4 = -1, 

. Xi+ Xa + O\X3 + x, = -1, (!f' l Xi+ 9xa + ~X3 + 3x, = 3, 

Xi - x
2 
+ x

3 
+ f3x 4 = y; , 5x1 - 6x2 + 10x3 + f3x4 = y. 

Să se rezolve sistemele următoare. Discuţie, după parametrii reali IX, (3, y, 'A. 

1

5x - 3y + 2z + 4t = 3, 

r.x - 2y + 3z + ?t = 1, 

Sx - 6y - z - 5t = 9 

7x - 3y + '2z + 17t = ·/~ 

\ 

o:X + y + Z = 1, 

X+ 1XY + Z = 1, 

X+ y + O\Z = 1. 

I (X::: (3::: y::: :'. 
\. o:2xi + f32xa + yaxa = ;.2. 

\ 

O\X + (3y + 2z = 1, 

O\X + (2(3 - 1)y + 3z = 1, 

«X + (3y + ((3 + 3)z = 2(3 - 1. 

80. 

82. 

84. 

86. 

l 
2.:i: - y + 3z + r.t = 5, 

r.x - 2y + 5z + 6t = 7, 

6x - 3y + 7z + St = 9, 

fix - r.y + 9z + 10t = H. 

\ 

(1 + i.)x + y + z = 1, 

X + (1 + 'A)y + Z = Â, 

X + y + (1 + 'A)i =- ),2, 

\ 

O\X + y + Z = 1, 

X+ (3y + Z = 1, 

X+ y + yz = 1. 

{ 

!XX + (« + 1 )y + {IX + 2)z = O\ + 3, 

(3x + ((3 + 1)y + ((3 + 2)z = f3 + 3, 

X + yy + y2z = ya. 

87. Să se determine IX astf~l Incit sistemul' următor să aibă soluţii nenule şi, tn acest caz, 

să se rezolve: 

l 
x- 2y + z - t = o, 

2x - y + 3z - 3t = O, 

X+ y + Z + t = 0, 

2x + (o: - 1)y + 2z + 1Xt = O. 
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88. Să se rezolve şi să se discute după valorile parametrului A., sistemul de ecuaţii liniare: 

I 
(3 + 2).)x + (1 + 3A)y + A.z + (A. - ·l )t = 3, 

nx + (a+ 2A)y + A.z + (A. - 1)t = 1, 

3Ax + 3Ay + 3z + (A. - 1)t = 1, 

3Ax + 3Ay + A.z + (A. - 1)t = 1. 

89. Să so afle inversele matricelor de ordin n: 

(UJ : !)i. 
1 1 1 „. o 

(

o 1 1 1 

~ . . ~- „~ .• :.:.: . . ~) 
1 1 1 „. o 

a) b) 

(vezi exerciţiul Ht, cap. IV). 

4.0. Să se rezolve ecuaţiile matriceale: 

·1 (UJ. :::.:) ·x= (~ .. ~. : .. :.::.: ~: .. ). 
000 „ .1 000 ... 1 

(

1 1 1 1) 2 1 o o 
011. „ 1 121. „0 

b) O O 1 . . . 1 · X = O 1 2 . . . O 
„ „„„. „ .• • ( . ....•..• . • :· .. ) 

. 000 „.1 000„.2 

(vezi exercitiu! 21, cap. IV). • 

·~· J 
~ 

I I 

Indicaţii. Răspunsuri 

Cap. I 

t. aT = (1 2 iJ 4) Ta= (1 2 3 4)· 20 aB = (1 2 3 4) aS = (1 2 3 4) a4 = e. 
32ti.1' 1342 4321' 3142' 

Deci k = 4. 3. Considerăm şirul {a, a2, „„ ah., „.}. Cum Sn este o mulţime finită acest 
şir este finit. Deci există k =F l astfel tnctt ak = al. Dacă k > l atunci notlnd p = Te - l 
obţinem aP = e. 6. m(a) = 2, t(a) = +1; m(a) = 3; t(a) = -1; m(a) = 3, t (a) = - 1, 
m(a) = 8, t(a) = +1, m(a) = 14, t(a) = +1, m(a) = 13, t(G) = -1. 6. (12); (13); (14); 
(23); (24); (34). 7. H ={a~, a2 , .„, ap} şi fie a e H. Considerăm produsele aa1, aa2, .„, aap 
care sînt elemente distincte două cite două. Deci H = {aa1, aa2, „„ aap}. Deci a E 
e { aa1, aa2, „„ O'ap}; a= aak => qk = e; e EH=> e = aar => cr-1 = a, .. 8. Fie transpoziţia 

• , I 

a1 = (13). a' = a1a = = (23) (45) şi deci O'= (13); (23); (45), T = (16); (24); (
1 2 3 4 5) ~ 

13254 . . . 

35); 45). 9. a= . 10. Pentru i = 8, J = 3, a este par . ( ( l1 2 3 „ . n) . ă 
nn -1 n-2 ... 1 

Pentru i = 3, j = 8, a este impară~ 11. m(a) = (n -
1
)n; a este pară dac; \ n = 4k\ sau 

2 . 

n = 4k + 1 şi a este impară dacă n = 4k + 2 sau n = 4k + ·3. 12 m(a) = n(n: i ) . 

18. Presupunem că a{i) = j, i =F j. Cum n ~ 3, există numerele k, le {1, 2, .„, n} astfel 
în< lt Te =F l şi i i= k, i ':I l. Din ipoteză avem în parlicular .(jk )a = a(jlr) şi (jl)a = a{jl). 

Din aceste două egalităţi obţinem k = j şi l = j deci k = l contradicţie. Deci a = e. 

Cap. li 

8. Din AB = BA rezultă că A 1'Bs = BsAr oricare ar fi numerele naturale r şi,, şi apoi se 

aplici't tn produsul (A - B)(Ah-1 + Ah-2 B + „. + ABk-2 + Bh-1
). 4. Dacă X= (; !) 

din egalitatea AX= XA se obţine că c = -2b, d = a + 3b unde a, b e Q. 6. An= · 

= (
c.os n<p - sin nqi} (

11 
-

2 14
) (1 o) , . 7. f(A) = 7 6 -3 .s. An= 

1
. 9. Se arată că 

sm n<p cos n<p n 
19 -7 26 
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suma E>lementelor de pe diagonala principală a matricei AB - BA 

10. a) A=± 13 sau A= (a b)• unde a 1 = 1 - bc.b) A =(a 
c -a c 

este zero. 

b)• unde a1 = -bc. 
-a 

·' 

11. x 7 1, y = -1, z = 2, u = 3, "= -3,w = 1. 12. X= 2 
( 

- -1 

u. 

. - 1 

n(n + 1) 

2 

2n 

n(n + 1) (2n + 1) 

6 

3n 

n2(n + 1)2 

4 

n(n + 1) (n + 2) 

3 

15.(0 03P)dacăn=3p;f w w33P+ 1)dacăn=3p+ "1;( -
1 

-
13

P+
2) 

, 3p O O 3p + 1 w wll 3p + 2 -1 -1 

dacă n = 3p +2. 16. x,;: ~ + krt, k e z: 17. X= ( 
2 3) şi X= (-

2 
- 3

). 
4 -1 2 1 -2 

( 

[1 + (-1)n]an [i - (-1)n]an ) 

18. An= 2 2 
. 19. Dacă A = (a b)• din A 2 = O obţinem 

(1 - (-1)n]an (1 + (-1)n]an c d 
2 2 . 

a1 + bc =O; b(a + d) =O; c(a + d) =O; cb + d1 =O; dacă a+ d '#O, atunci b = c = 
= O şi deci a = d = O, contradicţie. Deci a + d = O. 20. O soluţie este b = 1, c = 1 -
- a 2, d = - a unde a e Z. 22. Se scrie a = r cos ex, b = r sin ex, unde Ir I < 1. Se obţine 
an = rn cos nex; bn = rn sin nex. 28. Dacă 2 nu divide pe m - n atunci numărul căutat 
este zero. Dacă 2 divide pe m - n atunci numărul căutat este 2(m-1)(n-11. 

24. 

. nex (n + 1)ex 
sm - cos -'---'-

2 2 

. ex 
sm -

2 

n + sin nex cos (n + 1)ex 

sin ex 

Cap. III 

. nex . (n + 1 )ex 
sm - sm -'---'--

2 2 

. ex 
sm
, 2 

sin nex cos (n + 1)ex 
n- ---~--

sin a. 

1. a) -15; b) 7; c) a 2 +b2 ; d) 1; e) sin(ex+~); f) O; g) O; h) O; i) - 1; j)2w2; k) o 
2. a) -9; b) -50; c) 2; d) a3 + 2b3 - 3ab•; e) -3 - 6w; f) (aa - bs)a; g) (a'+ ba)2~ 

• a ermu area are mversmm. ec1 semnul termenulm este + ·, 8 ) P t f 1 2 3 4 5) 6 . . . D . . 
4 3 1 5 2 . 
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b) Semnul termenului este (-); c) Semnul este (- ). 4. Termenii de la a), b) şi c) nu se 
găsesc tn determinantul de ordinul 4. 5. Semnul este ( + ). 6. Produsul elementelor de pe 
diagonala secundarii este a1na1n-1a3n-2 .„ ani· Acest produs are semnul egal cu seninul 

permutârii ( 1 2 3 
„ · n )· Această permutare are semnul egal cu 

nn-1n-2„.1 . 
n(n-1) 

(-1)_2_ 7 T b 'e {k k } {3 6} Deci k3 = 3 şi k. = 6 sau k8 = 6 şi k. = 3. • re u1 ca 3, 5 = , . • • 
n(n-1) 

8. a) ni; b) ni (-1)-2-. 9. Dacă d* este determinantul _matrice~ transpus~ se ~bservă 
folosind definiţia determinantului c,ă d* = il. Cum d* = d, atunci d = i1 ş1 deci d este 
un număr real. 10. a) 1; b) 160; c) -231; d) 1; e) O; f) 5; g) 30; h) (af- bc + cd)2; 
i) -1 069. 12. o, o, a2 + b2 +ca. 18. Se obţine ecuaţia (x + 1){~2 - x + 1)2 = O. 
14. Se obţine o ecuaţie de gradul 4 care are rădăcinile a, a, a, -3a. 15. Se scade linia 
1 din fiecare celelalte linii;. apoi se adună la coloana 1 suma celorlalte coloane. Se obţine 
( -1 - a)•H (n - 1)a - 1. 16. d = 4. 17. d = O. 

Cap. IV 

1. a) 1; b) 2; c) Dacă a.= -6 rangul este 1, iar dacă ex'# -6 rangul este 2. 2. a) 2; 
b) 2; c) Pentru ex= -21 rangul este 2, iar dacă ex :F -21, rangul este 3. 8. a) 4; b) 4; 
c) 3. 4. a) 4; b) 4. 5, m. 6. o; 1; 2. 7. Pentru cx = -45/4 matricea are rangul minim 
şi anume 3. 8. Pentru ex = 3 rangul este egal cu 2, iar pentru ex t= 3 acesta este 3. 

9. So folos"' P'"Pdotă~ilo dotonninan\il„, 10. •I c: _ ; } b) Cf -f} 
c) . . 11. a) Dacă ad = bc, matricea nu este inversabilă, dacă ad :F bc 

( 
cos a. sin cx) . . 

- sm ex cos ex . 

. . b'lă . f" d 1 ( d matricea este inversa i , mversa sa un 
, ad - bc -c 

-b) ; b) Pentru a = b = O 
a ' 

matricea nu este inversabilă; tn caz contrar, matricea este inversabilă, inversa sa fiind 

•': „(: -:1 10. ,; ( - : ~: -:} b) :.( ~: : -:} o) Pontro • ~ ~ 
matricea nu este inversabilă; pentru 

3 
ex :F -

4 
este inversabilă, inversa sa fiind 

( 1 1 

') (' 
-2 5 

-~) C' 
2(3 - ex) 3 1 1 1 -1 -1 o 1 -2 1 

-ex 2oc + 3 a} 10. a)-
-: ; b) ~ I 3 - 4ex 4 1 -1 1 o 1 

1 -6 -4 ~1 -1 -1 o o 
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I 

·11!1 

(

-2 

14. a) : 

1 1 

-1 o 
o -1 

o o 

1) (-2 o : b) ~ 1 
o 3 1 

-1 1 

1 

- 2 

1 

1 

1 

1 

-2 
1 

:); c) Pentru ?-.e {-2, 1} 

-2 

matricea nu este inversabilă; în. caz contrar, matricea este inversabilă, inversa sa fiind 

(

Â + 1 -1 

(Â-1:(Â+2) -,1 Â+i 

~ (o 
-1 -1 

-1) ( 15 
-1 . 15. Avem 13-1 = ~; -6 

Â + 1 -8 

15 -15) 
-6 -6 • 

12 -8 

15. a) Dacă în matricea A se permută între ele liniile i şi j, atunci în matricea A-1 se 
permută între ele coloanele i şi j; b) Dacă se înmulţeşte linia i cu I..:;. o, atunci în A-1 

se înmulţeşte coloana i cu ~ ; c) Dacă la linia i se adaugă linia j înmulţită cu t.., atunci 

în A-1, coloana i înmulţită cu t.. se scade din coloana j. 18. a) Înmulţim la sttnga ambii 

membri ai ecuaţiei cu inversa matricei {: ~) care este ~ ( _~ · -~) şi obţinem 

1 (9 10) X = 4 
2 4 

; b} Înmulţim la dreapta ambii termeni ai ecuaţiei cu inversa matricei 

, adică cu --2) 1 ( 8 
8 2 -5 

2
) şi obţinem X= ~ ( 46 12

). 19. Înmulţim 
-1' 2 -j9 -11 

I tt . . . (-1 2) . 1 (8 -2) as nga cu inversa matr1ce1 , adică cu - - şi la dreapta cu inversa 
-3 8 2 3 -1 , 

t . . (4 ma r1ce1 
5 

, adică cu -6) 1 ( 8 
8 2 -5 

-
6
), şi ' obţinem X= - ~ (-

7 20
) 20 A 4 2 -3 8 • vem 

X = (-: : _:)( : 

-3 4 -5 -1 

: :)-1 = - i (-: : _:\(=: 
2 1 -3 4 -5J 1 

:: =.:) 91. X ~ (~ ~ j } (

-4 

= -~ -9 

-4 

22. Avem X= ( : _: ~)-
1

(~ -: -:)(: : 

-1 2 1 o o o o o 

= ( : =: =:)(~ -: -:)(: -: 
-1 6 4 o o o o o 

-5 :). 
7. -7 

\ 
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Cap. V 

1; X1 = 6, Xa = 4, X3 = 6. 2. X1 = 1, Xa = 2, X3 = 3. 3. X1 = 2, Xa = 4, X3 = 3. 
5 16 13 4. Xi= -. Xz = -, X3 = -. 5. Xi= Xa = X3 = X4 = (. 6. Xi= 1, Xz = -2, 

11 11 11 
Xa = 3, x

4 
= 2. 7. X= -1, y = 2, Z = -1, I= 1. 8. X= y = Z =I= 0. 9. X= - 1, 

y = 2. z ~ 3, t = -2. 10. x = -2ot, y = 2ot, z = -4ot, t = 6ot. 11. Determinantul 
sistemului este -'"'(a2 + b2 + c2 + d2

) 2 :f: O, deci soluţia este x = y ·= z = t = O. 
12. Sistemul are soluţia unică : · 

x= 

z= 

(d - m)(c - m)(b - m) 

(d - a)(c - a){b - a) 

(d - m)(m - a)(m - b) 

(d - c)(c - a)(c - b) 

(d - m)(c - m)(m - a) 
y= 

(d - b){c - b)(b - a) 

t= 
(m - a)(m - b)(m - c) 

(d - a)(d - b)(d - c) 

13. a) 3 ~ b) 3; c) Pentru ot = 15 şi ~ = .! rangul matricei este 1 ; pentru ex# 15 sau 
5 

2 1 21.. 5 
pentru ~ :f: - rangul este 2. 14. x = Â, y = - + - , z = - , unde Â ede un număr 

5 12 3 4 

. oarecare.15. x = 1 - 3Â, y =O, z = Â, )..fiind un număr oarecare. 16. x = t.., y = 1 - t.., 

z = - ~, t =~,)..fiind un număr oarecare. 17. x = 2, y = 1 + Â, z = 2 + Â, t = Â, 
2 2 

I. fiind un număr oarecare. 18. x F 1 - Â - µ, y = 1 - Â, z = I., t = µ, I. şi µ fiind 
numere oarecare. 19. Sistemul este incompatibil. 20. Sistemul este incompatibil. 

Â 6 - 4Â 21 • .i: = - , y = , z = )., Â fiin,d un număr arbitrar. 22. Sfstemul este incompati-
3 3 

bi!. 28. x
1 

= -2 - ex - ~. x 2 = 3 + ot + ~. x 3 = ot, x 4 = -~. ot şi ~ fiind numere oarecare. 
1 + 5Â 1 - n 1 + s1. 

24. X1 = 1, X2 = 2, X3 = 3. 25. X1 = 6 • X2= 6 X3= 6 X4= Â unde 

Â este un număr oarecare. 26. Determinantul sistemului este -2cx~y şi totul rezultă 
. . [)2 + ya _ ota ot2 + )'2 _ ~a ota + [)2 _ ya 

dm regula Im Cramer: x = , y = , z = . 
2~y 2oty 2ot~ 

27. a) ot = 4. b ) ex = 2, ~ = 3. 28. a) ex = -1, ~ = -1, y = 1. b) ot = 2, ~ = -2, 
y = -2. 29. Pentru I. :f: O s!stemul este incompatihil; pentru t.. = O sistemul este .corn-

.. -5cx-13~-3 -7ot-19~-7 . • 
patib1!: x = , y = , z = ex, t = ~. unde ot ş1 ~ smt 

2 2 
numere oarecare. 30. Pentru Â = 8 soluţia sistemului este: x = ot, y = 4 + 2:r. - 2~, 
z = 3 - 2~, t = ~. unde ot şi ~ sînt numere oarecare; pentru I. # 8 soluţia sistemului 
este x = O, y = 4 - 2~, z = 3 - 2(), t = ~. unde ~este un număr oarecare; 31. Dacă ot # 1 

şi ex .:;. -2 sistemul are soluţie unică x = y = z = -
1
- ; dacă ex = 1 soluţia este 

ot + 2 
x = 1 - Â - µ, unde t.. şi µ slnt numere oarecare; dacă ex= -2 sistemul este 

incompatibil. 32." Dacă I. # O şi t.. :/: -3 sistemul are soluţie unică x = 
2 

- A
2 

, 
\ 1.(1.. -+- 3) 

21.. - 1 1.3 + 21..2 - /.. - 1 · y 1 z - ; dacă I.= O sau ). = -3 sistemul este incom-
= l.{t.. + 3) • - t..(t.. + 3) 
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patibil. 33. Dacă a, (3, y sînt diferite între ele două cite două, atunci sistemul are soluţie 

Uni. că ·. _ (f3 - :>..)(y - :>..) _ (a - :A)(y - :>..) _ (a - :A)(f3 - :>..) . d ă 
Xi - ' X2 - ' X3 - ' ac 

(f3 - a)(y - a) (a - f3) (:A-f3) (a - y)(f3 - y) 

a= (3, a -:/= y, A= ·a sau :A= y, soluţiile depind de un număr arbitrar; dacă a= y, 

a-:/= (3, A= a sau :A = (3, soluţiile depind de un număr arbitrar; dacă f3 = y, oc # (3, :A = oe 

sau A = (3, soluţiile depind de un număr arbitrar; în celelalte cazuri, sistemul este incom

patibil. 84. Determinantul sistemului este d = af3y - oe - f3 - y + 2 . Dacă d # O 

sistemul are soluţie unică: x = (f3 - 1Hr - 1 ) y = (a. - 1)(y - 1) z =(a. - 1Hf3 - 1). 
d , d ' d • 

dacă d = O, atunci distingem situaţiile: 1° două dintre numerele a., (3, y sînt egale cu 1, 

atunci soluţia sistemului depinde de un număr arbitrar; 2° a. = f3 = y = 1, s'oluţia 

sistemului depinde de două numere arbitrare; 3° ex, (3, y sînt toate diferite de 1, sistemul 

este incompatibil. Cazul în care d = O şi unul singur dintre numerele oc, (3, y să fie egal 

cu 1 este imposibil. 81), Determinantul sistemului este d = a.((33 - 1). Dacă a# O şi 

f3 -:/= ± 1 sistemul are soluţie unică dată de formulele lui Cramer. Dacă oc = O, f3 = 5, 

avem x = :>.., y = - ~, z = ~, cu A arbitrar; dacă a = O, f3 # 1 şi f3 #. 5, sistemul 
3 3 

este incompatibil; dacă f3 = 1, avem x = :>.., y = 1 - ax, z = O cu A arbitrar; dacă 

f3 = -1, sistemul este incompatibil. 36. Determinantul sistemului este d = (y - 1)2(oe-f3); 

dacă y -:/= 1 şi a.-:/= f3 sistemul are soluţie unică: x = y, y = - 2y - 1, z = y + 2; dacă 

oe = f3 şi y -:/= 1 sistemul este compatibil nedeterminat; dacă a. = f3 şi y = 1 sistemul 

este compatibil determinat; dacă a. # f3 şi y ~ 1 sistemul este compatibil nedet.erminat. 

37. Sistemul are soluţii nenule pentru a= O. 88. Pentru :A-:/= 1 şi /, # 3, sistemul are 

. l ţ· 2 3 - 7A t , . o umcă so u ie: x = -- , y = z = O, t = - - - - - ; pen ru "= 1, sistemul 
3-:A · (:A - 1)(3 -:A) 

17 1 2 
este incompatibil, iar pentru :>.. = 3, soluţia este: x = - - - - oc - - f3 y = 2, 

9 3 9 ' 
z = oc, t = . (3, unde a. şi f3 sînt numere oarecare. 

2-n 1 1 :i 12 - n 1 1 1 

1 - 1 o 1 2-n 1 1 

39. b) 
1 

a) 

.... 1 ....... o .. ·~·1· .. · .· .· .... ~ 1 · n-1 1 1 2-n 1 

•• 

01° ..... ·; . . ... 0 1° . . ·.·.·.· .. ~- ~ ~) 
1 o o ... -1/ 

1 - 1 - 1 o o o o o 
1 1 1 1 1 1 - 1 - 1 o o o o 
o 1 1 1 o 1 1 - 1 o o o. o 

40. a) o o 1 1 b) 
•••••••••••••..•• ! •.••••.••.•••••• 

................ o o o o o 1 1 -1 
o o o ... 1 I o o o o o 1 1 2, 
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