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1 
t"l IŞCAREA ŞI REPAUSUL 

Fizica studiază diferite fenomene ale naturii: mecanice, termice, electrice, 
optice, atomice etc. Cel mai simplu dintre ele este mişcarea mecanică, studiată 
in cadrui mecanicii. 

Mecan~ca, numită clasică newtoniană .. a fost elaborată in esenţă de 
ISAAC NEWTON (1643-1727) şi expusă in celebra sa ca,rte „PrincipiilP. 
matematice ale filozofiei naturale" (t687), unde sînt formulate cele trei legi 
sau principii ale mecanicii, precum şi legea atracţiei universale (gravitaţio
nale) (aplicată la mişcarea sistemului solar). 

Mecanica se împfi:rte de obicei in trei capitole: cinematica se ocupă cu 
descrierea geometrică, spaţio-tempo:r:ală, a mişcării (coordonate, timp, traiec
torie, viteză, acceleraţie); dinamica studiază şi cauzele mişcării (for.ţele, impul
sul, lucrul mecanic, energia); statica studiazil. echilibrul corpurilor. Mecanica 
se mai împarte în: mecanica punctului material, mecanica sistemului de puncte 
materiale, mecanica, solidului rigid, mecanica fluidelor etc. 

In capitolul 1 sînt expuse noţiuni de cinematică a punctului material. 

1.1. SISTEM DE REFER I NŢĂ 

Deplasările oamenilor, mişcările diferitelor piese ale maşinilor unelte, 
deplasarea vehiculelor, curgerea apelor, curenţii de aer - iată exemple de 
mişcări- mecanice. 

Cînd vorbim de mişca.rea mecanică a unui <iorp, înţelegem totdeauna 
schimbarea poziţiei sale faţă de alte corpuri, de obicei faţă de Pămint sau faţă 
de diferite obiecte fixe pe Pămint (case, borne kilometrice etc.). 

Se numeşte mişcare mecanică a, unui corp schimbarea poziţiei sale faţă 
de alte corpuri. 

Repausul este un caz particular al mişcării: un corp este in repaus dată 
poziţia sa faţă de alte corpuri nu se schimbă. · 
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Pentru a studia mişcarea unui corp trebuie să alegem totdea,una un alt 
corp, numit corp de referinţă (de exemplu, Pămîntul), la car.e să raportăm în 
fiecare moment poziţia corpului studiat. Desigur, orice corp de referinţă 
este la rîndul său în mişcare faţă de alte corpuri. Pentru a determina poziţia 
corpului studiat la diferite momente sînt necesare 0 rigl& şi un ceasorrţ-ic. I 

Corpul de referinţă, împreună cu rigla pentru determinarea poziţiei 

corpurilor studiate şi cu ceasornicul pentru indicarea momentului, consti
tuie un sistem de referinţă, numit pe scurt referenţial. 

1.2. PUNCT MATERIAL 

în mişcarea mecanică a corpurilor nu sînt determinante unele proprie_tăţi 
ale acestora, de exemplu, cele termice, cele optice, şi de aceea le putem neglija. 
ln multe probleme nu ne interesează nici deformarea corpurilor, de exemplu, 
la căderea şi aruncarea obiectelor, de aceea în astfel de probleme o putem 
neglija, considerînd corpul rigid. 

Mişca.rea solidului rigid este totuşi complicată, de a.ceea se studia~ă mai 
întîi mişcarea unui corp ale cărui dimensiuni şi rotaţii proprii sînt neglijabile 
în problema dată. Acesta este punctul material, cara,cterizat numai prin masa 
sa (deci un corp cu dimensiuni neglijabile faţă de distanţele sale pînă la cor
purile înconjurătoare). 

Un acelaşi corp poate fi considerat punct material într-o problemă şi 
intr-o altă problemă, nu. 

De exemplu, fa mişcarea unui vapor pe ocean, dimensiunile sale nu sînt 
esenfiale şi pot fi neglija.te (fig. 1.1), însă în cazul manevrării în ~ada unui 
port, ele nu pot fi negl~jate. O piatră în mişcarea sa în atmosferă poate fi 

0° 50° 

Fig. 1.1. Un vilpor pe un ocean se poale aproxima printr-un punct a tărui 
poziţie in fiecare moment este dată de coordonatele sale geografice: lati· 

l11dinei\ *i longitudinea . . 
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aproximată de cele mai multe ori printr-un punct material, nu însă, de exern piu , 
în cazul rostogolirii sale pe o suprafaţă. 

Cinq toate punctele unui corp se mişcă identic (mişcarea de translaţiP.), 
atunci mişcarea unui singur punct oarec~re al corpului ca,racterizează pr. 
deplin mişcarea întregului corp, indiferent de dimensiunile acestuia, deci putem 
aplica modelul punctului material. 

Dacă nu interesează masa corpului' (în cinematică), punctul material se 
numeste mobil. . ' 

1.3 . TRAIECTORIE. · COORDONATE. LEGEA MIŞCĂRII 

Curba descrisă de un mobil în timpul mişcării sale se numeşte traiectorie 
(fig. 1.2). Traiectoria poate fi rectilinie sau cu rbilinie. Traiectoria curbilini e 
poate fi situată: într-un plan - mişcare plană (de exemplu, mişcarea circu
lară), sau în spaţiu (de exemplu, mişcarea. unui punct periferic al unui şurub). 

Mişcarea rectilinie şi mişcarea circulară sî.nt cele mai. simple şi mai frec
vente mişcări. 

1.3.1. Cazul mişcării rectilinii. Pentru a determina p<1ziţia corpului în 
fiecare moment, alegem pe dreapta mişcării un punct origine O şi un sens 
pozitiv (obţinen1 astfel axa, coor,donatelor Ox). Coo,rdonata :t a corpulu i este 
distanţa de la originea O pină la corp, prevăzută cu semnul plus sau minus, 

}'ig. l .2. JJa1·tic1(lele alomi('t• tl eplasi11ci11-st• in 
t«lmera cu eea~ă determină în drumul lor for111area 
11nur p irnturi fine de apă (vizibile la micro~cop 

prin ilnminarc latrrală). 
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M' o M X 
I ., I o 

~r 
I • - 3 2 4 5 9 -2 -~ 

x'::-1,6 X= 3.2 

Fig.1.3. Poziţili mobilului pe traiector1a sa l'ectilinie est!l determinată de coordonata 
sa x. Coordonata este pozitivă dacă mobilul se află de partea pozitivă a axei (M) 

şi este negativă, dacă mobilul este de partea cealaltă (M'). 

după cum corpul se află de partea pozitivă sau de cea negativă a axe. 
(fig. 1.3). 

Pentru a descrie mişcarea mobilului pe traiectoria sa rectilinie trebuie 
să cunoaştem poziţia mobilului în fiecare moment pe această traiectorie, 
adică coordonata sa x în funcţie de timpul t: 

X= f(t) . 

Această expresie constituie legea mişcării (ecuaţia cinematică a mişcării). 

1.3.2. Cazul mişcării într-un plan. Pentru a determina. poziţia corpului 
în fiecare moment, alegem două axe de coordonate Ox, Oy, perpendiculare între 
ele, situate în planul mişcării. Poziţia M a corpului este dată de cele două 
coordonate: x (abscisa) şi y (ordona.ta), care se obţin ducînd d in M paralele 
la axele de coordonate (fig. 1.4). Pentru a descrie mişcarea corpului (în plan) 
trebuie să cunoaştem coordonatele sale (x, y) în funcţie de timpul t , adică 
două t' unc(ii: 

y = f2(t) 

(.ecuaţiile cinematice ale mişcării). Fiecare ecuaţie descrie mişcarea proiecţiei 
mobilului pe axa respectivă sau mişcarea mobilului în direcţia axei respective 
(de exemplu, spre Est sau spre Nord). Mişcarea plană a mobilului se descom
pune astfel în două mişcări rectilinii după cele două axe alese. 

Se pot alege şi alte sisteme de coordonate pentru a descrie poziţia şi miş
r,area mobilului, de exemplu poziţia unui vapor pe ocean este dată ·de co'ordo

natele sale geografice: latitudinea şi longitudinea (fig. 1.1). 

1.3.3. Cazul mişcilrii în spaţiu. Alegem un sistem de trei axe de roordonate Ox, Oy, 
Oz, perpendiculare între ele. Atunci poziţia mobilului M este dată de trei coordonate: 
x (abscisa), y (ordonata) şi z (cota), care se obţin duclnd din M paralele la axe, ca în figurn· 
1.5. Mişcar1::c1. corpului în spaţiu este descrisă de trei ecuaţii: 

(t'r·11aţii le cinematice ale m işcării). 

Ele descriu mişcarea corpului în spaţiu după cele ll'ei direcţii. 

Se pot alege şi alte sisteme de coordonate pentru a determina poziţia mobilului 
!n spaţiu. 
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Fig. 1.4. Poziţia unu i mobil în plan 
este dată de cele două coordonate ale 
sale: abscisa x =OM' şi ordonata 
y = M'M =OM". Abscisa x şi ordo
nata y se obţin proiectlnd pe axele 
de coordonate vectorul de poziţie 
-+ ~ 
r =OM, (x = r cos ct, y = r sin ct). 
Proiecţiile se obţin ducînd din vîrful 

-+ 
vectorului de poziţie r paralele la 

axele de coordonate. 

z 

y 

X 

Fig. 1.5. Poziţia mobilului în spaţiu este 
dată de cele trei coordonate ale sale: 
abscisa x = OM1, o1·donata y = M 1M' = 
= OM2 şi cota z = M' M = OM3 • Coor
donatele x, y, z se obţin proiectînd pe 
axele de coordonate vectorul de poziţie 

-+ ~ 
r=OM. 

1.4. VECTOR DE ' POZIŢIE 

Un alt mod de a preciza poziţia unui mobil este următorul: alegem pe 
corpul de referinţă un punct-origine O şi îl unim cu mobilul M, obţinem astfel --segmentul de dreaptă orientat OM (fig. 1.4-1.5), numit vector de poziţie al 

"""" --mobilului, r =OM. 

El este caracterizat prin: 

1) modul (sau mărime) dat de lungimea r = OM a· segmentului orien---t at OM; 

2) direcţie, dată de dreapta definită de punctele O, M , ş1 

3) sens, dat de succesiunea 0-M, origine-mobil. 

Cunoaşterea vectorului de poziţie (ca 
modul, direcţie şi sens) înseamnă cunoaşte
rea poziţiei în spaţiu a mobilului. 

De exemplu, o instalaţie r adar determină vec
torul de poziţie al unui ob iect-ţintă, (avion) cu 
ajutorul unui impuls de unde electromagnetice 
(radio) dirijat în spaţiu. Ştiind viteza de propagare 
a undelor (c = 300 OOO km/s) şi măsurlnd timpul de 
propagare dus-întors a semnalului, găsim distanţa 
r pînă la obiect. Direcţia este dată de orientarea 
11 ntenei emiţătoare (fig. 1.6). 
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Fig. 1.6. Instalaţia radar deter· 
mină vectorul de poziţie al obiec· 

tului reperat. 



ln Limpul mişcării, vectorul de poziţie se schimbă ca modul şi orientare, 
deci este o funcţie de timp. ' 

Legăm de corpul de referinţă un sistem ortogonal de coordonate cu ori-_,. 
ginea in punctul O. Dacă proiectăm vectorul de :poziţie r pe axele de coordo-_,. 
nate, ducînd din vîrful vectorului r paralele la axe, obţinem coordonatele x , y 
ale mobilului (fig. 1.4 ). Conform teoremei lui Pitagora r2 = x2 + y2

• 

1.5. DEPLASARE 

1.5.1. Cazul mişcării rectilinii. Fie A(x1) şi B(x2) poziţiile mobilului la 
momentele t1 , respectiv t2 (fig. 1. 7). Deplasarea mobilului in intervalul de 
timp Ât = t2 - t1 este segmentul A B (prevăzut cu semn) Âx = X2 - X1 • 

Litera Â (delta majusculă) scrisă in faţa unei mărimi înseamnă variaţia acelei 
mărimi, adică diferenţa dintre valoarea finală şi cea iniţială. 

I <' 

Deplasarea Âx este pozitivă dacă mobilul se mişcă in sensul pozitiv al 
axei ( Âx > O, x2 > x1) şi negativă dacă mobilul se mişcă in sensul negativ 
(6.x < O) (fig. 1.7). 

1.5.2. Cazul mişcării plane. Fie A, B poziţiile mobilului la momentele 
t1 , respectiv t2 (fig. 1.8). Dacă urmărim proiecţiile mobilului pe axe, se vede 
că A' B' = Âx = x2 - x1, respectiv A" B" = Ây = y2-y1, reprezintă depla
sările in direcţiile axelor respective. 

Unind poziţia iniţială A(t1) a mobilului cu cea finală B(t2 ) obţinem seg--mentul de dreaptă orientat AB care se numeşte Pectorul deplasare al mobi-
lului în intervalul de timp considerat Ât --; t2 - t1• 

A' li I. o e' A B M B 

-3 -2 -1 o 2 3/ 4 
x=3,6 

X 

a 
# li 

B A ' Al 80 B A 
X 

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 

b 

Flg.1.7. Deplasările AB, .A'B', A''B" ale mobilului M în 
cazul (a) sînt pozitive (mobilul se mişcă în sensul pozitiv 
a l axel Ox), în cazul (~) sînt negative (mobilul se mişcă în 
sensul negativ ' al axei Ox). 
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Fig. 1.8. Vectorul deplasare al mobilul.u1 
-+ ..... -+ - >-
AB = b.r = r 2 - ri: are drept compo
nente deplasările pe axe t..x = x 2 - x 1, 

t..y = y 2 - y 1 care se ob~in prin proiecţie, 
du rind din originea A şi vMul B paralele 

la axele de coordona te. 

B 

traiectoria 

~ 
Fig. 1.9. Deplasarea rezultantă A C este 
suma vectorială a deplasăr i lor componcn te - -AB şi BC. 

El este caracterizat de modul (lungimea segmentului AB), direcţie (dată de 
dreapta care trece prin A şi B) şi sens (de la A la B ). 

~ 

Dacă proiectăm vectorul deplasare AB pe axele de coordonate, ducînd 
din originea A şi din vîrful B paralele la axele de coordonate, obţinem depla
sările pe axele de coordonate: 

A'B' = Âx = X 2 - X11 A"B" = Ay = Yz - Y1· 

Fie un mobil ca.re se mişcă pe o traiectorie curbilinie oarecare (fi g. 1.9) 
şi fie A, B, C poziţiile sale succesive la momentele t1, t2, ta. Deplasarea in 

-? 
intervalul de timp (t1, t2) este vectorul AB, iar in intervalul de t imp (t2, ta) 
~ 

este BC. Ca.re este deplasarea „globală" sau rezultantă în intervalul de t imp 
(t1, ta)? 

~ 

Evident, este vectorul AC, care se obţine unind originea primei deplasări 
~ 

cu vîrful ultimei deplasări. Se spune că vectorul deplasare A C est e suma 
~ ~ 

vectorilor deplasare AB şi BC: 

~ ~ ~ 

· AC = AB + BC. (1.1) 

De exemplu, un avion se deplasează de la Bucureşti la Piteşti A.B = 

= 105 km şi apoi de la Piteşti la Braşov fJC = 100 km. Deplasarea rezul
tantă Bucureşti-Braşov este AC= 1-40 km. 

-+ 
Se vede că mărimea deplasării rezultante AC nu se obţine prin simplă 

~ ~ 

adunare aritm~tică a mărimilor deplasărilor AB şi BC, ci după regula geome· 
triră de mai sus. 
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1.6. MĂRIMI VECTORIALE 

Mărimile caracterizate prin modul, direcţie şi sens (aşa curo este de exem
plu, vectorul deplasare) se numesc mărimi vectoriale sau CJectori. Ele se repre
zintă, convenţional, la o anumită scară, prin segmente orientate (analog 
vectorului deplasare). Mărimile caracterizate doar printr-un număr (pozitiv 
sau negativ) se numesc mărimi scalare sau sc'âlari , de exemplu, timpul, masa, 
tempera.tura, densitatea. 

1.6.1. Adunarea vectorilor. Vectorii se adună după regula geometrică 
. -+ -+ 

dată la vectorii deplasare. Pentru a aduna doi vectori a şi b ii desenăm (la 
o anumită scară) unul cu originea în extremitatea celuilalt şi unim originea 
primului vector cu virful celui de-al doilea. vector (fig. 1.10). Acest vector 
de închidere va da suma celor doi vectori. 

-+ 
Dacă in figura 1.10 ducem din originea primului vector a un vector paralel -+ şi egal cu vectorul b, obţinem un paralelogram a cărui diagonală reprezintă 

suma celor doi vectori . De aici rezultă: 

Regula paralelogramului. I'< efort sic dată de diagont1la pa-
„„ fot 1orrlo11 compon n(t ca laturi, avînd originr 
ff 

Din această construcţie se vede că suma vectorială este comutatiCJă : 

-+ -+ -+ -+ a+ b = b +a. (1.2) 

Dacă a.vem mai mulţi vectori suma lor se obţine aplicind succesiv regula 
paralelogramului. Acelaşi rezultat se obţine direct cu ajutorul regulii poli-
gonului. -, 

. Regula poligonului. t dala de lima dt îuchidrrf' „. . . . \ 
Aplicind regula paralelogramului sau cea a poligonului pentru trei vec

tori, ne convingem că adunarea vectorilor este asociatiCJă: 

-+ -+ -+ -+- -+ -+ 

(a + b) + c = a + (b + c). (1.3) 

Orioe diagramă de compunere a doi vectori (de exemplu , cea din fig. 1.10) 
poate fi privită şi ca o descompunere a unui vector în doi vectori compo-

-a -a 
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Fig. 1.1(). Vectorii se adună după 
regpla paralelogramulu i, 

I 
b 

d .... 
s 

Fig. 1.11. Suma mai multor vector i este dată de linia de închidere a 
conturulu i- poligonal construit cu vectorii componenţi. 

nenţi. ln adevăr , orice vector poate fi descompus după două direcţii arbitrare 
coplanare cu vectorul dat (sau după tr~i direcţii arbitrare ~,;, spaţia), deci poate 
fi înlocuit cu vectorii componentJ. Pentru aceasta ducem prin originea şi prin 
vfrful vectorului dat drepte pa.ralele cu direcţiile date (fig. 1.12). Se formează 
astfel paralelogramul de compunere a vectorilor. 

-+ 
A1:1tfel, de e~plu, v~torul de poziţie r din figura 1.4 are drept vect ori 

componenţi pe OM' şi O_M " : 

-+ -~----r =OM= OM'+ M' M =OM'+ OM". Analog in spaţiu (fig. 1.5) : 

-+--~~---
r =f!M = OM1 + M1M' + M'M =OM1 +OM2 + OM3• 

1.6.2. Scăderea vectorilor. Dacă modulul unui vector se reduce la zero, 
se obţine vectorul zero (nul), notat cu O, ca şi numărul zero; direcţia vectoru
lui zero rămine nedeterminată. De exemplu, dacă adunind mai mulţi vectori 
linia poligonală se închide, suma vectorilor respectivi este zero. ln parti
cular, dacă adunăm doi vectori egali in modul, de aceeaşi direcţie dar de 
sensuri opuse, ob·~inem vectorul zero. De aici se vede că oricărui vector nenul 
4 -+ -+ 
a ii corespunde un CJector opus a' = -a, de acelaşi modul, de a.oeeaş1 

Fig. 1.12. Descompunerea unui vec-
4 

tor a după două direcţii date D 1, D 2 
-+ 

coplanare cu vectorul· dat a. a 
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F Îg. 1.18. St'ăd erea vectori lor: diferenţa 
est.o da t!!. d e C'ea laltă diagonală a paralelo

gramului. 

J i1·el'\ ie dHr de sens opus. care pl'i11 
adunare cu pr imuJ dă vectorul zeru : 

-> --+ _,.. -+ -+ -+ 
a + a' = a + (- a) = a - a = O. 

.\cnm putem deJini scăderea vec-
-+ 

Lor·ilo1·: a scădea un vector b dintr-un 
-+ -+ 

11Prlor a, înseamnă a aduna la a vecto-
-+ 

ru.f opus - b: 

-+ -+....;io. -+ 
a- b = a+(-b) . (1.4) 

Din figura 1.13 se vede că d i ferenţa a doi v ectori este dată d e cealalt ă 

d iagona lă a paral~logra.mului construit cu cei doi vect ori drept laturi. 

Pen tru a obtine diferenţa a doi vectori , îi tra.săm cu origine comună şi 

un im v irfuril e l or , orientind săgeata spre .vectorul descăzut. Ducînd în figura 1.8 
-+ ~ ~ 

rnctorii d e poziţie r1 =OA,~ = OB, se vede hn.ediat , conform l'eg ulii de scă -
~ 

d ere vectorială, că vectorul depla sare A B este egal cu diferenţa vectorilor de 
~ -4- -4- -+ -+ -+ 

poziţ i e ai punctelor A , B , anume AB = O B - OA = r 2 - ''i = Âr, adică 

vectorul deplasare este egal cu variaţia vectorului d<' poziţie. Prin varia ţia unui 
vect or se înţelege (la fel ca pent r u un scalar) diferenţa - bineînţeles vecto
rială - d intre valoarea finală ş i cea iniţiali'(,. 

Un vector est e constant (în timp) dacă n ici modulul, n ici direcţia şi n 1c1 
sensul şău nu se schimbă în timp . Va1·iaţ ia unui vectol' cons tant esLe nulă. 

1.6.3. Componentele unui 11ec.tor . ' Dacă p1·oiect i:î. m or togonal, un vector 
_,. ~ 

a = A B pe o axă Ox, cob orînd perp endiculare pe axă din .origin ea A şi d in 
vidul Bal vectorului (fig. 1.14), obţinem un segment A'B', orientat în sensul 

poziLiv a l axei 0 .7,;1 dacă ungh iul oc fo1·maL de vcctornl ~şi axa Ox este ascuţiL, 
şi orientat, 1n sensul negativ al axei, dacă unghiul esLe obtuz. Lungimea aces
t ui segment p1·evăzută cu sem n ul plus, r espectiv m inus, se numeşte compo-

_,. 
nenta a.,. a vectorului a pe axa Ox: a.>: = (±) A'IJ'. 

Componenta unui vector~ pe o axă Ox este dată de formula: 

-+ -+ 
a.>: = a cos oc unde a = I a I, oc = -9::: (a , O:r). (1.5) 

Com ponenta pe axa Oy va fi au = a cos ~ = a sin oc (o catetă este 
egală cu ipotenuza înmulţită cu cosinus ul unghiului alăturat sau cu sinusul 
unghiului opus). 

Componenta est e nul ă dacă vectorul este perpendicula r pe axă (ex. = 90°) 
ş1 este ±a. dacă vect oru l este paralel cu axa (respectiv oc = O sau 180°). 
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Fig. 1.14. Compon en lele vnu i vecto1· pe ax.ele de coordonate. 

-+ -+ 
Dacă adunăm doi vectori a + b = c şi proiectăm vectorii pe o axă, 

obţinem aceeaşi egalitate şi penLru componenLele lor : a." + b." = ex (fig. 1.15). 
în gen eral, orice sumă de vectori poate fi proiectată pe o axă oarecare şi 

se obţine o sumă corespunzătoare pentru componentele vectorilor: 

4 4 -+ -+ ·-> -+ 
a.=a1 +a2 +„:+an ţ.p 1 · . a=p1·. a1 +pr. a 2 +.„ + p1'.a

11
, 

a.t = a1x + a2x + . „ + Gnx· ( 1.6) 

Proiec/ia rezultantei ,„ie .:ţ,„lu. ((/ ul..„.~ J)rniec{.Lov • .-cClorilor componenţi u.lt.1. 

componenta pe o axă a rczultantri este egală cu sum.a r.0111pnnentr./01 pe flcea 
art a v··cl ,, ii'' ·o 1w1 1111 

Desigur acelaşi r ezult at se obţine ş 1 m cazul diferenţei a doi vectori. 
~ -+ -+ -> 

Astfel, com ponentele vectorului deplasare AB = tir = r2 - r1 pe. axele de 
coordona.te sînt deplasările pe axe: b.x = x 2 - x1 , Ây = y 2 - y1 (fig. 1.8). 
Orice egalitate vectorială dă prin proiectare pe axele de coordonate egalităţi 
algebrice pen tru componentele vectorilor. 

Fig. 1.15. Proiecţia sumei a doi 
ve~to1· !. este egală CL! s uma pro
. 1 ecţ1 1l or celor doi vectori . 
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-+ 
Prin urmare orice vector a este caracterizat prin ansamblul componentelor 

sale (ax, a11, az) tntr-un anumit sistem de coordonate. Schimbind sistemul de 
coordonate, se schimbă şi componentele vectorului, spre deosebire de un scalar 
a cărui valoare nu depinde de alegerea sistemului de <ioordonate. 

1.7. VITEZA 

1. 7 .1. Mişcarea rectilinie. Pentru a putea compara mişcările intre ele 
trebuie să comparăm deplasările mobilelor. efectuate in acelaşi interval de 
timp şi anume în unitatea de timp (secunda.). Cunoscind deplasarea Âx 
efectuată în intervalul de timp Ât, pentru a afla deplasarea ce reC1ine (cores
punde) unităţii de timp trebuie să împărţim Âx la Ât. Obţinem astfel viteza 
medie a mobilului în intervalul de timp considerat: 

t::.x x 2 - x1 deplasare 
Vm= - = = • 

t::.t ta - 11 durată 
(1.7) 

Viteza (1.7) are acelaşi semn ca şi deplasarea , deoarece Ât = t 2 - t1 este 
totdeauna, pozitiv. Viteza este pozitivă dacă mobilul se mişcă în sensul pozi
tiv al axei (Âx > O, Vm > O) şi este negativă dacă mobilul se mişcă în sensul 
negativ al axei (Âx < O, Vm < O). 

E X EMPLU 

Un biciclist pleacă din Ploieşti (x1 = 60 km) la ora 11 = 8,0 h şi ajunge la Sina ia 
(x2 = 127 km) Ia ora t2 = 13,0 h. Viteza medie pe această distanţă t::.x = x 2 - · x1 = 
= 67 kmsan pe intervalul de timp respectiv t::.t = t2 - t1 = 5,0 h este Vm = t::.x/ t::.t = 
= 67 km/5,0 h = 13,ft km/h. Dar biciclistul n -a mers tot timpul cu această viteză . 
La început a mers probabil mai repede, apoi mai încet . Clnd a oprit să se odihnească 
v iteza a fost zero ; dacă a pierdut ceva şi s-a întors , viteza a fost negativă. Viteza 
medie calculată pentru alte intervale de timp sau pentru a lte distanţe (de exemplu, 
Ploieşti-Cîmpina, Br eaza-Comarnic) a fost alta. 
Pentru a ana viteza Ia un moment dat t sau într-un anumit punct x al tra iectoriei, 
de exemplu, viteza biciclistului la Băicoi , în dreptul bornei kilometrice x = 80 km, 
vom măsura viteza medie a biciclistului pe o distanţă mică, de exemplu, t::.x = 10 m 
în vecinătatea bornei kilometrice respective. Luînd o distanţă şi mai mică, t::.x = 1 m, 
şi folosind un ceas electric vom găsi o viteză foarte apropiată de viteza biciclistului 
ln momentul cînd trece prin punctul x = 80 km . 

Prin urmare, în intervalul Ât pentru care calculăm viteza medie, mobilul 
poate merge mai repede sau mai încet pe subintervale mai mici. Pentru a 
a.fla viteza la un 'moment dat t cînd mobilul trece prin punctul P(x ) putem pro
ceda astfel: considerăm un moment t1 apropiat de t ctnd mobilul trece prin 
A(x1) şi calculăm viteza medie 

X i - X PA 
V1 =-- - = --

t1 - I 11 - I 
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Fig. 1.16. Viteza momentană la momentul t cînd mobilul trece prin punctul P(x) se 
obţine calculînd viteza medie pe intervale de timp din ce în ce mai scurte: t1 - t, t2-t, 
13 - t etc., cind mobilul trece prin punctele A , B, C,„. cit mai apropiate de P, deci pentru 

deplasări din ce în ce mai mici: PA= x1 - x, PB = x2 - x, PC = x3 - x.„ 

(fig. 1.16). Aceasta nu redă încă exact viteza din P la momentul t, deoarece 
pe seg!D-entul PA în timpul t1 - t mobilul poate să-şi schimbe viteza. Dacă 
luăm însă momente t2, t3, t 4 etc. din ce în ce .mai apropiate de momentul t 
(deci intervale Ât din ce in ce mai mici), ctnd mobilul se află respectiv în 
punctele B(x2) , C(x8), D(x4 ) etc. din ce in ce mai apropiate de punctul P 
(deci deplasări Âx din ce in ce mai mici) şi calculăm vitezele medii corespun
zătoare : 

Xa - X 
V2 = ' 

12 - t 

obţinem valori care se apropie din ce în ce mai bine de valoarea vitezei la 
momentul t ctnd mobilul trece prin P. Această viteză, care se obţine pină la 
urmă prin procedeul indicat, se numeşte C1iteză momentană sau instantanee, 
sau pe scurt, viteză: 

v = t::.x cind Âx şi Ât sint foarte mici (descresc către zero). (1.8) 
t::.t 

Figura 1.17 ilustrează un experiment pentru situaţia din figura 1. H;>. 
Viteza momentană diferă în general de la un moment la altul, cum este 

de exemplu în căderea liberă a unei pietre. La vehicule ea este indicată per
manent de vitezometru. 

Observăm că in (1.8) viteza momentană v se obţine ca un raport a două 
mărimi foarte mici Âx şi D..t care descresc simultan către zero (se spune: tind 
către zero şi se scrie: ÂX -+ O , Ât -+ O). Deşi ÂX şi Ât descresc fiecare către 
zero, raportul lor Âx/ Ât nu devine in general zero (viteza momentană nu este 
în general nulă). Vom conveni să notăm în cele ce urmează raportul a două 
variaţii foarte mici, care descresc către zero, înlocuind simbolul variaţiei /1 
cu simbolul d, astfel de exemplu (1.8) se scrie: 

dx 
V=- , 

dt 
adică v = ~x cînd D..t -+ O (atunci şi ÂX -+ O). 

/::,.t 
(1..9) 

l<'ig. 1.17. V ileza momen tană a 
unui camion, în momentul t cînd 
el trece prin punctul P , se poale 
determina calculînd viteza medie 
pe distanţe din ce în ce mai 
mici: PA, PB, PC, PD,.„ 
Cronometrul este pornit şi oprit 
cînd camionul calcă cablurile 

respecţive. 

PD C B A 

4';::?-;/7--~ 
11 I / t ---------11-1'-t'- / I - __,._ 

• I/ ~I ./I 
pornire~ - • /~ ~ ~ ~ .::- - - -...._oprirea 

cronometrului ~ - . cronometrului e 
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Conform pro1:edeului desc!'is, nmosdncl legea mişcării x = f(1) (ad ică ccua\.ia ci11e
mat1că a mişcării), putem calcula viteza (momentană). În adevăr , să calculăm viteza 
mobilului la momentul t. Pentru aceasta să considerăm un moment apropiat t' = t + Ci.t· 
Cakulăm coordonata mobilului pentru acest moment t' : x' = f(t') = f(t + Ci.t). Calculăm 
deplasarea respectivă Ci.x = x' - x = f(t + Ci.t) - f(t), o raportăm la intervalul de timp 
respectiv Ci.t = t' - t şi.facem apoi ca 6.t să descrească către zero ( !:lt -+ O). 

F.XEMPLE 

1. Fie legea mişcării x = 212 - 3. Calculăm x' = 2t'2 - 3 = 2(t + D.1)" - 3. Ca lculi\m 
d eplasarea t.x = x' - x = 2(1 + 6.1)2 - 3 - (2t2 - 3) = 41 t.i + 2( Ci.i)2 şi o rapor
tăm. la t.1: 

Vm = t.x = 41 Ci.t + 2(Ci.1)2 = 1,1 + 26.1. 
Ci.t Ci.t 

Fi\cind acnm pe 6.t să descrească (să tindă) către i ero (6.t -+ O) , ultimul termen se 
anulează ş i obpnem viteza (momentană): 

2. \foi general , fii• legea mişcăr ii 

d:r 
V= - = 41. 

dl 

X = A t2 + B t + c, 
11nd1• A, B, (' sîn t nişte r onstante (n11merr). 
C..ilc'ulăm roordonata x ' pt>ntru moment11l 1' = t +ol: 

( 1.10) 

x' = A(t + .'\1) 2 + B(t + t:-,,1) + C At~ + 2At t::.t + A( Ci.t )2 + Bt + B 6.t + C, 

dr unde deplasarea 6.x = x' - :i: - 2At Ci.t + B D.t + A( 6.1) 2 ~i viteza medie 

Cl.T 
1•m = -- -= 2.41 -l B + A ll.t . 

6.t 

l· uind acu m j.1 -tu, ultimul termen se a 11 ulează şi viteza devi nr: 
dl'. 

v = ..:.... = 2A1 + n. 
dt 

(1. 1 " 

Prin urmare, dacă legea m.işcării este <latri de un polinom de gradu l II în timp (f11nrţie 
p(tlratică de t imp) (1.1 0), viteza va Ii un polinom de g1·adu l l in t imp (funcpc l inia r.'\ 
de timp) (1:11). Vom folos i acest rezultat ma i tlrziu . 

ll. Fir legea mişrăr ii 

x = At + B, unde A, B s in l ronstan te. 

C.alrulăm coordonata x' pen tru 1' = t + Ci.t ş i a poi deplasarea D.:i: = x' - x : 

x' = At' + B = A(t + Ci.t) + B ; Ci.x = x' - x = A Ci.I . 

Viteza mediP 

t.x dx 
Vm = - = A = const = - = 11. 

61 dt 

( I. I:.!) 

( 1. 13) 

Nici nu este nevoie să descreştem pe Ci.t către zero, deoarece raportul este constant; 
viteza medie este constantă şi coincid e cu viteza momentană - mişcarea se numeşte 
rectilinie uniformd. 
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1.7.2. Mişcarea plană. (Analog se studiază mişca1·ea în spaţiu .. ) Cnnosclnd 
ecuaţiile mişcării x = f1(t), y = '2(t), putem calcula, exact ca mai sus, v jtezele 
medii şi momentane ale mobilului în. direcţiile axelor de coordonate. Notăm 
vitezele respective cu un indice corespunzător axei: 

D.:i: v,.„, = - , . ,:,,1 
t.y 

V11111 = - • 
01 

(1.14) 

Dacă luăm intervale D..t din ce in ce mai mici, descrescînd (tinzînd) că tre zero. 
D..t -+ O (atunci şi D..x -+ b, D..y -+ O) , obţinem vitezele momentane: 

dx 
Vx = ctt' 

dy 
V11= - . 

dt 
(1.15) 

Pe de altă parte, deplasările D..x şi D..y sînt componentele pe axe ale vec-
-+ 

torului deplasare D..r (fig. 1. 8). Dacă împărţim vec,t orul deplasare la ill tervalul 
de timp (care este un scalar), obţinem vectorul viteză medie : 

-+ At t: 
Vm=~ = - . 

/::,.t t.t 
(1.16) 

Vectorul viteză medie ar e direcţia şi sensul vectorului deplasare, iar modulul 
egal cu modulul vectorului deplasare împărţit la intervalul de timp. Compo
nentele vectorului viteză (1.16) pe axe sînt tocmai vitezele (1.14) ale proiec
ţiilor ~obilului. 

1. 7 .3. Înmulţirea n ctorilor cu scalari. Dacă adunăm un vector ; cu el 
însuşi obţinem un vector de aceeaşi direcţie şi acelaşi sens, dar de modul 

~ _, ->-

dublu, ceea ce se scrie asLfel: a + a = 2a. La fel pentru mai mulţi vecLori: 

-+ ->- -> -+ -+ 
a+ a+ a+ „. +a= n · a. (1.17) 

· dt' n ori 

Dacă punem acum: 

-+ -+ 
(-1) · a = -a ş1 O · a - O, (1.18) 

obţinem prin generalizare regula înmulţirii vectorilor cu numere reale (cu 
scalari) . 

-> 
Prin înmulţirea unu i vector a cu un număr real r se obţine un vector 

-+ -+ ..... -> 
ra = ar de modul I r I · I a I şi de aceeaşi direcţie cu a; sensul va fi acelaşi 

cu ; dacă r > O şi opus lui ~ dacă r < O (fig. 1.18) . 
• -+ 

A împărţi un vector a la un număr real p 'f: O !nseamnă a.·1 înmulţi cu 
'1 

numărul -: 
p 

-+ 
a. 1 -+ - =-· a, (1. 18) 
p p 
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„ 
• + . -· 
I 2t I -3â 
I 
I ____., 

i 1 ~ • 2= 2•=0,5• -2-â=-1 s-a 
2 ' 

Fig. 1.18. l_nmulţirea şi fmpărţirea vector ilor cu numere (cu scalari). 

adicll modulul vectorului dat se im parte la Ip I , direcţia nu se schimbă, iar 
sensul rămine acelaşi dacă p > O şi se inversează dacă p < O. In cazul vitezei 
(1.16), Ât este totdeauna pozitivi 

Inmulţirea vectorilor cu scalari este asoc_iati1Jă şi distributi"ă: 

...... -. ........ -+ ... _...--+ ...... -+ 
m(na) = (mn)a, (m + n)a = ma+ na, m(a + b) = ma + mb. (1.20) 

ţ.7".4. Vectorul vitezi. In· cazul mişcării curbilinii vectorul deplasare 
-+ - -+ -+ Âr = AA' şi vectorul viteză medie Vm= Âr/Ât, pentru un interval oarecare, 

au direcţia secantei AA' la traiectorie (fig. 1.19). Pentru a obţine viteza 
momentană într-un punct A al traiectoriei trebuie să luăm un interval Ât = 

= t' - t foarte mic, descrescind către zero, atunci punctul A' se apropie de A, 
iar secanta AA' se roteşte tn jurul punctului A (AA', AA" etc.) pînă ctnd 
devine 'tangentă la traiectorie (ctnd punctele A, A' se confundă), deci vec
torul viteză momentană 

-+ -
-+ dr 
V=-• 

dt 

-+ 

adică 6.r ctnd Ât -+ O, 
6.t 

' (1.21) 

este tangent la traiectorie tn punctul considerat, adică are direcţia tangentei 
la traiectode şi sensul dat de sensul mişcării mobilului tn acel moment. 

Proiectlnd punctul material pe axele de coordonate, mişcarea sa curbi-

linie in spaţiu -; = f(t), -; = d-;/dt se descompune in mişcări rectilinii după 
axele de coordonate, descrise de ecuaţiile cinematice ale mişcării: x = fx(t), 

o Vx 
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Fig. 1.19. Vectorul viteză medie 
-+ -+ . 
vm = A.r/ ~are direcţia secantei ·1a tra-
iectorie: AA'. Făcfnd pe f,.t = t' - _t 
să descrească către zero, punctul A' 
se apropie de A (trectnd prin A" etc. ), 
secanta se roteşte în jurul lui A şi de
vine tangentd la traiectorie, deci vectorul 

-+ -+ 
viteză (momentan ii) v .= dr/dt estP 
tangent la traiectorie în fiecare moment 
şi are sensul dat de sensul mişcării., 

y = f2(t) , z = f3(t). Vitezele mişcărilor 
componente sînt componentele vectoru-

-+ 
lui viteză v(vx, Vv, Vz) al mobilului. 

In cazul plan, aplicînd teorema lui 
Pitagora, avem r 2 = x2 + y 2

, v2 = v; + v~. 

În cazul mişcării rectilinii vectorul de-
-+ ..... ..... 

plasare & şi vectorul viteză Vm = 6.r/ 6.t, 
..... ..... 
v = dr/dt stnt situaţi chiar pe dreapta mişcării ; 

în locul figurii 1.19 vom avea figura 1.20. 
Alegtnd dreapta mişcării drept axă O'x' şi 

..... -+ ..... 
proiecttnd pe această axă vector ii & , vm, v, 
obţinem deplasarea l:;x ', respectiv viteza Vm = 
= l:;x' / 6.t, v = dx' /dt aşa cum - le-am definit 
în § 1.7 .1. Observlim că pen tru un vector paralel 

X 

Fig. 1.20. 1n cazul mişcării rectilinii, 
-+ 

vectorul deplasare 6.r şi vectorul viteză 
-+ ...... -+ ~ 

Vm = Âr/ f,.t, respectiv v = dr/dt, sînt 
chiar pe dreapta mişcării O'x'. Pro iec
taţi pe această axă, ei dau l:;x', 

Vm = Ax'/ 6.t, v = dx' /dt. 

cu o axă, componenta (proiecţia) sa pe acea axă este egală cu plus sau minus modulul 
vectorului , după cum acesta este orientat în sensul pozitiv sau negativ al axei. 

I lltnll\ii 

pi' curt. un 1 f orrnă) . 

1.8. ACCELERAŢIA 

l n general vectorul viteză se schimbă in timpul mişcării, a.tît în modul -
dacă mobilul merge mai repede sâu m::i i încet pe traiectoria sa, cît şi ca direc
ţie - dacă traiectoria este curbilinie. 

O aceeaşi variaţie a vectorului viteză se poate produce într-un timp mai 
lung sau mai scurt. Pentru a compa.ra neuniformitatea diferitelor mişcări 

trebuie să calculăm variaţia de viteză în acelaşi interval standard de t imp 
(unitatea de t imp). De aceea, vom împărţi variaţia vitezei la intervalul de 
timp in care ea s-a produs, pentru a afla variaţia vitezei care re"ine (cores
punde) unităţii de timp. 

1.8.1. Acceleraţia în mişcarea rect ilinie. l n cazul mişcări i rectilinii, 
acceleraţia medie (în intervalul de t imp Ât) este 

am= f,.v = v2 - v1 = variaţia vitezei (i.22) 
f,.t t2 - ti intervalul de t imp 

Ea poate fi pozitivă sau negativă după semnul lui Âv. 

Accel,raţia medie caracterizează variaţia globală a vit ezei în intervalul 
Ât, dar pe sub intervale de timp mai scurte variaţia vitezei poate fi diferită. 

Pentru a caracteriza variaţia vitezei „la un moment dat", vom calcula raportul 
(1.22) pentru int ervale Â t din ce în ce mai mici, descrescînd către zero, şi vom 
obţine astfel acceleraţia momentană (sau instant anee) : 

/::;V t d A o' d • v dv a = - c n u t -+ a ica a = - . 
.6.t dt (1.23) 
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De ex~mplu, fie legea vitezei: v = 2t - 5. Calculăm viteza v' la momentul apropiat 
t' = t + t1t, anume v' = 2t' - 5 = 2(t + t1t) - 5. Calculăm acum variaţia vitezei 
t1v = v' - -v = 2{t + t1t) - 5 - {2t - 5) = 2 t1t şi o raportăm la intervalul de timp 
t1t : Om = t1v/ t1t = 2, deci am este constantă şi coincide cu acceleraţia momentani!.. Mai 
general, dacâ legea vitezei este v = At + B, unde A, B slot constante, rezultă llm = 
= a = A şi mişcarea se numeşte rectilinie uniform variată. 

1.8.2. Vectorul acceleraţie. ln cazul mişcării în spaţiu, dacă împărţim 
-+ 

variaţia vectorului viteză Âv (fig. 1.21) la intervalul de timp Â.t în care s-a 
produs, obţinem variaţia medie a vectorului viteză pe unitatea de timp, 
numită CJectorul acceleraţie medie: 

-+ ~ _,_ 

-+ t1v v2 - v, variapa verlondu i viteză 
am= - = = ---'-------

t1t 12 - t1 intc1·valul de timp 
' (1.24) 

El caracterizează global (în medie) variaţia CJectorului viteză în intervalul de 
timp considerat. Dar în subintervale de timp mai mici variaţia poate fi dife
rită. La fel ca în cazul vitezei medii şi vitezei instantanee, luînd un interval 
de timp foarte mic (care descreşte către zero), obţinem CJectorul acceleraţie 

momentană (sau instantanee), numit pe scurt vectorul acceleraţie. 
Vectorul acceleraţie (momentană) este variaţia vectorului viteză calculată 

pentru un interval de timp foarte scurt în jurul momentului care ne intere
sează şi împărţită la acest interval (pentru a obţine variaţia care reCJine uni
tăţii de timp): 

-+ ..... 
-+ t1v 4 dv 
a= - cind Ât -t O, adică a = - . 

D.t dt 
(1.25) 

-+ ..... 
Acceleraţia medie am are direcţia şi sensul vectorului Âv (fig. 1.21). Cind 

..... 
îl descreştem pe Ât către zero, vectorul a obţinut poate diferi, în general, 

-+ -+ -+ 
puţin de am (aşa cum vm are direcţia secantei, iar v are direcţia tangentei la 
traiectorie). 

O b s e r v a ţ i e. Din figura 1.21 se vede că vectorul acceleraţie este 
totdeauna îndreptat spre „interiorul" traiectoriei, adică spre partea concavă 

traiectoria 
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Fig. 1.21. Variaţia vectorului 
' -+ -+ -Jo-

viteză t1v = v2 - v! în inter· 
valul de t imp t1t = ta - t1, 

vectorul acceleraţie medie 
-+ -+ 
am = t1v/ t1t şi acceleraţia 

..... -+ 
momentană a = dv/dt. 

a curbei, în sensul in care deviază vîrful vectorului viteză cind mobilul se 
mişcă pe traiectorie. Vectorul acceleraţie este paralel cu vectorul vitezei numai 
în cazul mişcării rectilinii, cînd numai modulul vitezei variază, direcţia rămi

nînd neschimbată. 

Subliniem înc_ă o dată că acceleraţia caracterizează sau măsoară variaţia 
CJectorului viteză (calculată pentru unitatea de timp) şi nu CJiteza raportată la 
timp. Dacă vectorul viteză este constant, nu variază, nu ave~ acceleraţie, 
indiferent de valoarea vitezei. Acceleraţia momentană poate fi nenulă, chiar 
dacă în acel moment viteza este nulă. 

Analog ca pentru vectorul viteză , componenta vectorului acceleraţie pe 
o axă reprezintă acceleraţia mobilului în direcţia acelei axe şi este egală cu 
acceleraţia cu care se mişcă proiecţia mobilului pe acea axă, de exemplu: 

t1va; . dvx( d' v D.vx Î d a = - ş1 a = --'- a ica -· c n 
xm D.t x dt D.t 

(1.26) 

-+ 
ln cazul particular al mişcării rectilinii, variaţia Âv, calculată pentru un 

interval D..t suficient de mic, deci şi vectorul acceleraţie, este în acelaşi sens 
cu vectorul viteză, dacă modulul vitezei creşte (mişcare accelerată) şi este în 
sens opus vectorului viteză, dacă modulul vitezei scade (mişcare încetinită) 
(fig. 1.22). 

Acceleraţia (1.22-1.23) definită mai sus în cazul mişcării rectilinii repre-
-+ -+ -+ -+ 

zintă componenta vectorului accel eraţie am = D..v/ Ât, a = dv/dt pe dreapta 
mişcării Ox şi este pozitivă dacă vectorul acceleraţie este orientat in sensul 
pozitiv al axei. Mişcarea este accelerată,dacă viteza v şi acceleraţia a au acelaşi 
semn,şi încetinită, dacă au semne opuse. 

EXEMPLU 

Un tren care se mişcă cu viteza de 90 km/h este la un moment dat Mnat astfel incît 
în 20 secunde viteza sa scade la 18 lun/h. Să se calculeze acceleraţia medie în această 
mişcare lncetinitâ. 
Rezolvare. Alegem sensul pozitiv pe traiectorie ln sensul mişcării (al vitezei). Alunei 
v

1 
= ţ90 km/h = 25 m/s, v2 = + 18 km/h = 5 m/s şi acceleraţia medie: 

Vz - v1 5 - 25 m/s 
am = = --- -- = .-1m/s2

• 

D.t 20 s 

Semnul minus arată că vectorul acceleraţie este orientat în sensul opus sensului 
pozitiv ales şi cum vitllza este pozitivă, semnul este ln concordanţă cu caracterul 
h~cetin it al mişcăr ii (v > O, a < O). 

O b s e r v a ţii. 1. ln cazul mişcării rectilinii, semnul vitezei v şi semnul 
· acceleraţiei a depind atît de sensul mişcării mobilului, cit şi de sensul ales 
pozitiCJ pe axa mişcării. Dacă schimbăm sensul pozitiv pe axa mişcării, atit v 
cit şi a îşi schimbă amîndouă semnul -(de aceea caracterul accelerat sau înce
tinit nu depinde de sens.ul ales pozitiv pe axa mişcării). 
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... Av v2 A V1 8 
~ ~ „ 

-v2 
a 

-+ 
A V1 B V2 

Fig. 1.22. În mişcarea rectilinii' 

~ 
accelerată vectorii viteză şi accele-

v2 4V raţie au acelaşi sens la), iar în 
mişcarea încetin ită ei au sensuri 

b 
opuse {b). 

Aproape totdeauna se alege sensul pozitiv pe axa mişcării. în sensul vitezei 
(al mişcării); tn acest caz a > O înseamnă accelerare şi a < O înseamnă frinare. 

2. In cazul mişcării rectilinii, acceleraţia medie, conform formulei (1.22) 
ne arată cu cit variază tn medie în unitatea de timp (1 s} viteza corpului 
(pentru fiecare secundă din intervalul de timp fit pentru care a fost calculată 
acea acceleraţie medie). In adevăr, din (1.22) avem tiv = am fit şi pentru 
fit = 1 s, rezultă tiv = am. De exemplu, dacă a.cceler.aţia unui tren. este 
a = 2,0 m/s2, înseamnă că viteza sa creşte tn fiecare secundă cu 2,0 m/s. Carac
terul accelerat sau încetinit depinde şi de semnul vitezei: dacă v > O, trenul 
este accelerat, dacă v < O, el este frînat. Doar semnul._acceleraţiei singur nu 
ne spune încă despre caracterul accelerat sau încetinit al mişcării. 

Iată încă un exemplu. Dacă vectorul acceleraţie al unui lift este îndreptat 
in sus, aceasta înseamnă fie pornire accelerată tn sus fie frinare la coborîre. 
Dacă vectorul acceleraţie al liftului este îndreptat în jos, aceasta înseamnă 
fie pornire accelerată in jos fie frinare la urcare. 
. Exemple de acceleraţii. Acceleraţia gravitaţională de cădere liberă a corpu

rilor pe suprafaţa pămîntului g = 9,8 m/s2
, pe suprafaţa Lunii 1,62 m/s2, pe 

suprafaţa Soarelui 271 m/s2
, pe Marte 3,77 m/s2

• Acceleratia unui electron 
într-un atom de hidrogen 0,9 · 1022 m/s2

• Un om suportă În mod acceptabil 
acceleraţii pină la de cinci ori ac0eleraţia gravitaţională; 

1.9. CLASIFICAREA MIŞCĂRILOR PUNCTULUI MATERIAL 

..... ..... 

<
rectilinie uniformă v = const. (a = O) (pe scurt: 

. . . uniform 

· a = const. unuorm 
ectilinie variată : 

./ 

/

rectilin ie <uniform variatâ ( .. 

Mişcarea a ':f: O 
punctului\ neuniformă 
material a variabil 

curbilinie uniformă 

curbil)ni< .1-; I = const. (de ex. circulară uniformă) 
rurbilin ie neuniformă. 
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uniformă) 

acceleratâ 

încetinită 

1.10. RELATIVITATEA MIŞCĂRII MECANICE 

Am văzut că noţiunile de repaus şi de mişcare nu au sens decît relativ 
la un sistem de referinţă. Acelaşi lucru este valabil şi pentru traiectorie, 
adică nu numai viteza, ci şi forma traiectoriei depinde de sistemul de refe
rinţă ales. Uneori în loc de sistem de referinţă se spune „observator", fiindcă 
totdeauna un observator studiază fenomenele faţă de un sistem de referinţă 
legat de el (sistem de coordonate, riglă şi ceasornic) şi reciproc, putem con
sidera că in oricare sistem de referinţă se află un observaţor care studiază 
fenomenele. 

Pentru exemplificare se consideră un observator aflat într-un vagon, 
..... 

ce se mişcă orizontal cu viteza constantă v. Observatorul ţine în mină un 
obiect. Pentru observatorul din tren obiectul este în repaus, traiectoria se 
reduce la un punct, deplasarea şi viteza. sint zero. Pentru observatorul de pe 

..... 
Pămint, obiectul se deplasează orizontal cu viteza v împreună cu trenul şi 
traiectoria este o dreaptă orizontală. 

Dacă observatorul din vagon scapă obiectul din mină, acesta va cădea 
vertical in j~s faţă de vagon, dar faţă de observatorul de pe Păm_int, obiectul 
va descrie o traiectorie curbilinie şi vectorul viteză va avea direcţie var.ia
bilă în timpul căderii (fig. 1.23). 

Un alt exemplu îl constituie un obiect lăsat liber să cadă dintr-un avion 
(1ig. 1.24). Pentru un observator terestru, traiectoria va. fi curbilinie, analoagă 

r------------------, 
I I 
I I 
I I 

Fig. 1.28. T1·aiertoria şi vifrw 
unui obiect car~adc într-1111 
vagon în mişcare sînt diferi le 
pentru observatorul din va
gon şi pentru observatorul 

de pe Pămtnt. 

I I 

v !~#-'> ~-~• I . I I 
I I I 
; l I 
I I I 

l--~--~J--~~-J 
o 

. „~~,··~- -~~ 
: : : ! t 
l i l f : 
I I • I _____-s' 
I t I I 

t I l~I 
I I I 
I I I 

i :~~ 
I I 

~ ~ 

j~ 
FJg. 1.24. Traieclot•ia şi viteza obi!!clului lansat din avion slnt diferite pentru avion şi 

penţru observatorul terestru. 
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relei din exemplul precedent, în timp ce pentru aviator traiectoria va fi 
practic (dacă neglijăm rezistenţa aerului) o linie verticală, tot timpul sub 
avion, dacă avionul continuă să zboare orizontal rectiliniu uniform. 

Astfel de exemple ne demonstrează relativitatea traiectoriei, deplasării 

şi "itezei. 

1.11. COMP!JNEREA MIŞCĂRILOR 

Un corp poate participa simultan la două mişcări. Cum se compun ele 
pentru a da mişcarea rezultantă? 

De exemplu, un oro se plimbă într-un vagon, care la rindul său se află 

în mişcare (sau un obiect cade într-un vagon în mişcare). Cunoscînd cele 
două mişcări, cum aflăm mişcarea rezultantă a omului (obiectului) faţă de 
pămtnt? Sau, cunoaşte~ mişcarea unui satelit artificial faţă de Pămînt şi 
mişcarea Pămîntului faţă de Soare, cum calculăm mişcarea satelitului faţă 
de Soare? 

Alt exemplu: un bloc este ridicat în sus prin intermediul unui scripete 
şi în a:celaşi timp scripetele se deplasează orizontal de-a lungul braţului ma
caralei. Care va fi mişcarea (viteza) rezultantă (fig. 1.25)? 

Care voi· fi deplasa1·ea şi viteza rezulLantă. a bărcii faţă de mal, dacă S<' 

vîsleşte pe o direcţie perpendiculară pe cursul apei unui riu (fig. 1.26)? 
Studiind exemplele de mai sus, constatăm că deplasările şi "itezele se 

compun după regula va'raleloeramului, ca orice "ectori. 

Fig. J.26. Blorul este ridicat vertica I tn sus t'U vitrza ~ 
faţă de scripetele superior, care se deplasează orizontal 

..... 
cu viteza v2 • Care este viteza rezultantă; a blocului Ca\ă 

de pămlnt ? 
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Fig. 1.26. CompunereA vi tezelor . Viteza bărcii faţă de apă 1•11 St> rom-

-+ 
pune vectorial cu v ileza apei va pentru a da viteza bărcii faţă de 

-+ -+ -+ 
ţărm: V = Vb + Va-~m lrobuie Orientată viteza bărcii faţl\ de l'ÎU pen
tru a ajunge perpenlicular pe celălalt mal? Clnd este posibil aceasta? 

1.12. REPREZENTAREA GRAFICĂ A LEGII MIŞCĂRII 

Legea mişcării poate fi determinată experimental şi reprezentată 

forma unui Lahel: 

t 
(în s) -3 -2 - 1 o 1 2 3 4 5 6 7 

X 
-0,2 o 0·,1 0,2 0,4 0,8 1,4 2,2 1,2 o -0,6 

(în·m) 

sub 

8 

o 

Este util şi sugesLiv de reprezentat grafic legea mişcării într-o diagramă 
„coordonată-timp". Pe axa orizontală marcăm timpul t într-o scară con
venabilă, iar pe axa verticală - coordonata x într-o altă scară convenabilă 
(fig. 1.27) . Un punct P de pe această diagra.mă reprezintă poziţia, adică 
coordona ta x a mobilului la un moment t. Cînd mobilul se mişcă, poziţia. sa se 
sehimbă în timp şi punctul reprezentati" descrie o curbă. Dacă mobilul este în 
l'epaus (x fix sau constant în timp) curba reprezentativă devine o linie dreaptă 
orizontală, paralelă cu axa timpului Ot. 
Dacă mobilul se depărLează sau se 
apropie de originea coordonatelor de 
pe traiectoria sa, curba reprezentat ivă 

se depărtează sau se apropie de axa 
orizontală Ot. Cînd mobilul trece prin 
originea coordonatelor (x = O), cui·ba 

X 

p' reprezentativă taie axa, timpului. Curba 0 
reprezentativă a legii de mişcare x = f (t) Fig. 1.27. Rep1·ezcntarea legii miş('(1ri i 
nn are nici o legătură cu traiectoria. x = f(t). 
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Fig. 1.28. ReprezPntarea grafică a legii mişcării x = f (t). 

In exemplul din figura 1.28 la momentul (iniţial) t = O mobilul se afla 
la distanţa x0 = 0,20 m de origine (coordona.ta iniţială) . In „trecut" (t < O) 
mobilul a trecut prin origine la momentul t = - 2,0 s, venind din partea 
negativă a traiectoriei. La luumentul t = 4,0 s mobilul se afla la distanţa 
maximă de origine: x = 2,20 m, după care a început să se apropie de origine 
f 9arte repede. La t = 6,0 s mobilul ajunge în origine şi trece de partea 
cealaltă „negativă" a traiectoriei, depărtîndu-se cel ma,i mult (x = -0,60 m) 
la t = 7 ,O s, după care se întoarce din nou în origine la t = 8,0 s. 

Viteza medie pe diferite intervale de timp se poate calcula din tabel sau 
din grafic. Astfel, viteza medie în intervalul (1,0; 3,0) s este: 

Vm = ÂX = X 2 - X1 = 1,40 - 0,40 ~ = 0,50 m/s. 
6.t l2 - li 3,0 - 1,0 s 

Viteza medie în intervalul (- 3,0; 0,0) s este: 

_ 0,20 - (- 0,20) m _ 0,40rn_O 13 / 
Vm - - - - - - - , m s. 

0,0- (- 3,0) s 3,0 s 

EXPERIMENTE 

Se vor face. experimente privind mişcarea rectilinie cu ajutorul Trusei 
le fizică pentru licee. 

Montajul mecanic (fig.129) conţine o bară (66) pe care rulează un cărucior 
(27) a cărui mişcare se studiază. Montajul electric (fig . 1.29, 1.30şi1.31) conţine 
un electromagnet (20) pentru reţinerea căruciorului, întrerupătoarele ND (18) 
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Fig. 1.29. Montaj pentru 
studiul mişcării rectilinii: 
66 - bara de rulare, 27 -
cărucior , 67 - riglă grad ală, 
18 - întrerupător ND (1), 
23 - întrerupător NI (2), 
20 - electromagnet, 28 - in- ·c===================::::;:;;=::J..l!lllV 
scriptor, 30 - d ispozitiv de 

înregistrare . . 

NO NI 

Fig. t .80. Montajul electric. 

12 V 

• 

Fig. 1.81. Inscriptorul. 

Fig. 1.82. Înregistrarea 
timpului. 

(normal deschis) şi NI (23) (normal închis) şi un inscriptor (28). Inregistrarea 
t impului (fig. 1.32) se fa.ce printr-o metodă chimică folosind curentul alter
nativ. 

Se fac experienţe de măsurare a vitezei medii pe diferite distanţe !lx . 
Se fixează pe rigla gradată (67) întrerupătoarele la această distanţă şi se mă

soară timpul !lt, atunci Vm = !lx/ !lt. 

PROBLEME REZO LVATE 

1. a} Putem vîsli pe un rîu astfel în cit barca să rămînă pe loc faţă de mal ? b} Se poate 
deplasa un om pe o scară rulantă astfel încît să fie în r epaus faţă de părn!nt ? 

Kezolvare. Dacă barca are faţă de apă exact viteza apei dar în sens opus, ea va rămlne 
-+ 

pe loc faţă de mal. La fel, dacă omul. are faţă de scară o viteză v' egală în modul , de 

- - -+ aceeaşi direcţie, dar de sens opus cu viteza scării v, ad ică 11' = -v, el va rămtne 
pe loc faţă de pămînt. 
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J!'lg. 1.88. Pt>nlru problema re?.olvatl!. 2. 

2. Picăturile de ploaie, care cad vertical, formează pe geamurile unui tramvai în mişcare 
urme înclinate sub un unghi a. = so• faţă de verticală. Care este viteza picăturilor 
de ploaie (faţă de pămînt) dacă viteza tramvaiului este v = 12 m/s? 

.... 
H P:CJll'nrf' . Viteza pir.:ăturilor de ploaie fa\.ă de tramvai Vr (sub a.= so· faţ:i <le verti

.... 
'·ală), compusă cu viteza tramvaiului v (orizontală) trebuie să dea viteza picăturilor . .... .... .... 
rle ploaie faţă cţe pămînt (verticală): vp = v" + v. Din figura 1.33 rezultă vp -= 
= v ctg o:= 7,0 m/s. 

ÎNTREBĂRI. EXER.CIŢll. PROBLEME 

.... 
1. Un vector a are modulul a = 12 unităţi şi este orientat exart spre Est. Ce modul şi 

ce orientare au vector ii : 

.... 
--> n -+ O 5-+ - !!_? 1,5a;4"; - a;-,a; 

3 

R: 18; 3 spre Est; '12; 6; 4 spre Vest. 

2. Cum se compun mai mulţi vectori dacă ei sînt pe aceeaş i dreaptă? Ce devine regula 
paralelogramului în cazul a doi vectori coliniari? Între ce limite este cuprins modulul 

->- .... 
sumei şi diferenţei a doi vectori a, b, dacă unghiul dintre ei variază? 

R: a lgt•bri<·. o ~ h ~ l ;; .i b I .?- I n · b I. 

a. Pot fi combinaţ. i doi vectori de mărimi diferite astfel încît să dea rezultantă (sumă) 
nulă? Dar trei vectori? 

R: nu; da în anumite condiţii (cînd reprezintă laturile unui triunghi). 

4. Este operaţia de scădere vectorială, comutativă şi asociativă? 

R: nu. 

-+ -+ -+ -+ -+ 
5. Cum s int vectorii a şi b dacă s·int valabile relaţiile: a+ b = c şi a+ b = c? Dar în 

-+ -+ -+ ~ -+ ~ -+ 
cazul a+ b = a - b? Dar în cazul a+ b = c şi a 2 + b2 = c2 ? 

-+ -+ -+ -+ -+ 
R: a li b; b = O; a J_ b. 

6. În ce fe l de mişcare distanţa parcursă coincide cu modulul vectorului deplasare ? 

R: în mişcarea rectilinie cînd viteza nu schimbă semnul. 

7. Suma pe care o plătim la un taxi este proporţională cu: „distanţa parcursă" sau cu 
„modulul vectorului deplasare"? 

R: ru distanţa parcursă. 
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8. Pentru mişcarea din figu1·a 1.28 să se calculeze: a) viteza medie a mobUului în inter. 
vaiele de timp: (1, O; 4,0)s; (4,0; S,O)s; (6,0; 7,0)s şi (S,0; 8,0)s. Pentru ce intervale 
de timp viteza medie este nulă? b) Distanţa străbătută de monil tn . tot timpul miş. 
cării. Care a fost viteza medie, tn modul, pe întregul interval? 

R: a) O,SO; -1,1; - 0,GO şi 0,0 m/s; b) 5,8 m; 0,53 m/s. 

9. Poate un mobil avea o viteză îndreptată spre Est şi în acelaşi timp o acceleraţie îndrep· 
tată spre Vest sau spre Nord? 

R: da. 

10. Poate avea un corp viteză nulă, la un moment dat, şi acceleraţie nenulă? 

R1 da. 
/ 

11. Poate varia direcţia vitezei unui mobil dacă vectorul acceleraţiei este constant? 

R: da (vezi fig. 2.1S) . 

12. Un camion, mişcîndu-se curbilin iu, a descris o traiectorie sub forma unui sfert de cerc. 
Care este distanţa ·parcursă şi care estş modulul vectorului deplasiHe? 

R: rcR/2; R V2. 
13. Un vapor se deplasează d1 = 7,0 km spre Est, apoi în continuare d2 = 3 V2 km 

spre N-V. Care este deplasarea rezultantă? 

R:d = 5,0 km . 
14. Viteza unui biciclist este v1 = 14,4 km/h, iar viteza vîntului care îi suflă din faţă 

este v2 = 4,0 m/s. Ce viteză a vîntulu i înregistrează biciclistul faţă de el? Dar dacă 
vîntul suflă din spate? 

R: v' = v1 ± v2 = 8, respectiv O m /s. 

15. Un tractor cu şen ile se mişcă cu viteza v = 3,0 m/s. Care este viteza şenilelor infe
rioare şi a celor superioare faţă de . sol ? Dar faţă de tractorist? 

R: a) O şi 2v = S,O m /s; b) v = ±3,0 m /s . 

HI. Un avion cu elice zboară rectiliniu uniform. Care va fi traiectoria unui vîrf a l elicei 
în sistemul de referinţă legat de: a) elice; b) avion ; c) pămfot? 

R: a) punct; b) cerc; c) elice (ca filetul unui şurub). 

17. Ecuaţiile mişcării a cinci puncte materiale sînt următoarele x = 2t; x = 2 + 3t; 
x = -1 + 2t; x = 2 - t; x = 3. Să se reprezinte grafic aceste ecuaţii pe aceeaşi 
diagramă Otx. Ce semnificaţie au punctele de intersecţie a graficului mişcării cu axele 
Ox, Ot? 

R: coordonata iniţială (la t = O); momentul trecerii prin origine (cînd x = O). 

3 - Fizică ci. a IX-a 



2 
PRINCIPIILE MECANICII NEWTONIENE 

Mecanica clasică, elaborată in esenţă de I .SAAC NEWTON (1.643 - 1.727) 
se bazează pe trei legi foarte generale, numite principii. Separat de aceste 
principii NEWTON a formulat principiul suprapun~rii _ forţelor. ~oa~e .. ce
lelalte legi ale mecanicii newtoniene se deduc atunci dm aceste prmc1p11 ca 
teoreme. 

2.1. PRINCIPI UL INERŢI EI (lex prima) 

Un tren se miscă rectiliniu uniform numai dacă este tras de locoţnotivă 
altfel ar merge ince'tinit şi pină la urmă s-ar opri. La fel se întimplă cu diferite 
alte vehicule. 

Să facem o experienţă simplă: să lăsăm o bilă de oţel pe un plan orizon
tal dur şi foarte bine lustruit (din sticlă) , vom constata că ea se mişcă (rosto
golindu-se) practic rectiliniu uniform mult timp. ln schimb, o placă de lemn 
lansată pe un plan orizontal tot din lemn sau din cauciuc se opreşte aproape 
imediat. De ce? Fiindcă este puternic Mnată de planul orizonta.I aspru (rug'os) 
prin frecare, deci prin acţiunea unui alt corp. 

Dacă am elimina. acţiunile t uturor corpurilor inconjurătoare, adică am 
izola un corp aflat in mişcare, s-ar opri el oare? 

Pe măsură ce diminuăm frecările şi alte acţiuni aţe mediului, constatăm 
eă mişcarea corpului se apropie tot mai mult de mişcar.e~ re~ti~inie .uniformă 
(de exemplu, mişcarea pe o linie cu pernă de .aer) . . ~~ a1c~ p~1~ 1d~a,11z~r~ sau 
abstractiza.re se ajunge la principiul I al dinamicii (prmc1pml merţ101): 

un punct 11mw ial 1şi mtmtrn s~aroa do repaus 1>au uo mişcare rectillnto 
uniformli. nttt timp cit asupra sa nu oeţlonoază alto corpuri caro să-i 
schimbe aeoastli. staro do mişc_are. 

Acest principiu a fost descoperit de GALILEO GALILEI in 1632 şi 
formulat de ISAAC NEWTON drept principiu I al dinamicii (lex prima) (1686). 
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GALILEO GALILEI (1664-1642) mare învă
ţat italian, astronom, fizician, mecanician, unul · 
din fondatorii ştiinţelor exacte ale naturii. A desco
perit legea inerţiei, legile căderii corpurilor , legile 
pendulului. Pentru prima dată în istoria astrono
miei, cu ajutorul uuei lunete confecţionate de el 
însuşi, a observat corpurile cereşti, descoperind 
munţii de pe Lună, patru sateliţi ai planetei Jupiter>, 
fa.zele planetei Venus, structura stelară a Căii 

Lactee, petele pe Soare. În cartea sa „Dialog 
asupra celor două sisteme principale ale lumii, 
ptolemaic şi copernican" (1632) a dezvoltat stră
lucit învăţătura lui N. Copernic asupra sistemului 
solar, pentru care în 1633 a fost osîndil ele un 
tr ibunal catolic. 

Cum se explică atunci faptul că in practică mişcarea rectilinie uniformă 
a vehiculelor trebuie permanent întreţinută prin acţiunea unui agent exterior 
(motor)? ln asemenea cazuri există totdeauna acţiuni opuse mişcării, de 
obicei frecările, care trebuie învinse sau compensate. In ca,zul cînd toate 
acţiunile asupra punctului material se compensează reciproc, acesta rămine 
in repaus sau în mişcare rectilinie uniformă. 

2.1.1. Inerţia şi masa. Pentru a pune în. mişcare un corp, pentru a-l op.ri 
sau pentru a-i curba traiectoria (a-i schimba vectorul viteză), trebuie să 
acţionăm asupra sa. La orice acţiune exterioară care caută să-i schimbe starea 
de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă, corpul se opune, reacţionează. 

Se numeşte inerţie proprietatea unui corp de a-şi menţine starea de repaus 
sau de mişcare recti:linie uniformă in absenţa acţiunilor exterioare, respectiv 
<le a se opune (reacţiona) la orice acţiune exterioară care caută să-i schi~nbe 
starea de repaus sau ele mişcare rectilinie uniformă în care se află. 

Principiul I al dinamicii se numeşte şi pr:incipiul inerţiei , tocmai fiindcă 
~roprietatea enunţată în el est e o manifestare a inerţiei: un punct material 
izolat ~e a~lă i~ ~epaus sau se mişcă rectiliniu uniform în '1irtutea inerţiei. O 
măsura a merţie1 este masa. ln această calitate masa se numeşte inerţială 
(sau inertă) . 

2.2. SISTEME DE REFERINŢĂ INERŢIALE 

Dacă un corp izolat se mişcă rectiliniu uniform faţă de stele (sau este în 
repaus faţă de stele), atunci faţă de Pămînt el se mişcă curbiliniu din cauza 
rotaţiei proprii diurne a Pămîntului, iar faţă de o navă cosmică, accelerată 
faţă de stele, el se mişcă accelerat. De aici rezultă evident că principiul inerţiei 
nu poate fi valabil în orice sistem de referinţă. . 
. Sistemele d~ ref~rinţă în care este valabil principiul inerţiei se .numesc 

sisteme de refermţă inerţiale. 
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Vom arăta că toate sistemele de referinţă in.erţia.le se mişcă unele faţă de 

altele rectiliniu uniform. 
Experienţa arată că sistemele de referinţă legate de stele sau chiar de 

Soare sînt sisteme de referinţă inerţiale cu un mare grad de 'precizie. In 
schimb, sistemele de referinţă legate de Pămînt nu sînt riguros inerţiale din 
cauza rotaţiei Pămîntului faţă de stele. In majoritatea covîrşitoare a nevoilor 
pra.eticii, Pămintul poate fi însă considerat sistem de referinţă inerţial cu un 
suficient grad de precizie. 

Peste tot,in cele ce urmează, in rezolvarea problemelor, ~e înţelege că se 
foloseşte un sistem de referinţă inerţial (de obicei legat de Pămînt). · 

2.2.1. Transfol'ma.rea. Gali111i. Un acelaşi eveniment sau proces {de exemplu m işcarea 
unui p1Lncl malerial) poate fi studiat din două s isleme de referinţă diferite - vom spune, 
de călre doi observatori diferiţi. Un eveniment .este caracter izat prin coordonatele sale 
spaţiale x, y, z , care arată Jocul unde se produce evenimentul , şi prin coordonata tem
porală t, care arată momentul la care se produce evenimentul. Fiecare observator 
măsoară coordona lele evenimentelor cu instrumentele sale (rigla şi ceasornicul) şi stabi leşte 
legi le corespunzătoare. 

Este important de stabilit legătura dintre coordonatele unui eveniment măsurate 
de difer iţi observatori , adică transformările de coordonale ;are dav trecerea de la im sislem 

de ref erin/ă la altul. 
Astfel putem vedea care aspecte ale fenomenelor şi legilor sînt relative, ad ică depen

dente <le sistemul de referinţă, şi care sînt invariante, ad ică independente de sistemul de 
refer inţă (aceleaşi pentru t.oţi observatorii). 

Vom presupune că riglele şi ceasornicele diferiţil or observatori s!nt r;onstruite şi ela
lorou: identic, adică după aceeaşi ,.reţel[1'' (aeelaşi pl'Ol'edH11 tehnologic) . 

Fie două s isteme de referinţă S şi S' cu axele paralele (axele Oz, O'z' nu sînt dese-
-+ 

nate) . Presupunem că S' se mişcă faţă de S cu v iteza u co1istantă, astfel încît originile O, O' 
au coincis la momentul t = t' = O, unde t este timpul măsurat în S, iar t' în S'. 

Din punct ul de vedere al observatorului S, apliclnd regula compuneri i vector iale, 

rezultă conform figurii 2.1: 

4- - > -+ -+ -+ 
r = r' + r0 = r' + ut, {2.1 ) 

y' 
y 

p 

unde toţi vectorii sînt măsuraţi cu instrumentele 
din S. Noi v rem însă să s tabilim legătura dintre , 

...... 
coordonatele (r, t) a le unui eveniment P, măsuralo 
de observatorul S cu instrumentele sale, şi coor· 

-+ 
donatele (r', t' ) a le aceluiaşi eveniment dar măsu-

>------ --x' rate de observatorul S' cu instrumentele sale. Or, 

Fig. 2.1. Două s isteme de referinţă 
care se mişcă rectiliniu uniform unul 
faţă de altul. Transformările Galilei. 

ins trumentele (rigla şi ceasornicul ) din S' se află 
în mişcare faţă de S I Oare distanţa O' P măsuratr1 
de fiecare observator cu instrumentele sale va fi 
aceeaşi? 

În mecanica clasică newtonianll se consideră 
că lungimile (distanţele) şi duratele au caracter 
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inv11ri1111t ~sau abs.olut) adiră rezultatele măsurătorilor de lungime şi durată nu de ind 
nici de nuşcar.ea mstrumentelor de măsură, nici de mişcarea obiectelor măsurate. p 

Ae~astă ipol~ză este foarte bi1~e v~rifieată în domeniul vitezelor obişnuite {chiar 
pentru viteze cosmice), dar în domemu l vitezelor foarte mari, apropiato de viteza luminii 
c = 3 · 1?8 m/s .(de e~emplu, în cazul particulelor ·atomice), această ipoteză nu mai este 
exactă ş1 trebuie aP'llcată mecanica relativistă. 

Ră~înîn~ în cadrnl rr_iecanicii clasice, putem considera că lungimile şi duratele au 
car:cter 111var1~nt. Astfel, timpu~ ''.c~!rge" .lr. f~J în cele do11ă sisteme de referinţă, şi prin 
ale':'erea noast1 ă a momentelor m 1ţiale (t = t =O} •re:wllă perman ent 1 = t'. ln relaţia 

...... ...... 
(2 .1 ) putem considera r măsurat în S, iar~' măsurat ln S', aslfel 'incit obţinem următoarele 
transformări Galilei: 

1
...... ...... ...... 
r = r' + ttl' , 
t=t' 1

...... ...... ...... 
r: = r - ut, 

t = l . 

{2.2) 

Din trans~ormru· ile Galilei l'eznllă imed iat legea clasică de compunere a vitezelor. 
În adevăr, cons1derînd două pozipi consecutive la două momente suc<·esive, avem: 

I ;: = ~: + :i l şi I ~ = ;~ + ,;; -+ 

11 ='1 12 = '2 

Împărţind ultimele două relaţii membrn la 
vitezelor: 

membr11, gi1sim legra dasid\ li<• <'ompunere a 

-+ -+ 
--+ t:ir t:ir I -+ -+ ... 
Vn1 = - = - + u = v' :/- -+- -+ -> D.t D.t' m u, V = v' + u, (2.3) 

...... 
unde v' es te v iteza relali"yă a mobilului faţă de S', ; - v iteza sistemul11 i S ' faţă de S 

şi v - viteza rezultantă rată de s„ 
Dacă·acnm considerăm vilczele la două momente consecutive: 

şi împărţind la intervalul de timp D.t = !it', obţinem pentru acceleraţii 
-+ -> -> -+ 

. am= a~, şi a ::::=. a', (2.4) 

adică accelera/ia este aceeaşi în toale sislemele de ref erinfă ,-11 mişcare relalt'"ă -> v rectilinie 

uniformă (u = _const), deci accelera ţia este invarianlă faţă de a ceste sisteme. 
În part.icu lar, dacă acce l eraţia este nu lă intr-un sistem S adică p t ' I 

este În r epa IS • • t'l' · ' < c ar ICU a 
· t sau so mişca rec 1 mm uniform, atunci acceleraţia va fi l ă • · 

ar alt · t S' · t · · · . 
11 

u ' m or 1-c e s1s em mişca recttlrnrn iuiiform faţă d e primul ad ică pai· ticula r· î 
repaus sa î · t·1· · · ' va I n . u n ~1şcare r ec 1 mie tm1formă in toate aceste sisteme de referinţă fi t 
în m1şcal'e relativă r ectil inie uniformă u nele faţă de altele Dacă pi·i·nc· · 1 · a ţa. ~ 

t 1 
. . . . · 1p1u mer iei 

es e va ab il într-unul dm ele, deci acest a este un sistem de referinţă inei·ţ 'ial a l " 
t . . ' f' l • , UllCI 

aces„ pri~c1pm v~ 1 va abil în toate acest_e s isteme de referinţă, care vol' fi de aseme-
nea merţiale. Reciproc, dacă două sisteme de referinţă sînt inerţiale atunci ele se · ~ 

unul faţă de a ltul r ectiliniu uniform [altfel {2.4) n-ar fi valabilă, adi~ă acceleraţia n~;c~ 
invariantă, deci mişc<1rea in erţială, cu-;= o într-unul clin sisteme, ar apărea accelerată 
in celălalt]. 
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2.3. PRINCIPI UL FUNDAMENTAL AL DINAMICII (lex secunda) 

In procesele de ciocnire a două corpuri, de frecare intre două corpuri 
solide sau intre un solid şi un fluid, de atracţie sau respingere intre corpuri 
magnetizate sa.u electrizate etc., corpurile acţionează reciproc, unele asupra 
altora, adică interacţionează. Ca efect al interacţiunii corpurile în general se 
deformează reciproc şi se scL im bă starea lor de mişcare, adică se schimbă 
vectorul viteză. 

I. ~EWTON a explicat căderea torpurilor ca efect al interacţiunii graCJi
taţionale dintre corp şi Pămînt .. Arest.a este un caz particular al in,teracţiunii 
gra11itaţionale sau atracţiei uniCJersalr dintre oricare două corpuri. Un corp 
suspendat de un resort întinde r•efl <irt.111, iar lăsat liber cade accelerat datorită 
atracţiei recipruce dintre corp şi f'ărnint. 

O măsură a interacţiunii este 11ectorul forţă. Astfel, corpurile care interac
ţionează exercită unul asupra ce1uilalt cite o forţă. Acţiunile diferitelor corpuri 
înconjurătoare asupra unui corp dat se manifcst.ă prin forţe aplicate acestuia. 
Prin intermediul forţelor aplicate unui col'p se transmite mişcarea mecanică. 

r" ,JI • d 1 lei r • < " 

Exemple de forţe. Toate forţele din natură se reduc pînă la urmă la un 
număr mic de forţe fundamentale, corespunzător interacţiunilor fundamentale. 

a) Una dintre acestea este forţa de atracţie gravitaţională, care se exercită 
intre oricare corpuri şi depinde numai de masa lor şi de distribuţia substanţei, 
indiferent ·de natura ei· chimică. 

Legea atracţiei ~niversale a fost descoperită de Isaac Newton şi aplicată 
la mişcarea corpurilor cereşti (1687). 

b) Un alt exemplu de forţe sînt forţele electrice. Ele sînt forţe de -inter~c
ţiune intre corpurile electrizate. Ştim că prin frecare, de exemplu, corpurile 
se electrizează şi între ele se exercită forţe de respingere sau de atracţie. 

Forţele elastice sînt forţe care apar in corpurile deformate*. Ele se reduc 
pînă la urmă la forţe electrice. ln adevăr, prin 'deformarea unui solid, ionii, 
atomii sau moleculele sale constituente sint dislocate din poziţiile lor de 
echilibru şi se nasc forţe electrice care tind să restabilească echilibrul. 

Forţele de frecare se reduc pină la urmă tot la forţe electrice. 
Orice forţă aplicată unui corp ii modifică vectorul viteză, adică îi im

primă o acceleraţie. Din experienţa de toate zilele ştim că aceeaşi forţă apli
cată diferitelor corpuri produce variaţii diferite ale vitezei, fiindcă efectul 
depinde şi de inerţia corpului, adică de masa sa. Cu cit masa. este mai mare cu 
atît variaţia de viteză, la aceeaşi forţă aplicată, in acelaşi interval de timp, 
est e mai mică . Ne putem da seama de acest fapt .cînd tragem sau împingem cu 
aceeaşi forţă acelaşi cărucior gol apoi încărcat. 

• Arest tip de forţă va fi st11diat mai pe larg la §. 3.6. 
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ISAAC NEW'l'ON (1643-1727) a rost un mare 
fizician, astronom şi matematician englez. 1n ce
lebra sa carte „Principiile matematice ale filozofiei 
naturale" (1687) a fundamentat şi dezvoltat me
canica clasică, formulind cele trei principii ale 
mecanicii, precum şi legea atracţiei universale. ·El 
a pus bazele mecanicii corpurilor cereşt i, explicirld 
mişcările planetelor in sistemul solar. Pentru rezol
varea problemelor mecanicii a eiaborat mijloace şi 
metode matematice noi şi de o mare însemnătate, 
punînd bazele calculului diferenţial şi integral (în 
acelaşi timp şi independent de Gottfried Wilhelm 
Leibniz). 

Newton este cunoscut ş i pentru cercetări!!' 
sale în domeniul opt icii . El a descoperit şi a stu 
diat dispersia luminii (descompunerea luminii albi' 
solare în culori). El este autorul unei t eorii c11 
privire la natura luminii care a jucat un rol 
important în istoria ştiinţei (teoria corpusculară). 

A perfecţionat aparatele optice, a construit pentru pr ima dată telescoape (cu oglindă ) 
fără aberaţii cromatice. 

Lucrările şi concepţiile lui Newton au exercitat o puternică şi îndelungată influenţă 
asupra întregii fizici; ele au dominat fizica aproape două secole. Prestigiul şi succesele 
lucrărilor lui Newton au influenţat imens întreaga istorie, nu_ numai a ştiinţei ci şi a cul
turii în general. 

lncepînd cu primele decenii a le secolulu i XX,s-a stabilit că mecanica clasică newto
niană nu este valabilă în domeniul vitezelor foarte mari, comparabile cu viteza luminii 
în vid (c = 300 OOO km/s), precum şi în domen iul atomic. 

De asemenea, constatăm uşor că aplicînd unui corp, a.flat în mişcare 
rectilinie, o forţă în direcţia mişcării sale (a vitezei), nu modificăm caracterul 
rectiliniu al mişcării, adică nu abatem corpul de fa traiectoria sa rectilinie nu , 
curbăm traiectoria, ci doar ii accelerăm sau frînăm pe această direcţie ·(traiec
torie). Deci Pariaţia Pitezei (acceleraţia) este în acelaşi sens cu forţa. 

Dacă însă aplicăm o forţă oblic sau perpendicular faţă de traiectorie 
(faţă de viteză), atunci abatem corpul de la mişcarea rectilinie, curbăm traiec
toria, modificăm direcţia vectorului v.iteză.' Astfel se întîmplă de exemplu 
da.că lovim lateral o bilă de biliard aflată în mişcare sau dacă, 1n drumul unei 
bile de oţel care se rostogoleşte pe un plan orizontal de sticlă, punem lateral 
un magnet (fig. 2.2). 

©---~---c:- - ------- -----------... --....... _ ... _ 

:-~-
}'lg. l!.2. F'ol'ţa de atracţ ie' u magnetului rurbează tra icc lo1·iJ 
unei bile de oţel care se rostogoleşte pe nn plan orizonţal. 
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Chiar din aceste experienţe şi observ&ţii simple se poate bănui că accele
raţia imprimată are direcţia şi sensul forţei aplicate, fiind proporţională cu forţa 

-> 
. _,. F 

si invers proporţională cu masa corpului: a = const. - . 
' . - ni 

Nenumărate experienţe, efectuate cu tol felu_! de corpuri, aflate în cele 
mai variate stări de mişcare, cărora li s-au aplicat diferite forţe (gravitaţionale, 
electrice, elastice etc. ), au condus la următorul principiu: 

I a 1 "' 101 u ac 1 

lcra'fi I .... .... 
F = const. ma. 

Acesta este conţinutul principiului II al dicrnmicii, numit şi principiul 
fundamental (lex secunda). Acest pl'Încipiu a fost formulat de I. NEWTON 

(împreună cu celelalte principii ale mecanicii) în cartea sa „Principiile mate
matice ale filozofiei naturale" (1687). 

Deoarece unitatea de măsură pentru masă (1 kg) este fixată, _fiind chiar 
unitate fundamentală în SI .(Sistem Internaţional de unităţi) , iar unitatea de 
acceleraţie a fost deja stabilită. ca unitate derivată (1 m/s2

), vom alege unitatea 
de forţă astfel incit constanta de proporţionalitate din legea de mai sus să 
fie 1. Atunci ecua.ţia principiului II devine: 

.... _„ 
F =ma, (2.5) 

iar unitatea de măsură penLru forţă va fi egală C'U unitatea de masă ori ~ini
taLea de acceleraţie: 

[FJ = [m] ·[a.] = 1 kg· 1 m = 1 l<g·m = 1 N. (2.6) 
s2 s2 

Această unitaLe în SI se numeşte newton {N). 
Newtonul este egal cu mărimea acelei forţe care aplicată iinui corp cu masa 

ele 1 kg îi imprimă o acceleraţie de 1 m/s2
• 

lnţelegînd prin forţă medie pe un interval de timp Ât, o for~ă constantă 
care produce aceeaşi acceleraţie medie sau aceeaşi variape de viteză pe inter
valul At ca şi forţa variabilă dată, putem scrie (2.6) pentru valori medii: 

(2. 7) 

Mriaţia ()itezei are direcţia şi sensul forţei (medii) aplicate (este colin iară cu 

forţa}. 

Dacă forţa aplicaţă este coliniară cu viteza, variaţia de viteză va fi d~ 
asemenea coliniară cu viteza, deci viteza ·îşi păstrează direcţia, adică 
mişcarea va fi rectilinie pe direcţia comună a forţei şi vitezei (fig. 2.3, a). 
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Fig. 2.3. Variaţia veclorulu i · viteză are direcţia şi sensul forţei aplicate. {a) Forţa fiind 
paralelă .cu viteza, creşterea de viteză şi acceleraţia sînt pe aceeaşi direcţie şi mişcarea 
este rectilinie. (b) Forţa Tiind oblică pe viteză, variaţia de viteză şi acceleraţia au direcţia 

şi sensul forţei aplicate, deci mişcarea va fi curbilinie. 

Dacă însă forţa aplicată este oblică faţă d·e viteză, variaţia vitezei va fi 
în direcţia şi în sensul forţei, deci traiectoria se va curba înspre regiunea spre 
care este îndreptată forţa (fig. 2.3, b). 

.... .... 
Experimente de verificare a legii fundamentale F = ma în două cazuri 

mai simple, vor fi prezentate la paragrafele următoare: forţă constantă pe 
direcţia mişcării - mişcare rectilinie uniform variată, § 3.2, şi forţă con
stantă în modul, perpendiculară pe direcţia, mişcării - mişcare circulară 

uniformă, § 3.5. 

2.3.1. Observaţii în legătură cu principiul II. 1. Ecuaţia principiului II 
.... 

este o ecuaţie ()ectorială. Varia,ţia unui vector de exemplu, Av, nu trebuie con-
-+ 

fundată cu variaţia modulului !iv (unde v = I v I). De exemplu, într-o 
. .... 

mişcare curbilinie uniformă avem I v I = v = const, deci ll.v = O, dar variază 
.... 

. _,. .~ 6.v 
direcţia vectorului viteză, deci Av =F O ş1 am= - =F O. De asemenea, varia-

6.t 

ţia modulului, Av, nu trebuie confundată cu modulul variaţiei vectorului 
_„ .... 

I Av I =F A I v I· 
2. In cazul mişcării rectilinii putem scne: 

· Fm = mam = ml:lv / l:lt , F = m · dv / dt, (2.8) 

unde mărimile F, v, a sînt componentele vectorilor respectivi pe axa mişcării 
Ox, pozitive dacă vectorii respectivi sînt orientaţi în sensul pozitiv ales pe 
axă şi negative dacă vectorii respectivi sînt orientaţi în sensul opus. 
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In cazul mişcării plane ecuaţfa vectorială F = m; se proiectează pe cele 
două axe şi se obţin două ecuaţii pe componente. 

..... ->-
F = ma-+ F x = ma~a Fv = ma11 (2.9) 

(analog în cazul mişcării în spaţiu) . 
3. ln ecuaţia (2.5) masa apare în calitate de măsură a inerţiei corpului, 

de aceea se numeşte masă inerţială (sau inertă). ln adevăr, acceleraţia impri
m&tă unui corp de către o forţă dată este cu atit mai mică, cu cît inerţia 
corpului este mai mare, altfel spus, este invers proporţionaiă cu măsura iner-

-+ 

ţiei corpului, adică cu masa inerţială: ; = F . 
m 

· Pe de altă parte, forţa gravitaţională exercitată asupra unui corp de către. 
un cîmp gravitaţional, de exemplu greutatea unui corp în cîmpul gravitaţional 
terestru, este proporţională tot cu masa corpului: 

-+ -+ 
G=mg. (2.10) 

Se va arăta mai tîrziu că cele două mase coincid (§ 3.8.1 ). 
-+ 

Acceleraţia gravitaţională g este orientată spre centrul Pămîntului, la 
fel ca şi greutatea corpurilor şi are valoarea g ~ 9,8 m/s2 (depinde de altitu
dine şi latitudine). 

Greutatea etalonului masă de 1 kg în cîmpul gravitaţional normal (stan-
dard) dat de acceleraţia gravitaţională gn = 9 ,80665 m/s2 este: 

G = mg = 1 kg · 9,80665 m/s2 = 9,80665 N ~ 9,8 N. 

Acceleraţia gravitaţională la nivelul mării şi la paralela de 45° este g0 = 

= 9,80616 m/s2
• · 

-+ -+ 
4. Ecuaţia F = ma nu ne spune nimic despre natura forţei : ea poate fi 

de na.tură gravitaţională, electrică sau în particular forţă elastică, forţă de 
-+ -+ 

frecare etc. ln ecuaţia F = ma forţa apare sub formă abstractă ca un model 
mecanic al oricărei interacţiuni a corpurilor, independent de natura fizică a 

-+ -+ 
acestei interacţiuni. ln modul acesta, relaţia F = ma, pe lingă caracterul de 
lege a naturii, poartă şi caracterul de definiţie dinamică a forţei. De aceea 
pentru determinarea mişcării unui sistem : oscilator elastic„ ·sistem solar, 
atom etc. trebuie cunoscută şi legea forţei, de exemplu legea lui Hooke, legea 
atracţiei gravitaţionale (NEWTON}, legea interacţiunii electrice ( COU·· 

LOMB) etc. 
2.3.2. Impulsul. Să scriem desfăşurat relaţia (2. 7): 

-+ -+ 
(mv)z - \mv)i (2.11) 

12 - t~ 

Se vede că aici apare produsul mv dintre _inasă şi viteză. Acest produs repre
zintă o nouă mărime~ fizică importantă numită impuls. 
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Impulsul punctului material este 

pG I .t' 'J 

Impulsul este o mărime vectorială 
care are aceeaşi direcţie şi acelaşi sens 
cu vectorul viteză (fig. 2.4). 

Revenind la ecuaţia (2.11), patern 
scr10: 
. _.,. -> _,. 

Fm=m""J.n=m tlv = tl{mv) = ~J!.= 
ut tJ.t tJ.t (2.12) . 

4 ->- _.., -+ 
P2 - Pi Z:~ -+ dv dp 

- .r =nia=1n - = - -. 
t2- l1 dt dt 

..... 
F 

traiectoria 

Forţa este egală cu variaţia impulsului Fig. 2.4. Impulsul unui punct material, 

raportată la intervalul de timp, adică ; = m-;;, are direct.ia şi sensul vitezei ;. 
variaţia. impulsului care revine unităţii Variaţia impulsului are dire<'ţia şi sensul 
de timp. ror\ei apliratt'. 

~.~easta este o altă formulare (cea mai generală) a principiului II a l di
namicu. (de alLfel aşa l-a formulat chiar Newton). 

Umtatea de măsură pentru impuls rezultă din definiţia sa: 

[p] = [m][v] = 1 kg · 1 m/s = 1 kg . m/s = 1 N · 1 s = N · s • (2.13) 

Această unitate este deci egală cu impulsul unui punct material ca1·e are 
masa de 1 kg şi se mişcă cu viteza de 1 m/s. 

EXPERIMENT 

Forţele produc două feluri de efecte : efecte de deformare a corpurilor 
(numite efecte statice) şi efecte de accelerare a corpurilor (numite efecte 
dinamice). 

a) Efectele de deformare. sînt 
folosite pentru a măsura forţele. 

Există corpul'i, numite elastice, la S 
care deformaţiile (nu prea mari) ~ 

dispar odată cu îndepărtarea forţe-

lor care le-au prcdus, de exemplu o 

tot felul de resorturi. 

p inamometrele sînt resort uri 
elastice prevăzute cu o riglă pentru 
măsurarea alungirilor, deci a forţelor 
aplicate, rigla fiind gradată direct 
~n unităţi de forţă (fig. 2.5). Cu 
ajutorul dinamometrelor putem veri
fica legea de compunere vectorială 
a forţelor. 

3 

- 4 

a b 
Fig. 2.5. (a) Alungirea unui resort elastic 
este proporţionr.lă cu forţa de în tindere. 

{b) Schema unui dinamometru. 

43 



b) Efectele de accelerare pot fi puse în evidenţă cu montajul din figura 
1.29. Detaşînd inelul cu placa de 'prindere (22, 32) şi folosind diferţte greutăţi 
crestate (25, 26) vom constata că, cu cit forţa de greutate a acestora este mai 
mare, cu atit acceleraţia imprimată căruciorului este mai mate. 

2.4. 'PRINCIPI UL ACŢIUNI LOR RECIPROCE (lex tertia) 

Prin ciocnirea a două bile, fiecare îşi schimbă viteza, fiindcă în timpul 
contactului bilele se deformează reciproc şi se nasc forţe elastice cu care o bilă 
acţionează asupra celeilalte. La fel, la, ciocnirea a două vagoane, resorturile 
tampoa,nelor de la fiecare vagon se comprimă, fiecare vagon acţionînd asupra 

celuilalt cu o forţă. . 
In procesul interacţiunii a două corpuri, fiecare corp exercită o forţă 

asupra celuilalt, adică apar totdeauna simultan două forţe, numite acţiune şi 
reacţiune. Care din aceste două forţe se numeşte acţiune şi care reacţiune, 
depinde de care corp se consideră primul şi care al doilea. Primul corp acţio
nează asupra celui de-al doilea cu o forţă care s~ va numi act\une, iar corpul 
al doilea acţionează (vom spune acum, reacţionează) asupra primului cu o 
forţă numită reacţiune. Cele două forţe acţionează simultan (în concepţia 
clasică newtoniană a acţiunii instantanee la distanţă). 

Oriunde constatăm o forţă acţionînd asupra. unui corp, ea este ·expresia 
acţiunii unui alt corp din mediul înconjurător, este o latură a interacţiunii 
dintre cele două corpuri. O forţă unică, izolată, este o imposibilitate. 

EXPERIMENTE 

1.. Să luăm două dinamometre, să l e. cuplăm prin cîrligele lor şi apucîn

du-le de inele să _le întindem ca în figura 2.6. Oricît le-am întinde, indicaţiile 
dinamometrelor sînt permanent identice, forţa cu care p1'imul dinamometru 

a,cţionează asupra celui de-al doilea este egal ă ca mărime şi opusă ca sens cu 
forţa cu care ~el de-al doilea dinamometm acţionează asupra primului. 

2. Punem pe două cărucioare un magnet şi o bucată de fier ş i prindem 

cărucioarele prin intermediul unor dinamometre de obiecte fixe, ca în 
figura 2.7. Oricare ar fi distanţa dintre magnet şi bucata de fi er, forţele de 
interacţiune arătate de dinamometre sint egale în modul şi de sensuri opuse. 

Fig. 2.S. Fiecare din~mometru ~cţion.ează asupra celuilalt cu o forţă 
. egală rn modul ş1 de sens opus. 
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Fig. 2.7, Interarţiun ca dintre un mugne~ şi o bu eal:'.'l de fier: se atrag rtJci roc 
r 11 forţP. egale ln modul ş 1 clP sens\1ri opuse. p ' 

Fig. 2.S. Oricare din elev i ar trage de sfoară, am~ele cărucioare se apropie şi se tntîlnesc 
mereu în acelaşi loc. 

l e 
~0000000000~ a fir . ::a=_.,.0oc.__ __ 

F'.~· t 2.9. Două cărucio~re identice, aşezate pe un plan orizontal şi cuplal 
p1 in r -un resort comprimat sînt s~puse reCÎJ?roc unor forţe egale tn modul 

ş1 de sensuri opuse. 

a. Pe două cărucioare stau doi elevi şi trag de o sfoară (fig 2 8) I d · f t 
care dintre ei tra t · i d" ~ . · · · n 

1 
eren . ge ac iv „scurt n sfoara, ambele caruc10are se vor intîlni 

?e flecar~ dată .t.n acelaşi loc. Fiecare elev acţionează asupra celuilalt prin 
mtermedml sfo:u, cu o forţă e~ală în modul şi de sens opus (ceea ce se 'poate 
constata cu aJutorul unor dinamometre intercalate). 

4. ~n:r-o .altă varia~tă a experienţei două cărucioare identice sînt asezate 
pe o~ sticla or.1zontală ş1 cuplate printr-un resort comprimat legat cu ~n fi 
Dac a ardem firul, cele ?ouă cărucioare se vor depărta la fel, s~b acţiunea un:; 
forţe egale in modul ş1 de sensuri opuse (fig. 2.9). 

5. Dacă punem un corp pe o platformă orizontală (uşoară) aşezată pe un 

resort, corpul apasă pe .platformă cu o forţă F egală cu greutatea sa G i 
. ~ ş 

comprim~ reso.rtul. Apare atunci o forţă elastică de reacţiune N din partea 
resortulm, aphcată corpului, egală în modul şi de sens opus cu greutatea 
astfel incit.corpul v.a fi în repaus (fig. 2.10). · ' 

~ Acelaş~ lucru se int~mplă cu orice corp aşezat pe orice suprafaţă orizon
tala, numa.1 că la materialele dure deformarea nu se observă cu ochiul liber. 
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Fig. 2.10. Corpnl aşezat pe un resort. li 
comprimă cil o forţă. egală cu greutatea 

sa G. Se naşte automat o reacţiune elas-
-+ 

tică. .'1.1 din part.ea rPsortulni, egală tn 
mo;lu l şi de sens opus, aplicată corpului. 

_, ... 
f.:-G 

G 
. ..,. 
G 

Fig. 2.11. Corpul suspendat 
de un resort (fir) in\.inci (' 
resorlu l Cil o forţă ega lă 

...... 
eu greutatea sa G. Se naşte 

...... 
atunci o forţă elastică F' din 
partea resortului, aplicată 
corpului, egală în modul şi 
de sens opus tracţiunii (greu-

-+ 
lăţii) G. 

6. în altă variantă, suspeudăm corpul de un .resort (de exemplu de un 
dinamometru) (fig. 2.11). In punctul de legătură corpul acţionează asupra 
resortului sau firului cu forţa sa de greutate şi 11 întinde. Apare atunci o forţă 
elastică di;1 partea resortului sau a firului, aplicată corpului, e~ală in modul 
şi de sens opus cu greutatea corpului (aces ta fi ind in repaus, in echilibru). 

Nenumărate experienţe ş i măsurători dovedesc valabilitatea principiului 
acţiunilor reciproce sau p rincipiului acţ iunii ş i reacţiunii: 

fiecărei acţiuni i se opune totdeauna o reacţiune egală în modul şi de sens 
opus, sau altfel, acţiunile reciproce a două corpuri sînt totdeauna egale ca mărime 
şi dirijate în sensuri opuse. 

Cele două forţe, acţiunea şi · reacţiunea, sînt aplicat e unor corpuri diferite 
şi acţionează pe aceeaşi linie, linia care uneşte cele două corpuri. Dacă cele 
două forţe ar acţiona asupra aceluiaşi corp, acesta n-ar putea fi niciodată 
accelerat, deoarece cele două forţe ar da totdeauna rezultantă nulă. 

Principiul acţiunii şi reacţiunii poate fi exp1·imat ş i astfel: 

dnca un col'p acftoneaz~ asupra attui corp cu o 10rf8; numiUI. oeiiune, 
cel de-al doilen corp acţioncazll asupra primului eu o lor~~ cgalA în modul 
Ri opusn ca sens, numitii reacţiune. 

2.4.1. Exemple şi aplicaţii ale principiului III. 1. La. contactul oricăror 
două corpuri apar totdeauna două forţe, egale în modul şi de sensuri opuse, 
acţiunea unui corp asupra celuilalt şi reacţh+nea celui de-al doilea asupra 
primului (fig. 2.12). 
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F_ig. 2.12. La contactul a două corpuri apar .totdeauna două for \.c, egalo în 
. modul şi de sensuri opuse, acţiunea şi reacţiunea, cu. care corpur ile acţio
nează unul asupra celu ila lt. Componentele normale (perpendiculare) pe planul 
de contact se datoresc deformării reciproce a corpurilor, iar cele tangenţiale (de 
frecare), conţinute în p lanul de contact, se datoresc frecării dintre corpuri. 

Aceste forţe sint rezultatul deformării reciproce a· corpurilor şi a frecării 

dintre corpuri la suprafaţa de contact. 
Anume, prin deforma.rea reciprocă se nasc forţe (elastice) normale (per

pendiculare) pe suprafaţa de contact. Desigur corpurile se deformează diferit, 
deşi forţele normale sint egale fn modul. Prin frecar~, in tre corpur i se nasc 

-+ ... 
forţe tangenţiale, de frecare, conţinute în planul de contact. Avem: N' = - N, 
-+ ~ . 
F( = -Fr· (Uneori forţele de frecare sînt mici şi pot fi neglijate.) 

2. ln orice secţiune a. unui fir (sau cablu) înt ins de o forţă (de exemplu 
de ~eutatea unui corp atirnat) sau în orice secţiune a unei bare, întinse sau 
comprimate, acţionează două forţe egale în modul şi de sensuri opuse, acţiunea 
şi reacţiunea, cu ca.re o parte a firului (barei) acţionează asupra celeilalte 
părţi (fig. 2.13). Oricare din. aceste două forţe se numeşte tensiune elastică 
din fir (sau bară). Tensiunea in orice punct al firului se poat e măsura cu 
un dinamometru inserat p~ fir în punctul r espectiv. Dacă greutatea proprie 
a firului este neglijabilă, tensiunea din fir în orice secţiune a sa va fi aceeaşi 
(egală cu greutatea corpului atirnat, de exemplu). 

3. Principiul acţiunii şi reacţiunii se aplică nu numai tn cazul unui contact 
nemijlocit între două corpuri, ci şi in cazul cînd corpurile interacţionează prin 
cimpul gravitaţional sau. electrostatic. 

J<'lg. 2.13. Tensiunea (elasti1:ă ) 
dintr-un fir întins poate fi 
măsurată cu un dinamometru 
inserat în tir în serţi11n e11 

dorit!\. 

T' '1'"~ 
~ î~î 

î 
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mQ p'iatră 

-+ -+ 
F=-G 

Fig. 2.14. Piatra este atrasă de Pămînt cu o 
forţă exact egală în modul şi de sens opus 
cu forţa cu care Pămîntul este atras de pia
tră. Efectele acestor forţe slut însă cu totul 
diferite din cauza roaselor total diferite. 

De exemplu, o piatră este 
atrasă de Pămînt cu o f0rţă gravi
taţională egală cu greutatea sa. 
Dar şi piatra, Ia rîndul ei, atrage 

Pămîntul cu o forţă egală în modul 

şi de sens opus, aplicată în centrul 
Pămîntului (fig. 2.14). Efectele 
acestor forţe, egale in modul, sint 

însă cu totul diferite, din cauza 

deosebirii colosale în privinţa masei 
celor două corpuri. 

La fel,· forţele de atracţie gra
vitaţională reciprocă între Lună şi 

Pămint, intre oricare satelit şi 

Pămînt, între Pămînt şi Soare etc. 
sînt egale în modul şi opuse ca sens. 

In cazul interacţiunii electrostatice, de asemenea, forţa de atracţie sau de 
respingere, exercitată de un purtător de sarcină asupra altuia, este totdeauna 
egală in modul şi opusă ca sens forţei exercitate de cel de-al doilea purtător 
de sarcină asupra -primului. Cele două forţe acţionează pe aceeaşi dreaptă, 
dreafta care uneşte cei doi purtători. 

2.5. PRINCIPI UL S UPRAP UNERll FORŢELOR 

Fie un punct material asupra căruia acţionează trei forţe care îşi fac 
-+ -+ -+ 

e.::hilibru: F 1 + F 2 + Fa = O (fig. 2.15 ). Aceasta înseamnă că suma a. două 
.... -+ 

forţe, de exemplu, F 1 + F 2 este egală în modul şi de sens opus cu cea de-a 
-+ -+ -+ 

treia forţă: F 1 + F 2 = -Fa. 

a b 
~ -+ -+ 

l<'lg. l!.15. l'unct material supus la t1·ei forţe care îşi fac echilibru: F 1 + F 2 + F 3 = O. 
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_,,. 
Forţa Fli aplicată singură punctului material, i-ar imprima o anumită 

-+ -+ ~ -+ 
acceleraţie a1 , conform legii fundamentale F i = mai. Forţa F 2, aplicată singură 

,.. ~ ,.,. -+ 4 

ar da o anumită acceleraţie a2 , F 2 = ma2 şi la fel forţa F 3 = ma3 i-ar imprima 
-+ .... 

acceleraţia a3. Acceleraţiile sînt proporţionale cu forţele. Dacă forţele Fli 

F 2 acţionează simultan, acceleraţia produsă de ele treb1:1ie să fie egală în modul 
-+ .... 

şi de sens opus cu accelera ţia a3 produsă de F 3 , de vreme ce corpul rămîne 
în repaus. Prin u rmare, acceleraţia rezultantă se compune, după regula 
paralelogramului, din acceleraţiile pe care le-ar produce separat fiecare forţă 
componentă dacă ar acţiona singură. De asemenea, accelel'aţia imprimată 

de o forţă nn depinde de viteza momentană a corpului (în mecanica 1"elativistă 
acceleraţia nu este riguros coliniară cu forţa, şi depinde şi de viteza corpului). 

Astfel de consideraţii conduc la formularea principiului independenţei 
acţiunii forţelor sau principiului suprapunerii forţelor: 

111.i mai 111ultf fortr ur(1omnza în 1wl'laşi timp u u11rn unui punt'! 
111.itrrial, fir1·me for(.1 1iro1l111·p propriu i;a 111·1·PIMaţie în mod 111de11er1drnl 
dr 1irrzr11ta c•plorl.1_111' For(e. a(•rt>hm1f ia rezultaufn fiind i;umu H'Ctorinlii 

;u·c·rll'rntiilor iudh idualf'. 

1. NEWTON a formulaL acest principi u separaL de celelalte trei prmc1p11 
:mb forma următoare: 

un corp, sub acţiunea simultană a două forje, descrie diagonala unui 
paralelogram avînd ca laturi aceste forţe, în acelaşi timp în care ar descrie separat 
fiecare latură sub acţiunea forţei corespunzătoare. 

Acest principiu arată deci că forţele şi acceleraţiile produse de ele sînt 
mădmi vectoriale care se compun după regula paralelogramului, şi ne permite 
să rezolvăm probleme cind asupra corpului acţionează simultan mai multe 
forţe. 

În adevăr, cazul unei singure forţe se prezintă rar, şi anume, atunci cînd 
interacţiunea corpului cu mediul exterior este dată în principal de interacţiu
nea sa cu un singur corp, interacţiuni le cu celelalte corpuri putînd fi neglijate. 

EXRMPLU 

.... 
Dacă aruncăm o piatrrt, asupra ei acţionează, pe de o parle, forţa de gret1tate G, 
datorită interacţiunii cu Pămlntu l , şi pe de altă parte forţa arhiined ică şi forţele 

de frecare cu aerul, care se opun mişcăt'ii, dar care într-o primă aproximaţie pol fi 
neglijate. Care este alunei acceleraţia pietrei în mişcarea sa liberă în atmosferă? 

-+ 
Conform legii fundamentrle, n-avem decît să împărţim forţa G la masa corpulu i 

-+ -+ 
şi obţinem vectorul acceleraţiei g = G/m, orientat veri.ir.al ln jos (fig. 2.1 f1î. 
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Fii.:. :l.rn. ln mi~1 ·arca liber· a in virl a 111111i 1·u1·p 
.... 

aC'<~e leraţia sa g esle lol timpul aceeaşi , orienl.a lit 
-+ 

vertical 1n jos ca şi forţa de gre11ta lP G. 

ln practică , asup1·a corpu
lui acţionează aproape totdea
una simultan mai multe forţe, 
printre care este forţa de gre
uta te, deoarece nici un corp de 
pe Pămînt nu poate fi sus tras 
intera eţiunii sale grs.vitaţio

nal e cu Pămîntul. Jn afară de 
f'lr~easta , corpul este în contact 
eu mediul, adică în contact cu 
a l l.e eorpuri (aşezat pe un plan, 
sprijinit de un perete, mişcat 
într-un fluid). La contactul cu 
un solid apar , după cum am 
văzut, două forţe: reacţiunea 

normală ş i forţa de frecare. În l~azul mişcării înt r-un fluid (la contactul solid
fluid) apar de asemenea două forţe : forţa arhimcdiCă (verticală) şi forţa de 
rezistenţă (opusă v itezei) . Î n sfîrşit, asupra corpului se pot exercita forţe de 
tracţiune sau de împingere prin fire sau tije. 

După ce am ales corpul pe care vrem să-l studiem şi l-am izoJat mintal, 
reprezentăm toate forţele car e acţionează asupra lui şi care sînt evident rezul
t atul interacţiuni i sale cu mediul ext eriol'. 

In cazul unui corp aproximat printr-un punct material, t oate forţele se 
apli că în acest punct, deci sînt forţe concurente şi se compun după regula 
p aralelogramiilui sau a poligonului . . 

în cazul mişcării de translaţie a unui corp forţel e pot fi deplasat e paralel 
şi eo111puse ea la punctul m at erifl l. 

De a ltfel. in rezolvareH problemelor practice nu este de obicei necesar 
să compunem forţel e, ci mai degrabă să le descompunem. 

ln cazul particular cînd toate forţele acţionează p e direcţia mişcării:, 
alegem dreapta respectivă drept axă Ox (cu sensul pozit iv ales în sensul 
vitezei) şi considerăm forţele pozitive dacă acţionează în sensul pozitiv ales 
şi negative dacă acţionează în sensul negativ. Suma algebrică a acestor forţe 
ne dă for ţa rezultantă, poz i t ivă dacă acţionează în sensul pozitiv şi negativă 
în caz contrar : 

L.F = ma. 

(LiLe1·a sigma maj u sc ul ă, L., înseamnă sumă. ) 
Cînd t oate forţele acţionează în planul mişcării, alegem în acel plan două 

direcţii convenabile (de obicei perpendiculare in tre ele) şi descompunem toaLe 
forţel e, viteza şi accel eraţia, după cele d o uă direcţii alese. De cele mai multe 
ori alegem axele perpendiculare între ele, Ox, Vy, a tunci paralelogramul vec
torilor devine un dreptunghi· şi.componente l e veeLorilor se obţin prin proiecţie 
ortogonală. Mişcarea plană se descompune în două mişcări rectilinii după cele 
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două axe şi deci pentru fiecare axă separat scriem formulele din cazul miş
cării rectilinii. 

Prin urmare, ecuaţia fundamentală R = L,F = m;, scrisă pentru un 
punct material dat se aplică totdeauna proiectînd-o pe axele de coordonate 
or togonale intre ele (două axe în cazul mişcării plane şi trei axe în cazul 
mişcării în spaţ.iu), adică pe componente. 

u uror forfel r pile te unui corp 
(punct ma sau cor)> în mişc re de tran Jaţie) e te e al <'U ma a 
corpului tnmulf1tii. cu col 4

' • i a 

I F Ix + F zx + ... = max 
F i 11 + F zv + ... = may 
(F1z + Fzz + „. = maz) 

-+ -+ 
'i:.F= ma 

' 
(2. 14) 

2.6. PRINCIPI UL RELATIVIT ĂŢll ÎN MECANICA NEWTONIANĂ 

Încă pentru Galilei era clar cil. prin experienţe mecanice, efectuale în inlC'riorul unui 
sistem (laborator), este imposibil de delerminat mişcarea reclilinie uniformă a acestuia 
faţâ de stele sau faţă de Soare sau chiar faţâ de Pămînt. Iată ce scria Galilei în 1632 despre 
fenomenele mecan ice dintr-o cab ină închisă a unei corăbii: 

„Dacă mişcarea corăbiei este rectilinie uniformă, nu veţi observa nici cea mai mică 
schimbare în toate fenomenele şi nu veţi putea hotăr1, ţinînd seama de vreunul din 
aceste fenomene, dacă corabia se mişcă sau stă pe loc. Sărind, veţi parcurge pe podea 
aceleaşi distanţe ca. şi atunci cînd corabia se află în repaus, adică, datorilă mişcăl'Î i rapide 
a corăbiei, ~u veţi face săritu~i mai mari spre pupă, decît spre prora corăbiei, deşi, în timpul 
cit vă aflaţi în aer, podeaua de sub voi fuge în par tea opusă săriturii sau, arunc.lnd un obiect 
oarecare unui prielen , nu va trebui să-l arun caţ.i cu o forţă mai maro, dacă prieteuul 
se va afla lingă prora corăbie i , iar dumneavoastră lîngă pupă, clecît dacă veti 
ocupa poziţii inverse; p icăluri l e din lr-o cană cu apă atlrnată jn tavan vor căcie~ 
verti~al pc podea şi n ici u na din ele nu va cădea în direcţia pupei, deşi în timpul 
clt picătura se află în aer, corabia înaintează. Muştele îşi vor continua zborul indifereut 
în ce direcţie, şi niciodată nu se va întîmpla ca ele să se strîngă spre partea 

1

mai apro
piată de pupă, ca şi cum ar obosi să se to t ţină după mersul rap.id al corăbiei." 

Acesta este de fapt conţinutul principiului relativitâţii mecanice. 
Pr.incipiul relativităţii al lui Galilei se poate formula astfel: nici o experienţă meca

n ică efectuată în interiorul unui sistem de referinţă inerţial nu ne permite sâ detei·
minăm mişcarea sa rectil inie uniformă faţă de alte sisteme de referinţă inerţiale (faţă 
de stele şi nebuloase). Altfel spus: -

. De aici rezuit~ că din .~u~ct d~ vedere mecanic toate sistemele de referinţă ;nerţiale, 
deci cele care se mişcă r cctilmm umform unele faţă de altele şi faţ.ă de stele sînt absolut 
echivalente, nici un ,sislem de referinţă inerţial nu poate fi considerat fix

1

sau absolut 
toa te sînt egal justificate. ' 

1_n adevăr, primu l pr incipiu a l mecanicii (pr incipiul inerţiei) este valabil !n oricare 
sistem de referin ţă inerţial, deoarece este chiar folosit pentru a defini aceste sisteme. 
~eoarece măsurarea for/ei poate fi redusă la măsurarea unor lungimi şi durate (măsurarea 
simultană a capetelor alungirii unui resort), iar lungimile şi duratele sînt invariante 



ln mecanica clasică newtoniană, rezullă că şi forţa esle aceeaşi în diferite sisleme de 
referinţă inerţiale (este vorba de forţe dependente numai de distanţe ş i viteze relati~e), 
deci şi principiul III al acţiunii şi reacţiunii este valabil în aceste sisteme. ln sflrşit, am 
arătat cu ajutorul transformărilor lui Galilei că şi accelera/ia are caracter invariant faţă 
de s istemele do referinţă inerţialo, de aceea şi principiul fundamental (II) este valabil 
ln orice s istem de referinţă inerţial (masa esle o constantă în mecanica clasic:<\). Prin 
11rmarc: 

principiile mecanicii neB'tonie11e {ii11d ill(•ariante la transformările Galilei, rezultă că 
toate legile mecanici,i newtoniene (care s lnt consecinţe ale principiilor) sint invariante la 
transformările hii Galilei adică sint aceleaşi tn toate sistemele de referinţă inerţiale. 

După cum am spus, un fizician închis lnlr-un laborator nu poa te determina c11 
aju torul experienţelor mecan ice locale mişcarea recti linie un iformă a la borator11l11 i său 
faţă de sis temele de referinţă iner~iale, dar' poa.Le determina o mişcare curbilin ie accele
rat[t a laboralort1lui. Astfel, prin experienţe mecanice efectuale chiar pe Pămînt se poale 
dovedi mişcarea de rotaţie diurnă a Pămînlnlui: amintim, de exempl u, celebra exper ienţă 

a lui Foucaull diu 1851 cu rotaţia plan11lui ~le oscila\ie al unui pendul. 

PROBLEME REZOLVATE 

t. Un cări1cior cu ciment, Cil masa m = '100 kg, csle ridicat cu ajutorul unei macarale 
cu o forţă F = 1,20 kl\ . Care esle acceleraţ ia ci'truciorului? 

_„ -+ 
Rezolvare. Asupra căruciorul u i acţionează două forţe: greuta tea G = mg, în jos, şi 

-+ 
"fr.·.-ţa de tracţiune F exercita t ă de macara prin ca blu, în sus ( n eglijăm forţa arhimediri\ 
şi forţele de frec.are) (fig. 2.17). Alegi11d axa O.• vertical 'in sus, în sensnl mişcăr ii, avt:111 

F- mg • 
F - mg =ma, a = = 2,2 m/s-. 

m 

Observ aţi c. Fo1;ţa F poate fi cxcr.citată prin intermediul m1ui fi r trecut peste 
scripete. Vom pt·csnpune toldcanna in problemele de mai jos că firul este de masă ne
glijabilă, subţire„ flexibil şi inextensibil. De asemenea, vom presupune loldeauna 
că scripetele este ideal, adică de masrt neglijabilă şi cu frecări negl ijabile în .lagărele 
sale (cn rulmenţi) . 

c.-n scripete ideal schimbă convenabil direcţia for/ei: de o parte şi de alla a scripetelui 
ro1·ţa de întindere a firului va fi aceeaşi. Se poate verifica aceasta Cil a jutorul unor 

X 

r-Jm 
o 

mg 
Fig. 2.17. La problema rezolvată 1. 

dinamometre prinse de cele dourt caprlt' ale 
firu lui {fig. 2.1'8). 
Pl'in tP11si1111cu di'n (ir St' înţelege forţa 1·a r 1· 

inlindt• firu l şi care·se poale măslll'a tăind firul 
.~i inlc1°cf1 lin~n di namometru (fig. 2.!Y ). '1'P1t · 

si unea di n l'ir eslP o fo rţă elastică c;.1 re se <l'1 lL>· 
re*le deformării (alungirii) elastice a firului. 
Astfel de tensiuni in cablur i sau bare din cadrul 
ci iforitelor construcţii (poduri, acoperişur i ele.) 
trebuie nea păra l cunoscu le. pen trn a alege cablu l 
sau bara de gros ime corespun ză toare ca să nu 
se rupă. 

2. Pes te un scripete ideal este trecut un fir de 
capetele cărui'a sînt alirnate două corpuri de 
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F 

o 

'F 

lF I 
F F F 

Fig. 2.18. Un scripete ideal (de inerţie neglijabilă şi frecări neglijabile 
în lagăre) schimbă convenabil direcţia forţei: de o partP. şi de alta 
a scripetelui forţa de întindere a firulu i (tem.iunPa din fir ) esl.e 

aceeaşi. 

mase m1 = 220 g şi m2 = 230 g. Să se calculeze acceleraţia sistemului şi tensiun ea din 
fir (fig. 2.20). . 
Rezolvare. Un s·cripele ideal schimbă.convenabil direcJia forţei, deci de o parte şi de alla 
a scripetelui tensiunea din fir este aceeaşi. 
Asnpra fiecărui corp a~ţionează forţa de tensiune din fir T în sus şi for\.a de greutate , 
în jos. Diferenţa acestor două forţe produce accelera·ţia rorpului. Cele două corpuri, 
fiind legale prin fir, se m işcă solidar , m2 în jos, 1ni în sus, c11 a reelt>ra\.ii egale în 

/. 

T 

Fig-. 2.1!1. Tensh1-
nea dintr-un fir este 
forţa care întinde 
firul şi se poate 
măsura cu un dina
mometru inserat pe 

fir. 

o 

ţ T 
... 
T 

mo~ ~· „o ~· 
m19 I 

III I m2 

m29 

Fig. 2.20. Cn ~cripete peste care 1.ste trec;u I. lin fir cu două 
corpuri at.lrnate la eapete (la exemplul rezolvat 2), 
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wodul dar de sensuri opuse. Aleglnd pentru fiecare corp sensu l pozitiv l'll a.xr.i în 
sensul mişcării sale, scriem ecuaţia principiului II: 

T - m,.g = m1a, m 2g - T = m 2a. 

Aici T, a, g reprezintă mărimea sau modulul tensiunii, acceleraţiei, respectiv accele
raţiei gravitaţionale, semnul (+) sau (-) provine de la orientarea vectorilor respectivi 
faţă de sensul pozitiv ales de noi pe axa mişcării . Dacă am inversa sensul axei, ecuaţia 
respectivă s-ar înmulţi cu (- 1). adică toţi membrii şi-ar schimba semnul. 
Prin adunarea membru cu membru ~ celor două ecuaţii , obţinem acceleraţia siste-

mului: 

a = g m2 - m1 = g 230 - 220 = !_ = 0,218 m/sz. 
. m1 + m2 220 + 230 45 

Putem: obline acest rezultat direct , scriind că forţa (rn2g - rn1g) esle egală cu rnasa 
sisţemului

0 

(m1 + m 2) înmulţită cu acceleraţia s istemului a. 
Introducînd expresia acceleraţiei a în prima sau a doua ecuaţie de mai sus, f:(ăs im 
tensiunea din fir: 

'1' = 'lm1m2g = 2,20 ~. 
m1 +ma . 

:i. în tr -u n lift este suspendat de tavan un dinamometru de care atîrnă un corp ru masa 
m = 1,00 kg. Ce forţă indică dinamometrul dacă liftul se mişcă cu acceleraţia a = 
= 2,0 m/s2 îndreptată: a) în sus, b) în jos (fig. 2.21). 
Rezolvare. Dacă liftul este în repaus, resortul dinamometrului este întins r u o forţl! 
P.gală cu greutatea corpului atîrnat, acesta fiind în repaus: 

F = G = mg= 1,00 kg· 9,8 m/s2 = 9,8 N. 

o.) ln primul caz, alegîncl sensul pozitiv în sus, în sensul acceleraţiei, avem pentru 

corpul suspendat : 

F~•mg =ma, 

-F 

~i 
mO ~a 

mD 
F:? 

mg 
m mg 

mg 
mg 

a 
~a 

b 

Fig. 2.21. Dinamometrul suspendat de tavanul unui lift accelerat şi avî~d 
un corp suspendat la capăt dă indicaţii diferite de greutatea corpulm. 

(Problema rezolvată 3.): 
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de _nnde 

F = m(g + a) = 1,00 kg · (9,8 + 2,0) m/s2 = 11,8 N ·> G = 9,8 N. 

Acest caz are loc cînd liftul porneşte accelerat în sus. Atunci corpul rămîne la lnceput 
puţin în urmă datorită inerţiei sale, resortul se întinde, se naşte o forţă elastică supli
mentară necesară pentru a accelera corpul. Exact la fel se înthpplă clnd liftul coboară 
ş i -î11cepe să frîneze (aceeaşi accelera ţie ca mai sus). Corpul în virtutea inerţiei eaută 
să-şi menţină viteza, întinde resortul, se naşte o forţă elastică suplimentară ca're 
îl f rfnează. 
b) -Aleglnd sensul pozitiv tn jos, în sensul acceleraţiei, avem pentru corpul suspendat: 
mg - F =ma, F = m(g - a)= ţ,OO kg · (9,8 - 2,u) m/s2 = 7,8 N < G = 9,8 N 
Acest caz are loc cînd liftul urcă şi începe să frîneze. Atunci corpul cau lâ. să-şi ~ me.n · 
ţină viteza în sus, în vfrtµtea inerţiei , şi slăbeşte înţinderea resortului. La fel, clnd 
liftul porneşte accelerat în jos , corpul rămlne iniţial în urmă şi întinderea resorlniui 
scade. Dacă liftul cade liber ln jos cu ac\:eleraţ.ia a= g, dinamometrul va indica forţa 
zero (starea de „imponderabilitale": oricare corp din cabina liftului cade liber cu at:e
eaşi acceleraţie de cădere liberă, ca şi liftul) . Dacă liftul ar fi tras în jos cu o accelo.ra
ţie a > g, resortul ar fi comprimat. 
Calculaţi ce forţă de apăsare s imte un om dr masă m = 70 kg din partea podelei 

liftului în cazurile de mai sus. 
O b s e r v a ţ i e. Un corp aşezal 

pc un plan orizontal n eted, fără 

frecăr i, exercită o forţă de apăsare 
asupra planului, deformîndu-1. 

. -+ 
Apare -atunci o forţă de reacţlune N 
din partea planului, exercitată asu
pra corpului (principiul III ). Forţa .... 
N este perpend iculară pe planul 
orizontal şi compensează forţa ver-

ticală de greutate G, adicc'l N = 
.... .... -+ 

= -G sau N + G = O. 
Dacă acum asupra corpului acţio

nează forţe pe o aceeaşi direcţie 
orizontală, putem aplica în tocmai 
consideraţiile de la cazul unidimen~ 

sional , deoarece greutatea G a 
corpulu i va fi permanent anulată 

. -+ 
de reacţmnea normală N a planulu i 
orizontal. 
Acest caz intervine frecv~nt în miş
carea vehiculelor pe drumuri rect i
linii orizontale. 

'1. Pe o masă netedă, fără frecări, 
este aşezat un corp de masă m,. = 

= 5,0 kg de care este prins un fir 
orizontal, trecut peste un scripete 
ideal şi avtnd la capăt un corp de 
masă m2 = 2,0 kg (fig. 2.22). Să 
se calculeze acceleraţia sistemului 
şi tensi11nea din fir. 

m~ 

„ 
m~g 

0 ------„x 

T 
I 

~ T 

a 

b 

Fig. 2.22. Care este acceleraţia sistemului şi 
ce forţă indică dinamometrul ? (Exemplul 

rezolvat 4. ) 
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F l d . t te G - m g a corpului myeste anulată de reacţiunea uor Re~o/1Jare. OL', a. e .g1 eut al F~r~le de frecare~' t:llwlijabile. Scripetele fiind ideal, mală· N 1 a mesei orizon a e. t . • c: . 
tensiunea din fir este aceeaşi de o parte ş1 de a ta a scripete.Im. . . . " 
Alegem axa x pen r , O t U fiecare corp în direcţia şi sensul m1scăr11 sale. AtuncL ecuaţia 
fundamentală se scrie ·astfel : 

T = m1o, m2g - T = m2a. 

de unde 
a= g --'-"2

-- = 2,8 n1 /s2 ; T = m 1a = 11. N. 
m1 + m2 

, - 3 o kg este suspendată ca în figura 2.23 Să se afle tensiunoa 5. O lampa cu masa m. - , . . 
din fir (de lungime l = 0,50 m) şi din bară (de lnng1me b = 0,40 m) . 
Rezoli•are. Putem judeca în două moduri: 

· · t t l" pii G după direcţia firului şi a barei. Pentru aceasta a) Descompunem greu a ea am 

· · · a si prin vlrful vectorului G = m-; (desenat sr.parat) paralele la ducem prm or1gme " . -+ 

ă d. ~ „ c ponenia G întinde firul şi este anihilată de tensiunea T 1 din cele dou 1recy11. om · l -+ 

t G-+ comprimă bara şi este anihilată de tensiunea T 2 din bară. fir, iar componen a 2 . 

Prin urmare: 

Orri 

T 1 =mg/cos 
1 Vt-· b" t b 

1 
1• t cos ot = - - - -. g ot = • 

ot, 2 = mg g ot, t V 12 - b' 

b 
T1 = m„" -===- = 49 N, T2 = mg Vt2 - b2 = 3·9,2 

v12 - b' 

• · . t f' decît întins· tn fiecare secţi.une a firului acţionează Observăm că un fu nu poa e 1 • . . 
două forţe egale în modul şi de sensuri op~se, acţiun:a şi r.eacţm.nea,. aphcate cape-
telor firului din secţiune, care întind respectiv cele doua p.ărţ1 ale f1rulu.1. . . 
0 bară poate fi îlltinsă, ca un fir, sau comprimat~. ln ult1?'1ul caz, în f1eca1 e s~cţmne, 
cele două forţe comprimă re~pectiv cele două părţi a le bar.el. _ „ • . . . 

b) Nodul p în care se îmbină firul, bara ş i cablul de sus \.me1! al l~p11 ~tem ech1h 

bru deci cele'trei· forţe trebuie să dea rezullantă ?ulă: _T~+ Ta +.c =;O: Ale-
' d ă d. 1 • · venabile în cazul.nostru cea orizontala ş1 cea verticala (flg.2.23, 

gem ou ll'ecyn con • · d · 1 • • tî d ecuaţia 
c) şi scriem condiţia de echilibru se~ara~. pentru fiecare 1recy1e, proiec n 
vectorială de mai sus pe, cele două d1recţ11: 

pe orizontală T 2 _ T1 sin ot = O, pe verticală T1 cos ot - mg = O. 

De unde 
T1 = mg/cos ot, T2 = T1 sin ot = mg. tg ot. 

~t.m ::./ ,, 

a G =mg b C mg 

Fig. 2.23. Descompunerea forţelor în problema rezolvată 5. 
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INTREBĂRt. EXERCIŢII. PROBLEME 

t. Un muncito1· sparge lemne cu t_oporul. La spargerea unui butuc, toporul a rămas înfipt 
în butuc. Cum trebuie să lovim de un suport r igid: cu butucul în jos sau cu dosul to pc* 
rului în jos, pentru a sparge butucul? (Indicaţie: a se compara inerţiile, adică masele 
toporului şi butucului.) 

R: cu butucul în su:;, dacă mHs;l acestuia e mai mare. 

. 2. Pentru a îndepărta praful, hainele sau covoarele slnt scutnralo sau bătute. Explicaţi 
aceste două procedee. 

R: în virtutea in erţiei particulele de praf continuă să meargă înainte sau 

rămîn pe loc. 
3. De ce atunci cinel vrem să introducem minerul de lemn în tr-un ciocan, topor sau lopalil, 

lovim cu capătul liber a l minerului de un obiect masiv imob il ? · 

R: masa minerului e mai mică {v. probi. 1). 

4. De ce este greu să batem un cui într-un gard prost fixat care se leagănă.? Ce trebuie 
să facem ca să putem totuşi bate cuiul? 

R: apăsăm de partea opusă cu un obiect masiv (topor, ciocan) . 

5. Dacă stăm într-o barcă uşoară şi tragem de o sfoar~ legată de un vapor, ne vom apro
pia de vapor. De ce nu se apropie vaporul de barcă? 

R: deşi forţele slnt egale în modul, acceleraţi ile imprimate sînt tota l diferite. 

6. Un dinamometru uşor este legat prin două fire orizontale trecute peste doi scripeţi, 
de două corpuri identice, fiecare de greutate G, ca în figura 2.24. Dinamometrul va 
indica: 1) zero, fiindcă cele două forţe de greutate egale se echil ibrează; 2) forţa 2G, 
fiindcă fiecare din cele două forţe de-greutate întinde resortul dinamometrului; 3) forţa 
de greutate~ a unui singur corp. Care răspuns este corect? 

R: 3) 
7. O sfoară este întinsă orizontal de doi elevi. La mijlocul sforii este un inel de care este 

agăţat un corp cu masa de 1 kg. Poate fi sfoara întinsă perfect ori.zontal? 

R: nu. 
8. În ce constă eroarea afirmaţiei: „Nu pot mişca din loc (accelera) nici un corp, deoarece 

la orice acţiune de-a mea, oricit de mare, exercitată asupra corpului, acesta răspunde 
automat cu o reacţiune egală în modul şi opusă ca sens (conform principiului egali
tăţii acţiunii ş! reacţiunii). care îmi anihilează deci automat orice acţiune"? 

R: acţi unea şi reacţiunea se apl ică la corpuri diferite. 

F:? 

G 

Fig. 2.24. Ce forţ.ă. arată dinamoinPtrul? 
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1''ii;. 2.26. Forţele cu care es te trasă sfoara de că tre elevi slnt permanent egale în mod1il 
şi opuse ca sens. Totuşi elevul ma i tare învinge Şi îl ţrage pe cel mai slab spre el. De l'l"? 

9. Doi elevi trag de un capăt şi de aitul o sfoară, opintindu-se cu picioarele de pămînt 
(fig. 2.25). Cele două forţe, cu care fiecare acţionează asupra celu ilalt prin inter
mediul sforii, sinţ permanent egale in modul şi opuse ca sens, conform principiului 
egalităţii acţiunii şi reacţiun ii (ceea ce se poate verifica punînd pe fiecare elev să 
tragă. de sfoaci.\ prin intermediul unui dinamometru prins de un capăt). Totuşi elev\11 
mai puternic ya învinge, trăgînd pe cel slab de partea sa. Cum explicaţi aceasta ? 

R: intervin şi forţele de frecare cu solul: 

10. Două vagoane au la tampoanele lor resortur i identice. Vagoanele se ciocnesc. Se 
consideră mai multe cazuri: unul din vagoane este în repaus; amîndouă se mişcă ; 
unul este încărcat, celălalt gol etc. Să se compare între ele, comprimările celor două 
resorturi în aceste cazuri. · 

R: se comprimă egal. 

11. Un vapor ciocneşte o barcă, pe care o rupe, fără ca el să aibă vreo stricăciun e, sau 
un camion loveşte un cărucior şi îl strică. fără a avea el însuşi vreo stricăciune et.c. 
Nu contrazice aceasta principiul acţiunii şi reacţiunii? 

R: n\1; efectele forţelor depind de proprietăţile corpurilor. 

12. Cum sint deformate resorturile tampoanelor între diferite vagoane consecut ive la 
un tren tras de locomotivă şi la un t ren împins de locomotivă? 

R: alungirile, respectiv comprimările scad de la locomotivă spre capătul liber. 

13. a) Cum explicaţi răsturnarea corpurilor într-un vehicul care frîneilză brusc sau 

virează brusc? 
b) Cum explicaţi devierea obiectelor suspendate într-un vagon care accelerează rec-

ti liniu sau virează? În ce sens are loc devierea? 

R: în virtutea inerţiei corpul tinde să meargă înainte r ectilin iu uniform, în timp 
ce podeaua (tavanul) fuge accelerat. Devierea relativă este în sensul opus 

acceleraţie i. 

14. Un paraşutist cu mas._a m = 100 kg, după deschiderea paraşutei, începe să se miştP. 
uniform. Ce forţă de rezistenţă intîmp ină el din par tea aerului ln acest caz? 

R : Fr = mg = '.!80 N. 

16. Sub acţiun ea unei forţe Fi = 10 N un pun ct ma teria l se mişcă cu ai;celera ţia a1 --= 
;. 2,0 m/s2. Cu ce acceleraţie se va mişca acesta sub acţiunea for\.e i F2 = 50 I\? 

:ft.; a2 = a1 · 1"2//1\ = 1n m/s'. 

sa 

• 

F 

}'Jg. 2.2U. Cu c·p rorţă impinge corpul m, 
corpul m2 '( 

16. Un corp c~ masa m1 = ~ ,o kg, sub acţiunea unei forţe, a căpătat acceleraţia 111 = 
= ~.? ~/s . Ce acceleraţie va căpăta un Gorp de masă m2 = 20 kg sub acţiunea 
acele1aş1 forţe? 

R: a 2 = a1 · m1/m2 = 1,0 m/s2. 

17. O ~i.~ge cu masam = O,~O kg. după. lovire a căpătat o viteză v = 10 m/s . Dacă durata 
lov1rn a fost 6t = lt,O ms, să se afle forţa medie de ciocnire . . 

• 
l::,.v 

R : Fm = m - = 1,0 kN . 
6t 

18. O sîrmă de .oţel re_zistă pînă la o forţă de întindere (de rupere) Fr = 1,20 kN. Cu 
ce a;celeraţ1e maximă putem ridica, cu a jutorul aces tei sirme, un bloc de beton de 
masa m = 100 kg atîrnat la capătu l sîrmei? 

R: Dmax = Fr/m - g = 2,2 m/s2
• 

19. Două corpuri ~aralelipipedice de mase mi = 20 kg ş i m2 .= 5,0 kg sint aşezate alăturat 

pe. o masă orrwntală netedă fără frecări. Corpul de masă. mi este împ ins cu o for ţă 
orizon tală F = 100 N (fig. 2.26). Cu ce forţă corpul m1 împinge corpul m2? 

R1 f = F - -m-=2-- = 20 !'i. 
mi + mz 

t 

I 
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MIŞCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUB ACŢIUNEA UNOR 
TIPURI DE FORŢE 

• 
Cunoscind forţele care a,cţionează asupra punctului material, s& poate 

determina mişcarea sa. Vom studia numai cazurile simple, dar frecvent întîl-

nite în practică. 

3.1. MIŞCAREA RECTILINIE UNIFORMĂ 
. -+ 

Conform principiului inerţiei , un punct material izolat (F = O) se mişcă 
-+ 

rectiliniu uniform: (lectorul r;iteză este constant v = const. ln acest caz viteza 

medie coincide cu viteza momentană: 
D.x x - x0 ( ) 

V = Vm = - = , X = Xo + V t - to , 
D.t t - t0 

(v = const.) , (3.1) 

unde X este coordonata mobilului la momentul t , Xo = coordonata la momentul 
lo şi v - r;iteza (constantă) (v este pozitiv dl;lcă mobilul se mişcă în sensul 

pozitiv al axei Ox). ln particular , dacă t0 = O, 
x = x

0 
+ vt, (3.2) 

unde x
0 

este coordonata iniţială la mom entul iniţial t = b. 
Dacă reprezentăm grafic legea mişcării (3.2) , luînd pe abscisă timpul 

şi pe ordonată coordonata x, obţinem o linie dreaptă (fig. 3.1). Legea mişcării 
(3.1) sau (3.2) este un polinom de gradul întîi în timp, adică o funcţie liniară 
de timp. ' Mişcarea rectilinie uniformă va avea loc şi in cazul -în care t,oate acţiunile 
corpurilor înconjurătoare se corn pensează reciproc. 

S11b formă vectorială: 

~ -+ 
->- ~ !::;.. r - r0 -+ -+ -+ -+ u = vm == - = - - • r = r0 + v(t - t0), (11 = const .), (3.3) 

6.t I - t0 
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unde_ r este vectorul de pDzi\.ie la 
-+ 

momentul t, iar r0 - vectorul de pozi-
ţie la momentul t0 (de multe ori 
to == O) (fig. 3.2). Ecuaţiile vectoriale 
(3.3) proieotate pe axa mi.Şcării Ox 
dau ecuaţiile (3.1). 

EXPERIMENT 

Se realizează montajul din 
figura. 1.29. Ba~a de rulare (66) 
se orizontalizează cu raportorul 
(17) . 

Căruciorul (27) incăroat cu 
greutăţi cu . şurub (34)(150 g) se 
mişcă iniţia.I sub acţiunea forţei 
F dată de greutăţile crestate (26) . 
Forţa F este anulată apoi prin 
oprirea greutăţilor (26) pe placa 
de amortizare (31), mişcarea căru
ciorului făcîndu-se în continuare 
aproximativ uniform, forţele de 
frecare fiind neglijabile. 

a) Se măsoară viteza pentru 
diferite distanţe Âx, în diferite 
puncte ale traiectoriei, exact ca 
in experimentul de la § 1.12. 
Ce concluzii desprindeţi ? 

b) Se păstrează întrerupă

torul 1 într-o poziţie fixă (la 
începutul riglei gradat e) şi se 
mută întrerupătorul 2 din 10 în 
10 cm. Pentru fiecare din aceste 
distanţe se măsoară timpul t. 
Datele se trec în tabelul următor: 

x(m) l 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 

t(s) 

Reprezentaţi grafic legea mişcării 
obţinută x = f(t) . Calculaţi panta 
dreptei (adică Âx/ Ât), alegînd 
d.ouă punct? depărtate ~e grafic 
ş1 comparaţi-o cu viteza obţinută 
mai -sus la punctul a). Scrieti 
ecuaţia dreptei obţinute. ' 

X 

X 

o 

a 

Alt1,x1) v<o 

I 
.t:.x!<o 

[___ _____ _ 
b.t 

b '· 

v>o 

Fig. 3.1. Graţi~ul legii mişcării rectilinii uniforme 
es te o 1 mie drea_ptă. a) Viteză pozitivă. 

b) Viteză n egativă. 

Fig. 8·2• Ecuaţia mişcării rectilinii uni
forme sub formă vectorială. 
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PROBLEME REZOLVATE 

l.. SA. se scria ecuaţiile mişcărilor 
rectilinii uniforme, reprezentate 
în fi~ura 3.3. 
Rezolvare. Pe axa Ox, la inter
secţia ci.1 graficul mişcării„ citim 
coordonata iniţiali\. xo pentru 
t = O. Găsim respectiv: Ol r. ; 
s; -5„ Vitezl!- se găseşle luînd 
două puncte convenabile pe 
grafic (fie punctele de inter
secţie cu axele, fie originea şi 

-e un punct de pe grafic), ducînd 
-

10 
• • . . paralele la axe şi calcult~d 

Fig. 3.3. Graficele mişcărilor rectilin11 uniforme la raportul catete)or în triunghml 
problema rezolvată 1. format: 

· t' . 1 ·2.. 2 ·O Prin urmare, ecuaţiile sînt (x = Xo + vt): v = 6x/ t:;t. Găsim respec 1v. , , - ' · • 

t I. + 21 • X - 8 - 2.1; X = - 5 • x=;x = ... , -

O 
ă . !antă ridică un călător , aflat în repaus pe scară, în timpul 11 = 30 s. Pe scara 

2. scar ru î t' 1 t - 60 s În cit timp t urcă călătorul pe scara 
imobilă călătorul urcă n _1mpu 2 - • 

mobilă? ă · 't a 
Fie v. _ viteza scării, vc - viteza călătorului faţă de scar ~1 i• - ~1 ez 

Rezolvarle .. f ţă sd Pămînt Atunci distanţa parcursă se scrie în cele trei cazuri: 
· călătoru i.n a e · . 

d I - v t = v t dar v = Vc + Vs. Atunci 
=Vs 1 - c 2 • 

l = !:._ = d = d = ~ = 2.0 s. 
v Vc + Vs d/12 + d/11 li + Iz 

l lălalt cu viteze v = 72 km/h şi v2 = 51, km/h. Un căli\-
8 Două trenuri merg unu spre ce , i t' 4 O 

• . . l tren observă că trenul al doilea trece prin dreptul său un imp : = •. ~· 
tor dm primu . . 1 . 1 doilea? Care sistem de referinţă esto mai potr1v1l 
Care este lungimea benu u1 a 
pentru rezolvare? . . 

· F ţă d ălătorul din primul tren, trenul al doilea trece cu viteza V1 + V2, 
Rezolvare. a e c · · d t l I doilea 
deci l2 = (v1 + v2)-c = HO m. Se poate raţiona ş1 faţă & renu a . 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢI!. PROBLEME 

lat în mi care rectilinie uniformă un elev aruncă vertical în sus o 
1. ln.tr-un vagon af I t ~ tavan). Cum va arăta traiectoria mingii în reperul legat 

mmge (care nu se oveş e e 
de vagon; dar într-un reper legat de Pămînt? . . 

R: dreaptă verticală; curba dm f ig. ·2.16 (parabolă). 

d' · ndele luminoase se propagă în vid rectiliniu uniform cu 
~. Semnalele de ra io, ca şi u , . un s~mnal de radio se p::opagă de la Pămînt 

viteza c =: 300 o~~ ~m/s. î:n t~~pti~; propagă lumina de la Soare la Pămlnt? (Dis
la Lună ş1 înapoi ănd c ·- 38lo OOO km Pămînt-Soare dps = 11!9,5. 100 km.) 
tanţa Pămlnt- Lun PL - • 

dpL . - dps - 8 ' 18 R:t = 2 --= 2.,56s,t - - mm s. 
c c 
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a. Steaua pol.ară se afla la o distanţă el = 460 ani lumină de Pămtnt. Un a.n lumini\ 
reprezintă distanţa parcursă de lumină tn timp de un an. Să se calculeze în kilometri 
valoarea unui an-lumină, precum şi distanţa pînl!. la steaua polară. 

R: 1 an-lumină= 9,5 · 1012 km; d = 4,37 · 1 01~ km. 

4. !n cît ţimp lumina parcurge o distanţă de 1,00 m, dar diametrul unui atom de 
hidrogen (1,06 • 10-10 m )? 

R: 3,3 ns (nanosecunde); 0,35 · 10-1s s. 

5. Sunetu I se propagă ln aer practic rectiliniu uniform cu viteza c = 340 m/s. La 
ce distanţă s-a produs un fulger, dacă sunetul s-a auzit după 61 = 10 s de la obser
varea fulgerului ? 

R: d = ctit = 3,r. km. 

6. Un autobuz merge prima jumătate din drumttl său total cu viteza v1 = 60 km /h, 
iar cealaltă jumătate cu viteza v2 = r.o km/h. Care este viteza medie a autobuzului pi' 
întreaga distanţă? 

2v v2 R: Vm = 
1 = t.8 km/h. 

V1 + Vz 

7. Ecuaţiile mişcării a doi biciclişti sînt: x1 = St, x2 = 200 - 12t. Să se reprezinte 
grafic JegiJe mişcării şi să se afle Jocul şi momentul înlîklirii lor. Ce reprezintă 
coeficientul lui t în aceste ecuaţii ? 

R: x = 80 m, t = 10 s; viteza. 

8. Ecuaţ~ile mişcării a două mobile sînt: x1 = 1 + t, x 2 = 2 + 2.t. 
Să se construiască graficele mişcării. Să se afle locul şi momentul întllnirii mobilelor. 
Care este semnificaţia fizică a răspunsului obţinut? 

R: x = O, t = -1 s (s-au întî!nit în originea axei în trecut). 

9. o barcă cu motor, mişcîndu-se împotriva sensului de curgere a unui rîu, parcurge o 
distanţă d = 9,0 km în -c = 0,50 h. ln cit timp va parcurge barca aceeaşi distan\ fi 
înapoi, dacă viteza de curgere a rîului este v = 6,0 km/h? -

R.: T' = " d · = 0,30 h = 18 min. 
d + 2 VT 

10. Distanţa li, = 100 km dintre două porturi fluviale este parcursă de o şalupă în sensul 
curentului în t1·= r.,o h, iar împotriva curentului în 12 = 10,0 h. Care este viteza apei 
şi viteza şalupei faţă de apă? 

. t - t t + t 
R: va= -2

--
1 d = 7,5 km/h ; v0 = -1

--
2 .d = 17,5 km/h. 

2~2 2~~ 

11. ln cit timp este ridicat de o scară rulantă un om care stă pe ea, ştiind că la aceeaşi 
viteză relativă faţă de scară, omul urcă scara nemişcată în timpul 11 = 120 s, iar 
pe scară mobilă în 12 = 30 s? 

R: T = ~ = 40s. 
11 - Iz 

12. i)in Rucureşti şi Ploieşt i pleacă simultan unul spre celălalt ctte un autobuz 1·11 

vitezele constanLe v1 = 60 km/h şi respecLiv v2 = 40 km/h. ln acelaşi moment dintr-unul 
din autobuze îşi ia zborul spre celălalt. autobuz un porumbel călător, care conLinuă să 
zboare neîntrerupt, înLre cele două autobuze, de la unul la celăla!L, cu viteza con
stantă v = 70 km/h, plnă l a ln ttlnirea autobuzelor. Ce drum tola! străbate porumbelul? 
(Distanţa BucurcşLi - P loiesti es le d = 60 km. \ · 

R: s = d--v __ = 42 km. 
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13. Pe şoseau.a Bucureştl-Braş.ov, pleacll din Bucureşti un oamlon cu viteza v1 = 50 km/h. 
D\n Ploieşti (la dista!iţa s0 = 60 km) pleacă un alt camion cu viteza Va = 60 km/h, 
după un timp 1

0 
= 1,5 h de la plecarea primului camion. După cît timp şi în ce loc 

se vor înlîlni camioanele? Să se reprezinte grafic pe aceeaşi diagramă coordonatele 
celor două camioane tn funcţie de timp. 

H. Un barcagiu vîsleşte perpendicular către ţărm cu o viteză v0 = ?,2 km/h faţă de apă. 
Cursul apei deplasează barca cu o distanţă d = 150 m tn josul rîului. Lăţimea rîului 
este L = 500 m. Care este viteza rîului şi durata tra".ersării rîului? 

R: v = v0d/L = 0,60 m/s; T = L /v0 = 4 min 10 s. 

]I>. Pe un st.rung trebuie strunjită o piesă de forma unui trunchi de con Cil razele bazelor 
r

1 
= 15 mm, r

2 
= 20 mm şi înălţimea h = 50 mm. Viteza de deplasare longitudinală 

a cuţitului este v
1 

= 5,0 mm/s. Care trebuie să fie viteza v2 de avans transversal? 

R: v
2 

= v
1 

rz - ri = 0,50 mm/s. 
h 

3.2. MIŞCAREA RECTILINIE UNIFORM VARIATĂ 

Dacă vectorul forţă este constant, atunci din legea fundamentală rezultă 
-+ -+ -

că şi vectorul acceleraţie este constant: a = F /m = const. In acest caz accele-
_,. -+ 

raţia medie coincide cu acceleraţia momentană: am = a. 
Dacă forţa are direcţia vitezei, mişcarea va fi .rectilinie. ln adevăr, acce-

4- 4- -+ 

leraţia şi variaţia vitezei a.u direcţia şi sensul forţei : F = ma = m ilv / ilt. deci 
-+ 

in acest caz variaţia vitezei Âv are direcţia vitezei, car.e işi păstrează astfel 

direcţia neschimbată. 
Vectorii forţă, viteză şi acceleraţie sint toţi pe aceeaşi dreaptă pe care o 

alegem drept axă a coordonatelor Ox (a absciselor). Sensul pozitiv pe axă se 
alege de obicei în sensul vitezei (iniţiale). 

3.2.1. Legea vitezei. Din definiţia a.cceleraţiei rezultă: 

6.v v - Vo 3 4 a = llm = - = ~ = const. -t v = v0 + a(t - t0), ( • ) 

/::;.t t - Io 

unde v este viteza la un moment oarecare t şi v0 este viteza la momentul t0, 

iar a este acceleraţia constantă. Aceasta este ecuaţia sau legea vitezei în ~işcarea 
rectilinie uniform variată. 

ln particular, dacă viteza (iniţială ) vo este cunoscută pentru momentul 
(iniţial) t = O (adică t 0 = 0), ecuaţia de mai sus devine': 

V= 110 + at. 
(3.5) 

ln diagrama viteză ~ timp această ecuaţie se reprezintă printr-o linie 
dreaptă ~fig. 3.4 şi 3.5), de aceea se spune că în mişcarea rectilinie u,niform 
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variată viteza variază liniar cu tim
pul sau este o funcţie liniară de timp 
(adică este un polinom de O"radul 
întîi în ti~p). Panta acestei drepte 
este chiar acceleraţia a. · 

Viteza iniţială v0 (la momentul 
iniţial t = O) poate fi pozitivă (mo
bilul ' se mişcă în momentul t = O 
în sensul pozitiv al axei), negativă 
(mobilul se mişcă h~ momentul 
t = O în sensul negativ al axei) sau 
nulă (mobilul era în repaus în mo
mentul t = O). În ultimul caz legea 
(3.5) devine v = at, adică viteza 
creşte proporţional cu timpul. De 
obi cei alegem sensul pozit iv al axei 
în sensul vitezei iniţiale v0 (atunci 
Vo > O) sau al acceleraţiei dacă 

Vo = O (atunci a > O). 

Din graficul vitezei putem . de
termina acceleraţia, luînd două 

puncte pe grafic A (t1, v1) şi B(tz v ) 
• I I 2 

şi calculînd Âv/ D..t1 adică panta 
dreptei (fig. 3.4_şi 3.5). 

a>O 

Fig. 3.4. Gra~icul vitezei tn mişcarea un iform 
variată (ac;celeraţie pozitivă) . 

y 

Fig. 3.5 • . Gra.ficul vitezei tn mişcarea uni
form var rntă (acceleraţie negativă). 

3.2.2. Legea mişcării. Din expresia vitezei medii Vm - Âx/ Ât 
(x-xo) / (t-t0), rezultă 

(3.6) 

. 1n ·miş~area uniform variată, cînd viteza este o funcţie liniară de tim 
: 1teza medie e~te egal ă cu media aritmetică a vit ezelor iniţial ă şi fin 1 V p' 
mtervalul considerat , de aceea (3.6) devine: a a pe 

1 
.'t = Xo + 2 (v0 + v)(t - t0 ) . (3 .7) 

Cum v = Vo + a(t - to), ecuaţia (3.7) devine: 

x = Xo + vo(t - to) + + a(t - to)2. (3.8) 

A,ceasta este legea mişcării rectilinii uniform variate. 

. :entru a scr~e ~cuaţia (3.8) trebuie să cunoaştem condiţiile initiale 
adica coordonata şi viteza Za un moment dat . ,.. _ · · 

1 

• "' - Xo ŞI v = vo pentru t = t0• 
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· 1n particular, dacă cunoaştem coordonata (iniţială) x0 şi viteza (iniţială) vo 
la momentul iniţial t = O (adică t0 = O), ecuaţia precedentă devine mai simplă: 

1 2 
X = x0 + v0t + - at . 

2 
(3.9) 

In ecuaţiile (3.8) şi (3.9) toate mărimile pot fi pozitive, negative sau nule. 
Reciproc, din legea mişcării (3.8) sau (3.9) se obţine legea vitezei (3.4) 

sau (3.5). 
Coordonata mobilului in mişcarea uniform variată este o funcţie pătra-

tică de timp (adică un polinom de gradul doi în timp). Coeficientul lui t este 
viteza iniţială, iar coeficientul lui t2 este jumătate din acceleraţie (termenul 

liber este coordonata ,iniţială). 
De obicei alegem origin!)a coordonatelor (de unde măsurăm coordonata) 

in punctul în care se află mobilul la momentul iniţial t = O, atunci Xo = O, 
iar sensul pozitiv al axei îl 

X V 

o 

Xm•x;;-~ 
2a 

/ 
'-.. I Xo 

-.., I 

'f, Yo 
I 

I 
I I V 

o 

b 

a 

(a<.o ) 

Fig. a.6. a) Dacă acceleraţia est e poziti~ă, coordo
nata are un minim clnd mobilul are viteză nulă. 
b) Dacă acceleraţia este neg~ti.~ă coordonata are un 

maxim ln momentul oprim (pentru v =O). 
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luăm în sensul vitezei iniţi-
ale v0 , atunci v0 > O. In 
cazul x 0 = O, avem 

x = v0t + _!. at2
• (3.10) 

2 

Dacă ş1 v0 = O, ecuaţia 
devine 

1 
X= - at2

, 
2 

(3.11) 

adică, dacă . mobilul pleacă 
din repaus din originea 
coordonatelor, coordonata 
sa este proporţională cu 
pătratul timpului. 

Reprezentînd grafic; legeA 
(3.9), obţinem curbele din fign· 
ra 3.6 (g raficul unri fu 1w\.ii 
păLra ticr esle o parabolă). De 
obirei v0 > O şi ne în Lerese11ză 
mi~carea numai pentru t > O. 

Dacă accel e raţia es le nega

tivă, graficul are un maxim ln 
momentul opririi mobilului. 

Dacă v0 > O şi a < O 
mobilul se depărtează de 
origine încetinit, la un mo
ment dat se opreşte (v = O, 
x maxim) şi se tntoaroe tna-

poi'(v :< O). Durata mişcării ptnă la 0
1
prire se obţine imediat punind d 'ţ' 

de oprire v =O: ' con i Ia 

O = Vo + at, de unde tm =- - ~ 1 

a 

iar coordonata maximă 

1 2 
Xm = Xo + Votm + -2 at;. = x0 - ~ • 2a 

(3.12) 

(3.13) 

3.2.3. Formula lui Galilei. Să eliminăm timpul t din cele d v t. · . . . . oua ecua u, 
~ v1teze1 (3.5) ş1 a co.ordonatei (3.9). Scoatem timpul din ecuaţia vit ezei şi 11 
mtroducem în ecuaţia coordonatei: 

v = Vo + at, de unde t = ~ - Vo , 

a 

1 
. X = Xo + Vot+ 2 at2 = Xo + Vo v-: Vo + ! a (v ~ Vor :..:: Xo + V2;: vN 

sau 

v2 = ~~ + 2a(x - Xo)· (3.14) 

Ace~sta ~ste ecuaţi~ sau formula lui Galilei. Ea ne permite să calculăm viteza 
mobllulm pentru orice poziţie a sa. Punînd v = O (condiţia de oprire) re ă · 
(3.13). , g Slffi 

. 'De obi~ei Xo = O, adică alegem originea coordonatelor în punctul în care 
se afla mobilul la t = O. Atunci (3.14) devine 

v2 = v~ + 2ax. (3.15) 

ln particular, dacă şi Vo = O, adică mobilul pleacă din repaus (lat = O), avem 

v2 = 2ax. (3.16) 

Menţionăm că ecuaţiile mişcări i rectil inii uniform astfel : varia le se pot scrie vectorial 

-+ -+ -+ 
-+ -+ 6.v v - v0 -+ -+ _... 
a = am = - = -- , de unde v = v0 + a(t - 10), 

6.t t - t0 

-+ -+ -+ 1-+ 
r = r0 + v0(t - 10) + - a(t - t0)2. 

. 2 

(3. 17) 

(3.18) 

(Bineînţel es.' din legea mişcării (3.1 B) se poate obţine prin procedeul C'\moscut legea vit · 
3.17). Pro1ectlnd aceste ecuaţii vectoriale pe axa mişcării obţinem ecuaţii! 1 be~ei 

cunoscute (p p t ) M · ' e a ge r1ce -~ _; ~m onen e · a1 mult, aceste ecuaţii vectoriale slnt valabile chiar dacă 

vectorii v şi a (a - const) nu sînt 1· · · · d · · o - co miar1 ŞI ec1 mişcarea nu este rectil inic ci curbilinie 

în planul d f' 't d t „ -+ -+ -+ -+ . . e 101 e vec or11 (vo,!) s~ (vo. F), de exemplu în cazul aruncării în vid în clmpul 

grav1taţ1ona l teres tru (atunci a = Bl· 
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EXPERIMENTE 

Se foloseşte montajul din figura 1.29. 
a) Legea mişcării rectilinii uniform variate. Se procedează ca la experi-

mentul de la § 3.1, (b). 
Se va. reprezenta grafic legea mişcării x = f(t). Teoretic, ecuaţia mişcării 

trebuie să fie x = .!. at2 (parabolă). Dacă trasăm graficul x = F(t
2

) trebuie· 
. 2 

să obţinem o dreaptă cu panta ~. De aceea se va trasa şi graficul x = F(t2) 
2 

şi luînd două puncte convenabile pe gratie (aproximat printr-o dreaptă) 
se va calcula panta a/2 deci 

Fig. 8.7. Montaj p entru verificarea legilor miş
cării rectilinii uniform variate. 

F ig. 8.8. Monlaj pentm ver ificarea 
fundamentale a dina micii. 

li= 

legii 

acceleraţia a. 
b) L'egea "itezei în mişcarea 

rectilinie uniform ()ariată. Se mon· 
tează dispoziLivu1 de prindere 
(31, 32) astfel incit să reţină greu
tăţile (26) cînd căruciorul a stră· 
bătut fiecare din distanţele x 
de la experimentul precedent 
(fig. q. 7). In dreptul fiecărei va
lori x, se montează întrerupătorul 
(18) şi la o distanţă convenabilă 
!lx' de acesta se mcmtează între
rupătorul (23). Pe distanţa Âx 

parcursă în timpul /lt', cărucio
rul se mişcă practic uniform cu 
"iteza avută în dreptul coordonatei 
x, deci v(x) = !lx' /!lt'. 

Se va reprezenta grafic legea 
vitezei v = f(t). Teoretic, legea 
vitezei trebuie să fie v = at 
(dreaptă). Se va calcula panta 
dreptei obţinute, deci accelera
ţia a, şi se va compara cu accele
ţia obţinută in experienţa pre
cedentă, din legea mişcării. 

c) Legea fundamentală a dinamicii. Se realizează montajul din figura 3.8 
(montajul detaliat este dat in figura 1.29). Se aleg diferite distanţe x ( ,....,_, 0,5 -
- 0,7 m) de la vîrful electromagnetului pină la întrerupă.torul 2. Forţa Feste 
dată de greutăţile crestate (26), căruciorul (27) fiind încărcat cu greută-
ţile cu şurub (34). 

In prima variantă, pentru o distanţă aleasă x se măsoară timpul de mîş· 
care t sub acţiunea diferitelor forţe F. Se calculează acceleraţia a = 2x/t

2 

şi 
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raportul F/a, care trebuie să coincidă cu mas~ (M + ) . . ·
0 

u gr tv+· b . m a s1stemulm (căru-
c1 r c eu ay1 cu .şuru + ctrhgul cu greutăţile crestate) . 

In a doua. v~r1antă, se păstrează constantă forţa F dată d 
crestate (26) ş1 se modifică încărcarea M a căruciorului (27). e greutăţile 

PROBLEME REZOLVATE 

Peste tot unde este posibil a le"em 0 i . mobilul la t = O (atun ci x - Oo) • r gmela co?r.donatelor în punctul în care se află 
. . • o - ' iar sensu poz1llv pe axa mişcării îl I • 

v1teze1 miţiale (atunci v > O) sau al 1 ţ • . {f : a egem m sensul o acce era le1 or ţe1) dacă Vo = O (atunci a > O). 

t. Un şofer începe să fr!neze automobilul pe un drum orizontal de la d ' t ă 
= 25 m de un obstacol. Forţa de frînare este F 1 r. I N . o is anţ d = m = 750 kg. f = , ;:i { • iar masa au~omob il ul ui 

Care este viteza maximă admisibilă t . . înainte de obstacol.? Vo a au omobiluh11 pentru ra aresta să poată opri 

....... 
N:-G 

I 

Rewlvare. Forţa de greutate a automo
bilului este anulată de reacţiunea normală 
a solului. Rămîne forţa de frinare orien
tată în sens invers mişcării (f ig. 3.9). 
Alegînd axa Ox în ~ensul mişcării , avem 

... . ..... -:~ ft ~----•v 

-G 
o X 

- Fr =ma, de unde a= - Frfm 

(acceleraţia, la fel ca şi forţa, este orien
tală în sensul cpus vitezei). Aplicînd 
rlircct formula {3.13) cu Xo = O, avem Fig. 3.9. La problpma rezolvali\ 1. 

2 2 
d = -~- = Vn __ 2a 2F r m, de unde Vo = V 'l.F rdf m = 1 o m/s = 36 km/h. 

Putem aplica de asemenea formula lui Galilei (cu x - O) I I . . . v = o. o - , pun ne r.ond 1ţia de cprire 

2. Două corpur i pornesc din I · - 4 O m/ t' ace aşi punct pe aceeaşi direcţie cu vitezele in ipale v -
- • s, respec iv Vo2 = 3,0 m/s şi acceleraţiile a - 2 o I • · 

01 

-
= 3,0 m/s2, corpul 2 lnsit la un interval i . - , '. ms-, respectiv az = 
afle: a_J după cit timp ş i la ce distanţă s: v:r2i~t~ln~:~rll:~::: ~ecît ~·01.·pu l 1 . . ~ă se 
corpur1lor de la plecare pină la întîln ire. P e, b) vitezele medu ale 

Rezolvare. a)i Alege~ or iginea timpului în momentul cînd porneşte primu l rorp, al111wi 

X1 = Voit + - a 12 ŞI X - V (l ) + 1 ( . 
2 

1 • 2 - 02 - ' 2 a2 t - •l2 (pentru a l doilea corp 10 esle -.). 

În rri~~entul întîl niri i X1 = X2 (rorpuri le se a fl ă în I de or1gme): ace aşi punct, la aceeaşi distanţă 

+ 1 2 ·1 
Voit - a 1t = v 02(t - -.) + - a (1 _ -.)2 2 2 2 • 

de unde i2 - '14t = O cu soluţiile t = O ·i t - 14 p .· . . 
deoarece corpul 2 pleacă abia peste - ~ o - C sd. i 1ma soluţie ~ste mncceptabilă, 

1 
T - • s. oor onata pun ctul111 de lntiln ire este· 

x = Voii + 2 a1t 2 = 252 m. . 
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li ) Vil.ezele medii : 

v m = 6.x = 252 = 18 m/s; V2m = 21522 = 21 ~/s. 
1 6.t 11, 

. . . ' ţ' lă . _ 2 o m/s şi acceleraţia 
3 Din originea axei Ox pleacă un mobil cu viteza 101 ia Voi - ' b . ă -

• . t t d pe axa Ox de a sc1s xo -- 3 O m/s2 În acelaşi moment, dm r -un pune e ' . 1 . 
a 1 - • · . . · 'ţ ' lă 5 o m/s ş1 acce era\.1a a2 = = 18 m, pleacă un a l doilea mobil cu viteza rn1 ia Voz = • 
= 1,0 m/s

2
. b 'I 1 ? b) Care sîn t vitezele med ii 

a) După cît timp şi la ce distanţă se înUlnesc mo 1 e e 
a le mobilelor în acest timp ? 
R ezolvare. a) Ecuaţiile pentru coordona tele celor două mobile sln t: 

1 1 2 

+ 12 • x = x0 + V 0 2t + - a2t • x i = Voit 2 a1. ' z 2 

Condi ţia de înUlnire x i = x2 dă 

1 t + i_ a._t2 sau 12 - 3t - 18 = O v 01t + - a 1/.2 = Xo + Vo2 
2 2 . 

„ O . t - 6 Os P rima sol u ţie este inacceptabilă deoarece înseamnil 
cu solu\ nle t = -3, s şi - • · „ > I d în tîlnire· 
tntîlnirea mobilelor an terior (t < O) plecăr ii lor . I unctu e · 

x = Voit + i_ a 112 = 66 m . 
2 

6.x 66 _ m/s· 11 = 66 -
18 

= 8,0 m/s. 
b) V1m = - = - - ' 2m 6 O 

/j,t 6,0 I 

4. Fie legea v itezei v = f(t) dală sub forma tabelului : 

t[s1 i 4 1 3 1 2 I 1 I O I 1 I 2 \ 3 I t, 5 I 6 J 7 I 8 :rn l ·.o 
1

„ 0 I 1,0 \ ,,o I „o I ,,o I to.o \ ':o \ o \ _,.o \ 0 
\ 

0 I 0 

. • · tă 1 ) Să se calculeze acceleraţia medie în 111 te1·valPl1· 
Să se reprezinte grafic ace~s) eg(;: : ) s (5· 6) s şi (6; S)s. b) Care este acce leraţia 
de timp : (- 4 ; -2) s, (-2 • 2 s , ' ' ' ' 
momentană a mobilului la momentul t = 2,0 s? 
R ezolvare. Gra ficul est e dat în figura 3.10. 

c vin m/s 
,J 10 / ':\ 

9 t ,/ : \ I 
~ \\ I I 
7 \\ ,'/ - 1 

E 1 
6 0 .1 

I I cn l \ \ 
s "' I ' ' I ~ I \ 

I L 

tfn s 

I 

A I \ \ 
I 

\ \ , 
/2 I \ I , 

' - \ B~ I E \ 
1 i-_- · ·-- ----r~ \ o' ' F G 

I I 
D.t=L.Os I li 51 

\2 ~ 3 L '\ \ 5 /6 7 o 1 l 
L -3 -2 - 1 

J - 1 ' ""'-' / 
_7_ --1-- ___ ..... 

A 

t:.t=3.0s E 
' r· I le•' i' 1' v1'l0 "eÎ la pro1Jle111a rezolvai~ 4. 'Fig. a.1 o. (tril ICU ,., ~„ 
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11 j A c·c·p lt•nlţii l t> meri.ii s ini. : 

...lv O 
am= - = - =o; 

J.t 2 

10,0 - '1 ,0 
2 25 

I 2 -2,0 - ·JO,() m ----- = , m s ; . .., - 4,0 - ; 
2,0 - (-2,0) 5,0 - 2,0 52 

o,o - (-2,0) - 2 o I a. _Q_ - o ------ ,ms,- · 
6,0 - 5,0 2 

b ) Pentru un interval 6.t foarte mic, descrescînd către zero, luat la t = 2,0 s, variaţia 
6.v este zero, viteza este constantă , graficul vitezei fiind air,i orizontal, der.i a = O. 

INTREBĂRI. EXERCIŢII . PROBLEME. 

J. Cnm va arăta graficul vitezei în cazul acceleraţ,ie i nule ? 

R : drectpltL orizonta lă . 

2. Legea mişcări i rectilini i a unui corp este dată de ecuaţia x = 2,0 + 1,!lt + 12• Să se 
scr ie legea v itezei. 

R: V = 1,5 + 2t. 

3. Dacă acceleraţia nu este constantă, se poate calcula viteza medie în mişcarea recti
lin ie ca media aritmetică vm = (v0 + v)/2? 

R: nu. 

4. Să se arate că pentru miş1 '.area uniform variată avem : 

Vo +V x = x0 + -~t. 
2 

5. Un tren ·electric se mişcă cu v iteza v0 = 72 km/ h. Întrerupîndu-se curentul electric, 
trenul se opreşte (un iform încetinit) după 6.t = 20 s. Să se afle acceleraţia şi distanţo 

pînă la oprire. 

R: a= - ~ = - 1,0 m/s2; d = i_ v0 6.t = 200 m. 
6.t 2 

6. Un automobil porneşte cu acceleraţia a = O, t.O m/s2. Cit timp îi trebuie ca să-şi mă
rească viteza de la v1 = 12 m/s la v2 = 20 m/s? 

R: 6.t = Va - Vi = 20 s. 
a 

7. O săniuţă coboară liber, un iform accelerat, pe un deal de lungime l = 60 m într-un 
timp t = 10 s. Care a fost acceleraţia şi ce viteză a căpătat la sflrşitul dealului? 

2l 21 
R : a = - = 1,2 m/s2 , v = - = 1 2ţn/s. 

~ t 

8. Un schior par curge Cil acceleraţia a = 0,30 mis2 o porţiune de pistă 6.x •;,,, 100 m în 
6.t = 20 s . Care a fost viteza schiorului la începutul şi la sflrşitul porţiunii de pistă ? 

· 6.x 6.t . 
R : v112 = - =f a - = 2,0 ş1 ll,O m/s. 

6.t 2 

9. Un corp cu masa m = 0,50 kg este tras orizonta l rectiliniu uni form pe o masă ori
zontală (cu frecare) cu ajutorul unui dinamometru care arată o forţă F1 = 2,0 N . Cu ce 
acceleraţie se va mişca acel a.ş i corp dacă dinamometrul va arăta F2 = 3,0 N? 

R F2 - Ft : a = = 2,0 m /s'. 
m 

71 



10. Un corp pomeşte fără viteză iniţia~l!.. 
V X In prima secundă el parcurge o dis· 

tanţă egală cu 1 m, în a doua secund~ 
parcurge o distanţă egală cu 2 m ŞI 
aşa mai departe, tn a n-a secund~ 
parcurge o distanţă egală cu n metr1. 
Este aceasta o mişcare uniform acce
lerată? 

X 

v. 

I 
I 

I 
I 
I 

I t ' 

. R: nu. 

" 
11. Un corp porncşic uniform accelera: 

cu viteza in iţială v0 = 2,0 m /s ŞI 
ajunge tn punctul x0 = 300 m du~ă 
"r = 1,0 min. Să se aîle acceleraţia V' - - ---------- --

Fig. s.11. Viteza .şi coo.rdonala ln mişra r<-'11 
uniform variată dm problem11 12. 

şi viteza finală . 

R: a= 2(xo - Vo"t) /'t2 = 0,10 m/s2; 
v' = 2xo/"t - Vo = 8,0 m/s. 

12. Un mobil porneşte uniform varia~ din ol'iginea axei Ox cu viteza iniţială Vo = 
t . t' mobilul trece prin punctul de abscisă x' = 10 m cn 

- 15 m/s. După un imp . t" l t' · ) distanţa 
-: '_ - ·10 m/s. Să se calculeze: a) acceleraţia; b} 1'.11pu , _c . 
viteza ăv. - t timp. d) viteza tn modul, medie. Să se reprezinte grafic, pe aceeaşi 
parcurs· m aces , 
diagramă, viteza şi coordonata. 

,. v2 2x' l O s. 
v • - o - 6 25 m/s2 • b) t' = ' -=; " ' R: a) a = 2x' - - ' ' v0 + v 

I 
v20 + v'2 . . I d v5 + v'2 6 5 m/s. 

C) d = x = 26 m , d) \v m = - = , = , • 
t' 2(v0 - V) v5 - v'a 

curba şi dreapta din figura 3.11. 
· · · a ·umâtate d in drumul său d = 150 m în 

13. Un corp mişcat un~form vla;~aăt ~ar~~r~: ;~17 __J_ 5 O s. Să se afle acceleraţia şi viteza 
timpul t1 = 10 s, iar cea a JUffi a a - , 

iniţială ale corpului. 

R: a= d li - t~ = 1,0 m/s2; Vo = d/2t1 - ~ al1 = 2,5 m/s. 
t1t2(t1 + l2) 

· t tă / - 1 o m/ s iar după · · · a ei Ox Ieacă un mobil cu viteza cons an v - .' • 2 
14. Din or1gmea x p . . . 'ţ' lă - 5 O m/s "i acceleraţ1a a = -O, 70 m/s . 

- - os un al doilea mobil cu viteza 1111 ia Vo - , „ . . 
~;s:'ane după cît timp de la pornirea mobilului 2 se vor întîln1 mobilele. 

1 10 . 10 
R: v'(t + "t) = v0t + "2 at2

, de 1~nde t = 7 s ŞI s. 

3.3. M IŞCAREA CORPURILOR ~ L.I B ACŢIUN EA GREUT ĂŢll 

3.3.1. Căderea liberă. Greutatea unui corp este ţorţa. dU c.are a~esta in:;,e 
firul sau resortul de care este suspendat. Ea are d1recţ1a „f1rulu1 cu plu : 
Sau altfel reutatea unui corp este forţa cu care acesta ap~să asupr~ un~1 
pla~ orizodt:l pe care este aşezat (planul orizontal este perpen~1?ular P.: dt1~ecţ~a 
firului cu plumb). Greutatea unui corp se datoreşte atracţiei gravi ay10na e 
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dintre corp şi Pămînt. Dacă neglijăm efectele rotaţiei proprii diurne a Pămln
tului şi neomogenităţile globului terestru (care slnt într-adevăr neglijabile în 
majoritatea covîrşitoare a nevoilor nracticii), atunci: 

r as de Pifmlnt. ea art• 

Corpurile lăsate liber in vid, fără viteză iniţială, cad vertical, sub acţiunea 
...... . 

·greutăţii lor, cu aceeaşi acceleraţie gravitaţională g (g ~ 9,8 m/s2
), indepen-

dentă de masa corpului, natura, dimensiunile sau forma corpurilor. Conform 
..... ...... 

legi i fundamentale F = ma, rezultă atunci 
..... ...... 
G =mg, (3.19) 

-+ . . 

11 nde g in acelaşi loc este acelaşi pentru tOate corpurile. Aceasta se poate do-
ndi experimental cu ajutorul tubului lui Newton - un tub de sticlă vidat i11 
l' are sint introduse diferite obiecte. Răsturn1nd tubul, toate obiectele cad la fel , 
cu aceeaşi acceleraţie. In aer însă, corpurile cad cu acceleraţii diferite, fi indcă 

..... 
pe lingă greutatea lor mg, acţionează şi o forţă de rezistenţă din partea aeru-
lui, care depinde sensihil de dimensiunile şi de forma corpului. ln t ot ce urmează 
vom neglija forţa de rezistenţă a aerului (deci vom considera corpuri 
mici şi grele). 

...... 
Acceleraţia gravitaţională de cădere liberă g depinde de altitudine (de 

distanţa pină la centrul Pămîntului) şi puţin de latitudine (din cauza turtiri i 
Pămîntului la poli şi a rotaţiei Pămintului). 

Acceleraţia gravitaţională normală (sau standard) se consideră: 

gn = 9,80665 m/s2. (3.20) 

La nivelul mării şi Ia paralela 45° : g~ = 9,80616 m/s2. 
Prin urmare, toate corpurile care se mişcă liber în vid au aceeaşi accele-
-+ -+ . -+ 

raţie g = G/m, orientată vertical in jos la fel ca şi forţa de greutate G (fig. 2.16). 
Dacă viteza iniţială este verticală (sau nulă) , corpul se va mişca pe 

verticală (forţa fiind verticală) unifarm variat. Alegînd axa Oy vertical în sus, 
avem 

1 
v = Vo - g(t - to), y = Yo + v0(t - to) - - g(t-t0)

2
, (g ~ 9,8 m /s2) 

2 
(3.21) 

şi în particular, dacă condiţiile iniţiale y0, v0 se referă Ja moment ul l = O 
(adică t0 = O), avem mai simplu 

I 
v = Vo - gt, y = Yo + v0t - - gt2

, (g ~ 9,8 m/s)2• 
2 

(3.22) 

ln ecuaţiile de mai sus, y, y0, v, v0 pot avea diferite senine , ir. funcţie de 
poziţia şi sensul mişcării corpului pe axa aleasă Oy ( - g este componenta 

•"-
veclorului acceleraţie g pe axa Oy a!Pasă ) . 
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Desigur, . se poate alege o axă Oy cu sensul pozitiv in jos, atunci 

V = Vo + g(t - to) ,. y = y0 + vo(t - t0) + ~ g(t - to)
1
\ (g ~ 9,8 rn/s

2
), (3.23; 

unde y, y
0

, v, v
0 

au sero.ne corespunzătoare noii axe ( +g este acum componenta 
-+ 

vectorului g pe axa aleasă). 

EXEMPLE 

1. Un corp cade liber (fără vitezâ iniţialâ) de la o tnâl ţime h. Sâ se afle viteza şi 
timpul de cădere. 
Rezol11are. Este mai convenabil să alegem axa verticalâ' Oy cu sensul pozitiv în jos 
ş i cu originea în punctul de unde cade corpul la momentul t =O (fig. 3.12). Alunei 

v = gt, h = ~ gt2 , de ,mde v = V2ih, te = "' {i.h • · (3.211) 
2 V --g 

corpul cade accelerat cu acceleraţia g. 

2. Un corp este aruncat vertical ln sus cu viteza iniţială v0 • Sâ se afle timpul de urcare 

şi înălţimea maximă la care se ridică corpul. 
R ezol11are. Alegem axa Oy vertical, cu sensul pozitiv în sus şi cu originea ln punctul 
de unde se aruncă corpul (fiE,. 3.13). Atunci . 

1 
V = Vo - gt, y = Vot - - gt

2
• 

2 

(3.25) 

Punlnd condiţia de oprire v = O, gAsim timpul de nrca1·e şi apoi înălţimea maximă: 
1 2 V~ 

Vo 
Q = Vo - gt, lu = - ' h = Ym = Vnlu - -gtu = -• • 2 2g 

(3.26) 
g 

corpul urcă încetinit cu acceleraţia -g. 
Aceste rezultate se obţin şi din formulele (3.12-3. 'l 3) pentru timpul pînă la oprire ş i 
distanţa maximă din cazul mişcării uniform încetinile, dacă punem acolo a = - g. 

s::. 

B 

Fig. 8.12. Căde1:ea 
liberă de la o înăl

ţime h. 
(~xemplul 1.) 

B!v=Ol 

Fig. 8.18. Arun
car.ea unui corp 
vertical tn sus 
cu viteza iniţi-

ală v0 • 

(Exemplul 2.) 

Dupâ atingerea !nălţimii maxime şi oprire, 
corpul cade înapoi accelerat şi cînd ajunge din 
nou la punctul de lansare va avea viteza 
finală v', egalii. tn modul şi de sens opus cu 
viteza iniţială de lansare v0• De· asemenea, 
timpul de urcare este egal cu timpul de 

cobortre: 

v' =~ =~=vo; 

tu =~= VIJ = 

= y2; = Ic· (3.27) 

Observâm că ecuaţiile (3.25) descri~ attt urca
rea, ctt şi coborlrea ulterioară a corpuhii. 
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y V 

h -----
~ 

o 

v'=-vo 

~ „ 

Fig. 8.14 •. Graficul vitezei şi 
coor~onate1 unui corp aruncat 
vertical în s.us cu viteza ini-

Fig. 8.16. Montajul mecanic 
pen Lru st.udin l căderii libere. 

ţială v0 • 

V 

- Dacă reprezentăm 1grafic pe aceeaşi diagramă pe v şi pe y în funcţie de timp. 

- Vo - gt Y - V t t2 b · . ' - o - 2 g ' o ţmem o linie dreaptă (pentru ) . 
tru y) (fig. 

3
.H ). v şi 0 parabolă (pen-

EXPERIMENT 

~:udiul căderi~ li~ere. Montajul mecanic este dat în figura 3.15. 
. r?ul a cărm mişcare se analizează este o bil V ( r. . . 

miezulm electromagnetului (ZO) s 1 V . V V • a aO) dm oţel. Dm vîrful 
. e asa sa cada bila pe clapeta captorului (37) 

Monta;ul electric este dat în figura 3_16. · 

V Experimentul se face montînd ca torul . . . faţa de reperul O al riglei şi v î d P . 'succesiv, la d1f erite distante y 
S masur n de fiecare dată timpul t de V d , 

e va reprezenta grafic legea mişcării ca ere. 

Y = f(t). Teoretic : y = f gt2 _ parabolă. De 

aceea, se va trasa şi graficul y = F(t2) t b . 
V • • , care re me 

sa fie o dreaptă cu panta g/2 d d . . , e un e se obţme 
acceleraţia gravitaţională g. . 

3.3.2. Mişcarea pe plan înclinat. Vo l" f v •

1 
. m neg IJa 

recan e d~ntr~ corp şi planul înclinat (de exem-
plu, un carucior pe şine netede) 1 · n acest caz 
asupra corpului acţionează: forţa d -+ ...., e greutate 

G = mg şi reacţiunea normală -+ N a planului 
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Fig. 8.18. Montajul electric 
pentrtt studiul răclerii libtJre. 



T s 
(N=mgcosci.l 

indinat (fig. 3.17). Dacă descom· 
punem greutatea după două direc· 
ţii: una paralelă cu planul înclirtat 

~o a=gsine1. şi alta perpendiculară pe el, atunei 
pe direcţia perpendiculară pe pla n.ul 
inclinat nu este acceleraţie (corpul 
lunec;\ paralel cu pla nul inclirrnt l), 

Fig. 8.17. Mişcarea pe plan ln clinat fără 
frecare. 

d eci N - mg cos or. = O. Prin urmare 
reacţiunea normală N a planului 
înclinat asupra corpului este egaJă 

cu componenta mg cos or. a greutăţii, cu care corpul apasă asupra planului 
înclinat. 1n adevăr, corpul nu apasă asupra planului inclinat cu toată greu
tatea sa mg, ci numai cu componenta normală mg cos or., cealaltă compo-

nentă mg sin or. fiind paralelă cu planul înclinat. 
Componenta mg sin or., paralelă cu planul înclinat (ea este bineînţeles 

..... ..... 
rezultanta. celor două forţe G şi N), imprimă corpului o acceleraţie 

F mg sin cx • a =- = = g sin or. 
(3.28} 

m m 

în direcţia şi sensul acestei forţe, adică paralelă cu planul înclinat şi îndreptată 
in jos. Prin urmare, un corp lăsat liber pe un plart înclinat fără frecări, va coborî 
uniform accelerat cu acceleraţia a = g sin or., iar lansat in sus de-a lungul 
planului înclinat cu viteza iniţială Vo va urca încetinit, se .va opri şi apoi se 
va întoarce înapoi accelerat. Situaţia este perfect asemănătoare cu cea din 
mişcarea pe verticală în cîmp gravitaţional, cu singura d~osebire că mişcarea 
se face paralel cu planul înclinat (şi nu pe verticală), cu acceleraţia a = g sin or. 

(iJ1 loc <le g). Dacă notăm cu h înălţimea de la care coboară liber corpul şi cu s lungimea 
corespunzătoare a planului înclinat, atunci h = s sin or.. Deci la coborire 

liberă (fără viteză iniţială): 
- - 2s 2s 1 2h !- v- v-

v = V2as = V2gsinor.· s = V2gh, te =1-= ~ = -. - - (3.29) a g sin ex sin ex g 

şi la urcare cu viteza iniţia.lă Vo: 

v 2 

t =~' s= .
0 

' u g sin oc 2g sin oc 

EXPERIMENT 

2 

h 
VQ • ( · , ) =Tg ' tc= tu, V= -Vo . (3.30) 

Mişcarea pe planul înclinat. Se reface montajul din figura 1.29. Montajul 

elect ric este prezentat în figura 3.18. 
Experimentul se realizează înclinînd bara de rulare cu 5°, fixînd întreru· 

pătorul la diferite distanţe x şi măsurînd timpul de mişcare respectiv. 
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Se va reprezenta grafic legea 

mişcării x = f (t). Teoretic (cu negli

jările respective) ea trebuie să fie 
1 . - x = 2 g sm or. · t 2

• De aceea reprezen-

tînd dependenta x -i F(t2) şi' . • - aprox1-

mînd-o printr-o dreaptă, panta aces-

teia trebuie să fie egală cu~ g sin or., . 

î l' . 
2 

n unitele erorilor experimentale. 
Fig. 3:18. J\..fo~t~.ju l electric pentru I 

dml mişcarn pe planul înclinat. 
5 

.u-

PROBLEME REZOLVATE 

1. Un corp cad? liber de la o înăl ţime h = 15 m . . . . .. aruncat vertical în sus un al d ·1 . fără viteză m1ţ1ală. În acelaşi timp este 
· 1 o1 ea corp cu viteză · 'ţ' I" ş1 a ce înălţime deasupra solului se , tîl m1 ~a a Vo = 10 m/s. După c1t timp 
R z m nesc corpurile? · 

ezo vare. Alegem axa Oy vertical în sus . . 
corpul 2 (fig. 3.19). Atunci ecuat i1'le . căn .~r1~mea tn pune.Lui de unde este aruncat 

• r mişc ru smt: 

Y1 = h - ~ gt2 1 
2 

m, Y2 = V0t - - gt2. 
2 

Punem condiţia de întîlnire y -la originea O este· aceeaşi): 1 - Y2 (în momentul întîlnirii distanţa corpurilor pînă 

de unde 

Y I 
1 1 

1 = Y2, i - - gt2 = v0t - - gt2 2 2 , 

h 
Im = - = 1 5 s · y - h 1 2 • • m - - -gt -'· O Vo 

2 
m - „, ID. 

2. Două corpuri sînt aruncate vertical în . . .. 
= 40 m/s, corpul 2 la un interval " = 6 s;: ~~ ~1tez.ele iniţiale Vo1 = 60 m/s şi Vu2 = 
ţ 1me deasupra solului se vor întîl . ' ·1 p primul. După cît timp şi la ce înăl-
R 

n1 corpuri e ? (Se va lua g - 10 I 2 ) 

ezolvare. Alegem axa 01 ·t· I ' . - ms . cării sînt: y vei ica m sus. Atunci ecuaţiile miş-

1 
Y1 = Vo1l - - glz, Y2 = v (l - -) 1 ( 2 02 . - 'g l - '<)2. 

2 

Punind condiţia de intllni,, • . ie Y1 = Y2, gas1111 

Im = g'<2/2 + Vo2'< = 10 5 s· 
g'< + Vo2 - Vo1 ' ' 

11 1 2 .nn = Vo1lm - - ut = 78 8 m 2 b"' ' . 

3. Un corp cade liber (in vid) f" , . • . . . A aflat la o înălţ " H ar11. v1t?za in iţială din tr-un punct 
ime - 4 9 m S lt . situat cu h _ 

2 0 
. -:-- ' · imu an, dmtr-un punct B 

- ' m mai JOS de A e t . . un al doilea corp. Cu ce 't ă . .'.- ş e_aru~cat vertical în sus 

d 
v1 ez m1ţială v f t acă a ajuns pe Pămlnt . 

1 
o a os aruncat ar•'sla s1mu lan cu primul~ • 
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Fig. 8.19. La pro
blema rezolvată 1. 
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Fig. 8.20. La pro
blema rezolvată 3. 

Fig. 8.21. Mişcarea tn clmp gravitaţional terestru. 
(Problema rezolvată q 

R ezol(Jare. Alegem axa Oy vertical tn jos, cu· originea în punctul A (fig. 3.20). Atunci 

ecuaţiile mişcării sînt: 
1 1 • 

Y1 = 2 g12, Y2 = h - Vot+ 2 gt" 

(componenta v itezei iniţiale -;o pe axa aleasă e~te -vol· 
Condiţ.ia de intllnire la suprafaţa pămtntuhn este: . 

Y1 = Y2 = H, adică• ~ g12 = h - Vot + ~ gt2 = H, 

de unde 

V-
. g ' 

l - h/v Ş I V = h - = 2,0 m/S. m - o o .2H 
-+ 

4
.• Să se studieze aruncarea oblică a unui corp (în vid) cu o viteză iniţială.vo ca~e face 

un unghi oto cu orizontala. -+ -+ . . -+ 
· l î 1 J tical conţinînd forţa G =mg ş1 v1ţeza ~o· 

~ezol"are. M1şcare8:_ vad a~ea ?C ăn.~ l~~i;ee~ţia orizontală după axa Ox şi în d1rec\1a 
ş1 se descompune m ou mişc r1. -+ 

· lă dl! ă axa Oy (fig. 3.21). Deoarece forţa G = m; şi acce~eraţi.a respectivă ~ 
v.ertt1ca anpent verticale nu avem forţli. şi acceleraţie p e direcţia onzontală Ox, ş1 
sin perm • . . . t tli. - v . = v cos cx . 

· d' ţia orizontali!. va h uniformă cu viteza cons an Vx - ox o o 
mişcarea pe 1rec · "' ariată cu 
ln schimb pe direcţia vertical!!., dupli. axa. Oy, avem o mişcare uni,orm li 

acceleraţia - g Şi viteza iniţialii. Vo11 = Vo Slfi oto: 

· \ v11 = 11011 - gt = v0 sin ot0 - gt, 

{ 

vx = v0x = V 0 cos oto, (3.31) 
. 1 t2 

X= Vot cos oto, y = VotSIO oto - 2 g • 

Scoatem timpul din ecuaţia lui x : t ~ x/v0 cos cx0 , şi U introducem în ecuaţia lui y: 

x . 1 x2 = xtg cx _ _!_ g x2. (3.32) 
y = Vo • sin ()(o - 2 g v20 cosz oto o 2 v~ cos2 cxo 

Vd COS Cito 
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Aceasta este ecuaţia explicită a traiectoriei - o parabollJ,, deoarece y este o funcţie 

pătratică de x, de forma y = Ax+ Bx2
• 

Timpul de urcare pînă la înălţimea maximă se obţine din condiţia ca tn punctul de 
înălţime maximă C: v11 = O, deoarece aici vectorul viteză este orizon tal şi nu are 
corn ponen tă pe axa Oy: 

. d d v0 sin cx0 
Vy = O = v0 s tn ot0 - gt, e un e lu.= -'"'------"' (3.33) 

g 

şi înăl ţ imea maximă: 

h · 1 2 v3 sin2 ot0 = Ym = v0lu sm ot0 - 2 gtu = 
2
g (3.34) 

ad icli. obţinem formulele cunoscute pentru t impul de urcare şi înălţimea maximă de 
la aruncarea ver ticală (3.26). dar cu v iteza in iţială 11011 = v0 sin cx0• 

în timpul de urcare t11 deplasarea pe o rizontală va fi 

1 2 . 
Xm = v 0lu cos ot0 = - v0 sm ot0 cos ot0• (3.35) 

g 

Distanţa maximă pe orizontală OA (fig. 3.21), numitli. bătaia (proieclilului) este 2xm: 

b 2 1 22. 1 2. = Xm = - VO Slfi CXo COS oto = - VQ Slfi 2:i:o, (3.36) 
g g 

unde am folosit o formulli. din trigonometrie: sin 2cx = 2 sin ix cos cx. 
Dacă se aruncă corpurile cu aceeaşi viteză iniţialii. v0 dar sub diferite unghiuri faţă 
de orizontală, bătaia maximă va ri sub unghiul otm pentru care sin 2otm = 1 în' (3.36), 
deci 2otm = 90°, de unde otm = 45°. 

6.• Să se studieze aruncarea pe orizontală a unui corp (în vid). 

Rezol(Jare. Alegem axele de coordonate ca în figura 3.22, unde h este ln-ălţirnea de la 
care se aruncă corpul. Se vede imediat că traiectoria coincide în acest caz cu jumă
tatea dreaptă a parabolei de la p roblema precedentă (dacă mutăm axa Oy astfel înctt 
ea să treacă prin vîrful C). Asemănător problemei precedente avem 

I 
Vy = - gt, 

{
vx = v0 = const, 

1 X = v0t, y = h _ _ gt2. 
2 

y 

d 

Plg. a.22. Arum:area orizontală a unui l'Orp in clmpul 
l(ravilaţional terestru. (Problema rezolvată 5.) 
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Din aceste ecuaţii rezultă imediat: ecuaţia truie?to.riei, t~mp~I ?.e 
condiţia y = O), distanţa parcursă pe orizontală ş1 viteza finala 11 

• 

coborlre (punem 

t = !:.. ; y = h - _!_ g x: (parabolă) ; 
v0 2 v0 

(3.38) 

y =O ; Ic ' = y2
;, d = v01c = V0 y2

;' (3.39) 

V ·~ + "' V 2 ( i· V 2 + 2gh (Hol v' = Vx~ vy- = vo + -gtc • = Vo · · 

Observăm că ecuaţiile (3.24) ş i (3.25) de la mişcarea pe verticală: c~t şi ~cua ţ~ile {3'.31) 
de la aruncarea oblică sau (3.37) de la aruncarea orizontală se obţ1::ime!iat prrn proiec-

tarea pe cele două axe Ox, Oy a ecuaţiil or l!ectoriale (3.17·-3:18) (cu a = g) : 

-+ ->- -+ -+ -+ -+ 1 -+ ( )2 
v = Vo + g(t - to); r = ro + Vo(l - Io) + 2 g t - to (3.4 'l ) 

-+ 
şi ţinînd seama, bin eînţeles, că g are proiecţia zero pe Ox. 

TNTREBĂRI . EXERCIŢII. PROBLEME 

1. Un corp cade liber de la 0 lnlilţ~me h = 1,1 km şi parcurge a~Uel o distanţii ~' 
= 31 i. m, după care îşi continuâ mişcarea uniform pînă la atingerea Plimlntulu1. Să 
se afle durata mişelirii. 

h + h' 
R: t = ~ = 18s. 

(2gh' 

2. Un corp aruncat vertical în sus are la înălţimea h1 v iteza Vi. Să se afle viteza 

iniţială v0 • 

R: v0 =V vÎ + 2gh1. 

3. Considerînd că o săr itură de la înălţimea h :::::: 1 m pe Pămln \ nu este per iculoasă, să 
se calculeze înălţimea, corespun zătoare pe Lună (g = 1,62 m/s ). 

R: h' = h gpf gL:::::: 6 m (2 etaje !). 

4 •. :-Un corp aruncat vertical în sus a reven it p e p~mînt ~u~ă un t imp " = 4 s. Să se 
a fle v iteza iniţială a corpului şi înălţimea la care s-a r1d1cat corpul. 

R: v0 = g't/2 = 19,6 ~ ; h = g•2/8 = 19 ,6 m. 
s 

0 Un corp aruncat vertical în ~us ajunge la înălţimea maximă h = 19,6 .m. D~p~. ci~ 
• · · 1 Păml'nt? La ce î nălţime se va ridica corpul dacă viteza m1 ţ1ala timp revme e pe . 

este mărită de n = 3 ori ? 

U : " = 2 l/2hii = 4,0 s; h' = nZh = 1i16,li m. 

6• O 1 • ălţ' ah _ 1'17 7 m cade 0 piatră dintr-11n aerostat care : 1) urcă cu viteza 
e a m 1me - • · · 1 f ţa Pămln 
_ 9 s /s· 2) coboară cu aceeaşi viteză. Să se a fle vi teza p1etre1 a supra a · 

110 - , m , ~ . . 
tului şi durata de cădere a pietrei în cele doua cazm•1. 

v' ± v0 
R: v' =V vij + 2gh = 49 m/s; .t' = = 6,0 şi 4,0 s. 

g 
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7. Să se afle înălţimea h de la care cade liber un corp şi durata T a mişcării sale ştiind 
că in inlervalul de timp -r = 1,0 s in a inlc de ating~ i·ea Pămîntului, el străbate o 
fracţiun e k = 0,19 din înălţimea totală de la care cade. 

, 1 +~ 1 
R : 1 =" k = 10 s; h = 2 gT2 = 490 m. 

8 . De la înăl ţ imea h = 225 m, pe o plan etă oarecare, cad I iber două corpuri 11nul după 
altul· al doilea începe să cadă în momentul cînd primul a parcurs h'=16 m. Să se 
afle distanţa dintre corpuri ln momentul cînd primul corp a ajuns Ia suprafaţa 
planetei. 

R: d = 2 Vhh' - h' = 104 ~ . 
9, Două corpuri sînt aruncate vertical în sus cu aceeaşi viteză iniţială v0 = 19,6 m/s 

şi la un interval -r = 2,0 s unul duprt altul. După cit t imp ele se vor înUlni? Să se 
reprezinte grafic coordonatele în funcţie de timp. 

R: 'T = v0/g + 't/2 = 3,0 s. 

10. Un corp cade liber de l a o înălţime h = 10 m. 1n acelaşi moment un a lt corp este 
aruncat vertical în jos de la o înăl ţime H = 20 m. Să se afle viteza iniţia lă a corpu
lui 2, dacă ambele corpuri au căzut simultan pe pămînt. 

H - h 
R: Vo = --V2'ih = 7,0m/s. 

2h 

11.* Cum se schimbă durata ş i distanţa orizontală de cădere a unui corp arunca t 
or izontal, dacă viteza de aruncare creşte de n or i? 

R: nu se schimbă; creşte de n ori. 

12.* Un corp es te aruncat orizontal cu viteza v0 = 10 m/s. De la ce înălţime a fost 
aruncat, dacă această !năl ţime est e egală cu distanţa orizontală de cădere? (g = 
= 10 m/sz.) 

R: h = 2v~/g = 20 m. 
13.* Un corp aruncat or izontal îşi măreşte viteza de n ori după un timp" de la începutul 

mişcării. Care este viteza ini ţială v0 a corpului? 

gT 
.R: v0 = ---====V n• - t 

Li.* Un avion zboară orizontal la înălţimea h cu viteza constantă v0 • . Aviatorul trebuie 
să arunce o bombă asupra unei ţinte. Să se afle: unghiul 13 dintre raza vizuală spre 
ţintă şi verticală tn momenl1Jl aruncării bombei, pentru ca ea să nimerească ţinta; 
distanţa d p e orizont.ală plnă la ţintă în acel moment. Unde se va găsi avionul în mo
mentul cînd bomba atinge ţinta_? 

R: tg 13 = Vo "\ {2 i d = v 0 "' ~ i deasupra ţintei . V"ih . Vi 
16.* Doi cop ii se joacă cu mingea aruncînd-o unul altuia. Ce înălţime maximă h atinge 

mingea în timpul jocului, ştiind că mingea zboară de la un copil la altul timp de 
" = 2,0 s? 

1 . 
R: h = - g't2 = 4,9 m. 

8 

16*. De cite ori este mai mare d istanţa (bătaia) l a care un sport iv ar arunca o greu late 
pe Lună faţă de Pămînt? (Acceleraţia gravitatfonală pe Lună gL = 1,62 in/s2. ) 

R: bL : bp = CP : gL "" 6. 
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l7 • cu ce viteză in iţ ială v0 trebuie lansată o racheU1 sub un un~hi IX~. 45; faţ~„d~ ori~ 
· zon tală, pentru ca să explodeze la tnălţlmea maximă a tra1ector1e1 sa e, ş nn c 

t impul de ardere a fitilulu i este 'î = 6 s? 

. R: v0 = ~ = 82 m/s. 
Sin IX 

8 
• De e un tea unu i vapor care merge cu viteza constantă Vx se trage un obuz ver tical 

1 . p p ·t S" se a fle ecualla traiectoriei obuzului faţâ de Pămînt. Unde va 
tn sus cu v1 eza v11• " Y 

cădea obu zul? 

R: y = '!!1! x - ~ x2
; pe vapor. 

Vx 2Vx 

· d t ăl ţ' h - 20 m La ce distanţă d de 
19.• Un vînător ocheşte- vîrful unm turn e n . ime ~ . :ţ. 111. - 250 m/s să 

turn trebu ie să tragă pentru ca glonţul care iese cu viteza m1 ia Vo - . 

lovească baza turnulu i? 

• 
R: d = V h(2v~/g - h) = 505 m. 

20 Cu ce forţă orizontală trebu ie apăsat un corp de greutate G = 10,0 N, ~şezat te un 
• plan înclinat fără frecări, de unghi IX = 60°, pentru· ca acest corp să nu unece 

R:F=Gtg1X = 17,3N. 

h . 30° faţă de orizontală, este 
21. Pe un plan înclinat neted , fără frecăr i , de u~g 1 IX ==: 

1 
t P de masă - _ 2 o kg legat prmtr-un fir de un a t corp de masă 

aşeza un cor „ . - • • 

~r:i ~~e ~~-tins paralel cu planul şi trecut peste un scripe~e ideal d~n creşt~tul 
planului, ca în figura 3.23. Să se afle ncceleraţia cu care se mişcă corpurile. 

R: T _ Mg = Ma; mg sin IX - T = ma, N - mg cos IX = O, 

de u nde 
1 +sin IX N m sin IX - M 3 92 I~ T = mMg M = 176,4 . u = g · = -, m s; m+ 

m+M 

w g 

(a) 

mg 

Fig. 

_T 

M 

Mg 

3.23. La 
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3.4. FORŢELE DE FRECARE 

3.4.1. Forţele de frecare la alunecare între solide. Dacă lansăm un obiect. 
cu o viteză iniţială v0 de-a lungul unui plan orizontal (pe o masă), el va avea 

0 mişca.re încetinită de lunecare şi pină la urmă se va opri. Cum se explică 
această mişcare încetinită ? Deoarec~ viteza se micşorează, vectorul acceleraţie 
este opus vectorului viteză, deci şi forţa rezultantă trebuie să fie opusă vec
torului viteză . Greutatea corpului este orientată vertical in jos şi este anihilată 
(echilibrată) de reacţiunea normală a planµlui. Corpul nu are acceleraţie pe 
direcţia verticală. Prin urmare trebuie să existe o forţă orizontală de inter- · 
acţiune între corp şi plan. Aceasta este forţa de frecare. Ea se datoreşte 
întrepătrunderii asperităţilor şi neregularităţilor microscopice ale celor 
două suprafeţe care lunecă una faţă de cealaltă. Prin urmare, mişcarea 
orizontală încetinită se datoreşte forţei de frecare, exercitată de plan asupra 
corpului. Această forţă de frecare este conţinută în planul lunecării şi este 
îndreptată in sens opus vitezei corpului (fig. 3.24). Desigur in planul de con
tact există două forţe de frecare, acţiunea şi reacţiunea, egale in modul şi 
de sensuri opuse, una acţionează asupra corpului, iar cealaltă asupra planului. 

Pentru a menţine corpul în mişcare uniformă de alunecare trebuie să 
aplicăm o forţă de tracţiune ·(sau de împingere) egală în modul şi de sens opus 
cu forţa de frecare, de exe.mplu, o sanie în mişcare uniformă trebuie trasă 
de cal. · 

Pentru a deplasa un obiect pe podea, de exemplu un dulap, un frigider, 
o masă, trebuie să împingem corpul -cu o anumită forţă minimă,- necesară 

pentru a-l urni din loc, adică pentru a învinge înţepenirea (aderenţa) iniţială 
de repaus. Dar, odată corpul pornit, este necesară o forţă mai mică pentru a-l 
menţine in mişcarea de alunecare pe podea. Dacă dulapul sau frigiderul este 
plin (încărcat) aceste forţe sint mai mari, decît în cazul cind dulapul sau frigi
derul este gol. 

Ori de cite ori un corp alunecă peste alt corp, in planul de contact (planul 
alunecării), apar forţe de frecare conţinute în acest plan şi orientate în sensul 
opus l'itezei relatiCJe a corpului conside-
rat, faţă de celălalt corp. Forţele de 
frecare frînează totdeauna mişcarea rela
tivă a corpurilor care alunecă . 

3.4.2. Legile frecării. Experiment. 
Să punem pe o scîndură fixă o placă 

paralelipipedică dint~-un material oare-
care (lemn, plastic, metal) prevăzută 

cu un cîrlig. Pe placă se pot pune diferite 
etaloane de masă, iar de cîrlig putem 

iiil=-Gl 

F-~--~ I~ 
1//////////1///j)/J//.////l?)//l/ V/)'////l/////I/)///)//////)///////// / 

Fig. 3.24. Forţa de frecare în cazul alu-
trage orizontal printr-un dinamometru necării unui corp pe un p)an orizontal. 
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N=-G 

..,,.,;,:..,.b.~:.~.;;;;!„"'" l 
O . „ 1 1 „ 11.t' 11r 1111 111a n ori1.0n la I. 

Fig. a.2o. St11di1tl legi lot' f1·prar11 t\ t1 ll ll t'I' r 

. . , î t' ' rizontal · şi trecut peste un scripete. La capătul 
sau put11m lega un fn' n ms o , t em pune diferite etaloane de 
firului se leagă un platan pe care pu 

masă (fig. 3.25). . t adăugăm treptat etaloane de 
Dacă tragem incet de dmamome ru sau este Cum greutatea plăcii 

masă pe taler, constatăm că la inceput placa nu p~~n. '1 . lus aceste forte sint 
este echilibrată de reacţiunea normală a scin~uru ş1 n ~tatav de fir Această 

hTb f rţa de tracţmne exerc1 . 
;:;·~!c~~e~r~:ţi::ep~~ee:c~;li~:at~ de forţa de frecare care ia naştere în planul 

de c~~~~c~~mare, chiar înainte de a începe alu.necare~ apar forţe de frecare între 

l 'de numite .forte de frecare statică sau de aderenţa. . . 
so i I /' ' r t V ' d de dmamometru 

. Dacă mărim treptat forţa de tracţiune, ie rag.m onstatăm 

. . d V înd etaloane de masă pe platan (fig. 3.25, b), c 
(fig. 3.25, a), he a aug . tă f rţă de tractiune F s corpul porneşte. 
că la un moment dat, pentru o an~m1 d ? stat;c,a" (de aderenţă). Odată 

l " i' rţa max1-mă e frecare • 
Forţa F s este ega a cu 'o . . . f ţă de tractiune F corpul se 

i t v dacă m entmem aceeaşi or • 8
' 

mişcarea ncepu a, • . b .1 for.ta de tracţiune, este 
mişcă accelerat. Red ucind însă ulter.1bo'.1' c~n:e:~t~~ă o., mişcare uniformă a 

pos1 1 sa s , 

Fi=o [ „t);,;J~m~;f corpului _(~u fdifţe:itdeevtitreazcet1'cu::st~nt~,afe1~1\~~ 
>1m;;;v77/// ////"' 0 anumita or a . c V 

decîL"F (fig. 3.26). Forţa F c este egala cu 
forţa. des fi·ecare la alunecare (forţă de frecare 

. t' v) (Cu Fr vom nota forLa de frecare 
Ft=- . V-=0 - l ~; 

//)/7/)//))/7, '77/1))/))))/),+.»»/))// cme 1ca. · 
în general.) 

F v=O Pentru a măsura forţa de frecare de 

m;;;mh !;J;;;;;n/7b;n;;;;nn77 alunecare Fc incăr·căm treptdat Pf.latanu lda~~ 
â v t=O m ici et aloane de masă şi e iec~re . 

=rF=f: ciocănim uşor scîndura pentr~ a imprima 
fc<F=Fsl };:- mici impulsuri corpului . . Cît timp forţa de 

wmmmnJ?n;;;;;;r/ ;m?J?»7//4' tracţiune (tensiunea din fir), egală cu gre~-
~ ~ ~onsf tatea platanului şi a etaloanelor de masa, 

- -~~ J-.: 'f F =FC este mai mică decît forţa de fre.care la alu-
Fc- F . . . · ul · · nmate corpu-

' 71/Jtrmm>w,n;;;;;;;;;;;nm necare Fc, mrnlle imp suri imp . . l 
;nn;u · · · t corpu 
Fig. a.26• Foi·\i·I·· de frprare staticu lui prin ciocănirea scindu~u se s _ing şi 

1 (aderenţă) şi forţele d~ fr.ecare la nu va aluneca pe scîndura . Dar m momentu 
alunecare (cmet1ce) . 
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cînd forţa de t.rauţiune atinge valoarea F c• corpu l o dată pornit (prin ciocănirea 
scîndu~ii) îşi va menţine mişcarea de alunecare, practic uniformii, deoare cP 
forţa de tracţiune va fi echilibrată de forţa de frecare la aluneca1·e . 

Aparatul cu ajutorul căruia se studiază legile frecării se numeşte tribo
metru. El este fo rmat dintr-o scindură care poate fi fixată orizontal sau se 
poate înclina treptat şi care are la un capăt un mic scripete uşor, cu frecări 
neglljabile. Aparatu l mai are Lrei sâu patru corpuri paralelipipedice identice 
(de·obicei din lemn, dar avînd fixate pe feţele laterale plăci din alte materiale: 
plastic, metal, s ti clă), prevăzute cu cîrlige pentru a putea fi cuplate intre 
ele sau legate prinLr-un fir. Cu acesL aparat se lucrează în două variante: ca 
plan orizontal (fig. 3.25, b) şi ca plan înclinat (fig. 3.28). Vom studia mai jos 
numai forţele de frecare la alunecare,Fc-

În prima varia ntă, ca în l'igura 3.25, măsurăm forţa necesară pentru 
menţinerea unei mişcă1·i uniforme de alunecare, adică forţa de freca1;e la 
alunecare F r (prin ciocănirea u şoară a scînduri i). 

Punîn d corpul paralelipipedic pe diferite feţe (cu acelaşi material), 
constatăm experimental că forţele măsurate Fc sînt de fiecare dată aceleaşi, 
deşi corpul se sprijin ă de fi ecare dată cu suprafeţe de arie diferită. Mai mulL, 
punind tre} corpuri idenLice unu] peste altul sau Jegîndu-le unul după altul 
(fi g. 3.27), pe o faţă sau pe alta (cu acelaşi material) , găsim iarăşi aceeaşi forţă 
dP frecare Fc, deşi aria suprafeţei de contact s-a schimbat de fiecare dată, 
insă greutatea sistemului a fost aceeaşi . De aici deducem primrz lege a frecării: 

o.ll'ţ„ U li \;4 I 1„ iJltJ.11 \!UJ c U&~ttl Jouu "°'• .I ... (. „.. Utl UllU 

t; ~ j I 'lnt .... ...11• 4-

Punînd peste c01·pul studiat diferite etaloane de masă , constatăm experi
m e-ntfl l că forţe l e de frecare cresc şr anume: 

Hit ~;u; li 1„ '.un„ • '""r. vs~ }noporfionnlă eu fortu. do 8păsar1· 
} 0 Ir fta ... 1x 1 r· T ; - • 

Notînd cu N forţa normală de apăsare pe suprafaţa de contacL dintre 
corpuri (în cazul experienţei descrise N este egal cu greutatea co1·pului şi a 
eLaloanelor de masă puse peste corp} şi cu µ coeficientul de proporţionaliLRLt> 
putem scrie deci 

(3.42) 

Coeficien t. ul µ se numeşte coef'icient de frecare la alunecare. 

~ ~ 
„ .j ~ 

fii~·! id li/dl I?! I?! t2 

a 
f'ig. 3.27. Forţa de frecare la A l uni>liar~ 1111 deµincie tfr arit1 !;.1,1prafe\l·i dl:' co11l<1d 1linu·~ 

corpur i. 
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Repetind experienţele descrise cu alte materiale, constatăm că in~r-adevăr 
coeficientul de frecare µ nu depinde de aria suprafeţei de contact dmtre celP 
două corpuri (nelubrifiate), dar depinde de natura corpurilor ş~ de fel ul p~e~ 
lucrării suprafeţelor în contact (gradul de şlefuire sau contammare .cu ox1z1 

sau alte substanţe). · - · 
De asemenea, experienţa arată că µ este practic independent d_e vi~eza 

relativă de alunecare a corpului (scade mai intîi puţin cu creşterea vitezei, ca 

apoi să crească iarăşi, puţin, cu viteza). 
Aceleaşi legi ale frecării se obţin în varianta experimentală cu planul 

înclinat. Punem corpul pe scindura tribometrului şi înclinăm (ridicind) treptat 
scîndura pînă cînd la un moment dat, pentru un anumit unghi oc de înclinare 
corpul porneşte. In acest moment componenta greutăţii G sin oc învinge for~a 
maximă de frecare statică (de aderenţă) F 5 (fig. 3.28). O dată corpul porlllt, 
dacă nu micşorăm unghiul, corpul va aluneca în jos accelerat, deoarece fo.rţa 
de frecare cinetică (de alunecare) F c este mai mică decit ceâ. de frecare statică, 
F c < F

8
• Reluînd experienţa dar ciocănind uşor scîndura putem găsi un unghi 

cp (mai mic decît cel precedent) pentru care corpul o dată pornit va luneca in 

jos practic uniform. În acest caz Gsin cp = F c· . . 
Exact ca în experienţa cu scindura orizontală , puntnd corpul pe d1feri~e 

feţe sau combinînd mai multe corpuri identice, găsim c~ unghiul ~· numit 
unghi de frecare, este de fiecare dată acelaşi , ~dică nu depmde de aria sup~a
f etei de contact (legea I). Punînd peste corp diferite etaloane de masă găsim 
că forţa F c este proporţională cu apăsarea normală pe pla_nul î~clinat, care este 
G cos cp (legea II). Coeficientul de frecare rezultă imediat dm această expe- . 

rienţă: 
Fr. Gsin<p t µ = _: = = g cp. 
N G cos cp 

(3.43) 

Coeficientul de frecare la alunecare µ este egal cu tangenta unghiului de 
frecare cp, care la rindul lui este egal cu unghiul planului înclinat pentru care 

corpul lunecă uniform pe plan. . . 
Coeficientul de frecare, fiind un raport de forţe, este adimensional (număr 

fără dimensiuni fizice, adic·ă fără unităţi de măsură). 

a b 

l'ig. 3.28. "Fot·ţa d~ frecate pe planul inel inat. La er.hilibru Ff = G ·sin 11.. in c~zul alu.n~că.rii 
1miforme: Fc =_G sin <p şi Fc = µN = µG cos 'P, de undeµ= tg qi (cp - unghiul de f~ecare) . 
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Exemple de coeficienţi de frecare la alunecare 
Piele pe metal 
Cărămidă pe cărămidă 
Lemn pe lemn 
Cauciuc pe şosea asfaltată 
Piele pe lemn 

0,6 
0,5-0,7 
0,2-0,6 
0,4-0,6 

0,40 

Piele pe Contă 
Oţel pe oţel 
Lemn pe gheaţă 
Oţel pe gheaţă 

. 0,28 
0,17 
0,035 
0,020 

Cele două legi ale frecării au fost descoperite experimental de LEONARDO 

DA VINCI (1452-1519) şi redescoperite în 1699 de inginerul francez 
G. AMONTONS. Ulterior savantul franc~z CHARLES A. COULOMB (1736-
1~06) a efectuat multe experienţe asupra frecării şi a subliniat deosebirea 
dmtre frecarea statică şi cea cinetică. In cinstea lui cele două legi îi poartă 
numele. 

Explicaţi~ legilor fre?ării re.zultă din analiza microscopică a suprafeţelor 
în ?o:1~act. Oric1t _de ~lef~1te ar f~ suprafeţele, ele prezintă nenumărate neregu
lari~aţi_ s~u asperi~ăţ1 m1crQscoprne. Atunci aria reală a contactului este mult 
m~1 mi~a decît aria aparentă macroscopică (poate fi de zece mii de ori mai 
mică) (~ig. 3.29). Ace~stă .arie reală de contact este proporţională cu apăsarea 
norrr_ia!a, deoarece virfur1le neregularităţilor, dacă sînt supuse la 0 apăsare 

sp?~1ta? s~ deformează plastic (presiunea este foarte mare din cauza ariei 
romi) şi aria d~ co.ntact creşte practic proporţional. In cazul alunecării aceste 
co~tacte-suduri dmtre suprafeţe sint rupte şi se formează continuu .altele 
noi. 

Prin urmare'. forţa d~ frecare este în realitate proporţională cu aria reală 
a suprafeţelor m.1croscop1ce de contact, care este independentă de aria apa
rent~ macros~op1că de contact, dar care este proporţională cu apăsarea nor
mala. Re~ulta că forţa de f~ecare este proporţională cu apăsarea normală, 
dar este mdependentă de aria apa.rentă macroscopică de contact. · 

. 3.4.3: Frecarea în natură şi în tehnică. Forţele de frecare la contactul 
d1~tre s~hd~ a~ar peste tot in natură şi ÎI). tehnică. In unele domenii ele sînt 
u.tlle, c~1a.r mdispensabile, ia.r in a.lte domenii sînt dăunătoare şi trebuie reduse 
cit mai mult. 
_ ~stf el, echilibrul corpurilor pe suprafeţe uşor înclinate este posibil numai . 
datorită forţelor ~e frecare. Ins uşi mersul oamenilor este posibil datorită for
ţelor de. f~ecare d!ntre talpa încălţămintei şi teren. La fel mersul vehiculelor 
este pos1b1l datorită forţelor--de frecare dintre periferia roţilor motoare (antre· 

a 
b 

Fig. 3.!19. Contactul microscopic Intre solide şi rolul lubrifiantu lui. 
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nate de motor) şi teren. Pe gheaţă sau polei rne1'sul este foarte greoi (la vehi

cule roţile patinează, adică se învîrtesc pe loc). 
Trebuie observat că la roţile motoare (acţionate de motor) ale vehiculelor, 

forţa de frecare asupra roţii este orientată înainte (roata împinge Pămîntul 
înapoi şi Pămîntul împinge roata înainte, aşa cum se vede clar în cazul pati
nării roţii) . Această forţă de frecare reprezintă tocmai forţa de tracţiune dezvol
tată de motor. La fel în cazul mersului oamenilor forţa de frecare asupra tălpii 
acţionează înainte: noi împingem Pămîntul înapoi şi Pămîntul ne împinge 

înainte. 
Frînarea vehiculelor este posibilă tot datorită forţelor de frecare (între 

saboţi şi discul roţii , între roţi şi şosea). Pentru o frînare eficientă a vehicu
lului nu t l'ebuie să intrăm în regimul de alunecare a roţilor pe şosea, frinînd 
prea brusc pe teren lunecos sau blocînd roţile, ci să menţinem rostogolirea 
roţilor în preajma alunecării, cînd forţa de aderenţă este mai mare dec!t forţa 
de frecare la alunecare. 

Transmiterea mişcării de rotaţie prin curele de transmisie este posibilă 
datorită forţelor de frecare dintre curea şi periferia roţii (fig. 3.30 şi fig. 3.31). 

Legarea nodurilor la sforile pentru ambalarea :mărfurilor; ţinerea la :ma 1 
a unui vas care acostează prin înfăşurarea funiei de amaraj de mai multe ori 
în jurul bornei cilindrice fixat e pe ţărm; ţinerea cu degetele mîini a diferitelor 
obiecte (creion, unelte) - toate sînt posibile numai datorită forţelor de 

frecare. 
Pe de altă parte forţele de frecare sint dăunătoare în diferite motoare şi 

mecanisme, deoarece pentru învingerea lor se consumă energie în plus, în mod 
inutil, energie care se transformă în căldură, ducînd la încălzirea pieselor în 
mişcare. Uneori această încălzire poate duce la deformarea pieselor, la gr]'pa-

rea lor sau chiar la topirea lor . 

B 

A 

B 

A 

Fig. 3.30. Curele de lran!;misic. 
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Flg. 3.31. Transmisie .l'l'Î 11 
roţi dinţate şi prin cure~. 

a . b 
F ig. 3.32. Frecarea la alunecare şi frecarea la roslogolire. 

. P.entru a micşora forţele de frecare la 1 . . . 
ulemr1 şi unsori. Acestea forrnea ă 1 · 1 V unecare se folosesc lubrifianţi: z o pe icu a care separă sol' d 1 · d . 
la lunecarea pe 0 pătură de lichid 1 f 

1 
e e ŞI uce astfel . . . ' a care ortele de frecare sînt de zeci· de . 

mai m1c1. · ' ori 

O altă cale este folosirea rostogolirii în locul lunecării Forţa d f 
care se opune de l ă · · · · e recare 
~~i mică (de sut~ :: :~~)u:::itc~:;ţ:~: ;ree::togoleşte peste altul este mult 
cilindru (creion rotund) pus de-a l~ g 1 .e la alurţec~re. De exemplu, un 
repaus, dar pus de-a curm . n u. unm plan, in?lmat uşor , rămîne în 
la înclinări mici ale plan~:i:ul planulm (pantei) sigur se va rostogoli, chiar 

La rostogolire asperităţile sînt mai de r b V • " 

decît rupte ca în cazul lunecav „ . g a a „netezite sau „călcate", rn. . 

Pentru a deplasa un bloc greu se pun sub el but uci d . 
procedeu cunoscut cu mult îna1'nt . e lemn (fig. 3.32)-ea erei noastre de exem 1 în E · . 
la construcţia piramidelor. . ' P u gipt ul antic, 

Descoperirea roţii a marcat un import ant progres al om . „ 

Pentru a reduce frecările în lagăre în car . emr.11. 
folosesc rulmenţi cu bile sau cu role -(fi~. 3 33 e 3s;4ro~e;~) arbori sau osii, se 
carea de alunecare din lagăre în f d. l • , : transformînd frerecarea e rostogolire a bilelor 

Forţa de frecare la rostogolire se poate V î . . . • forţa devfr:eca~e la lunecare (cu tribometrul). masura n prmcipm la fel ca şi: 
Astaz1 există vehicule pe ernă d • 

o pătură de aer sub vehicul pepcar e ater Im ca~e motoare speciale creează 
, e aces a uneca De as . 

n:ientează vehicule cu suspensie ma netică car . emenea, se exper1-
şme speciale fiind menţinute • g . e se. deplasează deasupra unor 

, m suspensie cu aJutorul ctmpului magnetic. 

o b 

F ig. 3.83. a) Rulmen•i cu bile şi b) 1 Y ru menţi cu role. 
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FI 8 84 Rulmenl\ cu bile la o bicicleU\. g. • • y 

Fig. 9.86. Lag!ir de alunecare 
(f!iră rulmenţi). 

ln afară de frecarea. intre solide, există forţe de frecar_e intre solide ~i 
fluide sau intre straturi de fluid . Astfel , orice corp care se rmşc~ i~tr-un flu:: 
inthnpină din partea acestuia o _forţă de rezistenţă, de exemp u a vapoa ' 

submarine, vehicule terestre, avioane, r ach ete. 

EXPERIMENTE 

f . · ă t i· eu ) Se analizează Studiul frecării la alunecare. (Trusă d e izic pen r_u ic . J 

frecarea de alu1~ecar~emdi0nnttr:J. ~~r~~~~g~~ar~:~~e (~:tca~~~ ~~1f~;r:.g~)~u~:r;io~~~::~ 
aceasta se r ea izeaza 

1 . ~ . 1 · (fi"g 3 37) pentru a realiza frecarea de a unecare. 
roţile caruc10ru m · · . · tăţ . şurub 

a) Metoda planului orizontal. Se încarcă căruc~orul cu. greu y 

1 c~ 
1 

de 100 g. Forţa de tracţiune se alege prin încercări as~fel inciAt car~cf10rţua cdue 
. d ă f t us in mişcare. tunci or 

roţile blocate să lunece uniform up ce a os p . - F /N = F/G. 
t acţ'une F echilibrează forţa de frecare la. lunecare Fc şi µ. - c . 

1 
. . 

r ~e fac mai multe determinări pentru încărcări diferit e ale c~ruci~r~ Ul şi 
se calculează µ. ln limitele erorilor experimentale se obţine acelaşi coeficient µ . 

Fig. 3.36. Montaj pei:itru stuuiul uecăr ii 
pe plan orizontal. 
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Fig. 3.37. Hl~care~ 
roţilor căruc1oruh11 . 

Fig. a .as. Montaj pentru studiul 
frecării pe plan încli nat. 

Fig. a.89. Componentele forţei de 
greutate (la cărucioru l încărcat). 

b) Metoda planului înclinat. Se utilizează planul înclinat fără montajul 
electric (fig. 3.38). Pe acesta se lasă să lunece cărucW>rul cu roţile blocate. 
Forţa care pune în mişcare căruciorul este componenta tangenţială a greută
ţii acestuia (fig. 3.39). ln mişcare uniformă, cu unghiul <pal planului, forţa de 
frecare F c = µN = µGn = µmg cos <p este echilibrată de componenta tan
genţială G1 = mg sin <p astfel încit µ = tg<p (<p - unghiul de frecare). 

Se lasă căruciorul să lunece pe bara de ·rulare şi se modifică unghiul de 
înclinare oe al acesteia pînă se obţine o mişcare uniformă în urma unui impuls. 
Se măsoară unghiul <p cu raportorul (17). Se repetă experienţa de cîteva ori 
şi se ia media valorilor µ. Se va compara cu valoarea obţinută în varianta 
precedentă. 

. 2. Determinarea randamentului planului înclinat. Pentru a ridica uniform 
un corp pe un plan înclinât de lungime l şi înălţime h, fără frecări , trebuie să 
efectuăm lucrul mecanic Lu = G sin oe· l = Gh, Ia fel ca pentru rid icarea 
directă pe verticală . 1n prezenţa frecărilor : L r = (G sin oe + ·µ G cos ex) • l >Lu 
deci r idicarea corpului se face cu ran dament ul 

Lu mgh 
1) = - = --- ---- -

Lt mg(sin ot + µ cos ot)l 

sin ot 

sin ot + µ cos " 
1 - ---<1. 

1 + µ/tg ot 

Cu cît unghiul oe este mai mare (deci tg oe m ai mare), cu atît 1) este mai mare, 
dar şi forţa necesară este mai mare. La ungh iuri oc mici randamentul este mai 
mic dar în schimb şi forţa necesa!'ă 

este m ai mică . 

Se realizează m ontajul din 
figura 3.40 montat ca plan încli
nat (roţile căruciorului sint blo
cate). Se încarcă căruciorul cu greu
tăţi cu şurub. P e t aler se pun corpuri 
cu mase cunoscute M pînă cind 
căruciorul se deplasează uniform 

Fig. 8. 40. Montaj pentru determinarea fan. 
în sus în urma unui impuls. Atunci damentului unu i plan înclinat. 
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G sin ex + µG cos ex = .F = (m
1 
+ M)g, unde G este greutatea căruciorului 

încărcat, m
1 

- roasa talerului, M - etaloanele de roasă. Randamentul se 

calculează cu formula: 
Gli m sin a. 

"!) =-= . 
Fl mt +M 

Se repetă experienţa pentru diferite încărcări ale căruciorului şi apoi pentru 
alte unghiuri de înclinare. Se va compara cu valoarea teoretică de mai sus. ' 

PROBLEME REZOLVATE 

1. l)n corp este lansat de-a lungul unui plan orizontal cu viteza iniţială v0 = 4,9 m/s. 
<:odicientul de frecare la alunecare între corp şi plan este µ = 0,20. Să si.J afle accele-
1 „ \ia corpului, timpul pînă la oprire şi distanţa parcursă. 

-+ -+ -+ -> 
'/l'zo lvare. Conform figurii 3.41 avem G + N + Fr =ma, care proiectată pe cele două 

-;;)(e dă ecuaţiile pe componente: 
- Fr = ma, N - G =o, 

dar, deoarece are loc alunecarea, F1 = Fc = µN = µG =µmg, atunci 

- µmg = ma, a = -µg. 

Semnul minus arată c..'\. acceleraţia este îndreptată în sensul opus vitezei (mişcare în
cetinită). Aplicînd formulele cunoscute pentru timpul pînă la oprire şi distanţa 
parcursă pînă la oprire într-o mişcare lncetinită, obţinem: 

Im= 
Vo 

--= 
a 

- ~ = 3!... = 2,5 s; .t'm = 
-µg µg 

L X 

fG 

V~ V~ V~ - - = - ---= - = 6,1 m. 
2a -:--- 2µg 2µg 

2. Un corp de masă m = 10,0 kg, 
aşezat pe un plan orizontal, este 
tras de o forţă care formează un 
unghi a.= 30° cu orizontala 
(fig. 3.42). Să se afle această forţă, 
ştiind că corpul se mişcă orizontal 
c 11 acceleraţia a = 1,34 m/s2 şi 
coeficientul de frecare la alunecare 
este µ = 0,27. 

Rezolvare. Conform figur ii 3.42 

l'ig. 3.U. Alunecarea liberă a unui corp pc 
un plan orizontal cu frecare. 

~ -+- -+ -+ -+ 
avem F + mg + N + Fr = ma, 
care proiectată pe cele două axe dă 

Fsinac _ L i------li r 
1 1 

..- I / I 

"w_cţl:~::: · 
rog 

Fig. 3.42. La problema rezolvată 2. 
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ecuaţiile: 

F cos a. - Fr = ma; F sin a.+ N 
- mg = O; ·dar F r = F c = !-' N 

= µ(mg - F sin a.), 

de unde: 

F = __ m-'-(a-'+__,_µ~g)'-- = 1,0 N. 
cos a. + µ sin a. 

Aici se greşeşte uneori puntnd 

Fr = µmg. 

b.~~~~---------------

3. Un ''"P d• ma.ă M ~ '·' kg ost. „!... P• un 
pl~n orizontal. De corp este legat un fir întins 
orizontal, trecut peste un scripete icjeal şi avînd 
la c~p.ăt un corp de masă m = 3,0 kg (fig. 3.43). 
Coef1c1entul de l'recare la alu necare d" l ' 
M 

. 
1 

lll re corpu• 
ş1 P anul orizontal este µ _ 0 25 S" fi . . - , . a se a e 

acceleraţia sistemului şi tensiunea din 

Rezolvare. Conform figuri i 3.'i3 avem:. 

pentru corpul M: T _ Fr = Ma, 

fir . 

mg 
N - Mg = o; 

pentru corpul m: mg· _ T = ma. 
Fig, 8.48. La problema rezolvată 3. 

Dar în cazul lunecării Fr = Fc = (JN = M R obţinem: µ g. ezolvînd atunci sistemul de ecuaţii, 

m-11M ( a = g r = 2 8 m /s2 T - 1 + µ )mMg 
m + M , , - m + M = 2"1 N. 

4. Să se studieze lunecarea liberă a unui corp pe un plan încl1'nat f R cu recare. 
ezolvare. a) Corpul lunecă libertn jos (fără vi teză iniţială) . Conform figurii 3 i . 1. • .„„.a avem. 

mg sin a. - Fr = ma, N - mg cos a. = O, 

dar în cazul lunecării Fr = Fc = µN = µmg cos a., atunci 

mg s in a. - µ mg cos a. = ma , ac = g(sin a. - µ cos a.). 

Pentru ca corpu I să lunece trebuie ca: 

a > O, sin a. > µ cos a. sau µ < tg a. 

altfel corpul rămîne în repaus pe planul înclinat. 

Cazuri particulare: 

(3.44) 

(3.45 ) 

a. = O, plan orizontal a - - d' " lt _ 

0 

• , • ' - µg, a 1ca rezu atul cunoscut de la problema rezolvată 1 . 
a. - 90, căde1.ea liberă, a = g (rezultat b ine cunoscut). , 
Cunoscînd accclc!'a\ia la coborîre a (3 44) t l 1 . finală: c . ' pu em ca cu a timpul de coborîre şi viteza 

"' f2; "'I 2s V ~ - V g(sin a. - µ cos cr.) 

' ' -.ir mg 

v' = V2a; = V2g(sin cr. - µ cos a.)s. 

' I ~ 
mg 

(a )coborîre . (b) urcare 

Fig. a,44, Mişcarea pe plan înclinat cu frecare. La problema rezo_Ivată 4. 
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I 
., ~ '1ni' ialll v în sus de-a lungul planului inel inttl. Confu1·111 

b) Lansăm corpu cu o vt.ez" t o _ 

figurii 3.44, b avem: 
N - mg cos « = O, - mg sin « - F f = ma, 

Fr = µN =µmg cos«, °"' = - g(sin «+µcos ot). 

Acceleraţia esle îndreptată în sensul opus vitezei ( mişcare tncelinilă). 

Cazuri partictţlare: 
«= O, plan orizontal , a = _ µg, rezultat cunoscut; 

(3.47} 

t. al •n sus a - - g iarăşi rezullat cunoscut . « = 90° aruncare ver te • , - • 
Cunoscî~d accaleraţia de urcar e (3.47), putem calcula timpul de urcare şi distan\a 

parcursă: 

Vo V~ V~ (3.48) 
~- - ) lu = - - - ( . + cos ex.) Sm = - .2au - 2g(siu ex. + µ cos ex. 
au g sm « µ . 

bl t planul înclinat dacă µ > t gO\, şi lunecă 
După oprire, corpul rămîne}înt replat~s, l oaca ~~pul de coborire înapoi la baza planului 
1 · dacă µ < tg r1. (3 45 n u tmu c z, . • . napo1 . . . . 't [iuală v' cu care corpul aiunge inapo1 
este mai mare decît timpul de urcare, ş.1 v1 eza . . 
p,i baza planului este mai mică decît viteza de lansai e Vo. 

------
1 - "\ / 2sm - ~ 1 = lu"\ / s in a + µ cos« = 
c - V ac - g V sin2« - µ2cos2a V sin ex. - µ cos ex. 

Vtga + µ > I . 
~ lu. - tt' 

tg (1. - µ 

(3.49} 

__ V sin ix. - µ cos a _ y tg « - µ < v
0

• 
, -v - - vo 

v = V 2a,sm - o sin ex. + µ cos « tg a + µ 
(3 .50) 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢII . PROB LEME 

1. De ce locomotivele se fac grele din oţel şi nu uşoare din aluminiu (sau duraluminiu)? 

R: Corta de tracţiune este forţa de frecare la roţile motoare (Ff.max = µG). 

2. Car e este condi~ia ca un corp, lansat în sus de-a lungul unui plan înclinat să rămînă 
pP loc după oprire? 

R: µ > tg ex.. 

. ) ă coboare rectiliniu un"î form pe o pa nlă lină? 
3. Este posibil ca un vagon (sau san ie s 

R: d a (dacă « = <p). 

. . l orizontal se opreşte datorită frecării pe o 
4. Un corp lansat de-a l ungul u~u 1 p an O Să se afle viteza in iţială ş i coeficientul 

distantă d = 19,6 ro într·un l1mp "' = 4, s. 
de fi' ' .re l a lunecare. 

R: Vo ..., 2d/'t = 9,8 m/s ; µ """ 2d/g"'2 - 0,25. 

. 10 ori mai mică decît greutatea sa. Ştiind viter.a 
6. ~~ţ.trleăn frînea1z0ă8 ckumo/hro:iăs:ea~e~impul pînă la oprire şi distanţ.a parcursă. 

m1 1a v0 ==- • 2 
R: 1111 = nvo/g = 31 s; d = nvo/2g = 460 m. 
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6. Un camion cu masa m = 5,0 t. porneşte cu acceleraţia a = 0,61 m/s2 • Ştiind că 

forţele de frecare (rezistenţă) reprezintă o fracţiune r = 0,040 din greutatea camio- . 
nului, să se afle forţa de tracţiune dezvoltată de motor. 

R: F = m(fg + a) = 5,0 kN. 

7. Un t ren cu masa m = 1 OOO t îşi măreşte v iteza de la v1 = 54 km/h la v2 = 72 km/h 
într-un timp 6.t = 1 min 40 ·s. Ştiind forţa de tracţiune a locomotivei F = 80 kN, 
să se afle forţa de rez isten ţă. 

R: Fr = F - m v2 - Vi = 30 kN. 
6.t 

8. Pentru a evita o ciocnire un şofer a frlnat brusc, la maximum. Măsurlnd lungimea 
urmelor lăsate de anvelope pe asfalt s-a găsit lungimea de frînare s = 22 m. Ştiind 

coeficientul de frecare pe asfalt µ = 0,60, să se afle dacă şoferul a respectat viteza 
maximă legală Vmax = 60 km/h. 

R: v0 = i/2W = 16,1 m/s = 58 km/h. 

9. Un corp cade liber în aer de la o înălţime h = 14,7 m într-un timp Ic = 2,0 s. Ce 
fracţiune din greutatea sa reprezin tă forţa de rezistenţă medie întimpinată de corp 
din partea aerului? 

R: F r/mg = '1 - 2h/gt~ = 0,25. 

10. Pentru a menţ.ine în repaus un corp pe un plan înclinat de unghi « = 30° trebuie 
aplicată o forţă minimă ln sus de-a lungul planului F 1 = 3,5 N, Iar pentru a-l trage 
uniform în sus de-a lungul planului trebuie o forţă în sus de-a lungul planulu i 
F 2 = 6,5 N. 
Să se afle coeficientul de frecare la lunecare (fig. 3.45). 

F2 - F 1 R:µ = tgcx.=0,17. 
F2 + F1 

11. O săn iuţă lunecă pe zăpadii pe un drum înclinat de unghi ex.= 45° de la o înălţime 
h = 2,0 m, după car e intră pe un drum orizonta l, oprindu-se pînă la urmă datoritil 
frecării pe zăpadă. Coeficientul de frecare la lunecare pe zăpadă µ = 0,050. Să se 
afle distanţa parcursă pe planul orizontal. 

R: d = h(1/µ - .ctg a} = 38 m. 

12. O săniuţă lansată ln sus de-a lungul unui plan înclinat, care formează unghiul 
a= 45° cu ·orizontala, revine înapoi la ba7.a planului astfel înclt timpul de coborîre 
este de n = 1,1 ori mai mare decît. timpul de urcare. Care este coeficientul de frecare 
la luneeare intre săniuţă ş i planul înclinat? 

R : µ = lgo:(n2 - 1 )/ (n2 + 1) = 0,095. -F, (minimi) 

a 

lo'hc. ll.41i. Li! proh lema 10. 
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13. O săn inţă de greutate G = 0,50 kN 
lunecă liber în jos pe o pantă 
p = 4 % cu viteză constantli. Cc 
forţă, paralelă cu planul, este 
necesară pentru a urca_ săniuţa 
înapoi cu viteză r.onstantă? 

R: F ~ 2Gp = 40 N. 

l-l. Cu ce accelera~ie orizontală mini· 
mă trebuie împins un plan înclinat 

Fig. 3.46. La problema 14. de unghi et. = 45° pentru ca un 
corp aşezat pe el să îrrceapă să 

urce pe plan. Coeficientul de frecare dintre corp şi planul înclinat este 

µ = 0,20 (fig. „ 3.~6). 
R: N sin et. + Fr cos et. = ma, N cos et. - mg - Fr sin'et. == O, 

µ + tg Ct. 3 
F f = µN, de unde a = g = - g. 

1 - µtget. 2 

3.5. MIŞCAREA CIRCULARĂ UNIFORMĂ 

Cea mai simplă şi una din cele mai răspîndite şi mai importante mişcări 
curbilinii este mişcarea circulară. ln mişcarea circulară traiectoria punctului 

material este un cerc. 
In structura diferitelor mecanisme, motoare, maşini-unelte intră tot felul 

de roţi şi osii ale căror particule descriu cercuri în jurul axei de rotaţie, deci au 

o mişcare circulară. 
Să legăm o piatră de o sfoară şi s-o invîrtim deasupra capului astfel incit 

să descrie un cerc orizont.al. Piatra va avea o mişcare circulară. 

-+ 
V' 

Mişcarea: circulară este uniformă dacă 
viteza mobilului este constantă în modul, adică 
mobilul descrie arce de cerc egale în intervale 

de timp egale. 

o 

. Vectorul viteză. fiind totdeauna tangent 
A la traiectorie, deşi rămîne constant în modul 

în timpul mişcării circulare uniforme, îşi schimbă 
permanent direcţia (fig. 3.47). 

Fig. 3.47. l n mişcarea circulară 
uniformă vectorul viteză este 
constant în modul, dar îşi schim
bă mereu direcţia, deoarece este 
tangent la cerc sau perpendicu
lar pc raza vectoare a mobilului. 

...... --+-
Vectorul de poziţie r = OA dus din centrul 

cercului pînă la mobil se mai numeşte raza 

11ectoare a mobilului. 
In timpul mişcării raza vectoare· a mobi-

lului mătură aria cercului, iar vectorul viteză 
este permanent perpendicular pe raza vectoare 

a mobilului (fig. 3.47). 
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l'vl işearea circulară uniformă est · . . · · v identic după p r i . .e o mişcai e penodica deoa1·eee se repet ă 
p a curgerea ntregulu1 cer c, la intervale egale de timp. 

. erioada mişcării circulare uniforme este inter11alul de 
nwb1.lul parcurgr; circumferinţa cercului. timp în cari' 

Perioada T se măsoară în se1:unde. 

. O earncteristică a mişcării ei rculare unit'o•'Jlle. l'olosil.ă mai des în 
Li.că, este tura{ ia sau frec(Jenţa d, t ţ. . prac· 
rfectuate în unitatea de timp (1 s/ ro a ie care reprezintă numărul de rotatii 

Dacă înm ulţim dui·aLa unei rotati1· ad· ~ · .. · . , wa perioada T cu n · V I ţnlor efectuate in unitaLea de ti d. ~ . ' umarn rota-
unilat.ea de timp: ' T v = 1 d rnp,da lCa cuvfrecvenţa v, t rebuie s~ obţ:nem 
inverse intre ele sau ' e un e rezulta că frecvenţa şi per ioada sînt. 

reciproce: 

1 
V= - , 

T 
(351) 

V 

.Frecvenţa se măsoară în 1/s sau s- '. In practică tUl'at ; . . . 
se măsoară adesea în i·ot/min (1 rot/s = 60 ro t/min')'_a ( n otată ci~ ob•<'el cu n) 

3.5.1. Viteza unghiulară Poziţia b"l 1 · . • mo lu Ul pe cerc poaL f" d t . 
cu ajutorul coordonatei curbilin·· , ~ • . e l e errnmată 

11 cai e masoara lungime , 1 · d 
la un punct-01·igine O' considerată ·poziti w • • l . a ai cu u.1 e cerc de F" I va m sensu tngonomet1·1c (antiorar) 

re a momentul initial t = t mobilul • . · 
in A(s) (fig. 3.48), atunci.mişcare: r· d -~n Ao5so) ş1 l~ momentul t mobilul 
mişcării rectilinii uniforme: ~m un1 orma pe traiectorie, avem analog 

l::i.s 8 - ,; 
1' = J.t = ~ = const, de un<le s = 811 + 71(t _ lo) 

(v va .fi neg.ativă in cazul mişt.:ării in sens orar). 

Fie 60 ş1 6 unghiurile la centru pe care le formeaz . 
!ului cu raza de referinţă CO ( 0 _ O) 1 a ~aza vectoare a mohi· 
.il 6 = 6 - 6 . V • -:- a momentele to ş1 t. Unghiul la centru 
=t- t t l o, ~adsurat în radian~ ' descris de raza vectoare in timpul !::.t = 

. o es ~ ega e arcul subîntms .ils=s- so 
prrn relaţia cunoscută din trigonometrie: A (s) 

.ils = s - So = Rfl 6 = R( e - flo), (3.53) 

unde R . este raza cercului . 

. R~dianuL este un unghi la cenLru carn 
~ubrntmde .un arc de cerc egal cu raza cercului. 
Cum. unghiul .total de 3600 subintinde toată 
lungimea cercului care cup1·inde 27t raze rezult" 

V h " ) ' a ca ung J u de 3600 are 27t radiani, deci 

1 r·ad 360° 
= 2rr 

i - Fizică ci. a IX-a 

1 so0 

= 57°17'44",8. 
11". 
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(3:54) 
Fi!)". 3.4~. ln mil,icarea circularii 
11 111 /orma: .~=so+ V{l _ / ) ş i 
e =00+c~(l- lo) (legea m işc;ri i ). 



d · · nghiur i la centru b "l 1 descr ie an~e egale. ec1 ş1 u . • 
l n fi euare seuundă rno t u . ă . . . lare este v iteza unghiulara. 

. . • bi lară a mişc ru circu 
P-gale. O caracteristica ung u. • h . l la centru descris de raza (Jectoare 

Viteza unghiulară reprezinta ung tu 

in unitatea de timp. 

w = J O, [o»\ = 1 rad /s. 
.';,/ 

(3.55) 

. • • ră in radiani pe· secundă (rad /s). . 
Viteza un ghiulara se ma soa . t lntr-o miscare circulară oa re-

. 1 • m formă w = cons . ' I ln mişcarea c1rcu ara u ăt t de raza vectoare, raportat a 
· · " ) biul la centru m ,ura t · 

eare (neuniforma un_g. . hiulară (momentană), nu este constan ' ci 
unitatea de timp, adica viteza ung 

variază in timp. '.f • Din (3.55) rezultă . a circula i·ă uni,orma. Vom s tudia numa.1 mişcare 

w = ~!!. ' e = flo + (u(t - to)· 
(3.56) 

I - ln 

· t" r in mărimi ungh i11 -. ării circulal'e uniforme exprima a p . 
Aceasta est e legea ~işc • b ' l l se mişcă in sens orar). 
lare ( w v a fi negativ da ca mo i u 

1 mpărţind relaţia (3 .53) la Ât. avem 
(3.57) 

11 = 6s = R ~ a = Rw-+ 11 = Rw. 
D.t ~t 

. 't (numită şi viteză liniară) şi v iteza unghiu-
Ar.easta este legătura dintre v1 eza v 

lară w. . . T mobilul d escrie circumferinţa cu v iteza con-
ln timpul unei perioade . 

~t.a ntă v , deci 
2 71: - 2 "· R de unde w = - - 7t v T = 27tR, dar v = w , T 

(3.58) 

. ă 11 r ad /s) şi p erioada 
t t lega.tura dintre viteza unghmlar w ' n Aceas a es e 

sau frecvenţa " (în 1 /s). 

V' 

c 

fig. 3.49. Calculul ac~clera· 
~iei t:entripete î~ mişcarea 

circulară uniformă. 

3.5.2. Acceleraţia centripetă. 1n mişca rea 

.... I = const. sau Âii = O. dar circulară uniformă I v 

Â-;, i' O, d eoar ece "ectorul "iteză ~' "ar~ază ca 

. . · · · t v acceleratil' a = Âi•/ ~I. Sil tlil'l!cţ ie şi deci exis a o . ' 
·al cul ăm această a cceleraţie. 

c . d • moment 1• Să con siderăm mobilul la oua ' 
. . t' _ 1 + Ât in 'punctele A, A 

s uccesive t ş1 - ... ... 

1 V·', respectiv ;', unde I v' I = I v I· avînd viteze e 
(fig. 3.49). 

. Â·+ - '"", - -~ se obţine după cum 
Diferenţa v - v 

ştim unind v irfurile vectorilor ~/,·~ duş i din acPlaş 1 
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punct, de exem pl u Jin A. Tl'iunghiuJ vitezelor ABB' este asemenea c u tri
unghiul CA A', ele fiind isoscele şi avînd laturile respectiv perpendiculare. 
Din asemănarea acestora a VP.m. 

1t.t I 1• 

AA' R. 

Pent.r·u in tervale de t. im p Â/ f'oa l' te ni iei punctele A, A' sînt foa rt.e apropiate 
ş·i coarda A A' coincide (la l imită ) cu arcu I Âs. Atunci 

-+ J 

I ~V I V ..... V A 
- = - ' I /iv I = - J.J.S ' .:.s Tf R 

(pentf'11 6.t ş i Âs -+O). 

I mpărţind 11'1 Â / o.orespun ză t.or , l'ezul tă 

-+ / ·.':.-;; ! •• .':.s u2 

lal = ~=R~ R 

Direcţ ia şi sensul ac:celer·aţiei s int. da t e rle segmentul BB' car·e csLe pcrpe1t
dicular pe AA'. Cînd Ât descreşte cătrn zero ( ~t -+O) şi A ' se ap1·opir. de A , 

coarda ia direcţia tan gentei la cel'e în A, iar flB' ia direcţia razei cP.rcului. 
Prin u rmare, accel eraţia este radială. urirnlnlrl spre centrul cercului , de aceea 
se numeşte acceleraţi e centripetă. Ea este perpendiculară permanent pe lrail'c

torie (pe tangen ta la cerc sau pe vectorul viteză), de aceea se numeşte şi 
acceleraţie normală: 

v• 2 2 R 
a„ = - = wv = w H = 4rr - . 

R p · (.3.50) 

unde am ţinu t. seama că v = wR şi w = 27t.,, = 2rr/ T . Relaţia (3.59) se poate 
..... 

s(· r ie ş i vectoria l, folosind raza vectoare r: 

(3.60) 

Această relaţie vectorială ne dă acce leraţia centripetă aW. ca mărime, cit şi 
' 

ca d irecţie şi sens. Observăm că în mişcarea circulară uniformă I a I = co ns I. 
~ ..... 

dar an variază permanen t. ca dire<·til- (o riHU.\ 1·11 ra za vectoare r). 
-+ 

Dacă mişca,l'ea circulară nu este uniformă, ad·ică I v I şi w variază, atun1·i _, 
în varia ţia Â v a pa1·e şi u n termen su plimentar· care provine din variaţia modu-

-+ 
!ului vitezei şi atunci vector ul accel eraţie a este 01·ientat oblic faţă de raza 
vectoare (vari ind ca modul şi direcţie) . 

3.5.3. Forţa centripetă. Pentru a sehimba vectorul viteză , fie ca mărime 
fi e ca direcţi e, est e n evoie d~ o forţă aplicată corpului. Al tfel, corpul s-ar 
mişca rectiliniu uniform , conform principiului inerţi ei.ln m işcarea circulară 
uniformă arceleraţia este centri petă (3.59-3.60) ş i ronform legii fu nci11mentale 
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-V 

.... M 
On 

"F s 

e o c R 

-+ 4 ulu i trebu ie să acţioneze o F _ ma asupra corp . 
- ' v d t · e mi11carea circu· forţă centripetă, c~re sa· e. ermm • 

/ară uniformă (flg. 3.50) · 
v• 

F = man = mltl2 R = mw1• = m fi ' 
-> 2 - > (~.61) 
F = -mw r. 

Forţa centripetă nu este un n~u t ip de for\~;. 
E a oat e fi forţă elastică de tensmne a .unu~ 
1 f <l e corp forţă gravitaţională exer citata de 
ega ' , I în sistemul so lar), 

Fh:. a.no. 1>:l rm1•n1t:le m î$
~rid i i· ir<'11la r t> 11 n1fol'llw. 

cor· pul centra l (de exemp u , 1 i 
· 't t v dii nucleul Htom u u l'orţă electrică exer c1 a a . 
asuprn electronilor et c. 

EXPERIMENT . 

. f. expresia fortei centripete . . . l · Pen t ru a veri ica · . 
V escrierPa dispozitivu. .ui. . t b de sticlă de diametru 

. nt simplu Luăm un u . 
(3.61) putem face urt experime . . ·1 răsl'rînte la un capăt ş1 un 

. ,........, 10 cm cu margmi e . I 
,........, 1 cm si de lungime ,...., . . 

1 
V n d op de masă bme c n -

,_, • vt a l firului egam u 20 ) 
ri r d e ~ 80 cm. La un capa x.+ l ăm u n etalon de masă (M ~ g 

• V ( ,........, 2 o g) ia r la cel ăl al t capu-~ eg 
tăr1ta m. ,_, ' vt r ins de masă (fi g. 3.51) . 
sa u un dinamomet r u cu un capa p . i· culară uniformă pe un 

. d pul m în mişcare c r . . 
Modul dr liicru. 1. 1). uc_em cor F - Mg în varian ta d in figura 3.5 1. a 

· f" • t s de forţa , - · 
c1•1T orizon tal. F irul va t m I~ t î varianta din figura 3.5'1. b şt va 

, . d . t v d dmamome ru n . l " . F 
sn 11 ,Je rorţ il . .7: rn ica a _e d . f ·t centripetă va fi practic c 1ia1 

· · . t · onzontal ă, ec1 or ,a . . . . 
1 
.. ) a. \'l'H o poz1t 1e pi ac ,1c . t l v a tensm nn dm ir . 

. '. l V ponen ta orizon a a . ă 
(;dl ft>l t rr.huie cal~u a.ta _corn . , , R (20 cm ; 40 cm şi 60 rm) ş 1 mii s11r rn 

2. Alegem t re i va lon -pent1.u iaz~ l H. 10- 20 rot.aţii). 
1w1·ioa1h1 rnspee t . i vă (c l'onnmr.t.1 ăm t.1rnp u 

---------- -----,,...,,..,- ..... , 
,/ " R =i ', 

m ~ ~:Mgt ) ' , I ...... "'' 
....... ______ ----~ ""',,.,. 

F 

Mg 1/11111 Wii 

b 
ol 

l .· etă î n miscari!a circulară uniformă. 
Fig. 3.51. Forţa cen 1 ip ' 

100 

3. Schimbăm corpul m (luăm un alt dop cu m ~ 3,0 g) şi repetăII?- expe· 
rienţa. 

4. Schimbăm corpul M (luăm M ~ 30 g) sau menţinem dinamomet1·uJ 
la o altă valoare a forţei F şi repetăm experienţa . 

Prelucrarea dalelor. Trebuie să verificăm legea 

(3.62) 

Alcătu im un tabel ca cel de mai jos: 

F Sflll Mg [ !\] I m[kg) . I R[m] T[s)) 
-

0,196 2,0 · 10- 3 0,110 0,41 0,1 88 

Trebuie să comparăm valorile din prima coloană (F) cu cele din ultima 
coloană (47t2mR/T2) . 

Experimentul simplu de mai sus, precum şi nenumărate alte experienţe 
foarte precise şi observaţii asupra mişcării circulare din natu~mă 

4 -+ 
valabilitatea legii fundamentale F = ma în cazul mişcării circulare (în miş-

-+ -+ 
carea circulară uniformă F = - mw2r ). 

în mişcăril e circulare neun iforme, pe lîngă componen ta centripetă. F n = 
= - mw2r, care modifică direcţia vectorului viteză, mai apare şi o compo· 
nentă tangenţială a forţei (F1 = mdv/dt) care modifică modulul vectorului 
viteză. 

EXEMPLU 

În mişcarea dr. rola\.ie proprie diul'llă a Pămîn tulu i, să se calculezi> : vile:tn unghiu.
lară de rotaţie a Pămîntului, viteza şi accelerapa cenlripetil. a unui pun cl d e pP. 
suprafaţa Pămîntnlui, Aflat la latitudinea <p = 1, 5• (fig. 3.52). 

Rezol"are. Viteza unghiulară: N 

2Tt 2 • 3 1't rad 
w = - = ' = 7,29 · 10-s rad/s. 

T 24 · 60 · 60 s 

Ea este foar te mică (gîud i ţi-v:l cîl de încet 
trebuie să învîrtiţi o minge ca ea să facă o 
rot.aţ ie în 24 h). Viteza li n iară : 

v = wr = wR cos <p = 7,29 ·10-6 s-1. 
·6380· 108 m·cos 45° = 330 m/s 

şi acceleraţi a centr ipetă : 

Un= w2r = w2R cos <p = 0,024 m/s2, 

mult mai mică dectt g (an ~ g/400 sau 0,25% 
din g). 
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Fig. 3.52. Rotaţla proprie diurnă. 
a P limlntului. 



. ţ". p: ·i iile rneeani cii , a sa rnrn l<' -am 
3.5.4: •'orţa centriîugă.. Apl.1ca. u. • ir1 <.:f P. t " ,·nerţial de ~xemplu legal 

b '] A t ~• stern ne 1•e erm a ' ' 
formulat , sînt vala 1 ~ m r-u~ · d t 1 . n~buloase sau chiar de Pămînt 

. 1 b ho ·entr1c) sau e s e e ş1 
de Soare (sistemu e c - 1 T . tf l de sistem de referinţă esl.e 

. . d t l de buna n~r·-un as e 1 
intr·-o aproximaţie es u . t . l) ;zolat adică nesupus a 

. . . . · · . corp (punct, ma errn • ' 
valabil prmc1prnl merţie1.'. u~ . i . t t a inertiei sau esl e în repau~. 

. . - · - til1n111 uniform n vir u e · ' . · -
n1ct o forţa , se mişca rec . . t de referintă neinertial, ad1t a 

• . · · carea dmtr-un s1s em • ' . 
Dacă însa privim m1ş - l Pă . t atunci un corp izola t. apare tn 

accelerat. faţă de stele sau faţa ce ~mm , . dica vreo fortă - cauză a 
~ - I' l - de noi fără sa pulero m , 

rniscare accele1·ata ,a,a , , . t d re ferintă neinertial un corp 
' 1 t Invers într-un s1s em e · · 

1 mişcării acce era e. . , . ţ' a· o fortă rezultantă. De exemp u , 
„ • d s1 asupra h11 ac ioneaz , b 1 

poate 11 m repaus, e, . t fir cu dinamometru, am e e 
. legat de centru prm r-un . 

fie pe un disc un corp . . . - (d - atingerea rotatiei uniforme nu 
• · de rotatie 1miforma upa . ' . . 

a fl a te mt.r-o mişcare ' . 1 " ) (I" 3 53) Pentru observatoru 1 ter es-
. · · f t" tangent1a. a ig. · · 

este nevoie de mc1 o or ,a ' . - ·1, t - de resortul dinamometru-
. f d t tiune centnpeta exerc1 a a I 

Lru inertial, orţa e rac, · . 
1 

• iformă Pentru observatoru 
, , 1 - te m ;!lcarea circu a.ra un . . 

lui obligă corpu sa ~xecu 'T (f t " de acest observator) deşi este 
f - pul este in repaus a a . 

situa t pe plat orma cor . . - de dinam~metru . Lucrurile se petrec ca ş~ 
tras spre centr~1 de forţa m?1cat.a forţă"' centrifugă, egală în modu l ş1 
r um asupra corpul ui ar ill al acţ10~a o „ , 

_ r ta reală cent1·1petă. . 
opusa ca sens c u or. . . nui corp într-un sistem de re fel'ln~ti-

Ori de cîte ori s t.udiem mişcarea u . l 
le F trebuie sa introducem anumite forţe comp e

neinerţial, pe lîngă forţele rea. . i tf 1 de repere legea: forţa esLe ega l ă cu 
rnentare Fc pentru a putea scrie ş1-+ na~ e -+ 

. 1 t' ( F + F = ma). · 
lll asa înmulţită cu a,cce era ,ia . - te n observator inerţial, ele nu satisfac 

l le entare nu exista pen ,ru u . . · . ) · Forţe e comp m · . . .. . „ . • ct iunii sau al acţiu.nii reciproce , 
. . . . I T 11 al mecanicu (al acţu,tnii şi ' Pa i· . prwripiu . 

~ - m,}; t"c-
G - - --> 

. . · l' uu sis l1·1n di• f·efe-
1-''' ll oâ. M işt'an·a rirc1ilfll"a u11 1for11i:1 lllf I:. I li " 11riu . 

tg. '. · ţ 't"I ~·1 111 s ts t.•111111 <ll' 1·e PIHl y P10r · rtnţli 111er o ~ · 
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n11 există un corp din 111ediul încunjurător care să le e.cerr;ite şi asupra ciiruiu sâ 
se exercite reucţiunea respectivă, adică ele nu. sînt forţe de interacţiune. Forţele 
complementare se mai n_um esc pseudoforţe sau forţe de inerţie. Observăm că 
Newton a numit forţe de inerţie, forţele reale exercitate de corpul accel era t 
faţă de repere inerţiale, asupra legiit11rilor, de ex.emplu piat.ra asupra firulu i şi 
mîi nii. Luna asupra Pămlntul ui. . 

Pentru observa t.ul'll l n ei nPi·ţia l fn1 · ţele complement.a re se man i festă însă 
N I forţe reale pe care el n u le poate discerne de forţele reale (gravitaţionale) 1· 11 

aj~torul unor e:cperienţe locale în cadrul restrîns al laboratoru,/ui silu, ci nu rna-i 
dac.ă examinează şi medz'.u/ înconjurător. 

1n cazul mişcă rii circulare uniforme a unui eor·p, pentru observatorul 
rotit solid1:ir cu corpu l, pe lingă forţa centripetă, apa.re şi o forţă complementa1',ii 

-> - > 
rentr·ifugă ( forţa de inerţie centrifugă) Fc = + muh, care exp lică repausul 
relativ a l corpulu i. De multe ori acest punct de veclerc este mai sugestiv. 
deual'eC:e 1·educe p1·oblema dinamică la o problemă de st.atică, de echilibru 
intre aceste două forţe. 

l at.ă cileva exemple. 

1. lntr-un a ut obuz care virează brusc sînLem a~virliţi în afa1·ă de l.'ătre 
l'o r · ţa (complementară) centri fugă, care va fi echilibraţă de forţa eentripotci 
prod usă de p eretele autobuzului sau de scaun. Pentru O~servatorul terestru . 
inerţial, nu cx igtă n<·east.ă forţă cent rîfu gli, podeaua şi pe1·ete1e vch icuh,.ilui 
sint deviate in timp ce noi avem tendinţa să ne mişcăm în cont inuare 
rect iliniu uniform, în virtutea inPrţiei. Forţa centripetă exercitată de 
perete ne obligă atunci s~ nn însc1·iem în mişcarea circulară a autobuzului. 

2. a) P e maşina centrifugă fix ii m o tij ă orizonta lă pe care alunecă Jiber 
două bile de mase diferit.e m1, m2 , legate p1·intr-un fir (fig. 3.54). pacă punem 
bilele la egală distanţă de axul de rotaţie şi rot im tija, constatăm că hih1 de 
masă mai mare m2 este aruncată la margine, trăgînd după ea ş i hila rlr n1as& 
rnai mică m 1• În adevăr, în reper':'! legat de tijă asupra bilel11 r uq i o n pa ză 
fo r\ ele cPnt"rituge F 1 = m1 w2 }{, F 2 = m2w2 H in sens1u·i opu~e . dar F ~ > F, 
ceea ce explică deplasarea ,lor. 

I 

Dacă aranjăm bilele la distanţe invers proporţionale cu masele: R
1
/R

2 
= 

= · m2/m1 sau m1H1 = m 2R2 , atunci forţele centrifuge sînt egale în m odul ş 1 
de sensuri opuse şi bilele rămîn în ech ilibru rela t iv IH urice turaţi e. 

b) O altă experienţă se face 

fixînd Ja maşina. cen trifugă un pahar 

bom bat umplut cu mercur şi apil 

eo l orată (fig. 3.55). În rep11us. 

mercurul se aşază la fund şi a pC1 
cl easupra , din cauza forţelor de gre
uf.!l te (mercurul a':'înd den&itate ma i 
ma1·p dedt apa). Fig. 3.5,l. Ech i l ibl'll l 111101· bile ln rnaş i11 a 

cent r ifu!{~t. 
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Fii;. a.Fon. Erh il ihru l liehidl' IOI' la 
rrnl ri f11irr1, 

Hg 

b 

Punind · in rotaţie raµi<ll1 
p11 harul, constat.ăm că mercurul 
urcă şi se aşază ca un manşo~ 
]A. perifer ia bombată a paharului. 
ia r apa in stratu l următor s1Jl'e 
i:entru. Această straUficare se 
exp l ică cu aj utorul foi·ţ~lor cen
trifuge, care sînt proporţionale cu 
masa (şi cu d isLanţa pînă la axă). 
la l'el eum se explică stra t,lficarea 
in cazul repa nsnlni pri n l' orţel E' 
de greu tate. 

c) Să punem pe maşina cen-
Lr i l'ugă un inel elastic de oţe l 
<"are poate culisa lib er pe axu I 
vert;r.a l de rotaţie (fig. 3.56). 
P u nind - in rotaţie inelu l, e l se 
Lurteste, datorită forţelor cen Lri
fu ge 'care sint proporţiona.l e ?11 
d ist.anţa pină la axa de rota ţ_ie. 

Un ast fel de efect explică 
" Da t orită rola1iPi inp\11\ !'e t. 11 r l e~ l t'. l" 

FiJ?. o.iJr.. ~ turt irea Pămintului la po i. 

3 P enLru a, preîntîrnpin11 solieita1·ea inega lă a şin~lor şi ch~ar r~sturna_r~~ 
. ·b " l ferată est e supra inălta.tă la şma. ext er10ar a. La Vil a,J 

vagoanelor la eur e, u i ea ' · ~ t .· oţilo r ) 
. . ~ t , d sa~ de şin e (asupra cărorn se exercit a acymnea r . 
1 0 1· ~a cenLr1pela es e prn u ..... + 

. L ·1· ă F-+ se compune ou g1·eutat ea G pentru a da i·ezu!tanta ~ -
I· o i· ţa r.en r1 ug c • ' · f · l li 

t ă . l' . t " carle nerpendioula r pe dru m. şmel e vor J ega so -
Dacă. ac·eas . rE'Zll ~a n " 1· 

1·il !l t e (fi g. ~ - ~î). 

\J
fc 
I 

-
I 

- -G _ _ _ R 
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Unghiul cit> indina r·e a dr nmului este dnt dP 

tg <:I. = Fc = mv
2
/R = v

11
• 

G mg gR 
(3.63) 

El nu depinde de masa vehicululu i, oi de viteza 
acestu ia şi de raza · de curbură R a drumului. 

Ana log, la viraje, bicicl iştii şi motoci
rlişt i i se înclini\ spre centrul de rotaţie (de 
rurbură) pentrn a nn cădea (fig. 3.58): 

Fc v2 

tg oc = - = -, 
G gR 

adică acelaş i rezultat ca pentru înclinarea 
drnmui·iJor. 

) 

F ig. 3.58. La \'1 ra .11· hiciclişlii 
ş i molor irl işLii se ineli11 C1 spre 
centrul de <'1tr bură pentru a 11u 

cădea . 

4. a) Separatorul centrifugal. Pentru a separa rapid particulele în suspen
sie într-un lichid, se aşază vasele la maşina centrifugă. La turaţii mari ,forţa 

1·entrifugă F c = mw2 R este foarte ma1·e şi împinge particulele cu masa mai 
mare spre fundu l vasului, u llf!e ele se depun (fig. 3.59). 

'1) Usctllorul c~nlrifugal. Sepll!'.area lichidelor de solide se face pc b:-m1 

aceleiaşi metode. Corpurile sînt aşezate într-un vas cilindric perforat l'i xa I 
intr-un vas cilindric mai la1·g {fig. 3.60). Prin rotirea rapidă a vasului int.erior, 
lichidul este îm pins spre exterior, iese prin orificiile peretelui Şi se sc111·gp în 
vasul exterior. 

Un astfel de usditor este folosit la maşinile de spălat. Un aparaL asernii
nător serveşte pen t rn scoaterea m ierii de albine d in faguri. 

J<' ig. S.GO. Usră lorul renlril'ngal. 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ 

Pendulul conic. U11 corp de dimensiuni neglijabile, suspendaL <lt· 1111 punct fi:-. , 
printr-un fit• de lun gime l = 0,4.0 rn, este pus să descr ie o c i1T11mfPri11 ~ă· într-un 
plan O!'Îzonlal. Firul de suspensir descrie atun ci pinza unui con cn . dt'Schiderpa 
'2<1 = 2 . 60° (fig. 3.61 ). 
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FI~: 3.61. Pendu lul tonk. 

Să se âfle perioada de rotaţie. 

. Rezolvare. Asupra corpului acţioneaz1\ două forţ~ : 
greutatea şi tensiunea din fir . Rezultanta lo1· trebuie 
să fie forţa centripetlt., egalii. cu mwa~, deoarece corpul 
âre o mişcare circulară uniformii.. Dm para lelogramul 

forţel or se · vede că 

F mw2r 47t2r 

tg ot = mg = --;;;g = r 2g ' 

dar r = / s in ot, de unde 

"\ /1~ 
'/' =- 27t V ·-g- = o,9 s. (3.64) 

propriu Diwă l'Onsidcdtm s istemul de referinţă .... .... 
atnoci adăugăm forţa centrifugă Fr. ""° + mwzr ~i 
saiem condiţ ia de echilibru relativ. 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢII . PROBLEME 

t umedă (mîzgi'I) sau 
I. Cum lrebu ie să circule automobiliştii la cnrbe, dacă. v1·~mea es e 

t>s tr polei? Dr ce? . · ·r si aderenţei 
R ·. l'tl vi l ~7.ă rPd11si'I. (per\ro l rll' rlerava.i datorită forţp1 centri uge , 

<· Sl'ă7.11l1' ) . 

r t ţia ::l:J r ol/min'! ~·i te1.fi un~hiulai·ă şi ce perioadă a rr o placă de pate on i·u ura „ = 1 

R: "' -== 27tn = 1,1" ~ 3,S rad /s; T = ~ ~ 1,8 s. 

':!. (',,. 

1. t b · ·ă depăşească ·11 = 100 m /s. a. Viteza liniară periferică a discurilm· .de po l~Or nu re 11te s 
Ce turaţie maximă poate aveet un <i 1s<" de diametru D = 20 cm? . 

R: 11 ·= ~ = 16 rot/s = 960 rot/mm. 
1t f) 

dlll„.ta " .·\ ' -- 11u1 roln\ii efec t uale de o roa ll.I r n viteza un1thiulară w = 
4. ::;i\ S!' afle n n 

- 4 7t rad /s. hN 
R: I = -- = 50 s. 

'" 
i>. C<1re es lt• pPrioacta tl!' rntn\ ie ~i \' il t:'ZH unghiulară. a acelor unu i ceasornic'! 

4 • 11i·- • i·?d /s·, minutar T = 1h .cu= 1,75 ·10-3 r ad/s; 
R : ora1· T = 12 h, "' = I . " · ., d/ 

secundar T = 1 min, w = 0,105 ra s. 

· · t · <i eplasa l cu A.s = 15,7 cm !ntr-un 
li. \ 0 irf 11J minutar11l11i 111111i 1·easorn11· clmtr-uo urn s-a 

lim p :::,.1 = 1 min. Car i> r$ l.P lungimefl min11 lM11h1i? 
TA.s 1 ~ o R: I = -- = ,;, m. 
27t A.t 

· - · 1 . a v - ?2 krn/lt ';i a re ro' i cu diametrul D ..). 60 cm. i. u11 ;iutomobil si> 1111ş1·a r11 v1 t:'Z - •• ~ • • •1 .? 
C<i l'e e~I e 1.11rnţ ia ro\ ilor ş i acceleraţia norma lâ a p_unctb1or p er ifer ice ~Ic roţi o1 . 

D . I D - 1(16 rol/s · a = v' /R = 1 aao m/s· = 1:16 ·g. ·"'r: n=V1t - „ 1 n 
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S. Cu t:e viteză şi ln ce sonţ a r trebu i să zboarr. un avion deastipra Ec\lalorului pPntru 
a vedea Soarele staţionar? 

R: v = 21tR/ T = 460 m/s spre vest. 

9. Care ar trebui să fie durata unei zile şi nopţi pentru ca la Ecuator corpurile să n-uibă 
greutate (aparentă, ţintnd seama de rotaţia Pămtntului)? 

R: T -= 2ni/ R/g = 1 h .25 min . 

JO. Un autobu z de masll. m = 10,0 t merge cu viteza v =- 54 km /h peste un drum (pod) 
curba t : a) convex; b) con cav, cu raza de curbură R = 100 m. Ce apăsare exercită 
autobuzul asupra drumului în punr.ln l s up<'r ior, respectiv cel infer ior, a l drumului? 

R: N = mg =i= mv2/R = (98 =i= 22,5) kN. 

11. Un corp de masă m = ~.o kg (o l'fdd:~n· r 11 apă) , legat de o sfoară de lungime l = 
= 1 ,00 m, es te ·1·otil înlr-un plan veri.ir.al. Care este frecvenţ.a minimă de rotaţie pen
t ru ca sfoara să rărnînă în tinsă (apa să nn curgă)? Care va fi tensiunea în sfoară în 
flcest caz , clnd corpul ·trece pr in punctu l inferior? 

1 -vg lt: Vmin ~ - - -= 0,50-rol /s; T = 2ml{ = 98 N. 
27t I 

12. Un copil învîrteşte o piatră, cu frecvenţa v = 120 rot/min într-un plan vertical, legalii 
de un f ir de lungime l = 1,0 m. ln ce moment trebuie să lase .Cirul liber pen tm ca 
piatret să 7.boarl' vertical în sus? Pină la ce înălţime se va ridica piatra? 

R: clnd piatra es te la capătu l diametrului ol'izon tnl cu viteza în sus ; 

V~ 27t2n 2l2 
h = - = -- = 8 O m . 2g g , 

13. Cu ce unghi t rebuie înC"linal drumtd la o curbă de rază R = 100 m, prevăzut pent.r11 
ci rculaţie r.u vi teza v = !i4 km /h ? 

R : tg ot = v2/R g = 0,23; ot = 1 3~ 

14. l in camion face un viraj de rază R =- :100 111 c11 vilern v = ;i4 km/h. Care t.reb11ie 
să fie coeficientul de frecare la alnnecare minin 1 rl in tre a nvelopo ~i şosea pnn tru Cil 

a utocamionul să nu lnnece? 

R: µ"';" = v2/Rg = o,~:J. 

16. La ce distanţă m'!xirnă de cen tru poa le fi aşezată o 

monedă pe. un disc d e pa.teCon care se roteşte l' tl 

turaţia n = 78 rol/mia pentru !'a moneda să nu 
lun ece? Coeficient ul de frecare la lun ecare µ = 0,30. 

R: Rmnx = µg/ tm2112 = 4,4 cm. 

16. Clt ce turaţie minimă t rebuie rotit un c ilindru de 

rază r ~ 1,0 m în jurul axei sale vertica le, pentr11 

ca un corp aşeza t pe pe1·ctele interior al c il indrulu i 

să rămlnă în repaus faţ.ă ri t: ci lindru (fig. 3 .62) ? 

Coefic ientul de frecare !ni.re corp şi cil indru 

µ = 0,25. 

R: n = (1/27t)~ = 1,0 rot/ş. 
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3.6, FORŢE ELASTICE 

3.6.1. Deformări elastice. Legea lui ·Hooke. Cînd o forţă acţionează ~supnl 
· t 1· acesta îsi modifică starea de mişcare sau· se deformeaza. Vom unui corp , a unc , . . . , . 

analiza cazul cînd rorţel e produ c numai del'ormăr1 asuprn r.orpulu1 cu care rn-

teractionează. · · 1 I l b 
Să tragem de un fir (tijă) dintr-un mate1•ia l oarecarn (caucwc, ore, P um ; 

· l 1 t. ) Vom observa că firu l se alungeste, se deformează. . Dac,1 
materia p as ic . . : . 
acţiunea forţei încetează sînt posibile două · s1 tuaţ11: 
' a) deformaţia nu dispare ; 

b) deformaţia dispare. . . ,· 
ln primul caz deformările sint pe1·manenLe ~1 e le ca1·~cter1zează matei ta -

lele numite plastice. în această catego1·ic deosebim materiale ca: l:eara, plas-

tirna p lumbul, smoala etc. . . y 

' t'n al doilea caz deformăril e sînt elastice. Majoritatea corp~r1lor prez.mla 

<1ceaslă proprietate numită elasticita t e. Corpuri perfect el~strn~ ~u ex 1sLă: 
dar dacă forţele care acţionează asupra lor nu depăşesc a nnm1Le ltm1te, at.unr 1 

o eformatii le sînl. considerate elast ice. 

EXPERIMENT 

Un l'ir· cilindric (de oţel sau cauciuc) de lungime l0. şi arie So (aria s~cţi~~,'.: 
transversale), este suspendat vertical la un capăt (fi~. 3.63, a): De ca.p -
inforiol' se suspendă diseuri identice cu m asa cuno.scuta .. sub ~ctd,mn.ea g1Zeu(l~.ă 

Lii unui disc lungimea f1rulu1 evme ig. 

2F 

J~li:,. 3.63. Alm~_gire~ b~rei esll' 
d irecl proporţionala '-'~1 forţa 
deformaloare şi cu lungn~ca sa 
iniţială şi inv.ers .. proporţio~aU\ 
ru aria secţnm11 transversalr. 

~.63, b). Diferenţa l - l0 = b.l se numeş~e 
alungi1·e absolută. Dacă suspendăm de r1r 
două discuri, adică dacă dublăm forţa de greu~ 
Late se constată că şi alungirea se dubleaza 

(fig. :3.63, c). Dacă rorţa creşte de tre~, de p~tru 
sau <le inai multe ori, se constată că şi al~ng1rea 
creşte de acelaşi număr de. ori. Concluzia care 

se impune este: 
·alungirea este proportională CIJ. forţa clefor-

111 atoare b.I ........, F · · . . 
Alegem. acum un fir din ace.laşi ~a~e~'Ja! 

avînd aceeaşi secţiune dar lungimea m'.ţ1ala 
dublă 2lo. Suspendl.nd un disc ca în f1gurn 
3.63, d, se poate observa că în. ac~st caz alun· 
girfla este dublă faţă de cazu l dm figur a 3.63, b. 

Deci: 
alungirea Pste proporţională cu lungime.a 

iniţială C:i./ "" /,,. 
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Dacă înloc:uim firul c:ilindric de 'lungime 10 cu un altul d e aceeaşi lungime. 
din acelaşi material dar cu aria secţiunii 2S0, suspendin.d de el un disc vom 
observa că alungirea lui devine tll/2 (fig. 3.63, e). Pe această cale se ajung•· 
la concluzia: 

alungirea este iMers proporţională cu aria secţiunii transversale a materia-

lu.lui solicitat Âl ........, ..!.. • 
So 

.Rezultatele obţinute pe cale experimentală pot fi puse sub forma: 

b.l ,....._,Flo • 
So 

Dac'.1 lungimea iniţia lă l0, ai·ia secţiunii (transversale) iniţiale S 0 şi forţa F 
care acţionează asupra firului voc· rămîne neschimbate, dar vom experimenta 
cu fire din materiale di rerite vom obţine alungiri diferi Le. Deformările depind 
deci şi de naturu materialului supus solicitării. Aceste constatări experimentale 
pot fi scrise sub forma: 

Al = _!_. !!!0~ sau !'__ = E ~ cr = Ec., (3.65) 
E S0 S0 10 ' 

unde E este un factor de proporţionalitate. 
Rapm·tul F/S0 = cr, ce reprezintă forţa exercitată pe unitatea de supra

faţă, se numeşte tensiune sau efort unitar; Al/l0 = <. reprezintă raportul dintre 
alungirea absolută şi lungimea iniţială şi se numeşte alungire relativă sau 
deformaţie specifică; factorul de proporţionalitate E este o constantă de 
material şi se numeşte modul de elasticitate longitudinal, sau modulul lui 
Young, se măsoară în N/m2. 

Relaţia (3.65) arntă că alungirile relative b.l/l0 sînt propol'ţionalc cu efol'
t.urile unitare F /S 0, pentru un material dat. Această dependenţă 1·eprezintă 
legea lui H ooke sau legea deformărilor elastice. Legea lui J-!.ooke e~te o lege 
empirică, obţinută experimental, valabilă pînă la anumite valori ale efort ului 

· unitar, valori caracteristice materialului solicitat, motiv p entru care este 

denumită şi lege de material. 
Scriind relaţia (3.65) sub forma 

F = ESo Âl 
Io 

şi observînd că pentru un sistem fi zic (de exemplu: firul din experimentul 
nostru, un resort etc.) putem pune ES 0 /l0 = k (constant) expresie numită 
constantă de elasticitate (a firului sau a resortului) avem: 

F = kb.l. 

Constanta k se măsoară in N/m. 
Notînd deformarea elasti că (alungirea sau compr·imarea) C:i.l r.11 .x: obţi

nem, pentru forţa care pro voacă deformarea, expresia 

F = kx. (3.66) . 
Putem determina ·pe cale experimentală constanta de elasti citate a 11nui 

i'esor·t. elastic. utilizincl legea def ur·mărilor elast.ice. 
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EX PERIME NT 

Din trusa de experienţe de mecanică, alegem dinamometrul etalonat pe11. 
tru măsurarea forţelor pină la 1 N şi fixăm pe marginea lui o hîrtie milimetrică 
rn in figura 3.64. Pe ea vom măsura alungirile. Dinamometrul se fixează 
apoi, pe un suport aşa cum se arată în figura 3.65·, iar de cîrligul său se 
suspendă cirligul pentru discuri crestate, cu ma.se cunoscute. Se introduc pe 
el diferite discuri şi pentru fiecare valoare a masei discului (a greutăţii) sr 
notează alungirea resortului. Fiecar e determinare permite calculul factoru I ui 

k din 1 ·elaţia F = kb.l, unde F = G = mg. 
Se înlocuieşte dinamometrul de 1 N cu cel de 2,5 N şi se repetă determini\-

r ile. Rezultat ele obţinute se trec într-un tabel (7Cm este val oarea medie pentru li'): -

Dinam ometr u 1N D inamometru 2,5 N 

Deter- \ F = G I (~ţ I k I k m F =- G I C.l 

1 (N~n) I /,m 

m inarea (N) (N/m) (N/m) (N) (m) 1-...: /1n) 

\~\ l \---\ I I ~.-. -\ 
Se obţin valori ident ice pentru fiecare determ inare·~ De ce? Puteţi dete1·-

mina eroarea făcută ? · 
3.6.2. Forţa elastică. î n t im pul deformării unui corp , în el apar forţe Fa 

egale ca valoare cu forţele deformatoare F şi orientate in sens opus arest ont 

(fi g: . 3.66). Deci acest e forţe sînt de forma: 

o o 

Fig. 3.64.. Dina · 
mom et ru . 

Fc = - kJ:. (3.oî) 

Fig. il.66. Dispo1.itiv experimenta l 
pen lru det ermina rea constant ei 

elastice. 
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Fig. Q.66. lu orict> moment , 
forţa elastică este egală ru 
forţa deformat oare şi îndr ep -

t ată î n sens opus ei. 

+X 

I 
IF:O 
I 

0 f.cxxxxxxxxm~o 
0~ ... ' -~---X 

b~ %1 - -- - · , re ; F 
I I 

Fix) 
I 
I 
I 
I F=kx 

X 

Fig •. 3.67. Un reso1' l ela~lk . Furţa 
~_x:erc1ta tă de resort es t.P arălată î11 
I ier.a r e caz . Corpul a lun e.că pe u 

P lg • . ll.68. Ora fi1·11 l dependen ţei de 
al 11 ~gire a forţei lleforma toare, egn lă 

şi de sens op us cu forţa clastică. 
masă fără frecă ri. 

Forţa F „ propm /ional<i ru mloarra rlP'nrma{iri .. ~1• • ri · · 
/ 

. I' one11/alti în M'llS tJflll'' 

s,alltf 111·1r1 111 t "11r[1i I 'iră 

Forţele elastice sînt forţe inLerne care apar între regiunile de l t . 
corpurilor solicit at e şi sub acţiunea cărora ele rev in la forma iniţialăpUasa e aie 

P
I d f t v l t ' ~ · n exem
u e or ,a e as ica este farta care apare într-un resort de ţ I 

i l eformări (în tinde1·e sau co~primare) F igura 3 67 il t oă ef supus unei 

1 

f v • • us reaz orţa F care 
< e ormeaza resortul cu b.l = :r şi farta elastică F - _ k • t · . V ' e - x care a pare m re-
sor şi care t inde sa-l readucă la form a initială Figura 3 68 pre . t·ă r· I d d . d . . . . ZID gra I CU 

epen en ţe.i e alungire, b./ = :r, a forţei deformatoa re egală ca valo 
forţa elastică . ' a re cu 

PROBLEME REZO LVATE 

1. Un ascensor dnlăreş te 980 kg, iar ca blul s f111 de arţionnrr d ill · 
'.!5 m s i dn lăreşte o 800 I I p · . ' • 

0
\PI, arr lung1mra tic 

1 96 m'/sz Ef ·t I " . lg m . . ~r~ n·ea se fa!'e un iform a1·<·elPra l i·u al'<'eleral ia de 
• · , 01 11 unitar a dm1s1b il în !'a bl11 an es l p rle 1'1 7 60 · 1 06 ]'\ • · • 

otrl mo<l11l11l de ela s t ir.ila te es te E = 1196 . l lP1 'I , . .' . /m-, iar pe'.1t ru 
s uport.a t :i ele ca blu la pornire· b) secţ iun . . h l. {ni· f'e ceie · a) for ţa rle t1·a1: \ 1u

11
e 

. . . . . , . ca ta u u1 , pentrv a n11 se de:păsi el\ll'tu l 

111n 1t~r ăadm 1s 1 b 1 l; c) a lung irea ca blulu i da lor ila forţei de tracţiunP la porn ire'. d) roiin 

~·,:sl;c~n~~·~u~~~re în cablu, l a pornirea ascensorului , dacă sel'\ i11nrn rahluln i Pstr c~~ 
Hezolvar: . a) Ascenso rul ş i cablul a n împreună m = 980 -t :.! '1 . o 8 
de tracţmne la pbrn irn a r e ·val oarea : · • I ouu k){. l"nr\a 

F = m(g ·I· n) = I OOO · 11 ,76 = 11 7fi0 :\. 

b) Din re l aţi a oa = !.. r t-w l t ă s = !_ _ __ J 1_?fi0 S C1n - 11 76~ = I 0- 4 rn'"" I c'fll' . 

r· ) P in t:.I = Fl se oh\ i11 i> .:>,/ = 
SE 

11 760. :l ."i 
- - = 0,11 1'1 lll -- I ,!'> 1· 111. 

10 4 • l 9 ,6 . 10 '° 
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SE . , SE .::,L 
ii) Din F =-Id:;./ llnde k = - rezultă valoarea fortci elastice 1' = - = 

l I 

_ J0-4· '1,96·10
11 

•• 15 . 10_3 = 11 760 N , egală cu forţa de tracţiune exercilalll 
- 25 

asupra cablului, dar de sens opus acesteia . 

.2. 0011ţ1 cabltll'i metalice de oţel r u serPunile egale S1 = S 2 = S = l rm 2 s~nt fix.ale de 
"l . id iar eaiieteh• lil.Jerc a le lor trebu ie prinse î111pr1•11nfa în prclun~11·e. l h; lan\a 
'·' e 1111 i, ' , . . . • G 930 .· l c Oli' lll 
dintre ·i.iduri este l = 12 m, iar lung1m ile C'a l.J l urtlor s 111 l / 1 =. >, .m :,;~ 2 = '". h> • 

· l t 1· . cablurilor fiind mai micu decî l distanta clrntrc 1.1d11r1, l·al.Jl11ril e lre-Lun j!1mea o .a a a < ' '. . • • , • I · 
b · · l. 1.·11c p~ntru ·1 S<' ]Jlllea prinde in tre ele. f?l 11 11d că efor i.u l 11111l,11 .n 111 1-

11 1e 1 n 1 n Sl' u 1 , , • . . 
1 1 

I · 1 <, 
· · · · tl 117 fi. 1oa N/mz ş i <"l modulul cl1· elast1c1tal1• a t'<I J 111·1 or l'v•ll s1b1l la 111L111 ere aa = ,) · " . · · I i I 

·t: = '.l, t . lO" ~/ni " se c·er: rL) tensiuni le din ca l.Jlur i; b) este pos1l.J1 lrl p1·111< 111·1•a l'a 1 11 -

rilor filril ca <•cestea sfi se rupti ? 

· 1 1 J ~ •• ~L> l l11·ilor l t'nsi11ni lr ··arc· apar ;111 a1 ·~·1·aş i Rr:ulvnrt'. (() Du pil pr 1 n c r1·1•a ea pe e 01· „„ 
va loare: 

T 1 = T 2 ~ T. 

:-in imi alungirilor c·rlor do11;I t·Ah l11ri lrP!rniH să fie ega l ă r.11 dif: lan\a dinlrc cnpelcle 

1·nrP lr ebu ie unilP: 

.::,/ = .li, + .lli = / _ (1 1 +I,) = 12 - L"t ,99;, = o.oo~, m. 

T
1
l1 T/ 1 1' .. 12 TI, 

!Jar: .J./, = ES1 = ES şi 612 = ES2 = f~S. 

T 
Avem arum: :),.[ = -- (/1 + /2 ) şi dP aic-i rezu lUi: 

T?S 

/i:S .J.I 
T = ---·-· 

I,+ le 

" 1 • I O 11 • I o-• · 5 • 10-a = :..; __ _ - --
1 t .~1 9;, 

8 753 :--1. 

I>) Erorl11rill' 1111itarP in 1·ahl111'Î sini. : 

r 11 7 :1:1 , 1 16 ~I .. 
"1 = "" -,:: -;: = w--; = ~7,fi ._{. ( ' m-. 

I - c·P IP d 1111;\ 1·a bi 11r i pot fi in linse ffirii ca ele si\ sr l'Pn tr11 cil ""• = a2 < a„ rezo I a c:r1 
rup;\. 

ÎNfREBĂRI . EXERCIŢII. PROBLEME 

l. Care este diferenţa între forţa exprimată prin legea lui Hooke şi forţa elastică? 

2 o bară de ole! cilindrică cu lungimea lo~19,8 m s-a a lungit datorită unei forţe de in-
• tindere F = 9s. N cu 6l = 0,455 mm. Să se calculeze raza barei. Se cunoaşte modulul de 

elaslicilate al oţelului E = 1,96 · 1011 N/m2
• 

V
--

Flo - 2 R : R = - - = 0,26 · 10 m. 0 
rc E t>l 

a. P entru a măsura modulul lui Young, sl\ suspenclrt un ~;orp cn .g~cuta:ca .~ = .4, i,io ~ 
de un fir de otel cu lungimea l0 = 5 cm ~ i sec \iunt'<.I .)o= 0,062;> clu-.• se g1\s~şte Cc 

· b '1 t• firului csle 61 = o l i-! mm. :Si't se calculeze: clortul u111tar a, alungirea a so u a a · . „ . • 
alungirea relativă & şi modulu l de elasli<"ilal.<~ li al l1r11'111 de o~< I. 

R: cr = _Q_ ~ 7 055. 10& N/m2; e: = !::./ = 11,11U3G ; c: = ·~ =- 1,96 · 10 11 N/m". 
So t,, 
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4. Să se calculeze alungirea unei bare de oţel de secţiune p~trată şi de fungime l
0 

= 20 m 
sub efectul propriei greutăţi. Densitatea barei este p = 7,85 . 103 kg/m3 şi 15 = 
= 2,1 · 1011 N/m2 • Se consideră g = 10 m/s2• 

1 
R: 6.l = - • pgl2 O! 7 85 . 10-s m 

2E o ' 
6. Un cablu de oţel are lungimea /0 =20 m şi este format din împletit-ea a N=70 fire de oţel 

Cu cablul de acest profil se ridică un corp cu masa m = 904 kg. Ştiind că alungirea 
cablului a fost 6.l = 15 mm şi E = 2,15 · 1011 N/m2, g = 10 m/s1, să se calculeze: 
a) diametrul unui fir de oţel; 
b) efortul în cablu. 

Jt.: a) d0 = --0
-
0 = '1 mm; b) - = E · - = 15 • '107 N / 1112 • 

.._ v4 m11l- F .::,1 

NrcE 6.l S 0 l0 

6. Un corp de masăm= 510 kg este deplasat pe un plan orizontal cu a jutorul unui cablu 
paralel' cu direcţia planului. Cablul are lungimea l0 , secţiunea S0 = 16 cm2 şi 
modulul de elasticitate E = 2,15 · 1011 N/m2• Considerînd g = 10 m/s8 şi coeficientul 
de frecare la alunecare a corpului pe plan µ = 0,215, să se calculeze: 
a) raportul alungirilor cablului în cazul deplasării uniforme a corpului şi ln cazul depla
sării uniform accelerate cu acceleraţia a = 2,5 m/s2 ; 

b) alungirile relative în cele două cazuri de deplasare . 

6.lu µg 6.lu 
R: a) = ----~ 0,46; -

6.la a + µg l0 

3.7. LEGEA ATRACŢIEI UNIVERSALE A LUI NEWTON. 
CÎMPU L GRAVITAŢIONAL 

3.7.1. Legea atracţiei universale a lui Newton. Proprietatea unui corp de 
a cădea către Pămînt, greutatea sa, a fost privită ca o proprietate inerentă 
tuturor corpurilor pînă în secolul al XVIl-Iea. Newton este acela care a afirmat 
că greuţatea unui coi·p trebuie privită ca o forţă de atracţie dintre Pămînt 
şi acel corp. 

Mişcarea corpurilor cereşti, în particular cea a planetelor şi a Soarelui, era 
pe vrem.ea lui Newton un subiect de mare interes. Legile mişcărilor acestor 
corpuri erau considerate ca fiind cu totul diferite de cele ale mişcării corpu
rilor de pe Pămint. Newton a considerat că aceeaşi forţă a gravitaţiei care 
atrage un corp (de exemplu un măr) către Pămînt, ar putea atrage de asemenea 
şi Luna către ·Pămînt, altfel ea s-ar mişca pe o traiectorie rectilinie şi nu pe una 
(aproape) circulară. 

Du LoriLă a"estei forţe de atracţie apare o accelernţie cenLripetă ca1·e 
poate fi calculată ştiind perioada de revoluţie de T = 28 zile şi l'aza orbitei 
pe care se mişcă Luna în jurul Pămîntului, RpL = 380 OOO km. Din expresia 
acceleraţiei centripete se obţine 

aL = 4n2 !!_p~ = 2 7·10-3 m/s2. 
T2 ' 
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• v 0Lună -- ~-_,,. -
,,,,,,...,,,.. Oe 

Pămînt 

Această valoare, aL = 2,7 · 10-a m/s2
, este df' 

aproximativ 3 600 ori mai mică decit g, adică 
g 9,s I 2 

aL = 3600 = 3 600 m s · 

Newton a explicat această diferenţă, ba
zindu-se pe ideea că acceleraţia unui corp in 
cădere este invers proporţională cu pătratul 
distanţei sale pină la Pămint, 1/ R2

• Conside
rind masa Pămîntului concentrată in centrul 
său, un corp care cade la suprafaţa Pămintului 
se află la o· distanţă de o rază terestră, Rp ~ 
~ 6 400 km de centrul efectiv de atracţie. Dar 
Luna se află la aproximativ 380 OOO }fm dis
tanţă (RpL) de Pămint . Pătratul raportului 

acestor distanţe 
Fig. 8.69. Luna şi un corp de la 
suprafaţa Pămrntului sînt atrase 

spre centrul l'ămîntului. 

( 
Rp )2 _ _ (~00)2 _ _ __!.___ 
RPL (380 000)2 3 600 

este in concordanţă cu raportul aL/g. 
Forţele exercitate asupra Lunii şi asupra corpului de la suprafaţa Pămîn-

tului depind de masa Lunii şi respectiv de masa corpului precum şi de masa 
Pămintului. Aşadar Newton a presupus că. forţa de atracţie gravitaţională 
depinde atit de masele corpurilor oare se atrag cit şi de inversul pătratulu i 
ţlistanţei dintre ele. Mai mult, el a considerat că toate corpurile din Univers. 
indiferent unde s-ar afla ele, exercită o forţă de atracţie gravitaţional i'\ 
(fig. 3.69) unele asupra altora. 

I• orţa gravitaţionali\ dintre două corpuri eu masele m1 şi m 1 considerato 
pnnettlonne fa(Ji de distanţa dintre ele, situate la o distant.A r unul fnţii 
do altul, este o forţă de atracţie care acţionează de-a lungul liniei co uneRto 

corpurile şi arc valoarea: 
(3.68) 

unde K este o constantă universală avind :.l.ceeaşi valoare pentru orice pereche 

de corpuri din Univers. 
Relaţia (3.68) exprimă legea atracţiei universale. 
O b serva ţii. Forţele gravitaţionale dintre două corpuri constituie 

o pereche acţiune- reacţiune. C01•p 11l de masă m1 .exercită, ai;1qn·a <"Ol'pul11i 

de masă m
2
, o for~ă F

12
, avind direcţia dată de dreapta care uneşte cele două ..... 

corpuri şi sensul aşa cum se arată in figura 3.70. La rindul său corpul de masă 
~ ~ 

m
2 
exercită, asupra corpului de masă mi. o forţă F 21 egală în valoare cu F 12, 

avind aceeaşi direcţie eu acea.st a dar sensul opus. 

114 

Relaţia (3.68) exprimă valoarea 
forţei de atracţie gravitaţiona l ă din
tre două corpuri punctiforme. P entru· 
corpuri ca Pămîntul, Luna, Soarele 

r etc. V se va presupune că întreaga 
masa este concentrată în centrele 
lor de masă. Fig. a.70. Forţele J?ravitaţionale dintre d~uă 

corpuri sin t forţe de .atracţie şi constituie o 
pereche acţwne-reacţiune. · Legea atracţiei universale im

p~ică ideea că forţa gravitaţională 
dmtre două corpuri este independentă 
proprietăţile spaţiului dintre ele. 

de prezenţa altor corpuri sau de 

Constanta ]( poate fi determinată pe cale ex e ·· --măsurată forţa de atracţie dintre două . d - p i 1mentală. Pentru aceasta trebuie • corpuri e mase c l p . 
de acest fe l a fost făcută de Cavendish în 1798 A . unoscu e. rima măsurătoare 
\'ersale, este acceptată valoarea ]( - 6 673 1 O. -11stNăz1, pentru const anta atracţiei uni-

c t· - - ' · · m
2
/kg

2 

uns anta A a.fost determinată cu a'utornl . . . ?.entală în figura 3.71. J balanţei de t_orsmne care es le rP.J,re· 

d De capetele une i tije rigide şi uşoare de lungime z sînt fixate două sfere ro· · f' 
e m:isă m(SO g). Tija prevăzută cu cele două sfere este . 1?1, iecare 

foarte fin din cuarţ astfel încît axa ei V r· . t V suspendată, printr-un fir vertical 
. , sa ie orizon ala. Două sfere mari fie d ~(50 kg) stnt situate în vec i nătatea capetelor t ijei şi determină dat ' tă, t caţ~e . e m.asă 

ţ10nale, ră3ucirea Ci rului. de cuarţ. Măsurînd pe scală un hi ul ~u ori a rac 1~1 g_rav1ta
poate calcula valoarea forţe i de atracţie dintre sfere e gt ă care s-a răsucit firul, se 
ţională cu unghiul de răsucire a firului, Fl = const~:tăn· :~ c această forţă este propor-

, 

fir de cuor) 

SIXSă de 
lumină 

Fig. 8.71. Balan ţa . lui Cavendish folosită 
determinarea constantei K. peutr·u 
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J>in: 

şi dacă m
1 

= m
2 

= · 1 kg, iar distanţa r = 1 m se obţine K = F. Adică: 
Constanta atracţiei universale K este numeric egală cu forţa, exprimată 

în newtoni, care se exercită Zntre două corpuri punctiforme avînd fiecare masa 
de 1 kg şi fiind situate la distanţa de 1 metru. 

Rezultă că două corpuri punctiforme, cu masa de un kilogram fiecare, 
aflate la un metru depărtare unul de altul se atrag cu . o forţă egală cu 

6,673 · 10-11 N ceea ce reprezintă aproximativ~ · 10-
9 

NI Acum se poate 
15 

înţelege de ce forţa de atracţie dintre două corpuri aflate la suprafaţa Pă
mintului nu poate fi observată direct. ln timp ce două corpuri cu masa de 
cite un kilogram fiecare , aflate la un metru depărtare unul de -altul, se 

atra·g cu o fortă de F = .!. · 10-9 N, fiecare dintre ele este atras de Pămînt 
' 15 

cu o forţă de F' = 9,8 N, deci o forţă de 147 · 109 ori mai mare decît' F. 
Forţa gravitaţională mare pe care Pămîntul o exercită asupra tuturor 

corpurilor de la suprafaţa sa se datoreşte masei foarte mari a Pămîntului. 
Ştiind valoarea 111i J( putem determina masa Pămîntului. Să considerăm Pă
m1ntul de masă 

1
H„ şi un t'Orp de pe suprafaţa sa cu masam. Forţa de l:I Lrac

ţie gravitaţională este dată aLit de legea a II-a a dinamicii F =mg cit şi de 

mMp d 1 relaţia F -= K-2-, de un e rezu tă: 
Rp 

M _ gR~ = _ (9,8 m/s2
) (6,37 · 106 m)

2
• = 5 97 . 1024 kg. 

P - ]( 6,67 · 10- 11 N · m 2/kg2 
' 

Din mg
0 

= K m~p rezultă valoarea acceleraţiei gravitaţionale la su
Rp . 

prafaţa Pămintului, g
0 

= K ~;, care la distanţa r de centrul Pămîntului 

are valoarea g = K Mp. 
rZ 

(3.69) 

3. 7 .2. Cimpul gravitaţional. Din capitolele anterioare se ştie că forţă 
înseamnă acţiunea unui corp asupra altui corp. Acţiunile, forţele, care se 
exercită între corpuri presupun fie un contact direct între corpuri, fie legă
turi materiale (tij e, sfori, şine) prin care ele acţionează unele asupra o ltora. 
ln cazul atracţiei gravitaţionale, situaţia pare să fie deosebită. De aceea s-a 
vorbit la început despre atracţia gravitaţională ca despre o forţă care acţio
nează instantaneu şi la distanţă fără intermediul unei legături materiale în-

Lre corpuri. 
Cel care a formulat ideea că in cazul gravitaţiei este vorba de un efect 

t'a re se transmite din aproape în aproape, de la un punct din spaţiu la altul, 

a fost Faraday. 
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. "'.1stăzi .se consideră că orice corp modifică proprietătile fizice ale spa
ţmlui în.co?Jurător., în aşa fel incit în acest spaţiu asupra ~nui corp care are 
caractehstica particulară masă, mai;ă grea sau gravifică se exercită 0 fo ţv 
C lt . t . . ' r a. 

u a e c~vm e, reg1~nea d!n s~aţiu în care există un corp de masă dată 
este purtatoarea unei proprietăţi fizice noi care în absenţa · 1 · ·r v l . . ' corpu Ul nu se 
roam est a. n această regmne se manifestă un sistem fizic numi't î · 
t ţ · l • . . c mp gravi-
a wna sau cimp gravific. 

·~împul gra:i~aţional , f ~rmă de existenţă a materiei distinctă de sub
stanţa,. face pos1bllă ~r.ans~1terea din aproape în aproape a atracţiei dintre 
corpuri. Legea ~tracţiei umversale ne arată că orice corp treb 1· · 't v • u e privi ca o 
sursa, un izvor, de cimp gravitaţional. 

De exemplu, fie Pămintul o sursă de cimp gravitaţional izolată de alte 
surse (Lună, VSoare, planete). Da.că în vecinătatea Pămintului este adus un 
corp .de _masa vm ~ Mp, .denumit ~orp de probă, atunci asupra lui se va 
exercita o fo~ţa de atracţie F pe direcţia razei Pămîntului (presupus sferic) 
care trece prm acel punct (fig. 3. 72). Valoarea acestei forţe este: 

F = KmMp 
r2 I 

u~de r est? distanţa dintre centrul Pămîntului şi corpul de probă, Mp masa 
Pamîntulm, m masa corpului de probă. · 

Raportul 
F ...,. 
;; = r, (3. 70) 

defineşte n:~rimea fizică numită intensitatea cîmpului gravitaţional produs de 
s~rsa ~rav1f1că Pămî~t în acel_ punct şi semnifică forţa de atracţie grnvita
ţ10~a~a. care se. exerc!t~ .~e umtate.a de masă în acel punct al cirnpulu i. Din 
d efm1ţ1a dată mtens1taţ11 clmpulm gravitaţional rezultă 

I'= F _ · K Mp. (3.70') 
m r z 

Deci Jllări~~a V I' nu de?inde de corpu~ de probă, ea depinde numai de 
sursa g~av1fica ~.M p) ş 1 locul (r) i n care se anali'zează cîmpul gravitaţional . 
Co~pa.rmd rel~ţnle (3.69) şi (3. 70') se poate constata egalitatea intre valorile 
mărimilor I' ş1 g (acceleraţia gravitaţională). De asemenea din (3. 70) se 

..... 
observă că mărimea r este o mărime vectorială. 

Din faptul că intensitatea cî)1l
pului gravitaţional este o mărime 

vectorial ă, rezultă că putem descrie 
sistemul cimp gravitaţional cu aju-

torul unei mulţimi de vectori r ata· 
şaţi punctelor din jurul sursei .gravi
taţionale unde aoeaeta îşi manifestă 
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Fig. 3.72. Forţa (F) de atracţie exercital!i 
de Pămînt asupra unui corp de probă şi 
. . -+ 
intensitatea (I')_ a clmpului gravitaţional , 



\ i / 
\ l I · / 

/ 
r(r)=9(r) 

--i -
r 

ţ \ 
' ţ \ 

Fig. S.73. Un cîrnp gravilaţiona l r~dial, 
~cnera t de un corp sferic. omogen şi 
,·nclorii intensitale ataşaţi arestui 

cîmp. 

\ 
\ 

I 
I ' 

Fig. 3.74. Reprewnlarea unui ctmp 
gravitaţ.ion;il prin I inii de c:lmp. 

prezenţ~ (fig. 3.73). Deoarece acestui cî.mp fizici se poate asocia un cimp de 
vectori se spune că el este un cîmp vectorial. Cîmpul gravitaţional produs 
de o distribuţie statică dată a masei unui col'p este şi un exemplu de cîmp 
staţionar, deoarece valoarea intensităţi i cîm pului într-un punct dat nu vari-

ază în timp. 
Cimpul gravitaţional, ca orice cimp fizic de altfel, poate fi reprezentat 

şi prin linii de cîmp. Liniile de cimp sint linii a căror tangentă coincide in 
fiecare punct cu direcţia vectorului intensitate a cîmpului respectiv. Pentru 
un corp sferic omogen liniile de cîmp arată ca în figura 3.74 şi ele coincid 
cu direcţiile razelor care pornesc din centrul sursei de cîmp; un astfel de 
cîm p este un cîmp radial sau central. 

Măsurători efectuate la distanţe mari (de ordinul '10
2 

- 10
4 

km), cu 
ajutorul sateliţilor artificial i, au dus ·ia concluzia că în cazul Pămîntulu i , cîrn

pu l său gravitaţional este un cimp radial. 
Dacă este investigat, cercetat, cîmp·ul gravitaţional al Pămintului în 

imediata sa vecinătate, în regiuni de mică întindere, de exemplu într-q, sală 
de clasă sau de laborator, atunci se poate constata că in puncte diferite 

-+ 
a le spaţiulu i investigat r are aceeaş i valoare, iar d irecţiile vectoril or inten-
~ilate sînt paralele. Deci, în astfel de regiuni drnpul gravitaţional a l Pămîn
.tului poale fi des1:ris prin linii de cîmp paralele şi echidistante, intensil11 lce1 

rîmpului avîn<l apro:ximativ aceeaşi valoare în toate punctele (fig. 3.75)·. Un 
astfel de cî mp se numeşte cîmp uniform. 

ln ce1zul uoui sistem de surse gravil'ice, inlensitateci dlllpului intr-uu 
punct este suurn vectorială a intensităţilor eîm purilor gravitaţionale produse 

<i e fiecare sursă în punrtul considerat (fig. 3.76). 
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Fig. 3.75. Clmp grnvl tnponnl 11nlform . F it!: :l.76. ln lt!ll:; i la tca e!rnpuluî gravi
t a}1011al p1 ·?~l11s d e două corplll'i (două 
!'.u r_se g1·;~v 1 f 1ce) l'!ihJ suina vcrtorială 

_ il 1 11te 11 silă~.1 l 1 11· dniµu rilor f.(rilv if il'e 
µrorlu se 1ll' l 1eca1·e curµ (~11 1 · s:I) în p:ute. 

3.8. MASA GRAVI FICĂ. RELAŢIA DINTRE MASA GRAVIFICĂ ' 
ŞI MASA INERŢIALĂ. SATELIŢII ARTIFICIALI 

3.8.1. l\lasa gravlfieă. Relaţia dintre masa gravifică şi masa Inerţialii. în capitolul II 

paragraful 2.3.1 s-a arătat că în ecuaţia (2 5) F - _,. î · . . . . î · • - ma, masa apare n calitate de mlism:ă 
a merţ1e1 corpului. ntr-adevăr dacă tncerCăm să împingem un corp aflat tn 
suprafaţă ~rizontal~, _fără frec'.ll'i, consta~ăm că este necesară o anumită forţ~c~:~1:r~ea~ 
pune ln _mişcare. A1c1 s~ manifestă inerţia corpulu i , gravitaţia nu se manifestă. Ex eri
men tul se poate face ş1 într-un spaţiu lipsit de gravitaţie (stare de imponderabilil~te). 
ln acest caz p~ntru accelerarea corpului ar fi necesară aceeaşi for•ă p = _,. d · 
m este mafll. inertă. t ma, ec1 masa 

d în cele ce u~mea.ză vom arăta că există situaţii diferi te de cea anterioară în care 
e asemenea este 1m~hcată masa corpului. De exemplu, pentru a ţine un · cor în re aus 

deas~pr~ Pămlnt_ului este necesară o forţă, în caz contrar lăsat liber corput cade ~ ri· 
Pămint rntr -o mişcare accelerată. Forţa care ţine corpul este e"'ală ca 1 f p 
de atracţi 'l ţ' lă d" o va oare cu orţa 

.. ~ grav.1 a 10na · intre. el şi Pămlnt. ln această situaţie inerţia nu ·oacă nii·î 
un rol , a1c1 este importantă propnetatea corpurilor materiale de a fi atrase d ltl · 
cum a fi Pă 1 l J I' 1 . ' ea e corpuri r m n 11 """\::i r c atnll'\ 11• gravitaţională este: ·' 

F = Jl maMP 
R!J, ' 

unde mg este m;isr1 graYiUţiG11 fd:i, masa gn•a a 
corpului. 

S_înt masele m0 . (masa gravitaţională) şî /11 

(masa ~nertă) a le acPluiaşi corp identice ? 

Fie donă corpuri A şi B, de mici d imensiuni, 
''ii _masele gravitaţionale m0A şi m

0
D asupra d\rora 

acţ10.nează un .al treilea corp C cu masa gravitaţi. 
onala moc· Fie corpul C la egală d istanţă r de 

r.elela_lte dou~'t (fig. 3. 77). Forţa gravitaţional i\ 
exerr1talrt asupra lui A de către C este. 

Jt'Ac = /( moA moc 
r~ 
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Fig. S.77. For\eh· exercitate de un 
c~rp C asupra a două corpuri A 
ş1 B aflate la egală distanţă de C. 



fol'ţa gravi taţională cu care C arţioncază asupra Jni B este: 

m m c 
F - J( gB g ne - rZ 

Raportul dintre forţele gravitaţionale exercit ate asupra !ni A şi B de către corpul 

c este egal cu raportul mase.lor lor gravitaţionale: 
FAc mgA --=--· 
Fnc moB 

Dacă cel de-al treilea corp Ceste Pămîntul , alunei F11c şi Fnc sînt ceea ce numim 
greutăţi le corpurilor A şi B, în cîmpul g1·av ific al l'ămîntului. Avem deci: 

GA mnA 
=-·-· 

Gs m 
gl'J . d' f 'l 1 . 

Aşadar legea atrarpei 11n iversale implică fap tul. ca greutăţile 1 en ~ o~· c~rp11r 1, 
, laşi loc pe suprafaţa Pămîntului sîn t r.xact proporţ10nale cu masele lor g1 av1taţ10nale . 
m ace Să măsurăm masele in erte m.A şi ms a le corpurilor A ş i B pe o cale oarecare (d~ exem-

plu prin metoda ciocn irilor). Să lăsăm apoi aceste corpuri să cadă .spre Pihnînt dm ~.r-un 
anumit loc şi să măsurăm acceleraţiile mişcăr il or lor. Se află exper.1mental, . că ob1cc~e'. 

· mase inerţiale diferite cad cu aceeasi acceleraţie g datorită atracţ1e1 
corpnn, cu ' 1 ·t t ·1 

•t ţ' I t res tre Dar forţele de atra. cţic gravitaţiona e exerc1 a e asupra corpuri or gravi a 10na e e · , . . „ „ b' · . 
reprezintă chiar greutăţile lor , astfel inci t dm legea a doua a dmam1c11 o ymem. 

GA= mA · g şi ,Gs = mR • g 

Sllll GA mA 
-=--· 
Gs mn 

Deci greutăţile corpurilor în acelaşi loc de pe Pămînt s înt d a asemenea exact proporţionale 
cu masele lor inerte. ' 

Aşadar masa inertă şi masa gravilaţion12lă sînl cel puţin ?ro~orţio.nale lrrtre ele. Astăzi 
se ' consideră că masa inerţială es te echivalentă cu masa grav1taţ1onala .. 
· ~ nul 1909 Eotvos a construit un aparat care putea detecta o diferenţă de 5 · 10-

9 

m a . - d f în valoarea forţei gravitaţionale. El a a flat că masele merte egale sufera to t eauna orţe 
grav itaţionale egale în limitele preciziei apara tului său. . . . . 

în fizica clasică, newtoniană, echivalenţa dinlre masa grav1~a.ţ10~ală ş1. ma~a mertă 
f t considerată ca o coincidenţă remarcabilă fără vreo semn1f!caţ1e mai admcă. În 

;izi~~ modernă, însă, echivalenţa masei grele şi a masei inerţiale. e.ste considerată un fapt 
fundamental care duce la o înţelegere mai profundă a grav~laţ1e1. . . 

3.8.2. Sa.teliţH 11rtifiehili. Să considerăm un punct A situat în cimpul grav1taţ1onal 
al Pămîntului la distanta r de centrul acestuia (f ig. 3.78). Un corp de masă m lăsa t. 

I 

I 
I 

Pămîntul 

A V A 

\ 

120 

\ 
\ 
\ 
\ 

F ig. S.78. Există o valoare 
a vitezei cu care un corp 
lansal din A se deplasează 
pe o traiectorie ce încon
j ură Pămintul devenind 

satelit arti ficial. 

l iber în punctul A, se va mişca după direcţia razei r, adică după lin ia de cîmp, şi va 
. , , .... 
răllea în punctul B, de la suprafaţa Pămintul11i. Dară în punctul A corpul a1·r. o viteză v 

orientată perpendicular pe direcţia intensităţii cîmpului gravitaţional r din acel punci. 
atunci el se mişe<l. descriind o traiectorie curbă care nu mai coincide cu direcţia liniei d1· 

~ 

d mp. Pentru o anumită viteză v1 a corpului, acesta se va deplasa pe curba C1 şi 
va ajunge pe Pămînt în punctul B1• Pentru o altă viteză v2 > v1 corpul se va deplasa 

p~ o curbă C2 şi va ajunge în B 2 • Se observă, că pe măsură ce viteza -; creşte, corpul 
ajunge pe Pămint în tr-un punct din ce în ce mai depărtat de B. Înseamnă că poate 

-+ 
să existe o astfel de valoare a v itezei v pentru care corpul nu mai ajunge pe ·Pămînt 
ci descrie o mişcare circulară în jurul Pămîntului. Un astfel de corp se numeşte satelit 
artificial al Păm!ntului. 

Ctnd satelitul descrie o m,işcare circulară în jurul Pămîntului, în . fiecare punct al 
~ 

t raiect oriei, direcţia vectorului viteză v est e perpendiculară pe direcţia intensităţii 
cimpului gravitaţional radial. Acceleraţia centripetă a satelitului a = v2/r este imprimată 
de forţa gravitaţională a Pămîntului, F = mr. Din legea a doua a dinamicii avem: 

mv2 v2 

F = ma şi - = mr, de unde re:iultă - = r(r). 
r r 

Deci pentru a descrie o traiectorie de rază r viteza satelitului trebuie să ajungă la 
va loarea: ' 

v = VrI'(r) 
' 

(3 .71 ) 

unde r (r) este intensitatef! cîmpului grav itaţional în punctele corcspu01.ătoare traiel'
tor iei satelitului. Ea este numeric egală cu valoarea g a acceleraţiei gravitaţionale din 
acel loc r(r) = g(r). 

Un sateli t artificial a l pămîntului care are traiector ia în . imediata vecinătate a 

suprafeţei lu i trebu ie să aibă viteza Vo = V R · go = 7,9 km/s, unde R = n 400 km este 
raza Pămîntului şi g0 = 9,8 m/s2 este acceleraţia gravitaţională la suprafaţa Pămîn
Lu lui. Valoarea v0 = 7 ,9 km/s se numeşte prima viteză cosmicu şi este o va loare cara c
leristică cimpului grav i taţional a l Pămîntului. 

Dacă satelitul se a[lă la distanţa r = R + h de centrul Pămîntului di11 l'l'la\,iile 

' r = g(r) = k Mp şi r 0 = go(R) = J( !!.E rewllă: 
(R + h)Z Ri 

RZ 
g(r) = go ---

( R + h)i 

şi înfocuind î n expresia lui v se ob~ine: 

v=R -VR~h· 
Pen ll'u ca lraicctoria sateli tului să f ie relativ s tabilă este necest11' ca asupra lu i 

sli nu se exercite for ţe de frecal'e cu aerul (forţe perturLatoare) motiv J)tJJ itru care aJti . 
tudi11en n la care se plasează un sal1Jlit este mare, de ord inul a 102 km, acolo undi! rarefierea 
aornl11i es te pronunţal11 {mare.) . 
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X PROBLEMĂ REZOLVATĂ 

A 

1ntr-o sferă masivă dr masă m.1 şi J.c rază R :;e 
practică o cavitate sferică de rază R /2 care este 
tangentli la suprafaţa sferei masive. 
Să se exprime forţa gravitaţională dintre sferă 
:;iun punct material m 2 aflat la distanţa x (x ~ R) 
de centrul sferei masive şi pe direcţia care 

Flg. B.79. La problema rezolvată. uneşte centrul sferei cu centrul cavilă.ţii. 
RezolCJare. Deoarece în enunţ se ~peCifică 

x )> R vom considera atli sfera 
în centrele sferelor. 

cît şi cavitatea sferică drept puncte mater iale situate 

Distingem două cazuri: 
a) punctul material se află de aceeaşi p1rte cu cavitatea (fig. 
forţele de interacţie sînt F 1, F 2 iar rezultanta lor este: 

3.79}. În acest 

""-m2 . K m1m2 . ·1 l . d. ( ) undu F
1 

= K -''"-1 - ş1 F 2 = __ :_..;:...-- ş1 . n ocurn m .'l 
x 2 8(x - R / 2)2 _ 

Km1~ 7x2 
- SxR + 2R2

• 
F = - --

8 x2(x - R /2)2 ' 

b} punctul material se află în part ea opusă cav ităţii. 
Avem în acest ca1.: 

. 
F' = ~. 7x2 + Sx R + 2H" 

8 x2(x + R / 2) 2 

1NTREBĂRI. EXERCIŢII . PROBLEME 

, 

caz 

(1) 

(1') 

1. C:msiderlnd Pămîntul şi Luna două corpuri punC'tiforme, explicaţi cum variază greu
tatea unui cosmonaut într-o călătorie cu mişcare rectilinie uniformă de la Pămîntla Lună. 

2. E:-: plicaţi de ce toi:te corpurile cad la fel de repede în vid cu toate că forţa de atracţie 
gravitaţional ă es te propor~ională cu masa lor. 

S. Undeva, într-un punct de pc suprafat.a Pămînlului se aşază un lun uriaş. Se poate lansa 
un satelit artificial al Pămintului folosind acest tun ? (Se neglijează dificultăţile tehnice 

şi frecările cu aerul.) 
4. s.~ co nfecţionează un proiectil suficient de mare ca să încapă în el oameni şi materiale. 

Proieciilul este lansat în vid dintr-un tun special. Pasagerii afirmă că la un moment 
dat au încetat să mai simtă atracţia gravitaţională. Cînd a fost posibil acest lucru ? 

R: tql timpul (din momentul părf1sirii tunului pină la atingerea Pămîntului ) . 
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5. Un ~orp cu masa m1 = 800 kg. se af~ă la distanţa r = 0,25 m de un alt. corp cu masa 
m, - 600 kg. Să se calculeze intensitatea cimpului gravitaţional tntr-un pnnct situat 
la ri = 0,20 m de m1 şi la distanţa r 2 = 0,15 m de m2• 

R: r = Vr~ + rr + 2 rlr2 cos ex. r l = K ~1 • ra = K ~. 
r1 r~ 

cos:.:= O, r = 2,2 • 10- 8 N/kg. 

fi. Cunosclnd că distanţa dint re Pămînt şi Lună este d-= 384 . 1oa km şi că m = 81 
· să se afle la ce distanţă de centrul Lunii cîmpul gravitaţional rezultant este ~ul. mL, 

R • d d 
• X = = - = 38 fo • 103 km 

1 + V mp/mL 10 ' · 

7 • ~ouă corpuri s.~erice cereşti au raportul razelor 1 /2 iar raportul acceleraţiilor gravita. 
ţionale 3/~. Ştnnd că valoarea masei primului corp este M 1 se cere să se deter mine 
masa celuilalt corp ceresc M 2 • 

R: Ma= M1 ~ (Ra·)z = ~ M1. 
Ci Ri 3 

8. _Ş~iind ~ă raza Soarelui este R şi densitatea medie a materiei solare este p8 , să se deter
mine d1Stanţa Pămlnt-Soare, dacă perioada de rotaţie a Pămîntului tn jurul Soarelui 
este T . 

R: d3 = KRBps • rz. 
3n 

9. De pe 0 planetil cu raza R = 1/8 din raza Pămîntului trebuie lansat un satelit 
artificial pe o orbită circulară la înălţimea h = 600 km' Ştiind că m 1 t · este - 8 

10
21 

1
. ă . · asa p ane e1 

. ~ - ' . ,g s se calculeze: a) viteza tangenţială care t rebuie imprimată sate-
litului; b) viteza unghiulară şi c) perioada lui de rotaţie. · 

R : v = '\ / Km_ ""' O 6 km/s . v 2n V R+h·- • , w = R + h ~0,75 ·10-3rad/s; T=-;~S320s . 

• 

, 



4 

ENERGIA MECANICĂ A PUNCTULUI MATERIAL ŞI A 
SISTEMULUI DE PUNCTE MATERIALE 

41 LUCRUL MECANIC EFECTUAT LA M I ŞCAREA PUNCTULUI MATERIAL 
. . ÎNTR- UN CÎMP DE FORŢE . 

4.1.1. Noţiunea de lucru mecanic. ln activitatea .sa fizică, omul int;ebuin
ţează fie propria sa forţă musculară, fie aceea a animalelor. de m~nca s.au a 
maşinilor, cu scopul de a pune în ~işca~~ o un~altă.' ~n vehicul prm învinge-

rea unei alte forţe, care se opune m1şcăr11, sau merţie~ . V • • 

Astfel un muncitor acţionează asU'pra unui <:aruc10r deplasmdu-1 
' . 

(fig.4.1.). Forţa F cu care acţionează muncitorul asigură deplasarea 

căruciorului înv'ingînd forţa de frecare. 
In Loate procesele în care se transmite mişcarea de la un. corp la alt corp, 

un rol esential îl joacă o mărime fizică numită lucru mecanic . . 
Măsur~ lucrului mecanic este legată de noţiunea de forţă ŞL de deplasarea 

punctului de aplicaţie al forţei. . . 
Se spune că 0 forţă efectuează lucru mecanic cînd aceast.a ~cţ~omndv as1..1.-

pra unui corp îşi deplasează punctul de apl'icaţie pe o anumita d1stanţ~. . 

4:1.2. Lucrul mecanic al unei forţe constante al cărei punct .de .aphc.aţ1.e 
iw deplasează pe suportul său. Un corp ale cărui deplasări în spaţm smt lim1-

1„ d J . 
L'-'=":::-;J A as F .q}-
L ...... - _:. "'\ J- - - - -Fr-l;f;Q 2J-••• • 

l//Jl/JJJ/>);//lll///J!?/l/l//lll//JJ//)/~W$l//l//ll///l/l//~M 
· d· ·'·onla l Lul'rul nH•c•anic ~'lit. 4.1. t 111 om deplasea;d1 un 1·i'.u·uc1or pe un 1 um Ul iz · · ~ 

. . . . • lim ul <ll't>Slri deplasi'.1ri es le delerminat d~ for~a .de . tr~cţi11ne F 
'ru t11~\t J~ depl~sart'a jJ11nclului de aplil:aţie al acesteia pe dtslan\.a d. 
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Fig. -t.2. Lucru l mecfln ic efedua t 
-+ 

de forţa F , pentru o deplasare d 
a punctului său de aplicaţie 
pe suportul său este: L = F~ 

X 

tate de către alte corpuri de ca re este 1egut s~u cu care este în contact, se 
numeşte corp supus la legături sau neliber. Exemple: o uşă fixată tn bala
mal.e, o lustră fixată printr-o tijă de tavan, un vagon de tren care se mişcă 
pe şme. 

Un corp care nu este legat de alte corpuri şi care se poate deplasa în orice 
direcţie din spaţiu se numeste corp liber. Exemple: un balon care pluteşte în 
aer, 1111 rlicopte1· în timpul zboru lui. 

Să considerăm un corp liber asimilat cu un punct lll.aterial, care este 
-+ . . 

acţionat de o forţă constantă F şi care îl deplasează pe distanţa dintre două 
puncte A şi B, de coordonaLe x1 şi x2• Corpul fiind liber se deplasează pe 
direcţia şi in sensul forţei (fig. 4.2 ). · 

I 

Prin defm1ţ1e, lucrut r11e '" i; at unei fortr. r.011sla11te F, al cărei punct de 
plicatie se deplasează pe distanţa d, în direcţia şi tn sensul fortei, este egal cu 

produsul dintre mărimea for(ei ~i mărimea deplasării: 

( 4.1) 

unde d = x2 - x1 este distanţa dintre punctele A şi B , intre care se depla
sează punctul de aplicaţie al forţei; 

Foqa care produrc mişcarea se numeşte forţă motoare, ia1· fu1 · ţa «are se 
opune mişcării se numeşte forţă rezistentă. Lucrul mecanic al forţei motoare 
se numeşte lucru mecanic motor, iar cel al forţei rezistente se numeşte lucru 
mecanic rezistent. 

Lucrul mecanic definit prin relaţia (4.1) se poate calcula şi printr-o 
-+ 

metodă grafică. Reprezentăm grafic variaţia forţei F în funcţie de distanţă, 
F = f(x), într-un sistem de coordonate FOx. Forţa F, fiind constantă intre 
x1 şi x2 graficul funcţiei f(x) este o dreaptă paralelă cu axa Ox (fig. 4.3) . Pro
dusulF(x2 - x1) = Fd, reprezintă 
aria suprafeţei limitată de curba 
F = f(x) de axa Ox şi de segmen
tele perpendiculare pe axa Ox în 
punctele A(x1 , O) şi B(x2, O). Acest 
produs este egal cu lucrul me
canic efectuat de forţă pe dis
tanţa AB. 

Această metodă de aflare a 
lucrului mecanic este valabilă ş i 

ln cazul în care forţa F nu este 
constantă . 

x (m) 

o 

Fig. 4.3. Lucrul mecanic eieclua l de farta con· 
-> 

slanlă F pe distant.a d = x2 - x1 este egaT l'll 

aria suprafeţei haşurate. 

l 
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Fig. 4.4. Lucrul mecan ic al forţei F , a căre i direcţie es te oblică ln rnJ>ort 
cu direcţia deplasării , este egal cu produsul d intre component a forţei pe 

direcţia deplasării ş i mAr imea deplasări i : L = Fd cos IX. 

Dacă în relaţia (4.1) se ia F = 1 N şi d = 1 m se obţine unitatea de lucru 

mecanic în SI, numită joule (J): 

1 joule = 1 newton X 1 metru. 

Un joiile este lucrul mecanic e/ecwar <te o forţa ae l newton al cărei punct 
de 

1 1
1· •; ~ Âanln„„n„;; "'' '' ~„ „ ·-ic;•l"' I' • ' ' • . I f IPÎ 

4.1.3. Lucrul mecanic al unei forţe constante a cărei direcţie face uiţ unghi 
<'li direcţia deplasării. Să considerăm un corp, asimilat cu un punct material, 
supus la legături, care se poate deplasa pe direcţia Ox, sub acţiunea unei 

-+ forţe F, a cărei direcţie face unghiul ex cu direcţia O x. 
.... 

Pentru calculul lucrnlui mecanic al forţeiF, se poate folosi, şi în acest caz, 

rel aţia (4.1). 
..... 

Se descompune forţa F în două componente, după direcţiile perpendicu-

lare Ox şi Oy (fig. 4.4): 

F x = F cos ex; Fu = F sin ex. (4.2) 

Lucrul mecanic al componentei F 11 este zero deoarece ea nu produce nici 

o deplasare pe direcţia Oy. · 
Corpul se deplasează pe distanţa d, între punctele· A şi B de abscise .'t1 

şi x
2 

sub acţiunea componentei F x· Lucrul mecanic produs de această compo-

nentă este: 
L = F xd = F d cos ex, (4.3) 

unde d = X2 - X1· 
..... 

Dacă unghiul cx este ascuţit (fig. 4.5, a), forţa F eontribuie la deplasarea 
punctului material

1 
aceasta este o for/ă motoare şi efectuează un lucru meca

nic moto1·; cos ex: > O deci L = Fd cos <1. > O; pentru oc = O, L = Fd şi pentru 

a. = ~. L = O. 
2 
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~ 
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a 

F i i.!. 4.il. Cînd fol'ţa j~ fa.ce 1111 1111•„•hi o: <..::. „,, 1 · ţ• l J • ' ( ll'C t: Ul l t'P asă ni, l'l'L•f'lUPU:t.i\ 
2 

un l u1Tu 111~cank moto1', .L >O; pt>11li·112:: < ,,_ < 2 „ fnl'ţU J efeclu eină z ·2 
un lucr1J mecanic l'c·t.i~t··nt , L -:e n. 

Dacă unghiul~ < ex: < ~rr (fig. 4.5, b), ,fotţri P RP OJ1une deplasării. 
~ 

F este o I'. rţ V • t V • f -,o a rezis enta ŞI e ectuează un lucru mecanic rezistent· în acest 
c:az cos tX < O, deci L = Fd cos tX <O; pentru ex= 7t, L = -Fd. ' 

EXEMPLE 

1 Un om pune în · • , . mişcare, pc o suprafaţă orizontală, un corp r.u masa m = 20 k"' , acţio-
nmd asupra l ui cu o forţă F = 50 N, a ci\re i direcţie fare c11 orizon tala un° unghi 
ex. = 37• (cos 37• =. 0,8). Acţiunea omul ui asupra corpului durează 3 secunde. Necrl ijind 
forţele d e frecare,sa se calculeze lucrul mecan ic efectuat de om awpl'a corpului~ 
Re~olCJare. a) _Calculul deplasării corpului. Vom calcula mai lntti acceleraţia corpuiu i 
aph cînd relaţia fundamentală a dinamitii (fig. 4.6): 

-+ ->~-+ 

N + mg+F = ma. 

Proicctind relaţia (4.4) p e direcţia deplasării (pe direcţia Q 1·), 

{U) 

obţinem : 

Fx = F i;os IX = ma, 
de unde: 

a= 50 N • 11,11 

20 kg 

În 3 secunde corpul s-a deplasat pe distanţa 

1 1 
d = Vot + - at2 = - • 2 • 9 = 9 n1 · v - O 2 2 ' o - • 

b) Calculul lucrului mecanic. Calcu lăm Jui;ru l 
mecanic a plicind relaţia (4.3): 

L = Fd cos IX = 50 • 9 • 0 ,8 = 360 J . 

2. Un copil trage o sanie de masă m = 4 kg, 
~ 

c~1 .? forţă F_ care face cu direcţia d epla
sa l'll un unghi IX, imprimtndu-i o acceleraţie 
n = 3 m /s2. 
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2 m /s2• 

y 

o 
X 

mg 

Fig. 4.6. La exemplul 1. 



y 

X 

mg 

1''lg. 4,,7, La e:x.empl11I 2. 

Dacă forţa de frecare dintre sirnie şi 
zăpadă este Fr = 5 N, ce lucru mecanic 
a efectuat copilul asupra saniei, pe dis· 
tanţa d = 4 m? 
Rezolvare. a) Calculul forţei care produce 
'ucrul mecanic. Forţa F x = F cos O'., care 
produce lucrul mecanic o determinăm 
3.plicînd relaţia fundamentală a dinamicii, 
la mişcarea saniei (fig. 4. 7): 

-+ -+ -+ -+ ~ 
F r + N + F + mg = ma. (4.5) 

Proiuctlnd relaţia (4.5) lJP. direcţia deplasării, adică pe direcţia Ox, obţinem: 

- Fr + F cos <r. = ma; F cos <r. = ma + Fr· 

b) Calnllul lucrului rneronir. J.n1•rul mecanic produ~ de forţa P !lsle (l,at dt> 1•!'iaţia: 

L = (Fr +ma)· d ·= (s N + 4 kg· 3 m/s:l) · 4 m =68 .f. 

4.1.4. Produsul scalar a doi Vl)Ctori. Vom defini o nouă operaţie cu vectori 
şi anume o operaţie de înmulţire a ve.ctorilor. . 

Regulile de înmulţire a vectorilor sînt diferite de regulile de înmulţire 
a mărimilor scalare. Se pot defini două feluri de produse a doi vectori: 

a) produsul scalar, al cărui rezultat este o mărime scalară; 
b) produsul ~ectorial, al cărui rezultat este o mărime vectorială. 
Produsul vectorial urmează să fie definit în capitolul 6 ( § 6.1) ; acum 

vom defini produsul scala1' a d oi vectori. 

Să c0nsiderăm doi vectori -; şi b, ol'Îentaţi după direcţiile (D1) şi (Dz). 

care fac intre ei unghiul oc (fig. 4.8). 

r 

„ r u1 ~ie r• '<-"' , , ~ cuonlor a şi b numărul real not t cu a · h. 
sul m dulefor re/or dor " rlort prin cosinusul un h ului dinlre et 

Astfel: 
-+ .... 

s = a · b = ab cos oc. (4.6) 

Relaţia ( 4.6) se mai poa.te scrie şi astfel: 

s = (a cos ()(,)b = a(b cos o:) = a1b = abi. 

...... _.,. 

unde a 1 = a cos oc reprezintă 

componenta vectorului a pe 
direcţia (D2), iar b1 = b cos oc 

.... 
este componenta lui b pe direc-
ţia (.D1)· . 

Pii.:. -U!. Pruuusul scalar a doi vedori a şi h 

Prin urmare p1·odusul scalar 
a doi vectori este egal cu pro
dusul dintre modulul unuia dintre 
ei prin componenta celuila lt pe 
direcţia primului vector. 4 4 

este numărul re.a l a · b = ab cos <r.. 
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Analizînd 1·p,Jaţia (4.6) observăm că: 

a) produsul scalar este zero, (; · b = 0), cind unul dintre vectori are 
modulu l egal cu zero (a= O sau b = O), sau cînd vectorii sint perpendiculari 

(o: = .:: ' ros ~ = n) . 
i 2 • 

b) produsul scala.r este maxim cînd vectorii sînt paraleli (« _ O, 
1:0S0=1) ; 

c) produsul scalar este comutativ: 
-+-+ -+4 

a · b = b · a = ab cos o:; 

d) produsul scalar are şi proprietatea de distributivitate faţă de aduna1·e: 
->-+ -+ 4-+ 4-')-

a · (b + c) = a · b + a · c. 

Produsul scalar al unui vector prin el însuşi este dat de relaţia: 

-+-+ .... ,~ 

a · a = a2 = a2
; a = I/ a · a. (4.7) 

Aplicăm această proprietate a produsului scalar pentru a obţine modulul 

1·ezullantei a doi vectori. Notind cu~ suma vectorilor--;{ şi b, adică 7 =--;{ + b. 
şi făc.înd produsul scal~r al vectorului ~ prin el însuşi, obţinem: 

-+ -)- -> -)- -+ -+ ~ -+ 

c · c = (a + b)2 = a2 + 2a · b + b2
, 

de unde 
c2 = a2 + b2 + 2ab cos,, oc, 

unde oc este un!!·l1i11I dintre cei doi vectori. 
~ 

Notînd cu d vectorul diferenţă al vectorilor C: şi b, adică d = 

şi făc.înd produsul scalar al vectorului d prin el însuşi, obţinem: 
-+ -+ -+ -)- -+ -+ -+ ...... 
d · d = (a - b) 2 = a2 

- 2a · b + b2
, 

din care rezultă 

d2 = a2 + b2 
- 2ab cos «. 

..... -+ 
a - b, 

Ţinînd seamă de relaţia de definiţie a produsului scalar (4.6), putem 

spune că lucrul mecanic al unei forţe constante iJ, care-şi deplasează punctul 

de aplicaţie pe distanţa d ~ste egal cu produsul scalar 
0

al 11ectorilor F şi J, deci 
........ 

L = F · d = F d cos ei. (4.8) 

Dacă ÎDl'ţa şi deplasarea au acelaşi sens lucrul mecanic este pozitiv (lucru 
mecanic motor), iar dacă forţa şi deplasarea sînt de sensuri opuse lucrul 
mecanic este negativ (lucru mecanic rezistent). 
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Din proprietatea de distributivitate a produsului scalar, faţă de adunai·a, 
-+ 

rezultă că lucrul mecanic al rezultantei R a unui sistem de forţe concurente 

F'i, F
2
,.„,F n este egal cu suma lucrurilor mecanice ale forţelor componente: 

-+-+ -+ -> -+-+-+-+ -+-+ -+"'"""" 
L = R · d = (F 

1 
+ F 2 + „. + F n) · d = F 1 • d + F 2 • d + „. + F n • d; 

L = L1 + Lz + „. + Ln. 

4.1.5. Lucrul mecanic al forţei de greutate. Să considerăm o regiune 
restrînsă din apropierea Pămintului i.n care cimpul gravitaţiOnal este uniform· 
I n această l'egiune liniile de cimp stnt drepte pal' alele, ia.r acceleraţia gravi
taţională este constantă, adică are in toate punctele aceeaşi mărime, direcţie 
şi sens. Greutatea unui punct material cal'e se miş~ă in acest cimp rămine 
constantă tn tot timpul mişcării lui. ,· 

lntr-un punct A al acestui cîmp, la înălţimea h faţă de suprafaţa Pă-
mintului, se află un corp de masă m, asimilat cu un punct material. Punctul · 
material se poate deplasa de la nivelul A la nivelul B, pe verticală,. sau ur
mind unul dintre drumurile următoare: CD; FGHIJKL sau NO (fig. 4.9). 

Vom calcula lucrul mecanic al greutăţii corpului, cind acesta cade liber 
pe verticală şi apoi ctnd corpul se deplasează pe planul înclinat CD, consi-

derind frecarea neglijabilă. 
Lucrul mecanic al greutăţii pe distanţa AB = h este 

L = mgh. (4.9) 

Lucrul mecanic al greutăţii corpului, cind acesta se deplasează pe dis:. 
tanţa CD = l, se poate calcula aplicind formula (4.1). ln acest scop1inlocuim 
greutatea cu componentele sale G 1 = G sin a. pe planul înclinat şi Gn = G cos a., 

normală pe planul înclinat. -+ ~ 
Reacţiunea normală N a planului înclinat şi forţa componentă Gn nu 

efectuează lucru mecanic. Prin urmare, efectuează lucru mecanic numai forţC1 
-+ 

Gomponentă G1: 
L = G1l = mgl sin a. = mgh, 

deoareGe l sin a. = h. 

F G N 

G 
N 

h Cin 
K 

L 
B 

o. 

OM 
o 

Fig. 4.9. Lucrul mecan i1· ni greutăţ.ii este egal cu. p_r9dt1s1,ll ci.intre 
modulu l său prin diferenţa rle nivel dintre punctu! m~\.1al ~1 punctul 
final al drumului urmnl dr punctul siiu de aplicaţie (centrul de 

l(rt>ulate): L = mgh . 
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(4.10) 

Rezultă că: 

Greutatea efectuează ·acelaşi lucru mecanic fie că se deplasează pe dru
mul AB, fie pe drumul FG ... KL sau pe drumul NO. 

· O forţă care, acţionind asupra unui punct material, efectuează un lucru 
mecanic independent de drumul parcurs şi de legea după care se mişcă 
punctul material şi depinde numai de- poziţiile punctelor extreme ale traiecto 
riei se numeşte forţă conserc.•atiiiă. Exemple de forţ~ conservative : greutatea, 
forţa elastică , forţa electrostatică etc. 

~ re? i~ne ~in spaţi~ , limitată sau nelimitată , unde in fiecare punct se 
f~ce simţita~ acţm~ea unei forţe determinată în modul, direcţie şi sens Rpunem 
ca formeaza un mmp de forţe. Cimpul ale cărui · forţe sint conservative se 
n.umeşte cîmp de forţe c~nserii~ti~ . Cirnpul gravitaţional este un exemplu de 
c1mp de forţe conse~va~1v, nehm1tat, creat in jurul unei mase gravitaţionale. 
Forţa_ ca.re se face s1mţit_ă in acest cimp este forţa de atracţie gravitaţională 
exercitată asupra corpurilor plasate în punctele cîmpului. 

EXEMPLE 

1. ~e tra;spo~~ă un punr.t mater~al de m
1
asii m, în ctmpul gravitaţional uniform, pe 

rum~. inc ~s FGH „._ LMF (fig. 4.9). n timpul aceste.i deplasări asupra punctului 
material acţionează mai multe forţe, printre care greutatea şf forţa de frecare. Să 
calculeze l~crul mecanic al greutăţii ·şi lucrul mecanic al forţei de frecare pc. ace:: 
drum închis. 
Rezolvare. a) Calculul lucrului mecanic al greutdţii. Calculăm mai !ntîi lucrurile mecanice 
parţiale pe diferi tele porţiuni de drum: 
LFG =O, forţa este perpendiculară pe deplasare; 
LGH =mg· GH; LHJ = O; LIJ =mg • IJ; LJK =O; L J(L =mg· KL; LLM =O; 
LMF = - mg· MF, lucru mecanic rezistent. 
Lucrul mecanic efectuat de greutate pe întreg drumul este egal cu suma lucrurilor 
mecanice parţiale: 

LFF = mg (Gii + JJ + KL-MF) =O, 

deoarece segmentul MF es te egal cu suma segmentelor GH, IJ şi KL. Rezultii că 
lucrul mecanic al greutăţii pe un drum închis este egal cu zero. 
b) Calculul lucrului mecanic al forţei de frecare. ln cazul exemplului prezent.at tn figura 
4.9, forţa de frecare este paralelă cu deplasarea şi de sens opus mişcării. Deci, lucrul 
mecanic al forţei de frecare este egal cu produsul dintre mărimea acestei forţe şi lungimea 
drumului total parcurs de> p11nr.l11l material : 

LFr = Fr. (FG + HI + JK + LM + MF), 

pe GH, I J şi KL forţa de frecare fiind nulă. 
Lucrul mecanic al forţei de frecare depinztnd de lungimea drumului parcurs, rezulU\ 
că forţa de frecare nu este o forţă conservativă. Se spune că forţa de frecare este 0 

(orţii disipativd. 
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2. Un copil arun c:l o minge cu masam= 100 g po vertica l:i în ~us i;; i o pri11rtc î11 p un<.:111 ( 
din rare a fosl anmrată. Mingea atinge înălţimea maximă 11111 ri m. 8ă se calculeze 
lucrul mecanic al greutăţii tn timpul nrcării mingii la înălţimea lin„ la coborîrea mingii 
pe aceeaşi distanţă şi pe toală distanţa parcursă de minge. Se va lua g = 
= 10 m /s2

• 

Rezolvare. a) Lucrul mecanic al greutl\ţi i mingii, în timpul urcării acesteia, este un 
lucrn mecanir rezistent, dat de relaţia: 

L 11 = - mgh111 = - 5 J . 

h) 1n timpul r oboririi mingii, greuta tea acesteia efectuează un lucru meranic motor I 

Le = mghm = !! J. 

c) Lucrul mecanic al greuUtţii , pe tot parcursul, es te: 

L = L„ I Le = - ."> J + 5 J = O. 

4.1.6. Lucrul mecanic ol forţei elastice. Am studiat lucrul mecanic al 
forţelor constante, însă în practică tntîlnim foarte des forţe care variază m 
funcţie de poziţia corpului asupra căruia ele acţionează. Un exemplu de astfel 

de forţă este forţa elastică: 
F = - kx, (4.11) 

unde k este constanta elastică a resortului şi x este deforma.rea resortului. 
Forţa elastică este egală şi de sens opus forţei deformatoare Fi = k:r. 
ln timpul deformării resortului, se deplasează pe distanţa x, atit punctul 

~ ~ 

<le aplicaţie al forţei deformatoare F 1 cit şi cel al forţei elastice F. Ambele 

forţe efectuează lucru mecanic. La întindere sau comprimare, lucrul mecanic· 
al forţei deformatoare F'i este un lucru mecanic motor, pe ctnd cel al forţ<'1 
clastice F este un lucru mecanic rezistent, Aceste două lucruri mecanice sînt 

egale şi de semn contrnr. 
Lucrul mecanic L, al unei forţe variabile F = f(x}, al cărei punct de apli· 

caţie se deplasează pe dista.nţa AB (fig. 4.10, a şi b), este egal cu aria S, a 
suprafeţei limitată de curba (t.r), un segment din axa Ox şi două ordonate 
(cele ale punctelor A1 şi B1). Dacă în intPrvalul [a, b] f(x) ~ O, atunci ariu S 

F F 

A{a, o) 
1----~. 

B(b,o) 
:.----
~ 

...... 
...... 

A1(a,-F,J 

B{b, o) .r 

a 

-S--f 

~ 81(b,-F2} 
...... 

b ...... ..... 
Fig. 4.10. a) A1•ia S este po1.itivă da!'ii se nflfl cl1'asupl'<1 :ixei O.r; b) MÎ!\ S rsl.0 lll:'gali\ă 

dacă st· află sub ;1xu O:t. 
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este pozitivă, deci şi lucrul mecanic esţe 
pozitiv (fig. 4.10, a), iar dacă f(x) ~ O, atunci 
aria S este negativă, deci şi lucrul mec~nic 
este negativ (fig. 4.10, b). 

F(N) 

Fa=(} o x(m) 

Vom calcula lucrul mecanic al forţei 

elastice F = -kx folosind graficul de 
variaţie al acestei forţe în funcţie de ..r:, 
într~un sistem de coordonate FOx (fig. 4.11). 
Graficul funcţiei F = -kx este o dreaptă 
care trece prin originea axelor de coor
donate. 

Lucrul mecanic al forţei elastice este 
egal cu aria supra.feţei IimitaLă de dreapta 

Fig. 4.11. Lucrul merunil' a l tor\e i 
elasticeF = - kx, pentru :r e [O,.r J 
este egal cu aria suprafeţei h1;1:;mrall' . 

F , -kx şi segmentele de dreaptă OA şi AA11 

unghiului A 1AO: 

Aşadar: 

L= 
k:r.2 

2 

deci este egal cu aria tri-

(4.1.2) 

Din relaţia (4.12) rezultă că lucrul mecanic al forţei elastice depinde numai 
de poziţia punctului iniţial şi a celui final al drumului parcurs de punctul de 
aplicaţie al forţei. Deci forţa elastică este o forf.ă conserMtivă. Forţele din inte
riorul resortului consLituie un cimp de forţe conservat.iv unidimension.al. 

EXEMPLE 

1. O forţă, care acţioneală asupra unui corp, variază în runcţ ie de distanţă după legea 
F = 3x, unde Feste exprimată în newloni şi distanţa x în melri. Să se calculeze lucrul 
mecanic efectuat de forţă intre punctele A(2, O) şi B{6, O). 
Rezolvare. Lucrul mecanic efectuat de forţă 
este egal cu aria suprafeţei limitată de dreapta 8, 
F = 3 x, de segmentul AB şi de ordonatele 

18 

F(N} 
, 

F(x1) = AA 1 şi F(x2 ) = BB1 (fig. 4.12). Prin 1s 
urmare lucrul mecanit· al forţei F = 3x este 
egal cu ar ia lrapezului AA1.ţ1 1 B : 12 

L = AA1 + BB1 AB F(:i·1).+ F(.1·J ( 9 
X ., - x1) 

2 ~ • 

= 48 J. 

Din relaţ.ia dr mai sus rezultil. ră luerul mera-
11ic· al J'or\ei variabi le F = 3x poale fi rakulat 
i~m.ulţind mrdia .arilmetiră a valorilor inipalil 
ş1 fmală a forţei cu rleplasnrPa punrtul11i de 
aplif'a\ ie ni ft>r\ei. 
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Fig. -t12. La exemplul 1 . 
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t'lg. 4:.18. La exemplul 2. 

x(m; 

F(N) 

40 

l~lp:. 4.U. Lucrul mecanic efectuat de forţa 
11 

vR riabi lu Feste: L = E Fit.xi. 
i 

2. O fcrţă 1? ce se exercită asupra unui corp variază în funcţie de deplasarea pu~clului 
d u de aplicaţie după cum se arată ln graficul din figura 4.1'.l. Ce lucru mecanic rfcc-
luea·lă forţa pe intervalul [O m; 4 m]? 

-+ 
Rezolvare. Lucrul mecanic al forţei Feste egal cu aria suprafeţei OABCDO. Observăm 
<'li. această suprafaţă se compune din: dreptunghiul OABEO şi trapezul EBCDE. 

Valoarea lucrului mecanic cău tat este egală cu suma ariilor dreptunghiului OABEO 

:;:i trapezului EBCDE, deci: 
L = OA x OE + (BE -1- CD) ED, 

2 

, (6 N + 2 N ) 
L = 6 N . 2 m + . 2 m = 20 J. 

2 

a. o forţă variabilă F acponează as11pra unui punct material1deplasîndu-l pc o anumită 
distanţă 6.x. în figura 4.14 este reprezentată varia\.ia forţei în funcpe de distanţă, · 

-+ 
F = f(x). Să se calculeze lucrul mecanic total efectuat de către forţa F, Intre limi-
tele între care var iază x, şi care sînt indicate pe figură. 
Rezolvare. Lucrul mecanic total es te egal r11 aria suprafeţei haşura te pe figură. Se 
împarte suprafaţa haşurată într-un număr de dreptunghiuri, de bază t.xi, astfel ca pe 
intervalul . 6.xi, forţa să fie constantă. 
Lucrul mecanic total efectuat de forţa F este egal cu suma ariilor Fit:.xi, a drept
unghiurilor , deci: 

L = ( 10 I· 20 + 30 + 40) · 0 ,5 = 50 J . 

4.1.7. Puterea. în consideraţiile pe care le-am făcut pînă acum nu am 
ţinut seamă de timpul fn care o torţă efectuează un anumit lucru mecanic. 
Forţa care produce lucrul mecanic se poate datora unui motor sau unei insta· 
laţii. Inactivitatea practică,timpul in care o instalaţie sau un motor efectuează 
un anumit lucru mecanic prezintă o deosebită importanţă . 

Spre exemplu, să presupunem că o macara ridică o sarcină de 5 OOO N 
la 2 metri înălţime în 50 secunde. iar alta ridică o sarcină de 8 OOO N la 3 me· 
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tr·i înălţime în 60 secunde. Se pune întrebarea care dintre cele două m a rara le 
es.te mai productivă? 

Prima efectuează lucrul mecanic L1 = 5 OOO N x 2• m = 10 OOO J far 
într-o secund~ produce un lucru mecanic de 200 J /s. A doua macara produce 
lucrul mecan_1c L2 = 8 OOO N X 3 m = 24 OOO J, iar pe secundă produce 
lucrul mecanic de 400 J /s. A doua macara este mai productivă deoarece pro
d~cye un lucr~ mecanic mai mare în timp de o secundă, deci ea este mai puter
nica :<lecit prima. Puterea este o mărime care caracterizează viteza cu ca.re se 
efectuează un lucru mecanic. 

. Prin ~efini·pe, puterea medie într-un int.erţ1al de timp Ât este egalâ cu 
raportul dintre lucrul mecanic efectuat şi timpul necesar producerii acestui lucru. 
mecanic: · 

(4.13) 

Am definit puterea medie deoarece, in genera l, lu crul mecanic nu se efectuează 
in mod uniform în timp. • 

In cazul cînd puterea este constantă , ea e~te dată de reia ţia: 

L 
P= -· 

t 
(4.14) 

Dacă în relaţia (4.i4) se ia L = 1 joule şi t = 1 secundă, se obţine unitatea 
pentru putere numită wall, cu simbolul W: 

1 wa.tt = 1 joule . 
1 secundă' 

1 J 1W=-· 
·L s 

4.2. ENERGIA CINETICĂ. TEOREMA VARIAŢIEI ENERGIEI CINETICE 
A PUNCTULUI MATERIAL 

4.2.1. Noţiunea de energie. Energia este o mărime fizică scalară ce carac
teriz~ază capacitatea unui corp sau a. unui sistem de corpuri de a produce 
lucru mecanic. 

Dacă un corp are capacita.tea sii efectueze lucru mecanic da.torită unor 
factori m ecanici cum ar fi schimbarea. poziţiei lui într-un cîmp de forte defor
maţiei sale sau accelerării sale spunem că posedă energie mecanică. Sp

0

r~ exem -
plu, ~n corp. în cădere poa.te acţiona mecanismul unui ceasornic punîndu-1 
în mişca.re (fig. 4.15). Apa zăgăzuită de un baraj poate acţiona paletele unei 
turbine punînd in funcţiune un gater, o moară sau o hidroce\).trală (fig. 4.16). 
Resortul comprimat, al unui pistol jucărie, prin destindere aruncă proiectilul 
la o anumită distanţă. 

Din exemplele date rezultă că un corp efectuează lucru mecanic numai 
~lac~ ~cesta trece dintr-o stare în alta. Astfel, resortul comprimat a l pistolului 
Jucane efectuează lucru mecani c numai oind a.cesta se destinde. 



I I 
I I 
.... ) 

h 

fig. 4.lă. Ftllll'~ÎO· 
narea ceasornicului 
reprezentat în figu:ă 
este asigurat~ prin 
acţiunea unui corp 
în <'ădere asupra 
mecanismulni săn. 

n 
11 ,... ;.v .... , 

f----~ 

h 

\ ~--\1--_ _,___ 
L - .; -==·. 

Fig. 4•16• Apa zăgâzuilii de. barajul unri 
hidrocentrale are înmagazmaţă în ca 
energie. Această apă poate acţiona pale
tele unei turbine pr~ducînd un lucrn 

mecamc. 

. unui co~p (sistem de corpuri) este lega.tă de posibilitatea 
Deoarece energia · t . l 

. . t ro.ului de corpuri) de a efectua lucru mecanic, es e norm~ 
acestui c~rp (s.isule . ( . t lui). să scadă cind el efectuează lucru mecanic 
ca energia corp Ul sis emu f t v 1 ru mecamc 
asupra a,ltor corpuri şi invers, să crească cind se e ec ueaza uc 

asup~~e~~~ei stări a corpului (sistemului) ii corespunde o energie, pe care; 
notăm cu E, iar la trecerea corpului (sistemului) din starea A in starea 

energia variază cu valoarea : 

6.E = EB - EA-

Variatia !l.E (creşterea sau descreş~erea~ a .. ~nergiei este măsurată prin lucrul 
a~ic efectuat in timpul acestei variaţu. . 

mec . ă . f" ·cav de sta.re caracterizînd corpul (sistemul) 
Energia este o m rime iz1 ' . V • 1) 

t ţ. ară Lucrul mecanic caracter1zeaza corpul (sistemu 
intr-o stare s a ion · A i t stare B 
• d acesta ia part"e la procesul de trecere dintr-o stare n r-o . 

cm . d 
D . 1 rut mecanic este o mărime e proces. . 

eci, uc . . V E pe care o studiem in continuare, are două părţi: 
Energia mecanica ' . . l " E numită 
. . t. " E sau energia de mişcare şi energia potenf ia a T', energia cine ica c' . . „ . 

. i de oziţie sau energie de configuraţie. . . 11 
ş1 energ e . p . 't te de măsură ca şi lucrul mecan1r (Joule; .. 

Energia are aceeaşi um a 
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4.2.2. Energia cinetică a punctului material. Corpurile în mişcare posedă 
energie, deoarece acţionînd asupra altor corpuri le pot deplasa, deci pot să 
efectueze lucru mecanic. 

Energia pe care o posedă un corp datorită mişcării sale (în raport cu un 
sistem de referinţă dat) se numeşte energie cinetică. Iată citeva exemple de 
corpuri care posedă energie cinetică: vîntul, care ~·eprezintă mişcarea unor 
mase de aer, prin acţiunea sa poate pune în mişcare o moară de vint, o navă 
cu vele, poate smulge copacii din pămînt sau poate avaria clădiri cînd viteza 
sa depăşeşte o anumită valoare; un ciocan în mişcare care loveşte un cui şi ii 
introduce într-un material oarecare; o apă curgătoare (apa unui rîu) care poate 
transporta pe suprafaţa sa plute făcute din trunchiuri de copac . 

Energia cinetică a unui corp, este definită prin lucrul mecanic pe care 
trebuie să-l efectueze acest corp din momentul frinării sale şi pînă la oprireR 
sa, sau prin lucrul mecanic efectuat pentru a-i imprima o anumită viteză. 

Să considerăm un punct material în mişcare rectilinie uniform variată 
-+ 

sub acţiunea unei forţe F. Viteza punctului material variază pe distanţa 
-+ -+ 

d = x2 - x1 , dintre două puncte A şi B de pe traiectorie, de la v1 la v2 

(fig. 4.17). Legătura dintre cele două viteze este dată de formula lui Galilei: · 

V~ - V~= 2ad. (4.15) 

înlocuind in (4.15) acceleraţia a, prin valoarea sa dată de relaţia funda
mentală a dinamicii F = ma, obţinem: 

2 2 m;2 _ m;1 = Fd. (4.16) 

Termenul Fd reprezintă lucrul mecanic al forţei F pe distanţa d = x2 -

- x.1, deci 

( 4.17) 

.... 
Din relaţia (4.17) rezultă că lucrul mecanic efectuat de forţa F n1re 

acţionează asupra punctului material a contribuit la variaţia mărimii 

8 c 2 lfW I 

numită prin definiţie energia cinetică a punctului material. 

(4.18) 

Deci, fla m mişrare de 

tr viteza v, tn raport cu un sistem de refi rm/ă inrrf ia/ , rslc egală cu 
11emiprodusul dintrt masa corpului şi pătratul o.11te:.e1 acesC.iiu. 

Fig. 4.17. Lucrul mecan ic efectuat de 

forţa F pe uisla11ţa AB este ega l cu 
varia\ i11 energiei cinetice Intre punc-

te IP .4 şi B. 

O A 
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flelaţia (4.17) exprimă teorema variaţiei energiei cinPtice pe care o enun

ţăm astfel: 
nergiei emetice a ULui punct mat~rial, care se deplase I\ 1_n 

r port eu un sistem de ref lnţl in rţi , e te egală eu lucrul meeamc 
ef cctu t de forţa reznltantA e acţion a upra punctului materi l tn . . . 
I l ie putem spune că energia cinetică a punctului materia~ este 
n conc uz , . V F' V • tu . de mişcare 

0 mărime care caracteri zează mişcarea sa mecamca. iecare1 s ari . 
a punctului material îi corespunde o energie cinetică, iar l a t~ec~rea punctul~1 
material dintr-o stare de mişcare (1) într-o altă stare de rmşcare (2) energia 
lui cinetică variază. cu valoarea: 

11Er = Ec2 - Ec1• 

Moclificarea stării de mişcare a ~unctului materi<d se dat?reLază1 fforţţe~ · I u u ] ul mecamc a or e1 rPzultante care actionează asupra Im. nseamna ca ucr dT 
rezultante este o ~ăsuril a efectelor acestei forţe in procesele de mo i ic~re. a 
slării de mişcare. Deci, lucrul. mecani? al forţei rezultan~e este egal cu varia\H\ 

energiei c:inPtice a punctulm matenal: 

L = E,2 - E,,. (4.19) 

RXEM.PLE 

u asa m _ 50 kg pe o s11 prafaţă orizontală cu viteza 
l. L'n om deplaseaza un corp cu m - ' f · t lă este 

l' = O,S m/s (fig. 4.18). Coeficientul de frecare dintre corp şi supra aţa orizon a, 

" = o,1. Să se calculeze : d · 1 · i 
.- · l" de om asupra corpulu i, aplicîn teorema variay1e 
a) forţa de tracţiune exercita "" 
t>nergiei cin elice; 

2 
b) puterea medie dezvoltată de ?m. Se dă g = 10 m/s · -+ -+ -+ -+ . 

. f ţ I F F N ·. (' ·are acţ10· 
Hezolvare. a) Lucrul mecanic rezultant, efectuat de ore e ' f• :;;1 '1 <: \ 'l d 
n ează asu ra corpului, este 0 măsură a efectelor forţelor, p~~tru procese e ins~ .1 e e 
schimbare~ vitezei corpului. Cum viteza corpului nu se mod1hcă, lucrul mecanic rezul· 

tant este nul : 
-t-+ ..... -+-+ o 

L = (F + Fr + G + N). d = Fd - Frd = . 

G 

Fig, 4.18. La problema r ezo l vată. 
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..... 
Din relaţia (4.20) rezuua că lucl'UI mecan ic al forţei F este egal cu lucrul mecanic al 

~ 

forţei FfŞi de semn contrar. Aceste lucruri meoanlea atnt o mi!..surll a Interacţiunii 
însoţite de modificarea poziţiei corpului. Cum corpul se deplasează, aceste lucruri 
mecanice slot diferite de zero. Din relaţia (4.20) obţinem: 

F = Fr = p.mg =i 50 N. 

b) Puterea medie este dată de relaţ.ia 

b.L F b.x· 
P = - = -·- = Fvm. 

b.t b.t 

Deoarece v iteza este constantă, rezultă 

P = Fv = .50 • 0,8 = 40 W. 

2. Un automobil cu masa de 1 OOO kg porneşte din repaus şi ajunge la viteza de 30 m/s 
după ce parcurge 500 m, pe un drum orizontal. Să se calcuiczo for~a de tracţiune a 
motorului, dacă forţa de frecare este de 200 N. 

-+ 
Rezolvare. Asupra automobilului acţionează forţele: greutatea G, reacţiunea normală 
-+ -+ -+ 
N, forţa de tracţiune F şi forţa de frecare Fr. Suma algebrică a lucrurilor mecanice 
a le forţelor ce acţionează asupra automobilulu i pe distanţa d est~: 

'ELi = fi'd - F fll. 
• 

Acest lucl'U mecanic fiind diferit de zero, el este folos it pentl'U accelerarea aulo-
mobilului. ' 
Aplicînd teorema variaţiei energiei cinetice, obţinem: 

dP unde 

1 
- mv2 

- o = (F - Fr)d, 
2 . 

mv2 

F = - + Fr = 1100 N. 
2d 

4.3. ENERGIA POTENŢIALĂ A PUNCTUL UI MATERIAL 
ÎN CÎMP CONSERVATIV DE FORŢE. ENERGIA MECAN ICĂ A PUNCTULUI 

MATERIAL ÎN CÎMP CONSERVATIV DE FORŢE 

4.3.1. Energia potenţială a punctului material în eîmpul gravitaţional. 
Considerăm un punct material de masăm plasat intr-un punct A din cîmpul 
gravitaţional al Pămîntului considerat uniform (fig. 4.19). Punctul material 
şi Pămtntul, care interacţionează prin cîmpul gravitaţional, alcătuiesc un 
sistem fizic deform,abil în cadrul căruia acţionează forţe conservative (for
ţele de greutate). Configuraţia sistemului (starea sistemului) este determi
nată de înălţimea h a punctului material faţă de un plan orizontal P de la 
suprafaţa Pămintului, luat ca nivel de referinţă. Spunem că înălţimea h este 
un parametru de stal'e al sistemului. 

Lăsăm punctul material să cadă liber din punctul A in punctul A0 , aflat 
la înălţimea h0 • Lucrul mecanic efectuat de greutatea punctului material 
pe distanţa h - ho este 

L = mg(h - ho)· (4.21) 
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h 

p 

- 'f Ao 

tu G=m9 

Astfel punctul material apropiindu-se rl P 
Pămînt poate efectua un lucru mecanic. Din 
acest motiv noi spunem că sistemul alcătuit, 
din Pămint şi punctul material - sistem de
formabil (cu interacţiune gravitaţională ) -
posedă energie. Această energie, care depinde 
de poziţia punctului material faţă de Pămint, 
se numeşte ·energie de poziţie sau energie 
potenţială gravitaţională. 

Cu toate oă energia potenţială oaraoteri· 
zează starea sistemului Pămint-punct material, 
datorită unei comodităţi de exprimare se spune 
H. clesea: energia potenţială gravitaţională a 
punctului mat erial, lăsind impresia că se 
face abstracti P. de rolul Psential al Pămintului 
care generează cîmpul gravitaţional. 

Fiecărei configuraţii (stări) a sistemului îi 
corespunde o energie potenţială Ep, iar mo· 
dificarea configuraţiei sistemului ~~termină 

variaţia energiei potenţiale . Astfel, dacă punctul material se deplasează din 
poziţia iniţială A, de altitudine h, în poziţia finală A 0 de altit11.dine ho (fig. 
4.19), energia potenţială a sistemului suferă variaţia: 

Fig. 4.19. Variaţia energ1e1 po
ten ţiale a sist emului Pămînt 
punct mat erial, pentru depla
sarea punctului material din A 
tn A 0 est e egală şi de semn 
cont rar cu lucrul mecanic efer
luat de greutate pe distan \a 

AA0 : /::;.Ep = - mg(h - h0). 

!:J..Ep = Epo - Ep· (4.22) 

Energia potenţială Ep a sistemului nu se poate determina în mod absolut, 
se pot măsura variaţii le acestei energii, prin lucrul mecanic efeutuut J.e 1:ăt1·e 
forţele de greutate. 

Prin convenţie, variaţia energiei potenţiale intre două stări (configuraţii 
date) este egală şi de semn contrar cu lucrul mecanic al forţelor de greutate, 
exercitate asupra punctului material, între aceste stări, deui: 

M
1
, = Epo - Ep = - mg(h - ho), (4.23) 

sau 
Epo - E„ = mgh0 - mgh. 

Dacă se alege starea căreia îi corespunde parametrul ho = O, ca stare do 
referinţă şi căreia i se atribuie energia poLenţială Epo• atunci energia poten
ţia~ă a sistemului în starea corespunzătoare parametrului h va fi dată de 

relaţia: (4.24) 

Din relaţia (4.24) r~zultă că energia potenţială nu este total determinată, cn 
este determinată pină la constanta arbitrară aditivă Epoi căreia i se poate 
da în mod convenţional valoarea zero. ln acest caz 

(4.25) 

Configuraţia (starea) pentru care s-a oonV'enit să se ia ener•gia potenţială a 
sistemului egală cu zero E„o = O se numeşte configuraţie zero (starea z1wo). 
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pote~~~:rea ~onfiguraţiei zer.o, . a~ică a nivelului de referinţă pent ru energio 
. ~ es e cu tot ul arbitrara. ln rezolvarea problemelor . d 

conf1gurati f' . se Ia rept 
minimă si ;ă~.::~ t cea :~nb I~uiraţ1e tn care ene~gia potenţială a sistemului este 

' se a r1 u1e n mod convenţ10nal valoarea zero . 

EXEl\IP L E 

1. ln figura 4.20 se prezintă o porţiune a ci . . . 
nete. Se indică, de asemenea valoare mp~~1 grav1t.a ţ1onal din apropierea unei pla-
ale sistemului alcătuit dintr ~n a energ1e1 potenţiale, p en tru diferite configura ţii 

. - corp cu m asa m = 2 kg şi planetă ( . t netă cu mleracţiune gra vilaţională). s1s cm ul corp-pla-

Să se calculeze: 
a.) lucrul mecanic neresar cleplasăr ii cor 1 . . cons lan l ă,; pu ui d m p unc LHI A în pu11d ul B, r u •; i\ pzi\ 

b) lucr~ l mecan ic a l g1·r11lăţi i cînd cor pul rade l iber d ' p ·I I " . p lanetei; m ttno 11 ' p1niî la s11prf1 fa \11 

Sc)tanlutăcruldn1·10canicla ll Agrr_nU\ţii, rfec tna l în timpul clrpla s1!1·i1 i·o;·111il11i r·u 
, n pun e u 

111 
punctul D. , v i l1•ză 1·011 

Rezolvare. a) L.urrul mrc·a n ic· efectua l dl' [orta ·t , , " ""' ' 
corpul d in A în B eSIP eg·tl şi d ~ ex c1n1l. s 1~1nwl111, t'arP tlrp l as1>a1ă 

. • • c semn contrar ('li lut'ru l Jll' „ ·, 1 _ „ 
la r m d11 l său este eg" I "d . 

11
.1

11
11 a gre11la\11 1·H.re · " s i c semn ron Lrar cu di Cer \ d · l ' s tăr i le B şi A, drl'i: ' c rn a in re energiile polen\ ia lt> din 

l •. w = LG(/\B) ~ -(EpB - EpA) ~ -6 J. 

Penll'll dcplasarM !'Orpului din A tn B s-a chell 't . 
energia poll'n\ia l;\ a sistemului a crescut cu 6 J. u1 un luc:ru mecanic egal c:u 6 J, iar 

b) L ucrul rnPcanic· al grt111!i'tPi pe distanţa CO t 1 . . 
energii lor poten\iall' clin slări l c O (sol) ; i C: es e ega ş1 de semn contrar ru diferenţ11 

Lr;((:O) = (Ep0 - E,,c) = _:_(O - 8 J) = 8 J . 

Prin dc·plasarra corp11!11i din C în O, energia otenţială a · · 
c) Putem deplasa corpul din A in B pe unu/d. d ·1s1stemulu1 a scăzut cu 8 J . 

r
. , m rumuri e notate de la 1 I '· 
1g11ra 4.21 Ure11latca fiind o foriă conservativă I 1 ă - . a'* pe 1 

1 
· t • ucru s u mecanic nu dep' d d 

< rum. nd1ferent. l'e drum am urnl'l pen l rt1 d I . . m e e 
• • „ '• ep asarea corpului dm A t D 1 

mcranic al gre11la\111•sll' il('claşi . \lcl{ind <lr11m11l l adi ă d I n ' uerul c·ăulat este: ' r rumu AED, lucrul meranir 

Lr;c \])) ' -GlAB) t- LG(DIJ) = 6 J +o= 6 J 

Pe uistanţa BD greulillea llll ercc lUtldl~I lurru mecauir deoarece d 
rlinl1•c B şi D cs.tc> nulă. iCe1·en\a <le ni\'el 

D O 
-0-----0-- fO.J 

c 
1~2 .4:-a>------,,,-- 8.' 

lt,-,-2f!J-----~o-- 4J 

~------- E';u=fJ 

Fig. 4,20. L:i exemplul 1. 
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Fig. 4.21. La exemplul 1. 
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2 Un corp cu masa m = 3 kg cade libe~ de .la l~â\ţi-
. mea h = 5 m. Să se calc~leze ene!g1a cm~l1că ~ 

cor ului şi energia potenţială a s~stemului corp 
Pă~lnt cînd corpul se află la înălţimea h,. =, 92 m 
deasup~a Pămtntului. Se va lua -g = 10 m s . 
Rezolvare. Energia cinetică la înălţimea h,. este: 

2 2 ) 
E _ mvt unde v1 = 2g(h - hi • 

c - 2 ' 

deci 
Ec = mg(h - h1) = 90 J. 

,..........-7"-r7"77.;;~~ry:f7,77,7/~ Energia potenţială a sistemului, cînd c.orpul se 
află la înălţimea h,. faţă de Pămînt, este: 

Fig. 4.22. La exemplul 3. Ep = mgh,. = 60 J · 

l . ivel zero pentru energia potenţială. 
Am considerat suprafaţa Pămînlu ui n 'l 10 m/s La ce înălţime ener-

t erticală în sus cu v1 eza Vo = . l . Pă t t? a. Un corp este arunca _pe v · potenţială a sistemu u1 corp- m n 
gia cinetică a corpulu1z este _egală cu energia 
Se va lua g = 10 m/s : . ru ener ia potenţială supra~aţa Pămtn
Rezolvare. a) Vom considera. nr".elu;. 7tro t~e~~ală cu :nergia ·potenţială, nivelul cores
lului şi nivelul la care energia cine ic es 
punzător punctului A (fig. 4.22}. 

Deci mv2 

EcA =- · 
2 

(4.26) 

A . 0 ( l) este egală şi de semn contrar cu 
Variaţia energiei potenţia~~ între. nivelele ş1 .. so 
lucrul mecanic al greutăţn pe distanţa OA, deci. 

EpA - Epo = - LG(OA) = -(- mgh). (U?) 

Am luat La = -mgh, deoarer.e Lr; este un lu~ru mecanic rezistent. 
Avînd tn vedere relaţiile (4.26) ŞI (4.27), obţinem: 

mv2 

mgh=-· 
. 2 

(4.28) 

. . . . . t ' pe distanţa OA este egală cu \u r.rul mecanic al greutăţii pe 
Variaţia energ1e1 cine 1ce 
această distanţă: 

2 

E 
mv 2 mvo = -mgh. 

E cA- co = 2- T 
(4.29) 

Comparînd relaţiile (4.28) şi (4.29), obţinem: 
2 

mgh - m~o = -mgh, • 

de unde 
2 

h = ~~ == 2,5 m. 

. ţ.. . . de ener1rie potenţială. Am putut defini ener: 
4 3 2 Generalizarea no mnn o . V t ( t 

gia p~t~n~ială a sistemului alcătuit dintr-un punct. material ş1 ~a:~n ·~e~a~~ 
V • ' • • ind cimpul gravitaţional este umforrn) numai a ori 

depl~savn• m1cidc l 'sternului acţionează forte conservative (forţele de greu-
tulm ca m ca ru s1 · 
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tate). Deci, se poate defini energia potenţială a oricărui sistem în care acţio 

nează forţe conservative: forţe gravitaţionale; forţe elastice, datorate defor
mării temporare a unui solid; forţe electrostatice; forţe m~gnetice care se 
exer~iţă între magneţi permanenţi. 

forţele eo rv t e <' re cţion z în 
sistem este e oten~1 le te'!tui 

/., = -(Ep2 - Ep1) = EP1 - Ep2, 

unde. Ep1 este energia potenţială a sistemului in .;tare in.iţială şi Ep2 este energia 
potenţială a sistemului in stare finală. 

In cazul sistemelor in care acţionează forţe neconservative nu se poate 
defini o energie potenţială. Spre exemplu, în sistemele ln care acţionează: 
forţele de presiune dintr-un gaz, forţe electromagnetice, forţe de frecare. 

4.3.3. Energia potenţială în cîmpul forţelor elastid. Să ne închipuim un 
arcaş care şi-a încordat arcul (fig. 4.23). Pe coarda întinsă a arcului se spri
jină o săgeată. Sistemul arc-săgeată are înmagazinat ln el o energie meca-

' nică, numită energie potenţială elastică. Acest sistem este capabil să producă 
un lucru mecanic în momentul cînsf se dă drumul corzii care aruncă săgeata 
spre ţintă. Deci cînd sistemul îşi modifică configuraţia. 

Să comprimăm un resort şi să aşezăm apoi pe el un corp (fig. 4.24). Cînd 
resortul este lăsat liber, el se destinde şi se lansează corpul, efectuînd un 
lucru mecanic. Deci, resortul comprimat (acelaşi lucru şi pentru resortul 
întins) posedă energie potenţială elastică. 

Energia potenţială de deformare a unui corp elastic, spre exemplu ener
gia potenţială a unui resort elastic, depinde de poziţia relativă a diferitelor 
părţi ale acestui corp. 

Variaţia energiei potenţiale elastice a resortului este egală şi de semn 
contrar cu lucrul mecanic al forţelor elastice. Deci, conform relaţiei (4.12), 
obţinem: 

Flg. 4.23. Sistemul arc· coăl'• 
dă are înmal}azinată în el 
energie potenţială. Se va pro· 
duce lucru mecanic numai 
dacă se dă drumul corzii care 
va arunca săgeata din aro. 

Iezi 
E11 == - • 

2 

(4.3()) 
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o b c 
l<'Jg. 4.24. Resortul comprimat arll înma· 
gazinală în el „enerl}ie polenţialâ. Dacă 
resortul este lăsat liber, el se destinde 
şi lansează corpul care este aşezat pe el, 

efectuînd lucru mecanic. 



4.3.4. Energia m9canică. a punctului material în cîmp conserva tiv de 
forţe. Fie un sistem alcătuit dintr-un punct material şi un alt corp (presupus 
fix ), interacţionînd printr-un cimp de forţe conservativ (spre exem plu cimpul 
gravitaţional). Presupunem că asupra sistemului nu acţionează forţe prove

nind de la alte s istem e, adică, sist em ul est e izolat. 

Considerăm că punctul material se deplasează în cîmp sub acţiunea for
ţel or cimpului. ln timpul deplasării punctului material se produce o variaţie 
continuă atît a energiei cinetice cit şi a energiei p0Lenţ.i<1lr. a sisLemului. Astfel 
la momentul t0 = O, sistemul posedă energia cinetică Ec0 şi energia potenţială 
Epo, iar la momentul t posedă energia cinetică E,. şi energia potenţială E„. 

Conform teoremei variaţiei energiei cinetice L = Ec - Eco şi a definiţiei 

energiei potenţiale L = - (E„ - Epo), unde L este lucrul mecan ic a l forţei 
rezultante aplicată punctului material în intervalul de timp !:J..t = t - t0 , deci: 

L = Ec - Ec0 = - (Eri - Epo), 

de unde 

(4.31) 

Din relaţia (4.31) rezultă că în timpul modificării configuraţiei unui sis

tem fizic izolat, în care acţionează forţe conservative, suma 

(4.32) 

numită energia mecanica a sistemului, are o valoare constantă pentru orice 

stare (configuraţie) a sistemului. 

4.4. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE 

Relaţia (4.31) reprezintă legea conservării energiei mecanice pentru forţe 
conserva,tive, care se enunţă astfel: 

en rgia m c nic 1 E E t Ev, a unui si tem izolat în e re 
f o ţe conservative e te con tnntA, d ci cn rgia mecani A a 

tem e conserv . 

Condiţia necesară pentru oa să se conserve energia mecanică este ca 

asupra punctului material, respectiv in sistem, să nu acţioneze nici o forţă 
neconservativă. Aceasta implică ca forţele de frecare să fie nule, jar sistemul 
să nu cuprindă maşini termice sau maşini electrice. "" 

4.4.1. Conservarea 'energiei mecanice în mişcarea de cădere liberă. Fie un 

punct material de masă m, plasat într-un punct A din cimpul gravitaţio~al 
uniform a l Pămîntului. Considerăm sistemul fizic Pămint-punct material, 

izolat. 
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Energia m.ecş.nică t1 sistemului , c;lnd punctul 
material se află în punctul A, este 

EA= EpA + EcA = mgh, 

deoarece EcA = O, punctul material fiind imobil în A 
(fig. 4.25). 

ln A se lasă punctul material să cadă liber; 
el aj_unge în punctul B cu viteza 

vn · V2gx, 

unde x = AB. 

]J:g 
h -mg 

"' 
c 

EB = EPB + EcB = mg(h - x) + mgx = mgh, 
Fig. 4.25. În timpul miş
cării unui punct material 
ln clmpul gravitaţional, 

mv~ energia mecanică este con-
deoarece EcB = -

2
- = mgx. stantă. 

Energia mecanică a sistemului este constantă tn timpul căderii libere a punc
tului material. ln timpul acestei mişcări variază atît energia cinetică cit şi 
energia potenţială a sistemului. 

4.5. SISTEME D·E PUNCTE MATERIALE. 
FORŢE INTERNE ŞI FORŢE EXTERNE 

4.5.1. Sistem mecanic. Corpurile şi sistemele de corpuri din natură pot fi descrise 
din punct de vedere al echilibrului şi al mişcărilor lor relative, precum şi din punctul de 
vedere al interacţ iunilor care influenţeazll. aceste mişcări, ca sisteme de puncte materiale 
intre care, în general, se exercită anumite forţe de internc:ţiune. De exemplu, sistemul 
solar poat e fi considerat în primă aproximaţie ca un sistem de puncte materiale (planetele 
şi Soarel<· ale 'căror dimensiuni sînt mici în comparaţie cu distanţele reciproce) între 
care se exercită forţele de interacţiune gravitaţionale . Un atom poate fi considerat ca 
un sistem de particule (nucleu şi electroni) considerate puncte materiale, între care so 
exercită forţe electrice de atracţie (nucleu - electroni) sau de respingere (electron 
- electron). 

Tot astfel, un corp oarecare poate fi descompus mintal într-un număr foarte marr 
de elemente de volum foarte mici care pot fi aproximate prin puncte materiale. Apro
ximaţia este hunii <iacă lu l\m aceste clemente de volum suficient de mici. 

Prin sistem mecanic vom înţelege un sistem de puncte materiale c:are·nu sînt indepen
dente între ele, ci supuse la legături reciproce, astfel că formează un „întreg" mai mult 
sau mai puţin stabil, mai mult sau mai puţin deformabil. 

Sistemul mecanic este un rrwdel al realităţii care reflectă mai mult sau mai puţin 
exact proprietăţile mecanice ale corpurilor reale. 

4.5.2. Sistem matedal. Mai general, prin sistem material se înţelege orice porţiune 
din Univers, bine delimitată fie prin frontiere natu11ale fie mintal, pe care o consideri"tm 
ţ; i o studiem la un moment dat. 

Astfel, un sistem malerial poate fi: o planetă, o piatră, o maşină, gazu l dinfr-1m 
vas, sistemul de corpuri reprezentat în figura 4.26, alcătuit din două corpuri legate ole 
\;apetele unui fir trecut peste un scripete etc. 
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Fig. 4.26. Sistemul mate
rial este alcătuit din cor
purile A şi B legate de 
capetele unui fir trecut 
peste un scripete .cu masa 
neglijabilă. Asupra siste
mului acţionează forţele 

-+ -+ 
externe G1, G2 .şi forţele 

-+ -+ 
interne T1, T2• 

Forţele interne sînt 
sistemului considerat. 

Sistemul material esle deformabil dacă distanţele 
dintre păr'ţile sale componente sînt variabile. De exemplu 
un resort, s istemul solar, sistemul reprezentat tn figura 4.26. 

Sistemul material este nedeformabil sau rigid dacă 
distanţele reciproce dintre elementele care ti alcătuiesc nu 
se modifică tn procesul mişcării mecanice. 

4.5.3. Forţe externe. Odată sistemul a les şi bine pre
cizat, interacţiunea cu restul Universului este luală în 
considerare prin forţele exercitate de acesta, numite for/e 
externe. 

Forţele externe afnt forţele exercitate asupra alstcmulul 
din partea corpurilor cxtcrlonre care nu rac partt' din 
RIRfl'mul ro ldPrnt. 

_„ 
Vom nota forţele interne cu litera&= rond cu indici.de 

exemplu, dacă considerăm sistemul Luna - Pămlnt supus 
-+ -+ 

atracţiei Soarelui (fig. 4.27), atunci prin F 1 şi F 2 am rep.rc-
zen tal rezultantele forţelor externe care ~e exercită asu ora 
Lunii, respectiv Pămîntului. 

4.5.4. Forţe interne. Asupra fiecărei particule (pârţi) 
din s istem se exercită aut forţe externe din partea corpu
rilor care nu fac parte din sistem cît şi forţe interne din 
partea tuturor celorlalte particule (părţi) din sistem. 

-+ 
Vom nota forţele interne cu litera SF rond, cu indici. 

forţele de interacpune dintre punctele materiale (părţile) ale 

Să analizăm din nou sistemul Lună - Pămînt (fig. 4.27), în care am notat cu 

u
12

, ;.
1 
forţele int!lrne. Forţa -;21 este forţa exercitată de Pămînt asupra Lunii, iar U12 es te 

forţa exercitată de Lună asupra Pămînlului. Conform principiului a l treilea al dinamicii 

forţele interne -;21 şi -;13 stnt egale în modul şi de sens opus: 

~ _,.. -+ -+ 
§12 = - §21; §12 + i:l'u = O. 

Rezultanta tuturor fortelor inferne din sistem este nulă. 
4.5.5. Teorema variaţiei energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale. Pentru 

un punct material, energia cinetică are expresia 

p 

Fig. 4.27. Forţele mt~rne care se _ex~rcită 
în lre punctele materiale a!e unui sistem 
mecanic sînt două cîte două egale în 
modul şi de sens opus (acţiunea şi 

-+ -+ 
reacţiunea) 1112 = --SF21, de aceea r ezul-

-+ -+ 
tanta lor este nulă: 8'12 + 8'21 = O. 
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mv3 

Ec=-. 
2 

Pentru un sistem de puncte materiale, 
energia cinetică este egalii. cu suma ener
gii lor cinetice ale tuturor punctelor din 
s istem : 

n 1 2 
Ec = E-mivi. 

i = l 2 
(i..33) 

Vom enunţa, fără a o demonstra, 
teorema variaţiei energiei cinetice pentru 
un sistem de puncte materiale. 

„ 

l ntre două ntomtnte date (11 şi 11 ) 11aria/1a e11erg1d cin Ila u u11u1 i;ii;tem de puncte 
materiale ei;tc cgal.4 cu suma Lucrurilor mecanica ale tuturor fortclor, atlt interio~ dl fi exte-
rioare, care ac/ionea;IJ cuu ••n;, 

Ec2 - Ec1 = Lint. + Lext.· (~.3~) 

!n cazul sistemului ddormabil, lucrul mecanic aloforţelor interioare es te, în general, 
diferit de zero. 

111 cazul unui i;olhl indeformabil, lucrul mecanic al forţelor interioare este 11gal 
cu zero. 

Variaţia energici ei11 etice a unui solid indeformabil între două momente dato este 
egală cu suma lucrurilor mecanice efectuate între aceste momente de către toate forţele 
t•xterioare rari-' acţionează asupra solidului. 

PROBLEME REZOLVATE 

1. Un punct material de masăm alunecă fără frecare pe o suprafaţă curbă AB (fig. 4.28). 
Să se determine viteza punctului material în punctul B, dacă mişcarea se face fără 
viteză iniţială. 

Rezolvare. Sistemul alcătuit din punctul material şi Pămtnt (interacţiontnd prin cîmpul 
gravitaţional) este acţionat numai de forţe conservative. Energia mecanică a siste
mului în starea A este egală cu energia mecanică a sistemului tn starea B: 

mv~ mvfi 
-2- + EpA = -2- + EpB· 

Luînd nivelul B, ca nivel de referinţâ pentru energia potenţială gravitaţională şi ţinînd 

seamă că VA = O, obţinem: 

1 2 mgh = -mvn, 
2 , 

VB = V2gh. 

2. Un corp de masll m = 1 kg este lăsat să. cadă liber de la ină l\.im"" /, = :! m, pe un re.~ort 

i;u constanta elastică k = 200 N/m (fig. 4.29). Să. s<1 calculez~ vi leza ..:u care corpul 
ciocneşte resortul şi deformarea x a resortului. 

10• 

------, 
I 
I 
1h 
I· 
I 

8 

FJg, 4.1:18. La jJrobleina 
rezol va tă 1. 
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Fig, 4.29. La problema 
rezolvată :.!. 

"i 



Rezol11are. ln sistemu~ al.~ătuit din corp, resort şi Pămînt acţionează doul\. forţe con. 
scrvative: forţa de greutate şi forţa elastică. Considerăm ca nivele de referinţă, nivtllul 
B pentru energia polenţială elastică şi nivelul C pentru energia potenţială gravita. 

ţională. 
Energia mecanică totală la nivelele A, B şi C este: 

1 1 
EA = mg(h + x); EB = mgx + - mv2

; Ec = - kx2
• (4.35) 

2 2 

Sistemul fiind izolat aceste energii mecanice sînt egale. 
Pentru calculul vitezei la nivelul B folosim primele două relaţii (4.35) şi obţinem: 

de unde 

1 
mg(h + x) = mgx +- mv2

, 
2 

V = t/2gh. 

Pentru calculul vitezei vom considera g = 10 m/s2
• 

v = t/2 · 10 • 2 = 6,32 m/s. 

Pentru calculul deformării x a r esortului vom folosi prima şi ultima relaţia (4. 35) şi 
obţinem : 

sau 

de unde 

1 
mg(h + x) = - kx 2

, . 2 

10x 2 - x - 2 = O, 

X = 0,5 ffi , 

1NTREBĂRI. EXERCIŢII. PROBLEME 

1. Ce lucru mecanic efectuează forţa centripetă în timpul unei rotaţii complete, într-o 

mişcare circula ră uniformă? .... ~ R : L = O,(F J.. v) . 

2. Un corp se deplasează cu o viteză constanU\ pe un drum orizontal. Forţa rezultantă 
care acţionează asupra corpului este nulă. Se efectuează lucru mecanic asupra corpului? 

Justificaţi răspunsul. 

3. Un om deplasează pe o· suprafaţă orizontală, pe distanţa d = 10 m, o ladă cu masa 
m = 100 kg. Coeficientul de frecare dintre ladă şi suprafaţa pe care se deplasead 
este µ = 0,4. Forţa de tracţiune are direcţia orizontală (g = 10 m/s

2
) . 

1° Se presupune viteza constantă. Să se calculeze : 
a) lucrul mecanic efectua t de.om asupra lăzi i; 
b) hLcrul mecanic al forţ.ei de frecare ; 
c) lucrul mecanic total efectua t asupra lăzii. 
2° Se presupune că lada are acceleraţia a = 0,5 m/s2 • Să se răspundă la aceleaşi între

bări ale punctUJui 1°. 

R :1° a) L
0 

= fLm gd = 4 OOO J; b} L„ = - 4 OOO J; c) L = O; 
2° a) L0 = (fL mg+ ma)d ·= 4 500 J; b) Lr = -4 OOO J ; C} L= 500 J . 

4. Un corp cu masa m = 20 kg se deplasează cu viteză constantă pe distanţa d = 60 m, 
pe o suprafaţă orizontală. Coeficientul de frecare es te µ = 0,45. Forţa aplicată corpu · 
lui face un unghi« = 30° cu orizontala. Să se calculeze: 
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a) forţa aplicată corpului; 
b) lucrul mecanic.efectua t de forţa de tracţiune asupra corpului (g = 10 m/s2

) . 

R:a)F = tJ-mg. ~83N, b)L = Fd cos cx~ 4 287 J . 
cos « + µ sm « 

5. Asupra unui corp acţionează o forţă F = 24 N, care face un unghi « = 37° cu ori
zontala. Să se calculeze lucrul mecanic efectuat de forţa F pe o distanţă d = 20 m. 
Frecările sînt neglijabile (cos 37° = 0,8). 

R: L = Fd cos« = 384 J. 

6. Doi vec~ori ; şi b au mărimile, respectiv a = 4 unităţi convenţionale şi b = 8 unităţi 
c~nvenţ1~nale. Să se calculeze produsul scalar al celor doi vectori, lutnd pentru unghiul « 
dmtre ·cei doi vectori valorile : n n n 

O,- , -, -, n . 
6 4 2 

R : 32, 16 V3, ·16 Vî, O, -1. (În unităţi convenţionale corespunzătoare.) 
-+ ....,. 

7. Să se demonstreze că produsul scalar a doi vectori a şi b se poa le scrie astfel : 
~ ~~ 

a · b = axbx + a yb 11 , 

unde (ax, a~) şi (bx, by ) .stnt componentele vectorilor pe doull axe de coordonate perpen • 
diculare Ox, Oy situate în planul determinat de cei 2 vectori. 

8. Să s~ ~fectueze ~rodusul ~cal ar al vectorilor;; şi b reprezentaţi în figura 4.30, a , b ş i c. 
Măr1m1 J e vectorllor sin t indica te pe grafic în unităţi convPnţiona le. · 

R : a) 4,24; b) -4,596; c ) - 6 (În unităţi convenţionale corespunzătoare.) 

9. O macara ridică un corp cu masa m = 300 kg la înălţimea h = 5 m. Să se calculeze 
lucrul mecanic efectua t d e macara în cazurile următoare : 
a) corpul este r idicat cu viteză constantă· 
b) corpul es te ri~ica t cu acceleraţia a= 2 ~/sz (g = 10 m/sZ). 

R: ~) L = mgh = 15 · 103 J ; b) L = m (g + a ) h =
1
18 .103 J. 

10. Un copil aruncă o minge cu masa m = 100 g care se urcă la îr\ălţimea h = 20 m. Să 
se calcul eze lucrul mecanic al greutăţii mingii. Se va lua g = 10 m/s2. 

R1 L = - mgh = - 20 J . 
11. Un_ corp cu masa m se. deplasează dintr-un punct A într-un punct C, în clmpul gravi

taţwn~l teres tru , pe traseul A BC, indicat în figura 4.31. Să se demonstreze că lucrul 
mecanic efectuat de greuta te es le ega l CI.! zero. 

k ~ f 

• 

• 
a 

-o 

-o 
. c 

Fig, 4.30, La. prubletna 8, F-lg. 4.31 , La ,Problema M. 
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12. în timp· c.e un alpinist escaladează peretele vertical a l unui munte, un turist d< 
„11:eeaşi greutate ca şi alpinistul urcă tn vîrful mnntelui pe o cărare în serpenlinil şi 
ajunge în acelaşi loc ca şi alpinistul. Care dintre cei doi a efectuat un lucru mecanic 

mai mare împ:>lriva gravitaţiei? 
R: Efectuează acelaşi lucru meca_nk. 

13. În figura 4.32 este reprezentată dependenţa alungirii unui resort de mărimea forţri 
deformatoare. Să se calculeze lucrul mecanic al forţei deformatoare între punclelP 
de abscise o cm şi 8 cm. Să se spună care este sensul fizic a l tangentei unghiului '1. şi ni 

ar iei triunghiului de sub segmentul OA de pe grafic. 
R: tg t1- = k, L = Fx/2 = 32 .J. 

14. Ce lucru mecanic trebuie efectuat pentru a întinde, cu ti.l = 0,5 cm, un resori. rll 

constanta elastică Ic = 40 kN /m? 
R: L = k(t:.l)2/2 = 0,5 .1. 

15. Pentru a întinde un resort cu t:.Z1 = 4 mm, trebuie să se efectueze un lucru mecanic 
Li= 0,02 J . . Ce lucru mecanic trebuie efectuat pentru a întinde resortul cu Alz = 

= 4cm? R: L 1 =Li (t:.18/t:.Zi)' = 2 J. 

16. Un motor cu puterea P = 10 kW este folosit pentru a ridica o sarcină cu masa m = 
= 500 kg I:> înălţimea h = 40 m. 1n cît timp va ridica motorul sarcina respectivă? 
( g = 10 m/sa.) R: t = mgh/P = 20 s. 

17. ln figurile 4 .3.3, a, b, c şi d stnt reprezentate dependenţele de distanţă ale forţei fi' 
care acţionează asupra unui corp. Să se calculeze lucrul mecanic al forţei tn fiecar1· 

caz. R: a) 180 J; b} 60 J; c) 150 J; d) 2,5 .I. 

18. Să se calculeze puterea minimă a unui automobil pentru a se deplasa cu viteza. con: 
stantă v = 100 km/h, dacă forţa de .frecare care acţionează asupra automob1lulu1 
este Ft = 1,8 • 10~ N. R:P=Frv=.5 ·104 \\" . 

19. Punctul de aplicaţie al unei forţe F = 2,35 N se deplasează,cu viteză constantă v 
= 0,456 m/s, pe direcţia forţei. Care este puterea pusă tn joc tn această deplasn re? 

R: P =Fu= 1,07 W. 

20. Depinde energia cinetică de sistemul de referinţă în raport cu care se calculează~ 
• F(N} R: na. 

: L „b_ 
Bx(m) Q f ~ x(m) 

F(N} A 
2 

811/J 
Q 

I 
o b 

51111 
/ 

f(N) F(N) 

, -10 I 
3 

\d. X( 
-
cm) 

5 

o 2 5 7 x(m} x(m} 

-2 
d c 

li 

}'lg. Vll!. La problema ·13 . J<'lg. 4.33. La problema 11. 
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21. Un )om stă pe o bancă într-un autobuz care 
se deplasează cu viteza v = 15 m/s. Masa 
omului este m = 70 kg. Care este energia cine
ticii. a omului în raport cu ceilalţi pasageri? 
Dar în raport cu Pămîntul ? 

R :.E1 c = O; 

E2c = 7 875J. 

J 

t 

;y(m) 
Br--______ 1 

-1/;;-:r-------'A 
I ~(m) 

22. Un corp cu masa m = 0,5 kg este aruncat O f ~ 
vertical în sus cu vite~a v0 = 4 m/s. Să se Fig. 4.84. La problema 24. 
calculeze: lucrul mecanic al greutăţii, variaţia 
ener~iei potenţiale şi variaţia energiei cinetice la urcarea corpului pîn11. la înălţimea 
maximă. 

R: La= ·- mv0
2/2 = - 4 J; /lltp = 4 J; Mc = - 4 J. 

23. ~săgeată cu masam = 50 g este l~ns~tă, ~ intr_-un arc, cu viteza v0 = 30 m/s pe ver
t~cală în sus. Să se calculeze energia cmetioă ş1 energia potenţialii. a săgeţii du ă un 
timp t = 2 s de la lansare. Se va lua g = 10 m/s2. p 

R: Ep =mg (v0t - gt2/2) = 20 J; Ec = m~v0 - gt)B/2 = 2,5 J. 

24. U~ c~rp cu m.asa m = 2 kg se deplasează din punctul P1 în punctul P 2 în cîmpul gra
v1taţ1onal umform, în care g este constant şi egal cu 10 m/s2 (fig. 4.34). 
a) Să se calculeze lucrul mecanic al greutăţii pe traiectoriile P1AP2 şi p

1
BP

2
• 

b) ~acă se presupune energia potenţială a sistemului corp-Pămtnt nulă tn p care 
va f1 valoarea sa în Pa? 

1
• 

c) Ce valoare are lucrul mecanic efectuaţ de cîmp pe traiectoria P 1CP2 ? 

d) Care este valoarea energiei potenţiale în punctuJ de coordonate x 
Y=3m? = 1mşi 

R: L1 = -40 .T; L 2 = -40 J; b} Ep = 40 J ; c) L = -40 .f ; 
d) Ep =r 40 J. 

25. Cu cît trebuie alungit un resort cu constanta elasticll. k - 20 N/ t · 
Î 

. ' - m pen ru ca energia 
nmagazmată în resort să fie Ep = 14,4 J? 

R: x=V2Ep/k = 1,2. m. 

26. l!n corp cu masa m = 2 kg alunecă pe o suprafaţă orizontală fll.rll. frecare Corpul 
c10cn.eşte un resort ?e care-l comprimă cu x = 0,5 m, înainte de a se opri. C~nstanta 
elastică a resortului este Ir = 20 N/m. Care este viteza corpului înainte de ciocnire? 

. R: 11=:&Vk/m = 1,58 m/s. 
"l.7 • La c.ompr1marea ~esortului unui pistol jucărie cu x = 3 cm s-a acţionat cu 0 forţă 

maximă F = 20 1\. Să se calculeze energia potenţială a resortului comprimat. 

. R: Ep = F:i;/2 = 0,3 J. 

28. ;;n pistol juc:U-ie est? prevăzut cu .un resort de constantă elastică k = 800 N/m. La 
mcărcarea p1stolulm, resortul a fost comprimat cu x - 5 cm c ·t ă 
lansat glonţul cu masam = 20 g, pe direcţia orizontală? - . u ce v1 ez este 

. R: v = :rVkfm = 10 m/s. 

29. Un vagon de cale fe~ată cu masa m = 20 tone ciocneşte un obstacol cu viteza v = 
=. 0,2 m/s. Res~rturtle t~poanelor se comprimă fiecare cu x = 4 cm. Să se deter
mme forţa maximă ce acţionează asupra resorturilor. 

R: F = mv2/2x = 10 kN. 
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A 

•·'l _ -4-------c„ o 

Fig. 4.35. La problema 31. 

!lO . . \ :rnpl'a unui corp acţionează o forţă care 
variază cu distanţa după legea: F = 50 -
- 0,5 x, unde x este exprimat în metri 
ş i F tn newtoni. Să se calculeze lucrul 
mecanic al forţei, cînd punctul său de 
aplicaţie se deplasează Intre punctele de 
abscise x0 = O m şi x = 20 m. 

R: L = F(x) + F(xol (x - xo) = 900 J . 
2 

31. Un corp cu masa m ( ~ 2 kg) coboară fără frecare pe un plan înclinat de înlllţime 
h = 1 m. Ajungînd la baza planului, corpul se deplasează cu frecare pe o suprafaţă 
plană plnă într-un puncl C, parcurgînd distanţa d = 2 m. Coeficientul de frec~re 
esle µ = 0,3. În punctul C, corpul urcă fără frecare, pe o suprafaţă curbă CD (fig. 

4..35). Să se calculeze: 
a) vileza v1 a corpului la baza planului înclinat; 

b) viteza v 2 a corpului în punctul C; 

c) înălţimea h1 la care urcă corpul pe suprafaţa CD. 
d) Să se determine poziţia punctului în care se opreşte corpul (pe suprafaţa plană), 
raţă de punctul B. Se va lua g = 9, 8 m/s2

• 

R: a) Vi = v2 gh=4,4.7 m/s; b) V2 =V 2g (li - µd) = 2,8 m/s ; 

r.) h1 = h ·-µd = 0,4m; d) d1 =2d-h/µ = 0,66m faţă de B. 

6 
IMPULSUL MECANIC 

-+ ..... 

Am definit impulsul punctului material în § 2.3.2 prin relaţia: p = mv ; 

el are direcţia şi sensul vectorului viteză, iar variaţia sa pe unitatea de timp 
..... ..... 

reprezintă forţa: F = dp/dt (lex secunda). 

5.1. TEOREMA IMPULSULUI PENTRU PUNCTUL MATERIAL. 
CONSERVAREA IM PULSULUI 

..... ..... 
Să transcriem ecuaţia (2.12) Fm = ilp/ilt su~ fo1·rna: 

-+ - > > -+ - > -+ -+ 
Fm ilt = !lp snn F 11 ,(l2 - l1) = P2 - Pi = mv2 - mv 1• (5.1) 

..... ..... 
Produsul H = Fmll.t se numeşte impulsul forţei. Ecuaţia (5.1) exprimă teorema 

impulsului pentru. punctul material: 

1 puu"Lurn• lll„.erial este egală cu impulsul forţei 

Dacă impulsul forţei aplicate este zero, de exem)>lu da.că forţ.a aplicată 
~ -+ 

este nulă, adică punctul material este izolat (F = O, H =O), variaţia de impuls 
~ . ~ ~ 

va fi nulă: Âp = O, deci impulsul p = mv rămîne neschimbat (constant) . 
..... 

Impulsul unui punct material izolat se conser"ă, p = ronst , adică punctul 
-+ 

material izolat se mişcă rectiliniu uniform sau este în repaus (v = const) (în 
sisteme de referinţă inerţiale). 

Impulsul se poate schimba numai sub acţiunea unei forţe exterioare. 
ln procesul interacţiunii realizat prin intermediul forţei se face un transfer 

de mişcare de la un corp la altul, măsurat prin transferul de impuls şi de ener
gie cinetică, adică prin impulsul forţei egal cu variaţia de impuls a corpului , 
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l'espectiv prin lucrul me....•anic al forţei, egal l)U variaţia de energie cinetică- a 
1·orpului. 

..... -+ 

Impulsul este o măsură a mişcării. Impulsul punctului material p = mv, 
este o măsură a mişcării mecanice pe care el o posedă (de 8:ÎCÎ pr~vine şi denu
mirea de cantitate de mişcare). Teorema impulsului exprimă o lege de con
serCJare a mişcării materiei. 

Verificarea experimentală a legii impulsului se reduce fo fond }a verifi
carea legii fundamentale a dinamicii. 

5.2. TEOREMA IMPULS ULUI, ŞI LEGEA CONSERV ĂRll IMPULS UL Ul 
PENTRU UN SISTEM DE DOUĂ PARTICULE 

Fie un sistem format din două particule m1, m2 care interacţioneaz~ între 
..... 

ele. Conform principiului acţiunii şi reacţiunii forţa 8F12 exercitată asupra par-
ticulei m1 de către particula m2 este egală în modul şi de sens opus cu forţa 
..... 
Sl'21 exercitată asupra particulei m2 de către particula mi, adică 

~ -+ -+ -+ 
&f12 = -~21 sau 8F12 + 8l'21 = O. (5.2) 

Cele două forţe acţionează de-a lungul dreptei care uneşte cele două particule 
(fig. 5.1) şi rezultanta lor este nulă. 

ln afară de aceste forţe de interacţiune care constituie forţe interne pentru 

1 
sistemul nostru, fiecare particulă interacţionează in general cu mediul exte-

-+ ..... 
rior, ceea ce se traduce prin forţele externe: F 1 asupra particulei m1, F 2 asu-

-+ . 

pra partioulei m2 (fig. 5.1). Am notat forţele interne cu~ rond. 

Să scriem legea impulsului pentru fiecare particulă. Dacă forţele nu sînt 
constante, atunci pentru un interval Ât oarecare trebuie considerate forţele 
medii pe acel interval, de aceea mai jos toate forţele sint constante sau 
medii pe intervalul ll.t: 

-+- -+ -+ -+ -+ -+ \ 
(F 1 + gfl.2)~ = !1(m1v1); (F 2 + ~z1)ll.t = Â(m2v2). (5.3) 

Ad unind membru cu membru cele două ecuaţii, găsim: 

>- -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-
( F 1 + F 2 + al' 12 + al' 21) Âl = Â(m1v1) + ll.(m2v2) = ll.(m1v1 + m2v2) (5.4) 

m, 

---..$i 
'',,, ?;', ,,-...-.., 

m2 

Fi'g. 6.1. Sistem ·de două particule care 
interacţionează In tre ele şi rll mediul 

exter ior. 

Dar, conform lui (5.2), rezultanta 

forţelor interne este nulă. Suma vec
torială a forţelor externe dă rezultanta 

forţelor externe: 
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Pe de altă parte.impulsul total al sistemului este suma vector·ială a impui· 
surilor particulelor componente: 

-+ -+- 4- _... 

P = m1v1 + mzva = Pi + Pz· (5.6) 

Tinînd seama de aceasta, ecuaţiR '.(5.4) devine: 
..... ..... 
F1~ ll.t = ll.P. (5.7) 

Impulsul forf.elor externe ~Jto egal cu vnriafla . 
I. • 

Ecuaţia (5.7) se poate transcrie sub forma cunoscută a legii II: 

-> 
_,. !!.P (_,. dP) 
Fn1 = f;; ' F = di (5.8) 

~ ..... 
unde F este rezultanta forţelor externe şi P impulsul total al sistemului. 

Forţele interne ale sistemului nu contribuie la variaţia impulsului total 
al sistemului, adică nu pot schimba impulsul total al sistemului (rezultanta lor 
fiind nulă). (Ele pot însă redistribui impulsul între particulele sistemului prin 
ciocniri. ) 

Dacă rezultanta forţelor externe este permanent zero sau dacă sistemul este 
izolat, adică nu interacţionează cu mediul exterior, impulsul total se conserCJă 
( ră m.îne constant). 

5.3. TEOREMA IM PULS ULUI SI LEGEA" CONSERV ĂRll IMPULS ULUI 
PENTRU UN SISTEM OARECARE DE PARTIC ULE 

Rezultalele obţinute 5înt valabile pentru un sistem format dinlr-un număr oarecare 
de particule. În adevăr, particulele sislemului interacţionează Intre ele prin forţe interne 
perechi, două cite două egale în modul şi de sensuri opuse, conform principiului ac\.iunii 
şi reacţiunii. De aceea,dacă le însumăm pentru întregul sis tem, ele se anu lează două ctle 
două şi dau rezultantă nulă. 

Rezulta11ta forJelor interne ale' unui sistem de particule este 11ulă. 

Scriind legea impulsului penlru fiecare particulă şi adunlnd ecuaţiile membru cu 
membru, aşa cum am făcut pentru un sistem format din două particule, găsim lege1 im
pulsului pentru un sis tem oarecare: 

-+ -+ -+ -+ 
Fml::!.t = l!.P = P2 - P 1, 

-+ -+ -+ -+ ~ -+ -+ 
unde Fm este valoarea medie a rezultantei F = F1 + F 2 + „ . + Fn şi P = m1v1 + 

-+ -+ -+ -+ -+ + m2v2 + ... + mnvn = p1 + p 2 .„ + p„ sau sub forma legii II : 

-+ .... 

F m = 6.P , (F = dP) . 
l:it dt 

(5.9) 

În ii<·es le lf'gi a le impulsului nu apar <lecit forţele externe care ac.tion ează asupra siste· 
mulni (rele interne dau rezu ltantă nulii). 
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1'aci 1l11tcmul esfr lzolut •au aacA rcznltautu ((lrţclor externe este pcrm11ocnt nulii, 

Această lege este attt de generală şi de importantă înclt uneori este formulată 

şi l'unosculă sub numele de principiul conservării impulsului pentru sisteme izolate, alături 
d li principiul conservării energiei. 

Numai prin interacţiune cu mediul exterior se transmite mişcare şi se schimbă impulsul 
total al sistemului. 

Deşi forţele interne nu pot schimba impulsul total al sistemului, ele schimbă în gene
ral impulsurile părţilor componente ale sistemului, adică redistribuie impulsul în in1eriorul 
sistemului, tqcmai ca urmare a interacţiunii dintre părţile sistemului. 

5.4. CENTRUL DE MASĂ AL UN Ul SISTEM DE DOUĂ PARTICULE 

Vom introduce acum noţiunea de centru de masă (CM) al unui sistem -
un punct asociat sistemului care caracterizează oarecum „global" distribuţia 
de masă a sistemului şi se bucură de proprietăţi remarcabile. 

Pentru două particule de aceeaşi masă m1 = m2, centrul lor de masă 
se află la mijlocul distanţei dintre ele, pe dreapta care uneşte cele două parti-

. cule. Dacă particulele au mase diferite, centrul lor de masă se va găsi tot pe 
dreapta. care le uneşte, dar mai aproape de particula de masă ma,i mare şi 

anume, distanţele CM pină la cele două particule sînt în raport invers cu ma
sele lor (fig. 5.2): 

di = m2 sau m1d1 = )n2d2, de unde d1 = ma d, unde d = d1 + d2. (5.10) 
d2 m1 mi + m" 

.... 
Să găsim vectorul de poziţie rcM al centrului de masă. Observăm că 

-+ .... -+ 
rcM se compune din r 1 plus vecţprul d1 dus din m1 spre CM. Dar dt = 

-+ m2 -+ -+ 
= ma d (5.10), relaţie care se scrie şi vectorial: d1 = (rz - r1)· 
mi+~ ~+~ 

4 -+ ?rt ~ .... 

Rezultă atunci: rcM = r1 + 71~ 1 ; m
2 

(r2 - rl) 

o 
Fig. &.2. Centrul de masă (CM) al unui sistem 

de două particule. 
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sau 

..... 
m,1\ + m 2ra (5.11)1 
m1 -t- lllz 

Relaţia vectorială (5.11) 

scrisă pe componente, de exem
plu tn cazul plan, ne dă coordo
natele centrului de masă: 

m1x1 + mzXa 
XcM = . • 

m1 +m2 

m1Yi + miY2 
YcM = · mi + ma 

(5.12) 

De exemplu, alegi11d axa O.i: pe direcţia cP.lor donă pHrticule (fig. 5.2). 
i:u originea în m1 şi sensul spre m2, avem: 

_O . _ d · m1 ·O + m 2d d 
X1 - ' X2 - ŞI XcM = = l• 

m1 + mz 

Vom demonstra două _ proprietăţi remarcabile ale centrului de masă. 
a) Să calculăm CJitez'a centrului de masă. Pentru două momente succesive 

t, t' a:vem (notăm m = m1 + m2 - masa sistemului): 
..... ..... -+ ..... ..,,,. , 

mrcM = m1r1 + mzr2; mrcM = m1r; + m2r;. 

De unde prin sciidel'0 membru cu membru: 
4 4 ~ _,.. ~ ~ -+- ........ ~ 

m(r~M - r cM) = m 1 (r~ - r1) + mz(r~ - rz) sau mArcM = m1~r1 + m2~r2 
şi împărţind la intervalul de timp ~t = t' - t : 

Sfi li 

-+ .... 4 ~ ..... ..... 

mvcM = m1v1 + m2v 2 = Pi + Pz = P. (5.13 ) 

Impulsul to lllUJ au 1 ternului tnm1uv cu 

ObserCJaţie. Centrul de masă se poate defini plecînd de la expresia impul
sului total al sistemului. 1n adevăr. Rrriind impulsul total al sistemului astfel: 

se vede că punctul definit prin vectorul de poziţie: 

-+ 1 4 ..... 

rcM = - (m1r1 + m2r2) 
m 

are proprietatea remarcabilă că viteza sa înmulţită cu masa sistemului ne 
aă impulsul total, ca şi cum toată masa sistemului ar fi concentrată tn centrul 
de masă şi s-ar mişca cu viteza acestuia. 

b) Să calculăm acceleraţia centrului de masă: 

-+ .... ~ 4- -+ -+- -+ -+--
mvcM = P, mvcM = P', m(vcM - vcM) = P' - P, 

şi ţinînd seama de (5.8): 
-+ ..... 

macM = F. (5.14) 
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Rezultant forţelor externe este egalA cu masn sistemului tnmullită <'ll 

Prin urma.re, centrul de masă se comportă ca un punct material avînd 
masa egală cu roasa sistemului şi supus forţelor externe, ca şi cum întreaga 
masă a sistemului ar fi concentrată în CM şi forţele externe ar acţiona în CM. 

Dacă sistemul este izolat (sau rezulta,nta forţelor externe este nulă), 

centrul de masă va fi în repaus sau în mişcare rectilinie uniformă. 

5.5. CENTRUL DE MASĂ AL UN Ul SIS1EM OARECARE DE PARTICULE 

Formula (5.11) se generalizează uşor pentru un sistem format di!'ltr-un număr oare
care de particule. 

Fie 3 particule. Calculăm tntîi centrul de masă a două particule, de exemplu 
-+ -+ 

~2 = miri+ mzrz şi, înlocuindu-le cu o singură particulă de masă (mi + m2) situată 
mi+ mz 

-+ 
în r121 calculăm ('enlrul de masă dintre aceasta şi particula m3 : 

~ -+ -+ -+ ~ 

-+ (m1 + m2)r12 + m3r3 miri + m 2r2 + m3r3 
7CM = = • 

(m1 + m2) + m3 mi + m2 + m3 

Procedînd a!;1frl rlin aproape ln aproape obţinem tn general: 

4- ->- -+ n 
-+ m,rl + m2r2 + ... + mnrn 1 "'""' -+ 
rCM = = - L.J m11.r1<.· 

m 1 + m2 + ... + Tnn m h=l 
(5.15) 

Dacă un co l'p omogen posedă un. plan de simetrie, atunci grupînd ca· mai sus două 
cîte două particulele idenlice simetrice (situate de o parte şi de alta a planului de sime
tric), găsim că CM se află în planul de s imetrie. La fel se întlmplă tn cazul unei axe 
de simetrie sau tn cel al centrului de simetrie. ( 

Dacă un corp omogen posedă utr. plan de simetrie, o axă de simetrie sau un centrll de 
simetrie, centrul său de masă se 11a găsi tn planul de simetrie, pe axa de simetrie sau ln cen
trul de simetrie. 

De exemplu, CM al unui cilindru omogen se află pe axa sa; CM al unei sfere omogr1w 
se iiUă tn centrul sferei; CM al unui paralelipiped dreptunghic se află în centru l parai 
ldipipedului; CM al unui disc omogen subţire se află în centrul discului; CM al unei 
piuei omogene dreptunghiulare este tn centrul ei. 

Suhliniem că G_M este un punct geometric asociat sistemului, a cărui poz iţie cs ll' 
delt1rrninală de distribu/ia mast1i. ln CM pcate să nu fie deloc masli, ca ln cazul unui 
ine l omogen. 

în formula (5.15) putem grupa termenii sumei corespunzători unui subsistem şi 
tn locui cu masa subsjstemului (M) înmulţită cu vectorul de poziţie al CM corespunzătm· 

-+ 
a l s11bs istemul11 i (R ): 

-+ 1 "'""' -+ rcM = - 4-1 MjRj, 
m J 

(5.1 t\) -

... 
unde Mj stnt masele subsistemelor şi R; vectorii de poz iţie ai centrelor lor de masă. 

Formula (5.16) se scrie pe componente într-un sistem de coordonate convenabil. 
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}'ir.:. o.li. Calt11lul poziţio i 1:c11Lrului de> 
masă (CM) al unei plilci on111gene. 

Plg. o.4. Centrul de masă a l unui obm. 
con tinuă să se mişte dupi;. explozie, ca 
centru de masă al schijelor, neperturb;il 

pe parabolă (tn vid). 

EXEMPLU 

Să se calculeze CM a l plăcii omogene din figura 5.3. 
Rezol11are. P laca fiind omogenă, masele sînt proporţionale cu ariile şi în (5.16) putem 
folosi ariile respective. Alegînd axele ca în figură, avem 

11d · ~ I- {b - d)c • .!_ 
2 2 

ad + (b - d)c 

d ( b - d) ad · 2 + (b - d)c · d + -
2
-

Yc;u = ad + (b - d)c · 

Cele două teoreme privind CM, dr la § 5.3, rămîn valabile şi în cazul unui sistem 
oarecare. Astfel, de exemplu, dacă rezultanta for/elor exteme este zero (sau dacă sistemul 
este izolat), centrul său de masă 11a fi fo 1"'naus sau in mişcare rectilinie uniformă, deşi păr

ţile sistemului se pot mişca accelerat. 
Mişcarea centrului de masă este dictată de forţele externe, forţele interne nu influen 

ţează mişcarea centrului de masă. De exemplu, dacă un obuz care se mişcă liber in vi1L 
(~11 b acţiunea greutăţii) explodează la un moment dat, centrnl său de masă contin11r1 
să se mişte, ca centru de masrt a l schijelor, neperturbat pe parabolă, ca şi cum i1imic nu s-a 
Jntîrnplat, pînă cînd măcar una din schije atinge pămîntul şi apare o forţă ex tern i:'\ care 
va devia CM de pe parabolă (fig. 5.l1). 

intr-tm clmp gravitaponal omogen centrul de masă coincide cu centrul de greutate_ 
(punctul de aplicaţie al rezultantei forţelor de greutate). 

5.6. CIOCNIRI 

Prin ciocnirea a două sau mai multe corpuri se înţelege un proces de inter
acţiune care durează un timp finit, astfel incit atît înaint.e, cît şi după cioc
nire corpurile nu interacţionează. La ciocnirea corpurilor ma.croscopice inter
acţiunea durează atit timp cit corpurile sînt în contact şi acest timp de contact 
este foarte scurt faţă de duratele obişnuite (timpul de contact este de ordinul 
milisecundelor). 

La ciocnirea a două corpuri (macroscopice) putem distinge două faze 
sau etape. Imediat ce corpurile vin in contact incepe frînarea lor reciprocă, 
bruscă, şi deformarea lor. Enel'gia cinetică de mişcare relativă a unui corp 
faţă de celălalt se transformă, prin lucrul mecanic al forţelor interne de cioc· 
nire. în Anergie potenţia l ă de deformare a corpurilor. La un mo111 ent dn t 
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\/ileza relativă a unui corp raţă de celălalt se reduce la zero. iar ci!tfunnaţiile 
lol' sînl maxime. Energia cinetică de mişcare relativă s-a transformat în energie 
potenţială de deformare şi in alte forme de energie (în special căldură). ln 
acest moment corpurile au o viteză comună, se mişcă solidar şi în acest moment 
se termină prima fază a ciocnirii, numită faza comprimării. Imediat începe faza 
a doua a ciocnirii: faza separării. Corpurile incep să se depărteze unul faţă de 
altul, viteza relativă a unui corp faţă de celălalt creşte, deformaţiile. lor se 
reduc, corpurile caută să revină la forma lor iniţială . Energia potenţială de 
deformare se transformă parţial in energie cinetică de mişcare relativă a corpu
rilor. ln momentul oind se separă complet, se termină faza decomprimării sau 

separării . . .. 
La ciocnirea unor corpuri elastice (bile de oţel, bile de fildeş), deformaţule 

dispar după ciocnire, corpurile îşi recapătă forma lor iniţia,lă, energia cinetică 
„relativă" se restituie aproape integral şi ciocnirea .se cheamă elastică. Dar, în 
general, după ciocnire rămîn deformaţii remanente, de exemplu la bilele de 
plumb sau de plastilină. 

In timpul ciocnirii apar forţe de interacţiune mari între corpurile care se 
ciocnesc dar aceste forte durează foarte puţin, atîta timp cit durează ciocnirea ' . 
(contactul dintre corpuri). Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, forţe le eu 
care actionează cele două corpur i, unul asupra celuilalt, sînt egale în modul 
şi de se~suri opuse (fig. 5.5). Forţe le normale se datoresc deformării elastice 
reciproce a celor două corpuri, iar forţele tangenţiale se datoresc frecării din 
tre corpuri în planul de contact (întrepătrunderii asperităţilor sau rugoziUi
ţilor suprafeţelor în contact). 

Pentru sistemul format din cele două corpuri forţele care apar în procesul 
ciocnirii sînt forţe interne şi dau rezultantă nulă. Prin urmare aceste forţe nu 
pot schimba impulsul total al celor două corpuri, dar îl redistribuie între cele 
două corpuri. De exemplu, dacă un vagonet loveşte un alt~l afl at în repaus, 
acesta din urmă va căpăta un impuls pe seama impuhmlui primului corp: afJem 
rm transfer de mişcare mecanică şi de impuls de la un corp la altul prin ciocnire. 

ln timpul foarte scurt cit durează ciocnirea, fol'ţele exLerne obişnuite (de 
exemplu forţele de frecare sau forţele de gre~tate) n~ pot modifica .sensi&iyl 

impulsul total a l sistemului. De aceea chiar daca 
corpurile care se. ciocnesc sînt supuse la forţe 

exLern e, putem totuşi scrie conservarea impulsu
lui total al sist emului în sensul următor: 

Fh:. 5.5. Forţeie care aflai· la 
ciocn irea a două corpuri. 

r purilor 
imt•diat irwinte dr. ciocnire trebziie sl! fie egală cu 
suma vectorială a impulsurilor coi purilor imediat 
:lupă ciocnire: 

-+ _.. ... ..... ....., 

Pi + Ps + · ·· = Pr1na1 - Pi ;--

(5.17) 
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De exemplu, în cazul a două particule: 

~ -+ 4 -+ 

m1v1 + m2v2 = m1v; + mz'I/;. (5.18) 

Ecuaţia de conservare a impulsului este o egaJit0.te vectorială. Ea se scrie 
pînă la urmă pe componente într-un sistem de coordonate a les convenabil. 

Astfel, dacă înainte şi după ciocnire particulele se mişcă pe aceeaşi dreaptă 
. - cazul unidimensional - alegem această dreaptă drept axă Ox şi atunci 
ecuaţia de conservare a impulsului devine: 

miv1 + m2V2 = m1v; + m2v;, (5.19) 

unde vitezele iniţiale v11 v2 şi cele finale v ~ , v;, pot fi pozitive sau negative după 
cum particulele se mişcă în sensul pozitiv ales sau cel negativ al axei. 

5.6.1. Ciocnirea plastică (total neelastică). Un caz particular important a l 
ciocnirilor este ciocnirea total neelastică sau plastic(i.. In acest caz, prin cioc
nire corpurile se cuplcaztt, se lipeEc şi îşi continuă mişcarea împreună, cu ace-
eaşi viteză comună. Exemple: · cînd aruncăm o piatră într-un vagonet sau 
alergăm după un vagonet (tramvai, barcă) şi sărim în el sau cînd un glonţ 
rămîne înfipt într-o ţintă sau un obiect fragil cade jos pe podea etc. Reversul 
acestor ciocniri este cazul descompunerii sau desfacerii unui corp în mai multe 
fragmente (de exemplu cazul exploziei unui obuz). Dacă filmăm acest p1·oces 
şi proiectăm filmul în sens invers, obţinem exact cazul ciocniri i plastice; şi 

invers, o ciocnire plastică filfi1:ată şi proiectată în sens invers apare ca o dez
agregare, descompunere sau explozie. De aceea Şi aceste procese de d escom
punere pot fi înglobate în categoria de ciocniri plastice. De exemplu, sărim 
din mers dintr-un vagonet (cărucior, barcă) sau aruncăm dintr-un vagonet sau 
barcă diferite obiecte etc. In toate acest e cazuri se aplică evident legea con
servării impulsului. 

-> -+ 
Fie două particule cu masele m1, m 2 şi vitezele v1, v2 care se ciocnesc plastic. · 

.... -+ 
Înainte de ciocnire avem două corpuri cu impulsurile m1v1 , m2v2, iar după 

~ 

ciocnire avem un singur corp de masă m1 + m 2 şi viteză v'. Scriem legea con-
servării impulsului total: 

Viteza final ă se poate afla 
şi grafic. Reprezentăm la o 
anumită scară vitezele şi im
pulsurile (fig. 5.6). Compunem 

.... 
vectorial impulsurile miv1 ş1 

.... 
m2v2 (după regula paralelogra-
m ului) şi rezultatul îl împărţim 
la. ma.sa tota l ă m1 + m2 • 

11 - Plzlcă ci. a IX- a 

~2 \ 

o 
b 

(5.20) 

m,~ 

v, 

l~ig . 5.(1. Ciuc·n irt•a pla:; li ri\ i l duu::i parlic·11lP. 
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ln cazul unidimensional formula (5.20) devine 

I m1V1 + m2V2 
V = , (5.21) 

m1 + m2 

In ciocnirea plastică o parte din energia cinetică a. corpurilor se trans
formă în alte forme de energie (în special în căldură) : 

_!_ mivr + ..!.. m2v~ = _!_ (m2 + m1)v'2 + Q, 
2 2 2 

Q = -ÂEc = ~~ miv~ + _.!._ m2v~ - _!_ (m1 + m2)v' 2
• 

2 2 2 

Intrnducînd ai ci pe v' din (5.21), obţinem: 

1 
Q=-liE =-

c 2 

(5.22) 

(5.23) 

unde Vr = v1 - v2 este viteza relativă (a particulei 1 faţă de particula 2), iar 
mr se numeşte masa redusă a celor două particule. Prin urmare, numai ener
gia ··inetică de mişcare relativă (a unei particule faţă de alta) dispare prin 
cuplarea particulelor, transformîndu-se în alte forme de energie. 

J<;X~MPLU 

Două drucioare de mase m1 = 1,00 kg, m, = 2,00 kg se mişcă unul spre celălalt 
cu vitezele v1 = 1,00 m/s, v2 = -2,00 m/s. Prin ciocn ire cărucioarele se cupl ează 
(ciocnire plast ică ) . Care va fi viteza lor comună du pă ciocnire şi energia cineticii 
p ierdu tă? 

Rezolvare. Am a les axa Ox în sensul mişcării primului 1·iu·ucior, de aceea vile1.a v 2 

es te negativă. Scr iem conservarea impulsului : 

m.v + m v - (m + m )v' v' - m1V1 + m2v• . . 
•• ..-.1 1 2 2 - 1 2 ' - J 

mi+ m2 

, 1,00 kg • 1,00 m/s - 2,00 kg · 2,00 m/s I 
v = = -1,00ms. 

1,00 kg+ 2,00 kg 

8emnul minus arată că după ciocnire şi cuplare cărucioarele se vor mişca in sensu l 
negativ a l axei a lese Ox, adiră in sensul vitezei iniţiale a celui de-a l doilea cărucior 
(rare a avut un impuls in i ţial mai mare). 
Bnergia rinetiră pierdută (11, = v1 - v2 = '1,00 - (-2,00) = 3,llO m/s): 

Q E I ~~ • = - /j. c ;:: - (·111 - Vz)" = :.l,00 J . 
2 "IJ + m2 

5:6.2. Ciocnirea perfect elastică. Un alt caz particular simplu al ciocni
rilor este ciocnirea perfect elastică. In aces t caz deformaţiile corpurilor dispar· 
după ciocnire, energia cinetică „relativă" , transformată în t impul ciocnirii în 
energie potenţială de deformare elastică, se restituie integral în energie cine
tică după ciornire. 
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adică energia cinetică totală a corpurilor înainte de ciocnire este 
egală cu energia cinetică totală a corpurilor după ciocnire: 

m n (5.24) 

Bineînţeles, mai avem şi ecuaţia de conservare a impulsului toLal : 

(5.25) 

!n natură nu există riguros ciocnire perfect elastică înLre corpuri macro
s~op1~e, dar de multe ori corpurile elastice (de exemplu bilele de fildeş, de oţel, 
caruc10arele p1'evăzute cu tampoane-resorturi elastice) le. ciocniri uşoare veri
fică bine condiţia (5.24). 

De obicei cunoaştem masele şi vitezele i niţiale ale corpurilor şi vrem să 
aflăm vitezele lor fin~.lle. Avem o ecuaţie de conservare a energiei cinetice 
(5.24) şi trei ecuaţii algebrice (pe componente) de conservare a impulsului 
(5.25), deci 4 ecuaţii, şi 3 + 3 = 6 necunoscute pentru componentele vite
z~lor finale. Prin urmare, în cazul general al ciocnirii în spaţiu a două par
ticule, datele şi ecuaţiile de mai sus nu sînt suficiente. In c1zul ciocnirii in 
plan vom avea 1 + 2 = 3 ecuaţii şi 2 + 2 = 4 necunoscuLe, deci trebuie să 
mai cunoaştem o dată asupl'a ciocnirii. 

~n vcazul unid~mensional, cînd atît înainte, cit şi după ciocnire particulele 
se mişca pe aceeaşi dreaptă pe care o alegem drept axă Ox, avem două ecuaţii 
de conservare şi două necunoscute: 

1 ·~ + 1 9 1 , 2 •J , , 
- m1v1 - m2v2 = ·- m1v1 + - m2v2

2 

2 2 2 2 ' 
(5.26) 

m1v1 + m2v2 = m1v; + m2v;. (5.27) 

Si~temul se rezolvă astfel. Trecem termenii care conţin pe m1 în stînga şi pe 
cei care conţin pe m2 în dreapta: 

mi(11r - v?) = m2(v;2 - v~) 
sau 

şi 

m1(V1 - v~ ) = m2(v~ - t•2). 

Împărţim membru la membru cele două ecuaţii: 

V1 + v; = V~ + V2 Sl:l,U v; = v; - V~= - (vi - Vz) = ~ ,.,„ (5.28) 

Aicivv~ . - ~; r~prezintă viteza relati(.Jă v;, a particul ei 1 faţă de par t.icula 2, 
d upa ciocnire, iar V1 - Vz reprezintă viteza. relativă v,. înainte de ciocnir·e. P rin 
u~mare, in ciocnirea perf~ct elastică u~idimensional ă a două particule una 
dm ele (de exem plu prima) se a prop10 de cealaltă cu o anumită viteză 
r·e lativă Vr = v1 -v2, o loveşte şi se în t oarce înapoi cu o viteză rel a tivă 
Pgali'i în modul cla r ele semn sch imbat . 
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Ecuaţia (5.28) impreună cu ecuaţia de conservare a impulsului (5.27) ne 
permite să aflăm imediat vitezele finale vi, v2 <lupit ciocnirea. perfect elastică 
unidimensională a două particule: 

(5.29) 

Discuţie: a) Dacă particula 2 era în repaus înainte de ciocnire (v2 = 0), 
obţinem: 

I 111 1 - 1112 
Vi = ---- Vi. 

/1!2 + //! l 

2m1 
V2 = ---Vi · 

m1 + m2 
(5.30) 

Se vede că în acest caz corpul 2 va căpăta o viteză v; în sensul in care este 
lovit (v; este de acelaşi semn cu v1), în timp ce primul corp se poate întoarce 
tnapoi dacă masa sa m1 este mai mică .<lecit a celui de-al doilea corp. 

b) Dacă masele sînt egale, din (5.29) rezultă că v; = v2, v; = v1, corpurile 
schimbă vitezele între ele, ca şi cum ar trece unul pe Jîngă celălalt fără să se 
atingă, unul lqînd locul celuilalt. In aceleaşi condiţi i (ad ică m1 = mz), dacă 
al doilea corp era în repaus (v2 = O), atunci primul corp se opreşte (v; = O), 
iar al doilea porneşte cu viteza primului (v~ = v1). Aceste rezultate sînt fru
mos ilustrate de următorul experiment. 

EXPERIMENT 

Suspendăm două bile identice pe fire paralele egale (fig. 5. 7). Dacă deviem 
o bilă cu un anumit unghi şi ii dăm drumul să se ciocnească cu cealaltă, atunci 
prin ciocnire prima se va opri, iar a doua va fi deviată aproape cu acelaşi ungh! 
ca prima. După aceasta, bila a doua se întoarce înapoi şi o loveşte pe prima, 
oprindu-se la rîndul ei, şi aşa mai departe pînă ce mişcarea se stinge sau se 
strică (bilele nu mai rămîn în acelaşi plan vertical, dacă nu sint perfect cen
trate sau dacă nu sint suspendate fiecare prin 2 fire în forma literei V). 

Dacă acum bila deviată are masă mai mare decît cea aflată în repaus, 
atunci după ciocnire ea va devia în continuare; dacă are masă mai mică, ea , 
va fi deviată înapoi. 

Observăm că în orice fel de ciocnire impulsul total al sistemului (izolat) 
se conservă, fiindcă rezultanta forţelor interne de ciocnire este totdeauna 
zero (principiul III), în timp ce energia cinetică totală in general nu se con
servă, fiindcă lucrul mecanic al forţelor interne nu este în general zero şi 

2 

a b 

\, 
c 
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l'lg. 5.7. Ciocn irca a 1lo11ă bi ll' 
identirr , <ii11 t re car i• una este 

i11 repaus 

atunci q parte din energia cinetică se transforrri-ă în alte forme de energie (c ăl
dură sau alte forme disipate în mediu). In cazul exploziilor (descompunerilor) 
se creează energie cinetică pe seama altor forme ale energiei interne (chimică 
etc.). Bineînţeles, energia totală a sistemului izolat se conservă (principiul 
conservării energiei). 

5.6.3. Ciocnirea cu un perete. In copilărie ne-am jucat cu mingea, arun
cînd-o. pe podea sau pe perete şi apoi prinzînd-o. Observaţii simple ne arată 
că dacă aruncăm mingea perpendicular pe perete (sau pe p~d ea), ea se întoarce 
înapoi tot perpendicular pe perete cu o viteză egală în modul dar de semn 

• I 

schimbat, faţă de viteza iniţială. 

In teoria ciocnirilor se înţelege pţin ciocnirea cu un perete - ciocnirea cu 
u~ corp de masă foarte mare, astfel încît "':teza acestuia nu se schimbă prin cioc
nire. 

Acesta este cazul ciocnirii unei mingi cu podeaua sau cn un peret e ( eventu
al mobil) sau cazul ciocnirii unei molecule de ~az cu pereţii vasului în care se 
găseşte gazul sau cu pistonul (mobiJ) dacă gazul se află într-un cilindru cu 
piston. 

VSă considerăm ciocnirea perfect elastică (unidimensională) cu un corp de 
masa m2 foarte mare (faţă de m1). Să transcriem atunci formulele (5.29) sub 
următoarea formă: 

m1 m1 
- V1 + Vz - v1 + ti2 

v; = 2 _m~2'----- - v1 ; v; = 2 _m_ 2=---- - v
2

• 

m1 + 1 
m2 

(5.31) 

Dacă masa mz este foarte mare, atunci fracţia mi va fi foarte mică şi pen
mz 

tru mz extrem de mare, fracţia m 1/m2 se va micşora pină la zero. Atunci 
formulele de mai sus devin (punînd m1/m2 = O) : 

v; = 2v2 - V11 v2 = v2, (5.32) 

adică în adevăr viteza peretelui (de roasă m2) nu se sch imbă prin ciocnire 
(v; = v2). Prima formulă se obţine şi direct din condiţia (5.28) pent ru viteza 
relativă în ciocnirea perfect elastică unidimensională, dacă punem, v; = v

2
• 

1n cazul cînd peretele este în repaus (v2 = O = v;), obţinem rezul tatul 
aşteptat: v; = -vi, adică particula se întoarce înapoi (ricoşează) cu aceeaşi 
viteză în modul (fig. 5.8, a). 

Fig. 5.8. Ciocnirea prrfel't 
elastică ru un peret t> 111 
repaus: a) rro11 tali\' 

b) oh lidl. 

..... 
V 

16!> 

V'=-V 

a b 



In sfîrşit, dacă particula loveşte oblic şi 
perfect ela,stic un perete aflat în repaus, eu 
ricoşează sub un unghi de „reflexie" ot', egal 
cu unghiul de „incidenţă" (de cădere) ot şi 

~ ~ 

cu viteza v' este egală în modul cu viteza v 
(fi g. 5.8, b): 

~ ~ 

I v' I I V , , rx'=°'· (5.33) 

Verificarea experimentală a legilor de 
conservare la ciocniri se poate face de exem
ph cu dispozitivul simplu din figura 5.9. 

l!' ig. 6.9. Di~p:niliv penl1 11 verifi. 
carea legilor de conservare la 

ciocniri. 

Două bile de mase m1, m2 cunoscute 
sînt suspen~ate pe fire paralele apropiate, 
de lungime l( '""'50 cm). Bila ~1 este deviată, 

astfel încît firul său de suspensie să se deplaseze cu o · distanţă x( '""'5 cm), 
măsurată pe o riglă gradată; bila m2 rămîne în repaus. După ciocnire notăm 
iarăşi distanţele x~, x; cu care deviază firele de suspensie ale bilelor. 

Viteza imediat înainte sau imediat după ciocnire se exprimă prin înălţime.Ş. 

respectivă h : v = V 2gh (fig. 5.9). Conform figurii 5.9, din asemănarea 
triunghiuri lor dreptunghice rezultă: 

Y = / - /i , dar y = Vz2 
- (l - h) 2 = Vh(2l - h). 

X d 

Consided n<l devie1·i cu unghiuri mici, deci h ~ l , putem scrie aproxima.tiv 
(neglijînd pe h l'>:J I) d.P l şi 21): 

ş i deci viteza 

unde 

y "' V2hl, de unde V2h "' ~ Vl 
d 

V - V2gh ""'-' xv:l = Cx. 

c = V°il . 
d 

este constant/\ :ipHrn lnlni pe care o calculăm de la bun început. 

(5.34) 

Alegînd o deviaţie x1 şi măsurlnd d eviaţiile x~ şi x;, calculăm vitezele 
v ~ şi v; cu (5 .34) şi le comparăm cu vitezele teoretice calculate cu (5.30) in 
cazul ciocnirii perfect elastice. 

In cazul ciocnirii plastice trebuie veribcată relaţia (v2 = O): 
, m1 

V = ----V1· 
m 1 + m2 

(5.35) 

ln acest caz, bilele trebuie să se lipească (cupleze) (bile din plastilină sau alt 
material convenabil). 

Cu o anumită îndemînare se pot măsma direct înălţimile h cu ajutorul 
unei rigle aşezate vertical pe masă tn dreptul bilei respective. 
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PROBLEME REZOLVATE 

1. Un corp de masăm = 10,0 kg, avlnd viteza iniţia lă v0 = lO,O m/s, este trlnut cu o 
forţă constantă F = 50 N (pe al'eeaşi direcţie cu viteza). Să se afle ti~pu l ptnă lll cpri
rea corpului. 

_..,. ~ -+ ...... 
Rezol11are. Scriem legea imp ilsului : F6.t = 6.p = mv - mv0 • Dacă Clt este timpul 
p ină la oprire, atunri viteza finală v = O (condiţia de oprire ) ş i proieC'tlnd eruaţia pe 
axa mişl'ării: 

F Cll = 0 _ mvo, .lt = mv0 = 10,0 kg· lO,O m/s = 210 s. 
F 50 N 

. .\nalog, dacă un corp esle al'uncat vertica l in sus cu_ vileza in;ţialll. v0 , atunci forţa 
de greutate 11 frîn ează şi Limpul lk urcai·e va fi: 111 = mv0/mg = v0/g (re?.ultat cunoscut ). 

2. O minge cu masa m = 0,'100 kg loveşte frontal 1111 perele cu viteza v = 5,0 m/s. Dacă 
Limpul de tontact cu peretele esle 6 1 = ·1,0 ms, si\ se afle fcr \1:1 medie care 
apare la contactul dintre min ge ş i pere te. 

Rezolvare. Să S!'r iell\ lt>gra impuls ului pentru rning.e 
. _,.. -+ -ii'- ......... -+ 

(fig. 5.8, a): Fm.lt = mu' - m<·. Dar v ' = -< d in -condiţia de C'iol'Jl irt> pcrfcrt t•las liril, a lunl'i F„, .l-r- ~ 
-> -> 2mv 

- 211w, F 111 = - -- . I 'l'in urmare, forţa exerci-
6 1 

J;1IIl asupra ming"ii d in partea pe1·elelui este perpen
diculară pe perete şi d e sens opus vi tezei iniţiale şi 
arp Yaloarea: 

F 2mv 2·0,l00ke;·5,0m/s 
1 3

N 
m ~ --- = = ,O· 10 . 

6.t 1,0·10- 3 s 
Dacă mingea love~ le obl ic peretele (fig. 5.10), alunei 

~ ~ ...... 
prin scăderea 11ectoriald: 6.p = mv' - mv (fig. 5.10). 
în valoarea absolută 

l<'ig. 5.10. Variaţia impuls11-
l11i la c·iocnirea oblică perfect 
elastică cu un pere te în re
paus (problema rezolvată 2). 

variaţia impulsului se obţine 

-+ 2mv cos oe 
I 6.p I = 2 mv cos oe, Fm = 6.t (5. 36) 

şi forţa es te de asemenea perpendiculară pe perete. 

3*. Un elev stă pe un cărucior aflat în repaus şi ţine în mîini două bile, fiecare de masă 

m = 2,00 kg. Masa elevului şi a căruciorului este M = 60,0 kg. Elevul imprimă bilelor 
o viteză u = 3,1 m/s relativă Ia el tnainte de aruncare (ceea ce înseamnă că imprimă 
bilelor acelaşi impuls F6.t = m Vfinal - m ViniJial = m u). Care va fi viteza finală a 
căruciorului, dacă elevul aruncă bilele în acelaşi sens: a) simultan, b) succesiv? Cită 
energie cinetică creează elevul? 

Re;olyr.re. a) La arunrurea s imul lan~. : 

M , „ , 2m 0,-62 l I 
11 = v + "..mu, v = - - ·- u = - --= -0,2 ms: 

.u 3 

.lEc = ~ (M + 2m)tt2 = 20,.'i J. 
M 

Viteza imprimată căruciorului este opusă vit ezei de arunca1·e a bilelr.1• (somnul mi1111sl 
b) La prima aruncare: 

m 1 M -l 2m 
o = (M + m)v1 + mu, v1 = - --- u; t::..E,1 = - mu2 = 9,92 J . 

i\J.i..m 2 M + m 
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La a Jn1w arunC':.11'<': (J\/ -t m)vl == 11/v" -t m (V1 f- 11), 

m m (2M + m ) o.61 o ' 'I) / I ' I > Iv I 
- -'------'- U - - ,~ nt !', . V 2 ; 

Vz = Vi -- u M = M ( M -I m ) "- - -3- -

t • M + m D.Ec2 = - mu- = 9,93 J . 
2 M 

În toate ecuaţiile de conservare a impulsului vitezele corpurilor trebuie luat e faţă de 
acelaşi s is tem de referinţă (Pllmlntul), de aceea ln u l tima ecuaţie apare viteza bi le i 
v1 + u fa ţă de Pămlnt, fiindcă b ila are deja viteza căruciorulu i v1 la care se adaugă 
v itrza u imprimată faţă de cărucior. Se poate scrie ecuaţia a doua şi faţă d e s is
temul de referinţă rare se mişcă cu viteza v1 a cărucioru lui: O = J1:1v; + mu, unde 

v; es te a doua vi leză a căruciorulu i faţJ1 de prima vileză v1. Atunci faţă de Pămlnl : 

v2 = v 1 + v; ş i regăsim rewllatul de mai s us. 
Să reluăm problema, dar considerlnd că elevul aruncă b ilele în sensuri opuse: 

a ) s imultan, b) succesiv. 
a) La aruncarea simu l tană: O = Mv' + mu - mu, v' = O, ceea ce era de aşteptat; 
cele două impulsuri imprimate se compensează fiind egale în modul şi de sensuri 
opuse: 

/:;.Ec = mu2 = 19,22 J . 

b) La prima aruncare: O = (M + m)v1 + mu, v1 = 
m 

1t şi la a 
m + M 

doua 

aruncare: 

m m2u 1 
(M + m)v1 = Mv 2 + m(v1 - u), ·.;2= v1 + - u = = -

M M(M + m) · 300 
~ = 0,0033 m/s , 
s 

deci cărucioru l va căpăta pînă la urmă o viteză ln sensul pr imei aruncări, ceea ce era 
de aşteptat deoarece a doua aruncare are efect mai puternic asupra căruciorului, acesta 
avtnd acum o masă ma i mică. Energi ile cinetice crea te sînt aceleaşi ca la arurycarea 
SU ('Cesivă în acel aşi sens. 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢII. PROBLEME 

1. Un meteorit a rde în atmosferă, fără a a junge la suprafaţa Părnîntului. Unde d ispare 
impu lsu l său ? 

R: parpal in particulele de ardere, parţial în moleculele de aer lovite. 

2. Un disc omogen se roteş te in jurul ax.ei sa le fixe. Care este impulsul s!1u total ? 

R: Ztll'O. 

8. Cum s-ar putea întoarce un cosmona ut, ieşit in spaţiul cosmic, înapoi la nava cos
micii, dacă cablul care-l l eagă de navă se rupe, ştiind că cosmonaut ul are rn el o trusă 

de instrumente'? 
R: aruncă instrumentele in stinsu l opus . 

4. Pe o scînclură stă un om. Cum se va încovoia scîndura în primul moment cînd omul 
brusc se ghemuieşte? Dar dacă, udată ghemuit, se ridică brusc? 

1 Ri se ridică ; coboară. 

i>. întlr\'\plareă ~ovestită de Milnchhausen di ar fi ieşit dintr-o mlaştină (cu cal 1.:u tot) 
trăgîndu·SI! cu putere de pă r în s us polltP fi adpvăra tă : 

U: 1111 
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6. Poalo un om să se rid ice pc ol însuşi, trăglnd do un capăt al unei fi fori, care es le tre
cută peste un scripete (cu axă orizontală fixă) şi legali\ cu cel:lla l t capăt la brlu l său ? 

Cu ce forţă trebuie să tragă de sfcaril? 
R: F = G/2. 

7. S-ar putea propulsa o barcă cu plnze, sufllnd aer s pre plnzc cu ajutorul unui \'Pn
lilator instalat în barră? Dar dacă suflăm alături de pinze (adicc't fără. a nimeri in 
pinze) ? 

R: nu ; da. 

s•. Deşi forţele interne ale unui s is tem nu pol modifica impuls ul total (rezultant) al s is
t emului, ele pot crea sau anihila două impulsuri ega le în modul şi de sensur i opuse 
purtate de dorn'\ p:'.\rţi componontc ale s istemului (de exemplu !n cazul exploziilor sau 
a l c iocn irilor plas tice) . Cum aţi putea explica înaintarea vapoarelor şi a avioanelor 
cu elice? 

R: impulsul navei este opus impulsului impl'Îmat fluidului. 

9. Caracati\cle se pol dep lasa cu o vilczr1 pin ă la 60 m/s , ejecllnd per iodic apa ]H! 

care o absorb. Pe ce princi pi i se bazează deplasarea lor? 

H: conservarea impulsul11i. 

10. D~c.ă.umflăm un balcn de cauciuc cu aer şi fără a- l lega la orificiu ii dăm drumul r 11 
or1f1c:111l în jos, te se va lntimpla ? 

R: se va ridica în s11s . 

11. Ce se inlimplă' cu o barei\ uşoară cinel ne dep lasăm pc oa de la un capăt la celălal l ! 

R: se cleplaseazr1 în sens invers. 

12. Dacă pc un cărucior este suspendat un pendul şi îi dăm drumul ~ă cseilcze, ce :;c 
va lntlmpla eu ('[u·uciorul '? 

~ R: va oscila 111 sens invers. 

13. a) De ce cînd a tingem l'ămînlul dup:'\ o săritură t rebuie să ne ma i ghemuim (îndoind 
puţin p icioarele)? Dar dacă am s ta ~eapăn ? 

b) De ce putem săr i fără pericol de la etajul doi sau trei pc o p lasă clas t i c:ă întinsă 
deasupra solului ? 

c) Cînd un fotbalis t prinde mingea, el relaxeazr1 pu \.in muşchii mlini lur şi se retrage 
puţi n înapoi împre11nă cu mingea. De ce? Dacă ar s ta ţeapăn ş i a r 1.in e mîini le ţeapan, 
ce s-a1· inlîmpla? ' 

R: forţa medie de impact (ciocnire) este in vers proporţionali\ cu durata ciocnirii 
(v. re l aţia 5.36l. 

14. Pe o masă de bi liard s ta u două bile de diametre egale, dai· p1·obabil de mase dife
rite. Cum putem determina fără rîntar sau alle aparate, dacă bilele au mase egale 
sau care anume are masă ma i mare ? 

R: pl'i11° ciocnire, (v. relaţi a 5.30) 

16. Impuls ul unui corp est e p = 4,0 N · s, iar energ ia ci n et ică Ec = 8,0 J. Să se afle 
masa şi v iteza corpu lui . 

R 
p 2 2E,. . 

: m = - = 1 ,0 kg; v = - · = 4,0m/s. 
2E0 p 

16. Rruaţia de mişcare <1 unu i punct mater ia l de nrn să m = 0,20 kg es te x = 2 - 1 + 12. 

Să se scrie expresia impu lsulu i în l'uncţ ie de timp. 
R1 p = mv = - 0,2 + 0,4 t. 

17. Un punct materia l cu masam = 1,0 kg se mişcă circular uniform cu viteza v = 10 m/s. 
Să se calculeze variaţia de impuls !n t impul: a) unei perioade, b) unei jumătăp de 
per ioadă, c) unui s fert de perioadă. 

R: i6;l =0;2mv = 20N•s; V2·mv=14,1N· s. 
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IR, O hilil r11 masam= 100 g a căzut liber pe un plan orizcntal avind în momentul lovirii 
ri vi~n7.:1 <J ~ 10 m/s. Să se afle variaţia impulsului prin lovire, considerînd docnirea: 
a') porfoct elastică, b) absolut inol1tstic:ă (p l ast ică). Dară duruta c icr n irii R fcst At = 
g 20 ms, carr. u fos t torţa medie de lovire? 

Ll.p 
R; a) D.p = 2mv = 2,0 N · s; F 111 = - 100 N. 

!'lt 

b) ~p = mu = 1,0 )I· s: F ni = 50 :\. 

19. Un corp loveşte frontal un pPrete. în ce raport este tor\.a medie de contact, ln 1·a1.11l 
ciocnir ii Plast ice, faţă do forţa din caztil ciot'nirii plas tice, dacft timpul de ticrn i1 t' 
es te acelaşi? 

R1 2. 

20. Co forţă constan t ă dr frinare trebn ic apl icat(\ un11 i tren de masăm = 600 t, care Sy 
mişl'i\ rn viteza 110 = 12 km/h, pentru R-1 opri în ~t = 10 s? 

21. 

R.: F = m u0/D.t = l,2 Vil\. 

Cn curp 1;u masa m 1 = 0,40 kg şi viteza v1 = 5.0 m /s loveşlt: un alt rorp rare se 
mişră sprt> el pe aceeaşi direrţie . Dupll ciocnire corpuri le se opresc. Care a fost. impul
sul celui de-al doilea rorp? 

22. Un vagonet de maEii M = 20 kg se mişri'l r11 vitrza .; = 3,0 m/s. Ce viteză va eăpăla 
vagonetul dacă în el cade vertical un sar eu masa m = to kg? 

R: v' = v -·-
11

- = 2.rl m/s. 
111 ..L m 

28. Două bile de maf:c m 1 = 1,0 k~ şi m 2 = 2,0 kg se mişcă una spre cealAltfl eu vi tezele 
t11 = 1,0 m/s ş i v2 = -2,0 m/s. Sil se aflr p ierderea de energie cinet ică (ri'lldura) prin 
c iocnirea Ier p lm;lirtt. 

I 

R: Q =- - .:C.l!:c = ~ - m1m• - (v1 - V2 )2 = 3,0J . 
2 "'1 + nlz 

2-1. O b i lă de lemn r11 masa M = 1,00 kg s ili pe un supor t inelar. Un glon ţ de masă 

m = 10,0 g v ine de jos în s us, loveş te ru vi leza v0 = 300 m/s bi la l?i rruninc înfipt 
ln ea. Care va fi timpu l de urcare al J:.ilri pină la inălpmea maximă'? Cită căldură 

1 
se degajă? 

R: 11t = m ~'!. = 0,30 s: Q = ~ mM vij = 4!.G J . 
m +Mg 2m+M 

25. Un om a flal inlr-o barcă trage rn ajul!lrul uuei sfori o a doua barcă cu o kr\ă con 
s tantă F = 1CO N. l\lasa pr imei bărci împreună 1·u omul este m1 = 100 kg masa 
relei de-a do na bărci este m 2 =- 50 kg. :\cglijind rezistrnţn apei, să se afle v itezele 
bărcilor după /).t = 2,0 s. 

R: v = F j.t/m1 = 2,0 m/s; 112 = F .:C.t/m2 = '•,O m/s. 

26. Un om de masă m = iO kg pnrcurge lungimea unei bărC'i (de la proră la pupă) l = 
= 4,0 m. Cu rit se dep lasează barca fa\ă de apă ln acest timp, dacă masa e i es te 
M = 30,0 kg'? 

R: s = __ m __ l = 2,8 111. 

m +M 

27. lin vago n r n masa m1 = 10,0 I. se deplasează pe o ea le fera t ă orizontală cn vi teza 
in i ţială v0 = 10,0 m/s. După un timp D.t = 10,0 s ol se ciocneşte şi sr cup lează cu un 
u l doilea vagon de masă m2 .:; 20,0 t aflat în repaus. În timpul mişcări i , aUt înain te 

cil şi dup1\ ciocnire, asupra f itirărui vagc11 acţionează o forţă de frecare egală c11 11 = 
.., 98-a parte d in gre11ta tea 1·esp!'ctivu lui vagon. sr1 se afle vilrza primulu i vagon 
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înainte de docnire, vi teza vagoanrlor n1plate imediat dup~ dol'11irt:, nild11r11 degajata 
prin c.:iocn irc, timpul şi distanţa pinii la oprirea vagoHnt>lcr r·11p la tr. 

R 
g , m, 

111 =1•,1 - -- j.t = 9,0 m/s; v = ---- „ = 3,0 m/s: 

Q =- J_ m1m,u, 

2 m1 + m~ 

n m1 -r m2 

v' ·c'2 
=270 kJ :6.1' ~ - = :30 s: ..l:1:' -- __ = 45 m. 

1t/1i 2g/n 

28 •. Un obuz de masil III = 70 kg zboari1 t·11 ,·ill'za t· = 300 m/s. La un moment dat 
el explodează în tlo11fi rragmente. Cnn l dintre ele de masă m1 = 30 kg contin11;l să 

se mişte înainte l'll viteza''• = 500 m/s. Care estn vi loza celui de-a l doi lea fragment? 
Ci tă energie l'inetiri1 se 1·1·t•t'azi\ ·~ 

2\l. 

Mv - m ,11, 1 m,M 
lt: V2 = . = 150 m/s; Ec = -- (v - u1)" = 1,05 MJ. 

M m 1 2 M- m1 

O mnlPr11lă dt' masă m = 5,0 · 10-~0 kg, aflali''t înl1·-un C'ilindn1 c·11 piston, se mişl'fl 
cu viteza v1 = 500 m/s şi ajunge din urmă pistonul care se mişcă 'Cu viteza v9 = 
= 1,0 m/s şi de <'llre se ci ocneşte frontal perfect elastic. Să se afle variaţia energiei 
cinetice şi a impulsului molecu lei în urma ciocnirii. 

R: t:;Ec = -2mv2(v1 - v2) = -5,0·10-23 .J; ~p =-= -2m(v1 - v2 ) = 
= -5,0. t0- 23 l\ . s. 

30. Două. bile de mase m 1 m 2 sint suspendate pe fire paralele, astfel lncît bilPlf' se ating. 
Prima bilă este deviată pină la o ln~Uţime h1 şi lăsată lilwr. La 1·r înăl\ime se ridică 
bi lele dadt ciocn irea este: a) t:laslică; b) plastic-ă. 1·) Citii d\ldură se degajft 
in ultim11 l t•az? 

R: a) h1 = . '12 = h1 ; , 1,1 ( 1111 -. m2 )2 ·, , ( 'l.m, )2 
mi -t- m2 m1 + m2 

b)h'= h1( m1 )2;c)Q = m1m2 gh1 . 
m 1 + m.2 111 1 · m.2 

31. O particulă de masă m1 l oveşte o altă particulă de masă ma aflată în repaus. Să s1· 
a fle ce fracţiun e d in energia cinet ică i niţialll a particulei 1 este Lrans fera l;i part i1·11-
lei 2 , da1·ă ciocnirea este unidimensională: a)' perfect elastiră; b) p laslic:i'l. ,. ; C1• rrai.:
ţ iune se transformă în căldură în ultimul caz? 

R: a) 4m1m2 

(m1 + m2)2 

r) __ m--=-• -
m1 + m2 



6 
MOMENTUL CINETIC 

Alături de mărimile fizice impuls şi energie cinetică, momentul cinetic 
joacă un . rol important în fizică, în special în caracterizarea mişcării de 
rotaţie. 

6.1. MOMENTUL FOR ŢEi. MOMENT.UL CINETIC 
AL PUNCTULUI MATERIAL 

6.1.1. Momentul forţei în raport cu un punct. Dacă un corp are o articu 
laţie fixă în jurul căreia se poate roti liber, atunci aplicînd o forţă corpului, el 
se va roti în jurul unei axe trecînd prin articulaţie. Axa de rotaţie va fi per
pendiculară pe planul definit de articulaţie şi forţă (fig. 6.1). 

Efectul de rotaţie este acelaşi, oriunde am aplica forţa pe dreapta sa suport, 
de exemplu prin intermediul unui fir ma i lung sau mai scurt. Dacă supor

Fig. H.1. O forţi:'t aplicaltt unui 
corp, avlnd o articulaţie, îl ro
teşte în jurul unei ~xe t.recînd 
prin articulaţie, perpendicularii 
pc planul definit de forţă şi 
articulaţie. Efectul de rotaţie 
este dat de momentul for\ei în 

raport cu articula\ ia. 

tul forţei trece prin articulaţie, forţa nu poate 
produce rotaţie, ci doar trage de articulaţie. 

Efectul de rotaţie este determinat atît de 
rnărimea forţei, cit şi de distanţa dreptei-suport 
a forţei pînă la articulaţie. 

Se numeşte braţul forţei faţă de un punct 
distanţa de la acel punct pînă la dreapta suport 
a forţei , adică lungimea perpendicularei coborîte 
din acel punct pe dreapta suport a forţei. 

De exemplu, dacă înşurubăm o piuliţă cu 
o ch~ie, efectul depinde atît de mărimea forţei 
aplicate, cit şi de braţul forţei, adică de lun
gimea cheii, dacă aplicăm forţa la capătul cheii , 
perpendicular pe cheie. 
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Prin Ui'mare, efectul de rotaţie se poate măsura prin produsul dintre forţă 
şi braţul ei: F · b. Mai mult, ţinînd seama de direcţia axei de rotaţie şi de sensul 
rotaţiei produse, putem introduce un vector avînd modulul Fb, direcţia dată 
de axa de rotaţie şi sensul pe această axă dat de sensul de înaintare al unui 
şurub (drept) rotit de forţa aplicată (ca şi cum corpul ar fi un şurub rotit 

~ - . . 
cu forţa F). Acesta este vectorul moment al for/ ei în raport cu art1culaţ1a. 

..... -+-
Poziţia forţei pe dreapta suport este dată de vectorul de poziţie r = OA, 

..... 
care formează unghiul ex cu vectorul forţă F, atunci braţul forţei va fi b = 
= r sin ex şi modulul momentului: 

......... 
111 = bF = rF sin (r, F) = rF sin ex. (6.1) 

..... ..... ..... 
Prin urmare, din doi vectori r şi F se obţine un al treilea vector 111 cu modulul 

-+ -+ -+ ~ 
I r I · I F I · sin (r, F) = rF sin ex, cu direcţia perpendiculară pe cei doi 

-+ ..... 
vectori deci pe planul lor [r, F] şi cu sensul pe această direcţie dat de .sensul 
de înaintare al unui şurub sau burghiu aşezat pe această direcţie şi rotit de 

..... ..... 
la r la F . Se introduce astfel o nouă operaţie intre vectori (fig. 6.2). 

-+ -+ -+ -+ 
Se numeşte produs vectorial a doi vectori a, b, notat a X b, un al treilea 

-+ -+ -+ -+ ~ -+ -+-+ 
vector c = a X b, avînd modulul I c I = c = I a I · I b I · sin (a, b) = ab sin ex, 

.......... 
direcţia perpendiculară p e planul vectorilor (a , b) deci pe fiecare din ei, iar 
sensul dat de regula burghiului. 

Regula burghiului : se aşază burghiul pe direcţia respectivă şi se roteşte 
..... ..... 

astfel încît primul vector a să se suprapună peste cel de-al doilea b, atunci 
..... ..... 

sensul de înaintare al burghiului va fi sensul produsului vectorial a X b. 
Din figura 6.2 se vede că modulul produ~ului vectorial, adică ab sin ex, 

este egal cu aria paralelogramului construit cu cei doi vectori (de exemplu 
baza b înmulţită cu înălţimea a sin ex). 

Produsul vectorial a doi vectori co
liniari sau paraleli este nul (sin 0° = O, 

-+ ..... 
sin 180° = O) (de exemplu dacă r şi F 
sînt paraleli sau coliniari: forţa trece prin 
articulaţie). 

Dacă schimbăm ordinea factoriloF, 
..... -+ 

atunci trebuie să rotim pe b către a, 
deci se schimbă sensul produsului vecto- · 
rial. Prin urmare, produsul vectorial este 
necomutativ: 

..... ..... ..... ..... 
a X b = - b X a, (6.2) 

(se spune în acest caz că produsul este 
anticomutativ). 
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Dacă schimbăm sensul unuia dintre vectori, se schimbă şi sensul veLto
rului produs. 

Se poate verifica faptul că produsul vectorial este distributiv: 

-+ ...... -+-+ 4 .... -+-+ -t- -+--+-+-+-+ 

a x (b + c) = a x b + a X c şi (a + b) X c = a X c + b X c, (6.3) 

unde, bineînţeles, nu trebuie schimbată ordinea factorilor I 
d f1111t prin 

I"' !fu ul pectoruzl dmtr " torr l de po iţi al originii for/ i faţă de pol şi fJP.f't r 

fu / : -+ 
M ,, [.' (6.4) v I? JI 

-+ -+ -+- -+ 
Trebuie reţinută ordinea factorilor: r X F şi nu F X r. Dacă schimbăm sensul 
forţei, se schimbă şi sensul vectorului moment. 

(Atenţie, produsul N · m nu trebuie înlocuit cu joule, fiindcă nu repre
zintă lucrul mecanic.) 

Din figura 6.1 se vede că momentul forţei nu depinde de poziţia forţei 
pe dreapta suport: nu se schimbă nici modulul rF sin rx = bF (dublul ariei 
triunghiului OAB), nici direcţia. sau sensul. Momentul forţei este zero dacă 

-+ -+ 
polul se află pe suportul forţei deoarece atunci braţul forţei este zero (r şi F 
sînt paraleli). . 

Dacă asupra unui puncL material P acţionează mai multe forţe concu-
-+ -+ ~ 

rente F 1, F 2, „., F ni atunci fiecare forţă dă un moment în raport cu un pol O: 

--.. -.> -> ~ -+ -+ ·-+ -+ - -+ ~ 

M1 =rxF11 M2 =rXF2,„.,M11 = rXFm (r = OP). 

Ad unind aceste egal ităţi membru cu membru, avem: 

·+ -7 -+ -+ -+ -+ _.... -+ .... 

M1 + M2 + „. + Mn = r X Fi -+- r X F2 + ... + r X Fn = 
-+ -+ -+ -+ -+ -> -+ 

= r X (F1 + F 2 + „. + F,.) = r x F = M, (6.5) 
-+ -+ -+ 4 

unde F este rezultmta forţelor concurente şi M = r X F - momentul ei. 

ntul re ultantei c or ft1t ln raport cu acelaşi J (teorema lui 
Varignon). 

6.1.2. Momentul forţei în raport cu o axă. Fie acum un corp care se poate 
roti liber în jurul unei axe fixe (fig. 6.3). Dacă forţa aplicată corpului este 
paralelă cu axa de rotaţie sau intersectează axa de rotaţie, ea nu poate roti 

- > 
corpul, ci doa1· îndoaie axa sau trage de axă. De aceea descompunem forţa F 

în două forţe componente : .F11 paralelă cu axa de rotaţie şi Fl. perpendiculară 
-+ • 

pe axă. Forţa componentă F 11 nu poate roti corpul, ci doar îndoaie axa (trage 
corpul paralel cu axa); momentul ei în raport cu un punct. de pe axă ( M 1-) 
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este perpendicular pe axa de rotaţie şi 
tinde să îndoaie axa. Numai forţa corn-

.... 
ponentă transversală F 1- (perpendicu-
lară pe axa de rotaţie) poate roti corpul 
în jurul axei în planul ( 7t) perpendicu
lar pe axă; momentul ei M11 = F 1- • b 
în raport cu punctul C - piciorul per
pendicularei din P pe axă, este paralel 
cu axa şi el este acela care roteştP 
corpul în jurul axei. · 

-> 

Momentul 1mei forţe F în raport 
cu o axă este egal cu produsul dintre 
componenta transversală a forţei F 1- şi 

braţul său b pînă la axă, în planul per-· 
pendicular pe axă ( 7t ), prevăzut cu sem
nul plus sau minus, după cum rotaţia 
produsă corespunde sau nu (după regula 
burghiului) sensului pozitiv al axei: 
Mu =±b·Fl.. 

-+ 

Dacă luăm momentul forţei F faţă 
... ,... -> 

de un pol O de pe axă, M = r ~ F, 
atunci componenta vectorului M pe 
axă va fi tocmai M11 = ± bF 1-· 

Dacă asupra unui corp acţio

nează mai multe for·ţe, atunci momen
tele lor faţă de acela.şi pol se compun 
după regula parajelogra.mului, ca orice 
vectori. Momentele lor în raport cu o 
axă se adună algebric (ţinînd seama de 
semnul lor). Dacă momentul rezultant 

Fig. 6.3. Componen la F!I paraleli\ cu axa 
de rotaţie nu produre rotape, momentul 
ei MJ.. este 1)(•rpondic11lar pc axă (tinde 
tloar să îndoaie axa). Componcnla F J_ 
perpendiculară pe axă 1·oteşle rorpul 111 
jurul axei · şi dă moment in 1·aport cu axa 

M11 =bF. 

47 

38 

l<'ig. 6.4. ~lcn la j pentru studiul compu-
in raport cu o axă este nul, corpul va fi nerii momentelor. 

în echilibru de rotaţie faţă de acea axă. 
Experiment. Compunerea momentelor în raport cu axa de rotaţie. 

Montajul este arătat in figura 6.4. Se aleg două orificii în discul gradat 
(38) în ca.re se introduc cepii de plastic (47). De cepi se suspendă cîrligele (24) 
pentru greutăţi crestate prin intermediul a două fire. Forţele sint date de 
greutăţile crestate împreună cu cîrligele şi cepii (5 g). 

Se calculează momentele celor două forţe în raport cu axu l discului; ele 
sînt de semne opuse şi trebuie să fie egale în modul - discul fiind în repaus. 

Se schimbă greutăţile şi orificiile şi se repetă experien~a. 
6.1.3. Momentul cinetic al punctului material. Analog momentului unei 

forţe în raport cu un pol sau o· axă, se poate defmi momentul oricărui vector. 
Interes fizic deosebit prezintă momentul impulsului. 
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t roi ect oria 
!tf omcntul cinetic al unui punct material 

un pol este momentul impulsului 
(fig. 6.5): 

fig. 6.6. Momentul cinetit· al 
unui punct material este mo-

-+ ..... .... 
mentul impulsului: L = r x mv. 

„ 
1 (6.6) 

Momentul cin.etic se măsoară în J .s. 
..... 

Momentul cinetic L definit mai sus se mai 
numeşte moment cinetic orbital, deoarece est e 

legat de mişcarea particulei pe orbita sp, . (Particulele atomice pot avea şi 
-+ 

un momenţ cinetic propriu S numit spin, atunci momentul cinetic total al 
-+ ..... ..... 

particulei va fi J = L + S.) 

EXEMPL E 

1. Momentul cinetic al unui punct materia l i zolat , ln raport cu orice pol, se conservă (es le 
constant) . 

...... 
ln adevăr, în timpul mişcăr ii sale rectilinii uniforme impulsul m v este constant, doar 
luneci! pe dreapta mişcării, de aceea L = mv • b = const., la fel , direcţia şi sensul rămln 
neschimbate (fig. 6.6). 

Fig. 6.6. Momentul rinetic 
al unui punct material izolat, 
deci în mişcare rectilinie uni
formă, în raport cu orice 

pol, se conservă. 

}'ig. 6. 7. La mişcarea circulară 
uniformă, momentul cinetic al 
punctului material în raport cu 
centrul cercului şe conservll. (fiindcă 
momentul for~ei este zero faţă de 

acest pol). 

2. ln mişcarea circulară u11iformd , momentul cinetic al punctului material în raport cu 
centrul cercului se conservă (fig. 6. 7). 
tn adevăr , modulul momentulni t·~ le constant : L ~ mvr = mr2w , iar direcţia ş i stm:;ul 
nu se schimbă. 
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6.2. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC PENTRU PUNCTUL MATERIAL. 
CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 

Să calculăm val'iaţia momentului cinetic pe unitatea de timp. La momentul 
.... -+ ...... 

t , momentul cinetic este L = r X p. La un moment apropiat t' = t + Ât, 
-+ -+ -+ --+ . -+ -+ -+ 

vectorul de poziţie r devine r' = r + Âr şi viteza v devine v' = v + llv, 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 

iar impulsul p = mv devine p' = mv' · p + Âp = mv + mllv. Atunci 
...... 

momentul cinetic L devine : 

--+ -+ -+ ->- -+ --+ -+ -+ -> ..... -+ 
L' = r' X p' = (r + llr) X (p + Âp) = r X p + r X llp + 

-+ -> --+ -+ 

+ llr X p + Âr X Âp, 

de unde variaţia momentului cinetic raportată la intervalul de timp res
pectiv 6.t: 

-+ --+ -+ ~ -+ 
L ' - L ..... I A A ..... -+ A .:=..e. + _u_r + Â X .:=J!_ • 6.t = r X 6.t 6.t X mv r 6.t 

Pentru a găsi variaţia „momentană" (sau „insta.ntanee") a momentului cinetic 
pe unitatea de timp, facem, după cum ştim, pe Ât să descrească către zero 

_„ ...... 
(să tindă către zero : Ât -+ O), atunci, bineinţeles, şi Âr şi 6.p descresc către 

...... .... .... 
zero, dar ..!'aportul llr/Ât devine viteza momentană v, iar Âp/llt devine egal 
cu forţa F (conform principiului II). Atunci ultimii doi termeni din expresia 

...... ...... 
de mai sus se anulează: v X mv = O deoarece sînt vectori coliniari (paraleli) , 

...... -+ 

iar ultimul termen se anulează fiindcă factorul Âp/4-t devine egal cu forţa F , 
...... 

iar factorul Âr se anulează cînd Ât -+ O. Rămîne numai primul termen din 
membrul drept care reprezintă momentul forţei. Obţinem astfel teorema mo
mentului cinetic pentru punctul material. 

Momentul forf.ei în raport eu un pol este egal eu vnrinţla momentulm 
cinetic pe unitatea de H • raport c ' şi pol. 

~ ( .... ) -+ -+ ..,. 6.L -+ dL 
M = r X F = - cînd llt -+ O, adică M = - · 

6.t dt 
(6. 7) 

Daca momentul forţei rezultante în raport cu un pol este permanent nul, 
vari~ţia. momentului cinetic al punctului materii\,l va fi zero, adică momentul 
cinetîc în raport cu acel pol se conser1Jă. Un punct material nu·şi poate schimba 
momentul său cinetic decît sub acţiunea unui moment al forţei. 

. .... .... 
De exemplu în cazul unui punct material izolat, F = O, deci M = O 

faţă de orice pol, de aceea momentul cinetic L în raport cu orice pol se conserpă. 

12 - Fizică ci. a IX-a 
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In mişcarea circulara imirorma rorya este centripetă, deci momentul ei ii 
raport cu centrul cercului este permanent zero, de aceea momentul cinetic al 
punctului material în raport cu centrul cercului se conservă. 

In mişcarea planetelor in jurul Soarelui forţa de atracţie gravitaţională 
exercitată de Soare asupra planetei trece permanent prin centrul Soarelui, de 
aceea momentul forţei in raport cu Soarele este nul, deci [momentul cinetic 
al planetei în raport cu Soarele se conservă. Analog se întiroplă in mişcarea 
electronilor în jurul nucleului într-un atom. 

Dacă momentul rezultant al unei forţe jn raport cu o axă este zero, 
atunci momentul cinetic în raport cu acea axă se conservă (este constant) . 

Analog impulsului, momentul cinetic este şi el o măsură a mişcării din 
punctul de vedere a] rotaţiei: teorema momentului cinetic exprimă o lege de 
conservare a mişcării mecanice, transmise de la un corp la altul prin interme
diul momentului forţei în procesul interacţiunii.Ecuaţia (6. 7) este analoagă 
cu ecuaţia fundamentală a dinamicii: forţei ii corespunde momentul forţE>1. 
iar impulsului ii corespunde momentul impulsului, adică momentul cinetic. 

Ecuaţia (6.7) exprimă legea fundamentală a dinamicii pentru mişcarea 
de rotaţie. 
6.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC TOTAL AL UNUI SISTEM MECANIC. 

CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC TOTAL 

-+ 
Fie un sistem de două particule (fig. 6.8). Momentele celor două forţe interne g 12 

. ş i '°§21 = - ~2 în raport cu un pol O stnt egale în modul ş i de sensuri opuse cllR12 = 
-+ -+ -+ -> 

= - clllî.21 sau clllt, 2 + allt21 = O. În adevăr, modulele momentelor sînt egale: I l'ul · b = 
~ -+ 

= I 8J'21 I· b (avind acelaşi braţ, b); direcţia, este aceeaşi-perpendiculară pe planul (O, Sl'12, 

~ -+ -> 
5'21), iar sensurile sînt opuse deoarece forţele SJ'12 şi 8J'21 sînt de sen~"ni opuse. 

t cu orlrr ' 

Rezultatul este valabil pentru un siste~ format dintr-un număr oarecare de parti
cule. în adevăr, forţele interne de interacţiune dintre particulele sistemului sînt totdeauna 
perechi, acţiunea şi reacţiunea, egale în modul şi de sensuri opuse şi acţionează pe at'eeaşi 
dreaptă care uneşte cele două particule (principiul II I). Deci momentele lor , faţă de 
orice ool, vor fi egale în modul şi de sensuri opuse. De aceea dacă însumăm momentele 

Fig. 6.S. MomenLul rezullanl. 
ni forţelor interne ale unui 
sistem de particule, ln raport 

ru orice pul, este zero. 

pentru întregul sistem ele se anulează două cite două şi 
momentul rezultant va ti nul. 

Să scriem teorema momentului cinet ic pentru fiecare 
particulă (se con sideră mai jos momentele medii pe inter
valul de timp 6t): 

-+ -+ 
ttnae M 1, M 2 sînt momentele forţelor externe rare acţio· 

..... -· nează asupra particulei J, respectiv 2, iar clllî.1 , @lt~ sînl 
momentele forţel or interne care acţionează asupra acestor 
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partic·ule (fig. 6.8). Aduntnd membru cu membru cele două f'cuaţii şi ţintnd seama că 
momentul rezultant a l forţelor interne este nul, obţinem: 

Rezultatul es tP. valabil şi pf'ntru un s istem format dintr-un număr oarecnre de puncte 
materiale: 

(6.8) 

11nde M este momentul rezultant al forţelor e:rt1-r11e, iar :J monlf'ntnl rinetic to tal al 
s istemului. 

Proiec tînd ecuaţia ( 6.8) pe o axă , obţinem 

. MII .ir11 =-~ , 
fj;t 

(6.9) 

1111de .lf . estr momentul rezultant 111 raport 1·u a~a, iar .T 11 Pste momentul rinPtic total 
în rap(Jrt cu axa. 

..... 
Dacă sistemul este izolat (M =O), momentul cinetic total a l s istemului, faţă de 

orice pol sau axll, se conservă. 
Dacă momentul rezultant al forţelor externe fli raport cu un pol sau En raport cu o axă 

este permanent nul, momentul cinetic total al sistemului En raport cu acel pol sau acea axă 
se conservă. 

Prin urmare forţele interne nu pot modifica momentul cinetic total al sistemului (îl 
pot doar redistribui Intre părple sistemului ). 1\umai prin interacţiune cu mediul extr.r ior 
se transmite mişcarea şi se schimbă momentul cinetic total al sistemulu i. 
- Dacă momentul r ezultan t a l forţelor externe aplicate unui corp , în raport cu un 
punct, este nul, corpul nu se va roti în jurul nici unei axe trecînd pr in acel p11nct. La frl, 
dacă momentul r ezultant al for\elcr externe apl icate corpulu i în raport r11 o axă, este u 11 1, 
rorpul nu se va r oti în j11rul acelei axe (se presup11ne ră ini ţia l rorpul nu se rotea ln jurul 
acelei axe). 

INTREBĂRI . EXERCIŢII. PROBLEME 

1. O pa1·tirulă în mişcare este supusă la o forţă a cărei dreaptă suport trece printr-un 
punct fix. Ce se poate spune despre momentul cinetic a l particulei? 

R: se conservă faţă de punctul fix. 

2. Se conservă momentul ci netic. în rapol'l cu Soarele al unei comele care ocoleşte Soarele 
pe o trajectorie parabo lică? Dar în cazu l planetelor care nu se mişcă pe traiector ii 
circulare? 

R: se ('Onservri. 

3. Dacă vecLorul moment cinetic al unei particule este constant (se C'Ollservă ) , t raiectoria 
sa este plană. De ce? Dar dacă numai d irecţia vectorului moment estr i:onstantă, l'Um 
este traiectoria? 

-+ 
R1 L are direrţie fixă; plană . 
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.... 
-l. Asupra unui sa telit artificia l a l Pămintului acţicnează o fcr\ă de frecare cu aerul Fr = 

..... 
= - kv. Se conservă mom1mt.11\ său cin etic ln rapGrt cu centrul Pămintului? Rămtne 

tra iectoria sa plană? 
R : nu ; da . 

5•. Se conservă momentul cinetic lola l a l particulelor rezulta te în urma exploziei unui 
corp izola t ? 

R: da. 

G. O particulă se mişcă în vid sub acţiunea forţei de greuta te. Momentul cinetic în raport 
cu orice axă din planul rn)şcării se conservă. De ce? Ce valoare are? 

.... .... 
R: G şi p sîn t incidente cu axa: M li = L li = O. 

7•. O particulă suspendat ă printr-un fir cscilează într-un plan vertical (pendul s implu). 
Care este momentul cinetic faţă de ver ticala prin punctul de suspens ie? Care est e 
variaţia pe unitatea de timp a momentului cinetic în raport cu punciul de suspensie? 

-> „ . 
lt: zero ; I /l f,/ Clt I = mglsm O. 

7 
UNEMATICA ŞI DINAMICA RIGIDULUI 

7.1. NOŢIUNEA DE RIGID 

P e un p lan înclina t se lasă să se rostogolească un cilindru gol ş i unul plin , ce i doi 
cilindri avînd acelaşi diametru ş i aceeaşi masă. Se consta tă că cilindrul plin ajunge jos 
într-un timp mai sc11rl decît cilindrul gol. 

Experienţa ara tă că în acest caz nu ma i putem cons idera corpurile ca puncte ma t e
riale ; modelul de punct ma teria l folosit pînă acum în mecanică nu ma i poa te e>.:plica rezul
tatul a ces tei experienţe. Trebuie să luăm în consideraţie forma , dimensiun ile ş i fe lul în care 
este distribuită masa corpurilor. 

Un corp cu a numite dimens iuni poa te avealnmma acţiunii unei forţe ln afara miş
cării c;entrului de masă şi mişcăl'i suplimentare. Aces te mişcări pol fi efectuate de întregul 
corp sau numai de a numite părţi a le lui ş i se supra pun pes t e mişcarea do tra nsla ţie. 

Să cons iderăm un caz s implu, acela în care corpul nu are părţi mobile independente. 
Punctele materiale din care se consideră alcătuit corpul n11 efec t uează decît mişcări de 
a nsamblu . Acest corp se numeş te r igid. 

L. n , o.rP rigid esl„ un 111 tt•n Ul" 111111..r„ m 1t1•ri.i! lt ilrM dl ta11(1 rl't'IJ!rure ri'uu111 

Ca şi punctul ma teria l, corpul rigid est e un model. Acest model poate fi r eal iza l c.u 
bună aproximaţie de o bilă de oţel, de o roată, un cil indru, o bară, nn cărucior et c. 

7.2. VITEZA ŞI ACCELERAŢIA. UNGHIULARĂ 

EX PERIMENT 

Pe un plan înclinat sa u un jgheab, se lasă să se mişte liber• o bi Iii. Bila eftir luează 
o mişcare de translaţie accelera.tă ş i în acelaşi timp efectuează şi o mişcare de rotaţie 
(fig. 7.1). 

181 



~·tg. 7.1 . O bilâ în mişca re 
pe un pla n înclinat. 

t'ig. 7.2. ln mişcarea de trans laţie tra iectoriile, vitezele ş i 
accel eraţiile tuturor punctelor corpuhii sini identice. · 

Alît aceas tă experienţă cit :;;i a ltele asemănătoare ne arată că un corp rigid se poa_te 
aTla in mişcare de translaţie, în mişcare de rotaţie ln jurul unei axe sau într-o mişcare 
t:'liroidală, rotaţie şi translaţie simulta n. 

Mişcarea de translaţie a itnui corp rigid este mişcarea în care orice dreapt{r. legată de 
corp işi păstrează orientarea, adică sa mişcă paralel cu ea însăşi. 

În această mişcare toate punc tele corpului rigid au traiectorii, viteze şi a ccAleraţii 
ident ice şi de aceea aceas tă mi:;;care este determinată prin ·m işcarea unui s ingur puncl 
material ce aparţine corpului (fig. 7.2). ' 

llfişcarea de rotaţie a unui rigid este mişcarea în care toate punctele sale descriu cercuri 
ale căror centre sint situate pe o dreaptă perpendiculară pe planul cercurilor descrise, dreaptă 
numită axă de rotaţie (fig. 7.3). 

Razele vectoare a le punctelor diferite din corpul r igid vor descrie acel aşi unghi ~~ 
în intervalul de timp ~t. Deci viteza unghiulară w va fi aceeaşi pentru toate punctele 

1-'ii;. 7.!I. f'un c lele unu i solid rigid 
a flal în mişcare de rola\i1• drscri11 
t:l'rcuri cu centrul pi· axa de l'olaţiP . 

corpului rigid în rotaţie: 

w = (7 .1) 

Vitezele linia re ale diferitelor punc te ale 
rigidului sîn t diferite deoarece şi razele cercur ilor 
descrise s int diferite: 

(7 .2) 

Viteza unghiulară w este considerală o mă

rime vectorială, deci poate fi reprezenta tă printr-un 
~ 

vector. Vectorul viteză unghiulară w are direcţia 

axei de rotaţie, es te deci perpendicular pe planul, 
traiectoriei. Sens ul acestui vector es te determinat 
prin regula şurubului drept (fig. 7.3). 

Datorită rela\. iei 11 = w1·, a felulu.i în r.are s-a 

a les direcţfa şi sensul vectorulu i -:;), se poal•; re

pn•zcnla yitP1.<I l iniarii --;; a mişcării 1111 uia din pune· 
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trlr cr nld llniesr rigidul, ra prodns vrr. 
. ~ ....... 

torial a l vrr torilor '"şi r.: 
-+ 4 -? 

7.' "":': w X r . 

...... ~ -
\'ertornlprod usvertorial y = '" ><. „ 

es te perprnd icula r pe planul format de 
0f'P i doi vec tor i, avînd sensnl înainltu·ii 
unui şurub drept (fig. 7.4). Mărimea 

"""" -+ .... 
acestn i vector este v = wr sin (w, r) 

"""" ~-+ 

= wr deoarece unghiul ( w, r) = 90°. 
-+ 

- /v w 
/ 

/ 
/ 

/ 
I 

- ~ r 

-· Fig. 7.i. Viteza unghiulară <>l este o mărime 
vectorială. 

Dacă vActorul viteză unghiulară w este rnnstant în timp, mişcarea de rotaţie este 
uniformă. 

ln cazul în ca re rigidnl se roteş te în aşa fel încît viteza unghiulară c.l cr~şte sau srade 
ln timp , mişral'ea de. rotaţie este nen n iformă, a tun ci relaţia. 

t = (;.41 

de.fineşte mărimea numită acceleraţie unghiularii. Ca şi viteza unghiulară -;:, acceleraţia 
..... 

unghiulară e: se reprezintă printr-un vector şi ln cazul unei axe de rotaţie fixe direcţia 

acestui vector este aceeaşi cu direcţia vectorului Z. ln S I mărimile w şi e: se măsoară în 

[w)s1 = rad/s = rad· s - 1 respectiv [e:]s 1 = rad · s-z. 

EXPERIMENTE 

a) Determinarea vitezei nnghiulare <ol. Se real izează un m '.>n ta j exper imental a~a 
rum arată f igura 7. 5. Măsurarea limp11l11i în care este descris un unghi oarecare :r. se l'eali
zeazii cu dispozitivul elec trochimic fllaşat truse i de mecaniră sau 1·u ajutorul unui <'eas 
r u secundar. Montaju l electr ic es te re! indicat în fignra 7.6. Pe disrul gradat din 
montaj, se fixează două întrerupătoare în sensu l rotirii tambul'ului pentru un anumit 
unghi Cl. Acţionarea întrerupătoarel or o face un indicator care se roteşte cu întregu l s istem. 
De firul trecut peste s cripete, se suspendă cirligul pentru discnrite·crest a te. La nn mic 
impuls, tija cu cele două discuri la capele începe să se rotească aproape uniform. M'i~surînd 
t impul t în care este descris ungh iul Cl se determină vi teza unghiulară w = Cl/l . R epelînd 
e.xj)'er ienţa pentru a lte unghiuri, reznllatele obţinute pol fi 1·omparale şi înscrise lnlr-11 11 

ta~! d e forma: 

t (s) 

Cl (rad) 

w (rad/s) 

h) Determinarea acceler;iţiei u11ghi„laN c. L~• monlajul anlt>rior se face o modificare , 
introducind pes te tamburul <·11 raza de 2U mm un a lt laml>111' n i raza de 40 mm . Dispo
zitivul de măsurare a .timpului nu mai es l.e folcs i t acum. ~P s11s1w1Hlft drligu l pentru discu
rile crestate de f!rul trecut peste scripete. Per.irlig este intrvrlus 1111 disc cu masa de 10 g. 
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Fig. 7.5. Monlf1j experimental prnt.r11 
determinarea vitezei unghiu lare. 

Fig. 7.6. Montajul electric pentru ex
perimentul din figura 7.5. 

Pe bara di vizată a montajului , se aleg două repere, unul superior şi allul inferior ca1·e 
delimitează o dist;in\ă h. 

Se roteşte bara (tija) pînă cînd cîrligul cu discurile crestate ajunge în dreptul repe
rului superior. Din acest moment sistemu l esle lăsat liber şi se măsoară timpul t în care 
este parcurs spaţiul h. Timpul se măsoară cu a jutorul unui reas cu secundar sau cu un 

cronometru. Din ecuaţiile mişrării uniform accelerate w = e:t şi a. = ~ t 2
, unde ct: = h/r 

2 
r fiind raza tamburului. rezu ll ă pentru accclera\.ia unghiulară e: expresia: 

2h 
e: = 

rt2 

7.3. ENERG IA CINETICĂ DE ROTAŢI E. MOMENTUL DE IN ERŢIE 
AL UN Ul RIG ID 

EXPERIMENT 

Se real izează montajul pentru determinarea vitezei unghiuiare (fig. 'l.5). Pe cîrlig 
se aşază discuri crestate cu mase de 50 g. Se înfăşoară firul pe tambur ptnă cînd cîrligul 
este adus la partea superioară a bare i divizate. Se Iasă sistemul liber. Acesta va efectua o 
mişcare de rotaţie uniform accelerată . După desfăşurarea completă a firulu i, mişcarea ele 
rotaţie continuă, .firul cu discurile crestate urcă, sist emul efectuează un lucru mecanfo 
pe11 t ru rictica1·ea discurilor. Rezull ă de aici că în timpul mişcării de rotaţie la coborîre, 
va riaţia energiei potenţiale a greutăţii a produs variaţia energiei cir.etice ( creşterea aces tei 
energii) a sistemului care a realizat un lucru mecanic, adică ridicarea discurilor. 

De cine depinde energia cinetică de rotaţie ? 
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Să ronsiderăm 11n rigid rnrP se roleştr r 11 vite
za unghiulară, constantă, în jurul unei axe fixe 
(fig. 7.7). Un puncl material de masă m aflat la 
distanţa r de axa de rotaţie are viteza liniară 

1• = c,)r şi energia ri neliră: 

b:)1r<'sl 

I 

momrnt de lnerţ I 

Dacă însumăm energiile cinetice ale tuluror 
punctelor rigidu lu i, obţin em energia r in etică to lal il 

"<l. solid11l11i aflat în mişcare de rotaţiP. r11 viteza 
unghiulari\ rons ta nt i\ c..1: 

Expresia: 

se 11u111eşte moment de inerţie al 
axa de ro taţie considerată. 

(7.!')) 

(7.6) 

rigidului faţă de 

w 

~ 
t'ig. 7.7. Momentul de 111Nţic al 
unui rigid este e~al cu s11mn mo
mentelor de in erţie ale particulelor 

componente. 

Din definiţia momentului 
SI este 

de inerţie (7.6) rezultă că unitatea de măsură în 

[J)sr = [m][r2] = kg· m 2 . 

Observaţi di momentul de inerţie a l unui rigid es te c~a l ru suma momentelor de 
i nerţie ale particulelor eomponent.e ale r igidului. Din rcla\ia (7.5) !ii ţinînd seama ele relaţia 
(7 .6) obţinem: 

1 
Ec, rol = - lw2

• 

2 
(7.7) 

Pentru un w dat, energia l'inrlicfl de rotaţie esle l'U allt mai mare t•u cil punctele 
materiale, care a l}ătuicsc rigidul, sînt dis tribuite la d is tan~e mai mari fa\il de axa dP 
ro taţie , deci cn J.lt momentul de in erţie este mai mare. 

Energia cinetică a unui solid rigid aflat tn mişcare de translaţie şi de rotaţie se poate 
calcula prin relaţia: 

(i.R) 

unde ms reprezintă masa rigidului, v- viteza centrului de masă, J - momentul de inerţie 
, faţă de axa de rotaţie ce trece prin· centrul de masă. 

Dac' ii sP face compara\.ie lntrr energ ia ci nelică de translaţie Er. trans 
2 

. . . t " • d . T.' 1 o ş1 energia <·mn H'H e rola\.1e, 1!c. i ·ot = - /w- se observft di rolul 1na~c1 m. Ia mişcarea 
• 2 

de translaţie , îl are, la mişcarea de rotaţie, momentul de inerţie I. Valoarea momentului 
de inerţie / 'dep inde nu numai de va loarea maselor pu-nctelor mater iale rare a lcătulesi; 
rigidul considera t ci şi de distanţele (dis tribuţia) lor faţă de axa de rota\ ie. 

La o aceeaşi masă totală, sclidul care are punctele materiale mai depărtate de axă 11a 
a11ea un moment de inerţie mai mare. De exemplu, momentul de inerţie a l unui cilindru 
gol de grcs ime neglijabilf't, es te mai mare decît cel a l 1lnui ci li ndru plin, omogen, de 
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acrcaşi mas··l t·u pl'imul , ambele ealrula te faţ.ă dll a xa lor de s imetrie. Aşadar, pentru 11 

obţine un moment de inerţie dt ma i mare substanţa din care este fcrmat rigidul respec tiv 
trebuie distribuilfl rit mai departe de axa de rotaţie. 

Valoarea momentului inerţie se schimbd dacd se schimbd poziţia axei de rotaţie. 
Pentru corpurile omogene de formă geometrică regula tă momentele de in erţie pot 

fi ca lcul a te prin metcde matemntit'e. Pentru corpu rile de formi\ earecaro momentele do 
in erţie pot fi determinat e experiment a l. 

EXPE RIMEN T 

\ 
:\Iontajul experimental folcs it n1•11t1·u determinarea act'eleraţiei unghiulare (fig. i'.51' 

poa le fi utilizat pentru a pune în e-v idenţă momentul de inerţie. Se pune sistemill în mi:;;
r are ru o acceleraţie miră, sub aC'ţiunea discurilor cres tate, Se observă cu atenţie ac'.eas til 
mişc·are. Se mulă corpurile (Breutăţil e) cu şurub de la capetele tijei mai spre centru. 
Se lasă iarăş i sis temul liber ~ i se observă că mişearea are o accelera ţie ma i ma re. 
Deci pentru aceeaşi forţă, pentr1.1 aceeaşi masă dar altfel distribuită,efeclele sînt diferite. 
Se repetă exper imentul ş i se înl<'cuiesc corpurile de pe tijă cu a lte două ma i mici, de 
100 g fiecare. Se va cons ta ta că pentru aceleaşi poziţii ale corpurilor , efec tele acele iaşi 
forţe sin t a ltele. 

H.ezullă că într-o mişcare de rota ţie, in erţia s is temului depinde a lît de masa lui 
d l ş i de distribuţia aees tei mase în raport cu axa de ro taţie. În tabelul următor sînt da le 
expres iile momentelor de inerţie pentru d teva corpuri rigide, omogene, de form;l geome
lriră regula tă Ca ţa de a xele d e r J la ţie ind icate. 

Cilindru plin Cilindru gol 

iHi 
(ţJ 

Inel Cilindric 

Tabelul 7 .1. 

Sferă plină ~ara subţire 

7.4. LEGILE CINEMATICII ŞI DINAMICII SOLIDULUI RIGID 

...... 
~ă analizăm mişcarea de ro ta ţie a unui rigid sub acţiunea uuc; forţe F sau a unui 

„dslem de forţe, clnd axa de rotaţie l'S I <.' fixu (fig. 7.8). Asupra fiecărui punct materi'll de 
..... 

mnsă mi arţionează fm·\ rl Fi : 

~ ...... 
11nde ai 1•s ti> aceeleraţia mişdlrii p11netului materia l sub a1 ·ţi11n ea forţei Fi· 
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~ - -- --

(7. \l) 

ln mişcarea de rotaţie a rigidului în jurul axe i fi xC', 
fiecare punct materia l se poate deplasa numai ln planul 
perpendicular pe axă pe cercul de rază ri, unde ri este dis
tanţa de la punctul materia l mi ptnă la axa de rotaţie. 
.-\stfel, pentru a descrie mişcarea de rotaţie a punctului 
material putem considera numai relaţia între componenta 

...... . 
tangenţială Fit a forţei Fi ş i acceleraţia tangenţială ait: 

(7.10) 

adică ecuaţia (7.9) proiectată pe tangenta la traiectoria 
circulară a punctului material cons iderat. Dar: 

Â Vi . . d . Âw 
a.ii = -- ŞI vi = wr1 ŞI er.1 a;t = r; --

D.t ~I 

undP c = _D. <>> es te acceleraţia unghiulaNl. 
/::i l 

r;E (7.11) 

înmulţind ambii membri ai ecuaţiei {7.10) cu ri ş i 

ţinînd seama de (7.11) avem : 

r;F ;t = m;r~c. (7. 12) 

nuprl c·11m a m văzut în paragraful 6.1 .2 moment 111 

forţei i; fa ţă de axa de rota ţie esle definit de produsul d intre 
...... 

componenta transversală F i.i (proiecţia forţei F ; pe pla nul 
perpendicular pe axă) şi bra ţul acest eia pînă la axă , reca 
ce este totuna ru produsul r;Fit dintre componenta t angen

I 
I 
I 

~-~,Fi ( . ,_ ~ 

1m1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

,,,.. .... - -+- -, '\ 
\, I „1 

' - - r- - / 

~ 

I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 7 .8. \lişc·area de ro
ta\ ii' a unui rig id sub ai:-

\ i11n ea un ei forţe F. 

ţială a forţei ş i ~is l anţa de la ~unctul ma t eria l la ~xă. Ast~el, notî~d-..Mrn = riF 11, membrul 

stîng din relaţi) (7.12) reprezmlă valoarea momentuh11 forţei F; faţă de axa de 
rotaţie. Aşadar, pentru întreg corpul rigid, putem scrie valoa rea momentului rezul
tant faţă de axa de rotaţie: 

n " 
M11 L; M;[t = c L; 

i - 1 i= I 

adieil: 
M11 = h (7 . 13 ) 

n 
unde I = B, mir~· es te momentul de inerţie al rig idului faţ;'l de axa de rotaţie. 

1= 1 
Tot în pa ragrafu I f\ .1.2 am văzut că momentul unei forţe fa ţll de o axll es te loluna 

cu proiecţia pe axa rPspcclivil a momentului acelei forţe faţă de un pol de p e axă. Ast
fel av ind în ved1•re d l momentul rezultant al forţelor intern e faţă de orice pol esl e 
nui, în relaţia (7.13) M li rr·prezintă valoarea momentului rezultant al forţelor ex terne 
faţă de axa de J'otaţil' sa11 , l'eea ce es te totuna, proiecţia pe axa de rota ţie a momcnt11l11I 
rezultant al forţelor ex tern e faţă de un pol de pe H.(ă . 

Observăm că e011 a ţia (7.13) reprezintă partic11l,1rizar eil ecua ţie i (6.9) din pa ragraful 6.3 
la cazul rig idlilui cu axă fi x1L Inti·-adevăr , valoarea momentului cinetic J i 11 al punctului 

material m 1 fa ţă de axa de rotaţie es te J ill ~ r;mivi mir7w de 11nde rezultă pentru între
gul corp rigicl : 

n n 

J li =L 
t = I 

"' :.! .T;11 = LJ mv;w 
i = I 
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Avinrt in vedere <'ă momentul df' inerţie Iesto ronstanl şi ci\ ~ = e şi ţlntnd cunt do 
Al 

ecuaţia (6.9) rezultă ecuaţia (7.13). 

Relaţia (7.13) reprezintă legea a II-a a dinamicii pentru mişcarea de rotaţie a unul 
rigid cu axă fixă. 

t. r .1lularll. Imprimat de forjelo exterioare unul rigid ct.1 ad fb:l dr 
rotaţie e11te direct proporţionali\ cu momentul rezult nt Cil acestor Torţe tn raport cu 

Dacă momentul rezultant al forţelor exterioare faţă de axa de rotaţie este permanent 
nul alunei din relaţia (7.13) rezultă că acceleraţia unghiulară c este null! deci corpul rigid 
r.sle în repaus sau se roteşte în jurul axei c11 o viteză unghiulară w constantă. ' 

EXPERIMENT 

Determinarea m'Jmentului de iner:'.ie al un1ti corp. Realizăm m:mtajul folosit pentru 
delerminaraa acceleraţiei unghiulare (fig. 7 .5). Se fixează corpurile cu şurub cu masa de 
150 g fiecare la capetele barei. Momentul de inerţie al s is temului este suficient de mare 
pentru a putea fi nez lijat momentul de in erţie al barei. Suspendînd de fir cîrligul, se 
realizează o mişcare de rolaţiP uniformă. Se ma i pune apoi un corp cu masa m = 20 g 

care va imprima sistemului o acceleraţie unghiulară c şi o acceleraţie; pe verticală. Din 
legea fundamentală pentru mişcarea de rotaţie M = Ic rezultă: 

I = M 

Din M = Tr unde T = m(g - a) (vez i fig. 7.9) şi a = 2
h avem M = mr (g - a). 

12 

D 2h . " 1 . d î . 1 . ar, e "" - şt m ocum n expres ia momentu u1 de inerţie I vom obţine: 
rt• 

,-„ -, _, e 

T 

Plg. 7 .9. Forţele ce . acţionează 
asupra corpului din experiment. 

mr2 

I = (gt2 - 2h). 
2h 

Se măsoară Limp1tl t de cădere, masa m <'are produre 
mişcarea uniform accelera tă şi spaţiol h pe care se depla
seaz:\ discul crestat suspendat de cîrlig. Cu valorile obţi
nute se calculeazli momentul de inerţie al s istemului„ 

Volantul. Pentru ca o maşină să funcţioneze în 
bune condiţii trebuie· ca variaţiile vitezei de mişcare 
să nu depăşească anumite valori stabilite prin con
strucţie. 

La ma joritatea maşinilor se cere menţinerea 
vitezei constante, as tf!ll încît în orice moment să avem 

,egalitate Intre energia mecanică primită şi. energia con
sumată de maşină. 

ln cazul variaţiilor periodice ale vitezei din re
laţia M = Ic care poale fi sr.risă şi sub forma M D.t ,.. 
= 1 ~<» rezultă · 
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~w= Mât 
I 

ex.presie din c11re se veu~ c:l varia~iil e vite1.ei unghiu lare t:;„, pentru un moment M al 
forţei, delerminat, sîut cu ali l mai miC<i cu cil momenlul de iner\ie 1 al maşinii este mai 
mare. 

Mărirea considerabilă a momentului de inerţie al unei maşini se obţine cu ajutorul 
unei roţi (disc) mari numită vola nt , montată pe arborele maşinii. 

Volantul reprezintă un „acumulator" de energie r.inetică. 111 dcrursul unui c iclu de 
funcţionare al maşinii, în timpul cind lucrul mecanic al forţelor motoar·e depăşeşte pe 
acela al forţelor rezis tente, energia cinetică a maşinii creşte şi volantul „acumulează" 
energie cinelicr1. Rx.cesul de lucru m ecanic al forţelor motoare faţl! de cel al forţelor rez is
tente fiind consumat pentru creşterea ene1·giei cinetice a volantului, acesta va micşora 
creşterea vitezei maşinii peste valoarea ei medie (de regim). 

ln timpul cînd lucrul mecanic al forţelor rezistente depilşeşte pe acela al forţelor 
motoare, energia r.inetică a maşinii scade şi deci scade ş i viteza maşinii. Volantul „resti
tuie" acum, maşinii, sub formă de lucru mecanic motor, energia cinetică acumulată anterior. 
O parte din lucrul mecanic a l forţelor rezistente consumîndu-se pentru încetinirea volan
tului, rezultă că tn acest interva l de timp din ciclul maşinii, volantul micşorează scăderea 
vitezei sub valoarea ei medie. 

în consecinţă, tn decursul unui ciclu energetic al maşinii, volantul acumulează energia 
cinetică în exces pe timpul cit I}l~na tinde să se ambaleze pentru a o restitui alunei cînd 
maşina îşi încetineşte m ersul, menţinînd astfel variaţiile periodice ale vitezei maşinii în 
jurul valorii vitezei m edii (de r egim). 

lotre mişcarea de translaţie şi mişcarea de rotaţie se poate face un paralelism, o 
corespondenţă analogică. Mlirimile şi ecuaţiile Intre care se pot stabili corespondenţe slnt 
dale în tabelul care urmează: 

Translaţie 

CINEMATICA 

Mărimea; 

tipul de 
mişcare 

Vectorul 
deplasare 

Timpul 

Viteza 

Mişcarea 
uniformă 

Acceleraţia 

Mişcarea 
uniform 
variată 

Ecuaţia; 

sinibolul 

.... -+ .... 
r = r0 + vt 

.... 

Unitatea 
<k 
măsură 

rn 

s 

m/s 

_,. C!.v 
a = Tt m/s2 

.... .... ..... 
v = v0 + at 

.... .... -+ 1 .... 
r = r 0 + v0t + 2 al~ 

Mărimea; 

tipul de 
mişcare 

Unghiul 

Timpul 

Viteza 
unghiulară 

Rotaţie 
uniformă 

Acceleraţie 

unghiulară 

Rotaţie 
uniform 
variată 
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Rotaţie 

Ecuaţia; 

simbolul 

w = 

ex = cx0 + <o>l 

w =w0 +ct 

U1iitatea 
de 
măsurii. 

radiani 

s 

1·ad/s 

rad/s2 

T 



,11.drimeu; Ecuuţiu ; 
simbolul 

Masa m 

Forţa F 

·~ -+ 
Impulsu I p = m11 

-+ 
-+ !::i.p _, 
F= 

!::i.t 
///(/ 

Energia 
Ec = mv2 

cinetică 2 

PROBLEME REZOLVATE 

DIN A ~I IC A 

V11italea J\16.rimrn; 
de 

mdsură 

kg Momentul 
de inerţie 

N \1omentu l 
forţt>i 

kg· m/s Mornenl11l 
cinetic 

J 
Energia 
rin~tir.c'\. 

l fr11ntin · 
simb~lul 

I 

M 

- > -+ 
J11 = lw 

I 
Ec = - 16)2 

2 

Unitatea 
de 

mă.~ură 

kg· m 2 

N·m 

N·m 

J 

1. Pe u~ plan înclina t de unghi ex (fig. 7.10) se lasă liber din punctul cel mai îna lt alpla
~ulu1. un corp. rotund şi omogen (cilindru, sferă) de masă m, rază R şi moment de 
inerţie I . Se cer: a) forţa de frecare ş i coeficientul de frecare minim dintre corp şi 
plan astfel !nr!L _corpul să se rostogolească fără să alunece pe plan; b) acceleraţia cu 
care se deplaseaza corpul pe plan ; c) acceleraţia unghiulară. 
Rezolvare. a) Pentru ra Intre corp şi planul înrlinat să nu exis te alunerarp t.rPbHiP înde
plinite rondi\iile: 

De unde rezultă : 

mg s in cx - Fr = mn 

mg r·os ot - /\' -= I) 

FrR = Ie 

a = cR. 

c = ~ din ultima relaţie şi FrR = I~ '* Fr = J ~ sau a = Fr R
2 

• 

R R R 2 I 

tnl or 11 '1nd ln · · . R2 
prima er11aţ1e: mg s in ex - Ft = mFr- rezultă: 

mg s in a.= Fr ( I 

N 

mg 

I 

+ m:2 
} ; Fr = -~R sin ex 

I + mR
2 

I 

la1· condiţia de nr.alunt>care: 
Fr < µ.\' = µml{ ros :x adid1 

[Jo( :t. 
µ > ---'..C-.- -

mR2 

+ -· 
I 

Fir. 7.to. P1mtru prob1ema rezolvat.\ -1. sau lg or. < µ ( 1 + rn:2

) • 

.... --- - - - --· - . "--

b) Din relaţiile de mai sus: a = 
g sin ex 

I 

c) c 
a 
-= 
R 

g s in ex 
- -----= 
Rt~ 

mR2 

1 +
mR3 

g s in ex 

1 R+ 
mR 

:.?. Să se de termine acceleraţia cu care se depla
sPază o sferă care se rostogoleşte, fără alnne
t·;u·e, pP un plan înclina t de un unghi cx = 30°. 

c 

Fig. ,7·1l · Pentru µr olJl1" 11i:1 
vaUI 2. 

A 

re-zoi-

· Rezolvare. ln vîrful pla nului lnclinal la !nălţimea h faţă de planul orizontal (fig. 7 .111 
sfera are energia potenţială maximă 'Ep = mgh, iar ta baza planului această energie sP 

transformă în energie cinetică. Considerlnd sistemul izolat , din legea transformării i?i con
servării energiei rezultă Ec = Ep. Energia cinetică a sferei este determinată de energiu 
dnetică de rotaţie ş i de energia rinf'ticil de transla\ ii' , ad iri1: 

I 
„ „ 

L' _ c»- + rm •-
1:..c - -- - - , 

2 2 

'v dar "l = - !R es te raza s fere i), deoarel'e vill•7.a ut' lrans la\ie a centrulu i s ferei (ee11lr11l 
R 

· rie masrt) este egală cu vi leza peril'erieă cu care :;p l'O l eş lr s fera f<t ţ;I rit· cen Lrul si'\u şi 

ded putem scrie: 

Ec = -- + -- = - - + m . Jv" mv• v
2 

( I ) 
2R" 2 2 R 2 

Din eg<tlil a tea Ec = Ep se obţine ~(!.... + m} = mgh, de unde rezultă 
• 2 R 2 

2mgh 

I - +m 
Rz 

Din ecuaţia vitezei în mişcarea accelerată v = V 2al se obţine valoarea accelernţiei a = 
v

2 

ş i înlocuind valoarea lui v2 se obţine: 
2l 

a 
m {! h 

I - ..+-m RZ 
Dar h = l s in ex şi se obţine pentru acceleraţie 

a = 
mgsin a. 
~--- . 

I + m 

:l -;;1 iind 1·f1 momentul de in erţie a l s fere i es te I = - mR\ expresia acceleraţiei de-
5 

vine: a = 
mg s in cx 

2 R3 ·- m 
;, 

+ m 

esle a = 3,5 m/s2• 

5 . . . = - g s 111 a. ş• . pentru d\ s 111 
7 

300 1 l 1 .. = - va oarea a1:te era \1e1 
2 

Ca ş i in cazul mişc11rii de lr1111s l uţic„ valoarea accelem\.ici în cnzul 1•os logolirîi pe plan nu 
depinde de mas;i sferei 1·i n11rnni de înclinarea planului . 
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TNTREBĂRI. EXERCIŢII. PROBLEME 

r:ig. 7.12. Pentru problema 3. 

1. Imaginaţi-vă un punct pe obada unei roţi 
în mişcare. Dacă roata se mişcă cu vitezf\ 
unghiulară constantă, are p11nctul considerat 
o ar.celeraţiP normală? Dar tangenţială? 

2. Se fac experimente cu o sferă omogenă din 
lemn şi r.u 2 plane inclinate de unghi11ri 
diferite. Sfera e p11să, pe rînd, pe fiecare 
plan la aceeaşi înălţime. Pe care ilintre plane 
viteza la bază este mai mare? C11m \'Ol' fi 
timpii de mişcare? (Sfera se rostogoleşte 

f11ră alunecare.) 

R: v~ = v;, t 1/t2 = (sin 0(2)/(sin 0(1)· 

8. Un mosor avînd un fir -subţire înfăşurat pe 
el (fig. 7.12) poate fi acţionat succesiv prin 

intermediul firului de trei forţe după direcţiile indicate în figură . Indicaţi direcţiile 

de mişcare posibile ale mosorului pentru fiecare dintre cele trei forţe. 

4. Se măsoară viteza unghiulară a unui disc de pick-up şi se găseşte valoarea n = 33 rot/min. 
Care es te viteza liniară a două puncte de pe dist· unul aflai. la distanţa r 1 =14.!1 r.m şi 
altul la distanţa r 2 = 7,3 cm de centrul discului? 

R: v = wr = 27trn = 305 cm/min; 152 cm/min. 

5. Vi leza unui automobil cu diametrul roţilor D = 76 cm este"= 9~6 km/h. a) Care este 
viteza unghiulară a roţilor? b) Roţile sînt frînate uniform în timpul a N = 30 de rotaţii. 
Care esle acceleraţia unghiulară? c) Pe ce distanţă s-a deplasat automobilul în timpul 
frînării? 

R: w 0 = 2v/D ~ 70 rad/s; e: = w~/'mN ~ - 13 rad/s2 ; s = 7tND ~ 73 m. 

S. Discul unui pick-up se roteşte cu n = 78 rot/min. La un moment dat discul încetineşte şi 
se opreşte după tm= 30 s de la deconectarea motorului. a} Să se calculeze acceleraţia 
unghiulară a mişcării încetinite. b) Numărul de rotaţii efectuate de disc în acest timp. 

R: e: = 27t n/tm = 0,27 rad/s2 ; N = ntm /2 = 20 rotaţii. 

8 
ECHILIBRUL MECANIC AL CORPURILOR 

8.1. SISTEM DE FORŢE CONCURENTE. REZULTANTA. MIŞCAREA DE 
TRANSLA ŢIE (REDUCEREA LA UN PUNCT MATERIAL) 

Starea de echilibru sau de mişcare a unui corp depinde de car·acterul legă
turilor mecanice cu celelalte corpuri, adică de apăsările, atra c ţiile sau respin
gerile ce rezultă din acţiunile lor reciproce. După cum ştim, corpurile din 
natură acţionează unele asupra altora reciproc, aceste intera.cţiuni fiind carac
terizate prin forţe, care sînt mărimi vectoriale. 

· Dacă asupra unui corp acţionează simultan mai multe forţe spunem că 
acestea formează un sistem de forţe. Cînd suporturile forţelor se intîlnesc în 
acelaşi punct, forţele sînt concurente. 

..... ..... ... 
Să considerăm un corp asupra căruia acţionează sistemul de forţeF Ii F 2 şi Fa 

aplicate în punctele A, B şi C (fig. 8.1). Dacă se înlocuieşte sistemul de l'o r·ţe 

dat prin alt sistem, care produce aceleaşi efecte asupra corpului ca şi s;st.em11I 

iniţial, spunem că cele don~ sisteme 

de forţe sînt echivalente. Două siste
me de forţe echivalente cu un al 
treilea sint şi ele echivalente. Dacă 
sistemul dat este echivalent cu o 
singură forţă, aceasta este rezul

tanta sistemului de forţe. 

Rezultanta forţelor se obţ.in~ 
prin operaţia de compunere a for
ţelor, care este identică cu opP

raţia de compunere a vectorilor· 

cunoscută din paragraful 1.6. 

13 - Fizică ci. a IX - a 

..... ._.. ._.. 
FI!!'. ~.J. For\ele F 17 F2 şi F 3 care acţioneaii1 ş i . 

mullan awpra unui solid consliluie un s is l!'m de 
for ţe . 
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În . cazul cind corpul este un punct material, adică dimensiunile Jui sint 
neglijabile, distanţele d_intre punctele de aplicaţie ale forţelor fiind foarte mici, 
acestea se pot confunda cu un singur punct pe care il notăm cu O (fig. 8.2). 
Rezultă că forţele care acţionează asupra unui punct material sînt concurente. 

Ca urmare a neglijării dimensiunilor corpului, acesta nu poate efectua 
mişcări de rotaţie în jurul vreunei axe trecînd prin el însuşi. Punctul material 
poate efectua numai mişcări de translaţie s~ acţiunea forţelor care acţio-
nează asupra lui. . 

8.1.1. Compunerea forţelor prin metoda analitică. Asupra metodelor 
grafice de compunere a forţelor, cum ar fi metoda paralelogramului sau metoda 
poligonului forţelor, nu vom mai insista ele fiind cunoscute din paragraful 1.6, 
unde au fost aplicate pentru compunerea vectorilor. Vom prezenta numai 
metoda analitică de compunere a forţelor. 

Metoda analitică de compunere a forţelor se bazează pe noţiunea de 
proiecţie a forţei pe o axă . 

..... 
Proiectăm o forţă F pe axele perpendiculare Ox şi Oy, ducînd din extre-

mităţile A şi B ale forţei, perpendiculare pe aceste axe (fig. 8.3). 
..... . 

Componentele forţei F pe axele de coordonate Ox şi Oy sînt date de for-
mulele: 

Fx = F cos oe; F 11 =.F sin oe. (8.1) 

Vom aplica metoda analitică pentru determinarea rezultantei a două 
..... ..... 

forţe coplanare F 1 şi F 2 care fac tntre ele unghiul oe. Metoda comportă urmă-
toarele etape: / 

1. Se ia un sistem de axe perpendiculare xOy orientat astfel incit axa Ox 
. să aibă orientarea uneia dintre forţe. Apoi se proiectează fiecare forţă pe cele 
două axe (fig. 8.4) şi se obţine: 

F~ = F1; 

F2x = F 2 cos 11.; 

l<'ig. 8.2. Forţele care acţionează 
Hs11pra unui punct material slnt 

for\e ('OllCUl'ent11. 
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Fiv = O. 

ft' 211 = F s sin oe. 

y 

82 
o 

18 
IF2 F ,/ 

Fy _ 

A2 
A '°' c 

Fi 
Fx 

o A1 81 X 

-+ 
l<'lg. B.a. Componentele forţei F pe 
a xele de coordonate Ox şi Oy sînt date 
dt> rt>IHţiilt>: F ,,. = F ros a. ; F11 = Fsin a.. 

y y 

)( 

o 

_,. ..... 
Fig. 8.4. a) Suma componentelot· forţelor Fi şi F 2 pe axele de coordonate este egală c11 

..,. -+ ..... 
componentele rezultantei R, pe a1·p l t>aşi axe. b) Sistemul de torţe Fi şi F 9 este înlocuit cu 

~ ~ ~ 

sistemul de forţe echivalent Rx şi R 11• Aceste sisteme de forţe admit aceeaşi rezultantă R. 

' . 
In paragraful 1.6 s-a demonstrat că orice sumă de vectori poate fi proiec-

tată pe o axă oarecare şi se obţine o sumă corespunzătoare pentru proiecţiile 

vectorilor. Proiecţia rezultantei fiind egală cu suma proiecţiilor forţel~r. 
..... -+ 

Aplicăm acest rezultat şi in cazul forţelor F 1 şi F 2• După cum rezultă şi din 
...... ..... 

figura 8.4, a, suma componentelor forţelor F 1 şi F 2, pe axele Ox şi Oy este 
..... 

egală cu componenta rezultantei R, pe aceleaşi axe, deci: 

Rx = Fix + F zx = Fi + F 2 cos oe, 

Ru = F iv + F 2u = O + F 2 sin ex:. 

..... - ..... 

(8.2) 

(8.3) 

2. Sistemul iniţial de forţe F 1 şi F 2 este înlocuit cu un sistem echivalent 
..... ~ -de forţe Rx şi R11, care fac între ele un unghi drept (fig. 8.4,b). Rezultanta R, 

a acestor două forţe este dată de diagonala dreptunghiului care are forţele 
..... -+ 

Re şi Ru drept la,turi. Această rezultantă este identică cu rezultanta forţelor 
~ . 

F 1 şi F 2, deoarece cele două sisteme de forţe sint echivalente. 
..... 

Modulul rezultantei R este dat de relaţia; 

(8.4) 

lnlocuind în (8.4) valorile lui Rx şi R11 date de (8.~) şi (8.3) obţinem: 

R 2 = (F1 + F 2 cos oe)2 + F~ sin2 oe, 

sau, după efectuarea calculelor: 

R 2 = Fi+ F~ + 2F1F2 cos ix. (8.5) 
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Lfnghiu l ip. 1~are dă 1)rientarea re?.ultant.ci H faţă de axa O:r (fig. 8.4, b) este 
dat de reJaţia : 

Rv 
tgqi = - · 

Rx 
(8.6) 

Metoda prezintă avantaj, cînd sistemu] este alcătuit dintr-un număr 
rMre de forţe. 

I. Asupra unui p11nd material acţionează un sistem de forţe alcătu it din cinei fort e t'On. 

curente, aşa cum se indică în figura 8.5, a. Să se determine rezultanta acestui 
sis tem de forţe. 

Rezolvare. În cazul acestui exemplu es te avantajos să se aleagă axa Ox pe direcţia for. 
-+ -+ 

ţei F 1 şi axa Oy pe direcţia forţei F 5 (fig. 8.~. b). Se descompune fiecare forţă în do11:"1 
romponente după direcţiile axelor Ox şi Oy (fig. 8.5, b). În Jocul celor cinci for\l', 
orientale după direcţii oarecare, am obţinut şapte forţe colineare pe două axe perpend i· 
culare. Vaioarea numerică a rezultantei forţelor pP d irecţi ile Ox şi Oy este egii lă 1·11 
suma algebrică a valorilor numerice a forţelor cornponenle: 

R:c = F1:c + F 2:c + „. + F6:c, 

Rv = F1y + F211 + „. + F\,1• 

Astfel s is temul dat a fost r edus la două forţe R:c ş i Ry, care au direcţiilr PPrtHmdicu
lare. Rezultanta acestor forţe es te dală de diagonala dreptunghiului care ar·e ca laturi 
forţele Rx şi J!.u {fig. 8.5, c). Mărimea rezultantei es te dală de rela\.ia: 

R = V R~ + R~· 
Pentru efectuarea calculelor este foarte comod să se folosească t abelul următor: 

Forţa (N) I Componenta pe axa Ox (N) I Componenta p e axa Oy (N) 

F1 15 1 5 cos 0° = 1'5 15 s in 0° = o - - --
Fz 12 12 cos 60° = 6 12 sin 60° = 10,39 - - - -
Fa 10 -10 cos 37 = - 8 10 sin 37° = 6 

- - --
F4 10 - 10 cos 60° = - 5 - 10 s in 60° = - 8,66 - -
F s 1,73 1,73 cos 90° = o - 1,73 sin 90° = -1,73 

5 5 

R.x = B Fix = 8 N; 
i=l 

R11 =- E Fiu = 6 N 
i a::. J • I 

Valoarea numerică a reznlla ntei es te dală de relaţia: 

R = v· R~ + R~ = v 1\4 + 36 = , o N. 
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Fig. 8.5. La exemplul 1 : a) forţele ce acţionează asupra 
punctului material ; b) fiecare forţă se descompunt' în 

două c0mponente, după direcţiile axelor Ox şi Oy; 

(c rezultanta R a forţelor este diagonala dreptunghiului 

b 

flx 

Unghiul de oriPnlare a l rezultant ei faţă de axa Ox eslP cfal 

de relaţia: 

R 6 
tg e = -11 = - = o,75; o = 31°. 

ii"\: 8 

2. Să se determine rezultanta a trei forţe coplanare şi concu
r ente care au va lorile numerice F1 = Fa= F 3 = 200 K. Un
ghiul dintre prima şi a doua forţă este egal cu unghiul di11lr'L' 
a doua şi a treia forţă şi egal r u 60° (f ig. 8.6, a). 

F ig. li.6. La exempful 2. 

-+ .... 

X 

!I 

X 

c 

/J 

Bezolvare. Compunem mai lnlîi forţele F 1 şi F a după regHla paralelogramului (fig. 8.6, a). 

Rezullan la R13, a forţelor F\ ş i Fa, are ace~aşi direcţie , sens şi valoare numerică ca ~i 
..... 

forţa Ji'2 • Valoarea numerică a rezultantei s is temului de forţe este: 

R = R 1a + F 2 = 400 1'\ 

8.2. COMPUNEREA FORŢELOR PARALELE, CUPLUL DE FORŢE. MIŞCAREA 
DE ROTAŢIE (IREDUCTIBILITATEA LA PUNCT MATERIAL) 

Considerăm un solid rigid, adică, un sistem meca.nic în care distanţei!• 
d intre elementele care îl alcătuiesc nu se modifică în procesul mişcării mecanice. 
Solidul rigicl, sub acţiunea unui sist em de forţe poate efectua o mişcare d~ 
Lranslatie o mişcare de l'Otaţ1e sa u amîndouă mişcările simultan. Considerăm 

' I 

uă solidul este ac ţionat de un sisLe.m de forţe paralele. Vom detenŢJ ;na rez ul-
tanta sistemulu i de for ţe para lele în două cazuri particulare. 
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Fig. 8.7. Rezultanta R, a dorni 
fol'ţe paralele de acelaşi sens, 
<•sle '(laralelă cu acestea, are 
acelaş i sens ca ele şi are modnlnl 

R = F 1 + F 2 • 

-+ -+ 

tl.2.J. Compunerea torţelor paralele dt> 

acelaşi sens. Să considerăm un solid rigid rl<· 

forma unei bare, la capetele căreia acţionează 
-+ -+ 

două forţe paralele F 1 şi F 2, care au punctele 

de aplicaţie în A şi B (fig. 8. 7). Compunerea 

forţelor pa,ralele poate fi redusă la operaţia de 

compunere a forţelor concurente. In acest scop 

se aphcă în punctele A şi B două forţe egale 
-+ -+ -+ 

şi de sens opus notate cu {1 respectiv {2 ({1 = 
-+ 

= -{2), care acţioneaz·ă de-a lungul barei AB. 
Forţele {1 şi {2, fiind egale şi de sens contrar, nu au nici o influenţă asupra 
stării de mişcare sau de repaus a solidului rigid. 

-+~ -+-+ 
Compunînd forţele {11 F 1 şi {2, F2 după regula paralelogram~ui, obţinem 

~ . -+ -+ -+ 
forţele rezul~ante R1 rP.spectiv R2. Deplasăm forţele R1 şi R2 pînă în punctul C 
de intersecţie al dreptelor lor suport. In acest punct descompunem forţele 
-+ -+ 
R1 şi R2 în componentele lor iniţiale. 

- • -+ -+ 
Efectele forţelor {1 şi {2 anulîndu-se reciproc, Ie eliminăm din sistem. 

-+ -+ 
Rămîn în sistemul de forţe numai F 1 şi F 2 care au aceeaşi dreaptă suport 
şi acelaşi sens. RezQltanta lor are deci modulul: 

~ -+ + 
Forţa R este rezultanta forţelor paralele F 1 şi F 2 aplicate în A şi B. 'Punctul O 

-+ 
ele api i1 ·n ( i1• al forţei R, il determinăm ţinînd seamă de asemănarea triun-
g-h iurilor AOC şi A1C1C, şi a triunghiurilor BOC şi B 1C2C. 

Dacă notăm AO cu b1 şi OB cu b2, din asemănarea trinnghiui·ilor amintit..: 
mai sus, obţinem: 

1>1 oe . b2 oe 
-=-ŞI-=-· 

f, F1 f2 F2 

Împărţind relaţiile de mai su·s membru cu membru, obţinem: 

(8.7) 

Relaţia (8.7) ne per'mite să determinăm poziţia punctului de aplicaţie O, al 
- > 

r·ezultan tei R. ,\ceastă relaţie este independentă de schimbarea direcţiei 

forţe!Ol' puralelP in raport cu solidul. Dacă forţele paralele sîn·t rotite fl\ţă 
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de direcţia iniţială cu un anumit unghi ~. 
aşa cum indică figura 8.8, momentul re
zultant a l forţelor în raport cu punotul 
C, este: 

F 1 ·CA sin ex. - F 2 • CB sin ex.= O, sau 
F 1 ·CA - F 2 • CB = O. 

1 n concluzie, M„„1„uu u du,tă forţe 
pi ral ·l . sens, aplicate areluiaşi 
solid, este o f or/ă paralelă şi de acelaşi sens cu 
componentele şi are. modulut egal cu suma 
modulelor componentelor. Punctul de aplica· 
ţie al rezultantei împarte segmentul de dreaptă 
care uneşte puncle.le de aplicaţie <f.le com-
11onentelor în două segmente invers propor· 
/ionate cu modulele forţelor componente. 

EXPERIMENTE 

A 

}'ig. 8.8. l'oziţia punclului de npli
en \.ie n l rezuli.an lei forţel or _parah·ll) 
r::; le indepen dcnti\ de sch1mbilrPa 
direct iei forţelor paralele în· raport 
cu solidul asupra căruia acponează. 

Pentru verificarea experimentală a compunerii forţelor paralele, se poate 
folosi dispozitivul prezentat în figura 8.9. 

Se suspendă rigla gradată 1, de dinamometrul 2. Pe riglă se introduc 
-+ 

călăreţi, notaţi pe figură cu 3. Dina.mometrul indică o forţă F' egală in modul 

2 

'i=31 

1 9 

A B 

F, 1 ;=) 

l"lg. 8.9. Disvoziliv pe11lr11 s t11di1il 
compunerii forţel or paralele. 
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A c 
B 

Fig. 8.10. Hezulla11la fo1•t1'l11r 
__,. -+ 

paralele F1 şi F2 1•slc w fu1·ti1 
paralelă ru fo1·ţelt' i:omponen
te şi de modul eg-11 ! c11 surn,1 

modulelor !'Otnpo1w11 lt>lor. 



cu greu lalea riglei şi a călăreţi low. Se ţine se1:1mă de măi-im ea aceste i fol'ţe 

in determinările ulterioa.re. 
De călăreţi se suspendă cîrlige cu discuri crestate. Discurile suspenda te 

-+ -+ 

de fiecare călăreţ vor acţiona asupra riglei cu forţele F 1 respectiv F 2 • Se 
deplasează călăreţii pe riglă pînă se-obţine poziţia orizontală a acesteia. Rigla 

-+ -+ --+ -+ 
este în echilibru sub acţiunea forţelor paralele F 1, F 2 şi F 3. Forţa F 3 echili-

-+ -+ -+ -+ 
brează forţele F 1 şi F 2 (fig. 8.10). Forţa R = -F3,de acelaşi suport şi de 

..... 
acelaşi modul ca forţa F 3 şi de sens opus acesteia., care poate echilibra de 

-+ ~ -+- ... 
asemenea forţa F 3, este echivalentă cu sistemul de forţe F 1 şi F 2• Forţa R 

„ -+-+ 4 ~ 

este deci rezultanta forţelor paralele F 1 şi F 2 , R = F 1 + F 2, şi experimentul 
demonstrează că: 

~ ~ ~ 

a) forţa li are aceeaşi direcţie şi a.cela.şi sens ca. şi forţele F 1 şi F 2, 

..... -+ 
deoarece R = -F3 ; 

b) R = F1 + F 2• 

8.2.2. Compunekea forţelor paralele de sens opus. Pentru compunereA 
forţelor pa.ralele de sens opus vom proceda la fel ca la compunerea forţelo1· 

paralele de acelaşi sens (fig. 8.11). Conform figurii 8.11, rezultă că: 
+ 

<J} /Or/a re Multanta. H. are <hrec/ Lu forţe/o, f 1 şi F 2 şi sensul for/ei F2• adic11 
sm.rnl for/f'Î Cf'ft.i 111ni mari; 

b) modulll l (or/ei R cstP. l'.gal cu diferen(a modulelor forţelor componmtr: 

..... 
Fli:t. 8.11. Hezullan ta R, a două 
fur\.c paralt::le de sens !'untrl}r , 
rsl.l· o forţă paralelă cu acestea 
şi are sensul forţ.e i celei mai 
mari. Modulul rezultantei este 

R = F2 - Fi· 

R F 2 - F 1 

Dacă notăm cu b1 segmentul OA şi cu b2 

i;egmentul OB, şi avînd în vedere asemănarea 
triunghiurilor OAC şi .CA1D, precum şi a tri
unghiurilor OBC şi OD1B 11 avem: 

b1 oe . bz oe 
- =- Sl - =-· 
(1 Fi ' ' (2 Fz 

lmpărţind relaţiile de mai sus, membru cu 
membru, obţinem: 

h. = Fz, sau b1F 1 = b2F 2· (8.8) 
b2 F1 

Relaţia (8.8) ne permite să determinăm poziţia 
punctului de aplicaţie al rezultantei. Pe figura 
8.11 se observă că el este în afara segmentu
lui AB ce uneşte punctele de aplicaţie ale 
componentelor, şi situat de partea forţei celei 
mai mari. 
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EXP ERIMEN T 

Pentru verificarea experimenta.lă a compune1·ii 
forţelor paralele de sens opus vom folos i dispozil iv ul 
prezentat. în figura 8.9. Rigla folosită in acest d iR
pozitiv este în echilibru sub acţiuneA forţelor paralele 

..... _, 

Forţele paralele Fi. F 2 ş1 F 3 (l'ig. 8.12) fiind 
..... 

în echilibru, putem spnne că forţ.a F 2 echilibrează 
·--+ -+ -> -+-

forţele F 1 şi F 3 şi că forţa R -= -F2 este rezultant a 
..... ..... 

forţelor F 1 şi F 3 : 

-+ -+ -+ ->-

R = -F 2 = F 1 + Fa· 

~1odulul rezultantei este dat de relaţia: 

R = F3 - F1. 

~ 

R 

A 
B c 

F1 F2 

Fig. 8.12. R ezultanta for-
-+ -+ 

ţelor F1 şi F 3 , paralele şi 
de sens opus, l'Sll' parn lt · I~ 
cu for t.eh• componen lr şi 
arc ~.l' 11~ 11 l forţei eelei 111 ;1 i 
111al'Î ln modul. Mod11'11I 
rl'wllanle i este egal l' ll 

d iferen ţa modulelor com-
ponenlPlor . 

8.2.3. Compunerea unui număr oarecare de forţe paralele. Fie un sist.em 
-+ -> -+ 

de forţe paralele de acelaşi sens F 1, F 2, .„, ·F ~. care acţionează asup1·a unui 
solid (fig. 8.13). Se. compun forţele două cit e d ouă . Se compun mai intî i 

-+ -+ -+ -+ 
forţele F 1 şi F 2• Apoi rezultanta R1 se compune cu forţa F 3• Noua rezultantă 
4 ~ -> 
R2 se compune-cu forţa F 4 şi aşa mai. departe. Rezultanta genera lă R a siste-
mului de forţe are aceeaşi direcţie ca. şi componentele sale ; modulul său es te 
egal cu suma modulelor component elor : 

R = F1+Fz + „. +Fn. 

Punctul de aplicaţie C al rezultantei generale se numeşte centrul forţelor 
paralele. Acesta este un punct fix fi l solidului, a că l'll i poziţ i e este 
independentă de: 

a) sistemul de referinţă; 

b) ordinea în care se compun l"ol'ţ.ele 

pflralele, două cîte. două; 

c) schimbarea direcţiei forţelor para
lele în raport cu solidul (dacă toate forţele 
paralele se rotesc cu acelaşi unghi în 
raport cu solidul): · 

t1) mod 11 ll~area modulelor forţelor p•1-
rnlele în acelaşi raport (spre exemplu dacă 
toate modulele se mi cşorează sau se măresc 
de n ori în raport cu valoarea lor iniţială) . 
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Fig. 8.13. Rezultanta unui s islem de 
for ~e p ara lele es te apli câlă înt r-un 
punl'l n11mil 1·1•n l1' 11i for·\1•!11 1· parol~le . 



Dacă forţele paralele nu au toate ace laşi sens, se compun mai întii forţe l e 
de un anumit sens şi apoi forţele de sens contrar. Se obţin două rezultante 
·parţiale , paralele şi de sens opus. Prin compunerea rezultantelor parţiale Sf' 

obţin e 1·cztillF1nta generală. r n punctul de aplicaţie în centrul forţelor paraleli'. 
SP poate întîmpla ca rezultantele parţiale de sensuri opuse să aibă modu

lele egale şi suporturile diferite, atunci ele alcătuiesc un cuplu de forţe. 

8.2.4 . Dei;compunerea unei forţe în două componente paralele eu eH, 

Cu ajutorul relaţiilor (8.7) şi (8.8) se pot rezolva problemele de descompuneri· 
a unei forţe date în două forţe paralele cu forţa dată şi orienta.te în a.cela~i 

sens sau în sens opu~. 

EXEM PL E 

1. l~xLremităţile unei bare de masă neglijabilă şi de lungime L=2,t1 m sînt aşezate pe do i 
s lîlpi. La distanţa bi = 1 ,6 m de unul dintre s lîlpi, se suspendă un corp cu grP11ta lpa 
r. = 640 N. Să se calculeze forţele de apăsare pe fiecare dinlre s t.îlpi . 

_,. _,. 
Hezolvare. Fie Fi şi F 2 for ţele care se exerc i tă pe sll lpii rare susţin bara {fig. 8. 14 ). Com· 
l'orm relaţiei {8.7), a vem: 

bi .F, 

l - bi = F 1 

cum Fi + F 2 = G obţinem: 

F 2 = t.27 N; Fi = 2'13 N. 

2. Ex tremitatea ' unei bare de greutate neglijabilă şi de lung ime l = 2,4 m e3te fixată 
într-un perete. La distanţa d = 1,6 m de peret e, bara este susţinută de un stîlp (fig. 
8.15). La ex tremitatea liberă a barei acţionează o forţă F = 640 N . Să se calcule1.e 
for~el e cu .care bara apasă asupra peretelui şi asupra s tîlpului. 

_,. 
R ezolvare. Forţa F, a9a cum rezultă din enunţ, es te dest.:ompusă. în două compo nente 
para lele şi de sens opus. Mărimile acestor componente le calculăm folosind relaţia (8.8): 

_ _ = F2 sau 2,4 = F 2 • 

I - d F1 n,s F1 

!lin aceas tă ultimi'\ rela ţie obţinem : 

2,4 - 0,8 F 2 - 1'\ 
= Fi ' 0,8 

.i .., unde 
F 1 = 320 ~; F~ = 9fil\ N . -

I 4 r, 2,40m 2,'fOm 

I 
f,6'1/m 

f,5Dm 

?' 7 

Fli(. 8.1-L La exemrlul I Fig. 8. lll. Lo exemplul 2. 

202 

8.2.5. Cuplul de for~e. Cuplul de forţe este 
un sistem de două forţe paralele, de sensUl'i 

contrare, de acelaşi modul şi de suporturi dife

rite, a.plicate aceluiaşi solid. Planul definit de 

cele două forţe se numeşte planul cuplului, iar 

distanţa dintre suporturile lor se numeşte braţul 

cuplului (fig. 8.16). Cu toate că rezultant.n 
-+ -+ -+ 

<' uplului R = F 1 + F 2 = O(ceea ce face să nu 

(I') 

existe mişcare de translaţie), totuşi cuplul are 
o acţiune bine d~terminată asupra corpului 
<'ăruia i se aplică, rotindu-l în jurul unei axe fig. 8.16. Cuplul de forţ.e . 

perpendiculare pe planul cuplului. 
Exemple ele cupluri tic fur~e: acţiunea mîinilor asupra unui volan de 

automobil sau asupra ghidonului unei biciclete, acţiunea tijei unei şurubelniţe 
asupra crestăturii unui şurub, acţiunea miinii asupra unui tirbuşon (fig. 8.17). 

8.2.6. Momentul unui cuplu. Momentul unui cuplu de forţe este acelaşi 
·În raport cu orice punct din spaţiu, fiind o proprietate intrinsecă a cuplului 
(fig. 8.18). 

Să considerăm un punct oarecare O din spaţiu. Momentul cuplului în 
raport cu acest punct este: 

-+-+-+ 4 • ....+ -i'>'-+ ~ 

M = ri X Fi + r2 X Fz = (r1 - rz) X F , 
.... -+ .... 

deoarece F 1 = -F2 = F. ' 
-+ -+ -+ 

Dar r1 - rz = r0 deci 
-+ _,. _,. 

M = r0 X F. (8.9) 
.... -+ 

Momentul cuplului este perpendicular pe planul def init de forţele F h F 3 

şi are modulul 
M = Fr0 sin« = Fb, (8.10) 

unde b = r0 sin« este braţul cuplului. 

.Fig. 8.17. Cuplul de forţe 
a re ca efect producerea 
unei mişcări de rotaţie. 

Fig. S.18. Momentul unui 
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Fii;. 8.111. Punctul de aplicaţie al 
m1•111i>11tului 11n11i cuplu poale l'i 

orite p11nd din spaţiu . 

t'ig. 8.20. Douii · cupluri si11l echivalrnle clnd 
produc acelaşi efect . 

SernmJ momentuJui cuplului c·oincide cu sensul de inaintare al unui şuruh 
drept, a că rui axă coincide cu suportul momentului, pe care îl rotim în sensu I 
in ni:i re cupluJ tinde să rotească corpul. 

Punctul de aplicaţie al momentului cuplului poate fi orice punct '.iin 
spaţiu (fig. ·8.19) (in cazul corpurilor rigide). . 

Două sau mai multe cupluri se spune că stnt echivalente, dacă aplica t.f. 
succesiv aceluia,şi corp, produc acelaşi efect (fig. 8.20). Cuplurile echivalente 
se pot înlocui unul cu altul. Toat e cuplurile echivalente au acelaşi moment , 
J e011rece efectul de rotaţie ·este caracterizat numai di> către momentul cuplu
lui. In cazul corpurilor rigide un cuplu poate fi rotit, deplasat în propriul 
său plan sau într-un plan paralel, efectul său rămtnînd acelaşi , deoarece 
momentul său nu se- modifică. 

8.3. CENTRUL DE GREUTATE 

8.3.1. Centrul de greutate al unui sistem rigid de puncte materiale. Con -
siderăm. un sist em alcătuit din n puncte mat eriale A 1, A2, „„ A m de mase 
respective m1i m2 , „. mn, care au poziţiile fixe unele faţă de altele deoarece 
sistemul est e nedeform abil. Sistemul de punct e mat eriale est e plasat în 

î 
c î 

Fig. 8.21. Centrul de greutate a l 
unui sistem r igid de p uncte ma te

riale. 

cîmpnl gravitaţional uniform. Fiecare punct 
al sist emului este supus acţiunii unei fm·ţe 

..... ..... ..... 
de greutat e Gi = m~, unde g est e un vect or· 
constant oricar·e ar fl poziţia punctului ma
t eria l. Forţele de greutate care acţionează 

asupra punctelor mat eriale ale sistemului 
constituie un sist em de forţe paralele, care 
au direcţia şi sensul verticalei descendente 
(fig. 8 .21). Acest sistem de forţe paralele este 
t.otdea,una echivalent cu o forţă unică, apli-
l' Rtă în cent rul forţelor paralele. · 

Centrul forţelor de greutate paralele SP 

numeşte· centrul de greutate al s ist emului . 
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-+ 
iar forţa unică G. ec hiva lenl:'i 1·u l'ortele 
sistemului, se numeşte greutatea sistemului 

de puncte. materiale. 
...... 

Modulul forţei G este dat. de 1 ·elaţia: 

G = m,g .+ m2g + „. + m 11g = (m1 + 
+ m2 + „ . + m„ )g, 

y H B 
Y2 -- -r - - - - -- --

o 

_ _ _fL _ _ ___ c llz 
I 

~ I 
---J E 

I 
I 

X 

G = Mg, (~. t1) 

unde M = m. 1 + m 2 + „. + hin, repr·ezintll 
masa sistemului de puncte ma Leriale. Cen

l''ig. !'!.:.!:.!. I 11 ra port ru 1111 SÎ::.l t> m ~ll' 
rrfprinţil ri x, cpnlrul de greula l » al 
11 n11i s is tem de două puncte mulPriill e 

a1·e. coordona tele Xc ş i y c· 

trnl de greutate se ~ornportă ca un punct mci.teria.I de masă M, egală eu suma 
maselor m; ale tuturor punct elor materiale alr. sistemului. 

Vom determina poziţia centrului de greutatP. al unui 11i st em de 2 punct e 
materiale în raport cu un sist em de coordonate. 

Considerăm deci un sistem alcătuit din două punct e mat eriale de ma.se 
m1 şi m2 şi de coordonat e x 17 Y1 şi x2, Y2 , raportat e la un sist em de axe per
pendiculare xOy (fig. 8.22). 

4 -> _. -+ 
Forţele paralele G1 = m1g şi G2 = mzg au drept rezultantă forţa G, cu 

punctul de aplicaţie în C, numit centru de greutate. Conform relaţiei (8. 7), avem 

G1b1 = G2b2, sau !!.!.. = .0 . (8.12) 
b2 G1 

Din asemănarea triunghiurilor AEB şi ADC, precum şi a t riunghiurilor 
AHB şi AFC (fig. 8.22), obţinem: 

Xc - :l' 1 bi · '!l e - 1/1 b1 (8.13) --- = - SI = - · · 
X 2 - l'r. b2' Y 2 - Yc b2 

Coroparind relaţiile (8.12) şi (8.13), obţinem: 

Acest e relaţii ne perm it să determinăm coordonat ele cent rului de greutat e: 

.r, 1 ·-- - • y - ( '"-' ' ' . (8.14) 

Dacă raportăm sistemuJ de puncte materiale la trei axe de cooru ona.l e. 
ob ţinem a treia coordorn.tă a centrului de greutat e : 

z:, '-'t I Va~ ----. (8.15) 
( I Ci 

Relaţiile (8 .1 4) şi (8. 15) se pol genera liza pen lru un sistem fo1·ma t uint1•- 11n n um ăr 

oa recare de µ11n!'l e malr l'iale şi obţinem penLl'll ren t l'11l de g reulale a l aces t11i sisL0111 , 
( 'OOJ'dO IHI tele: 

G1x 1 + . „ + G,,x,, c,. = - --·-- - -- , 
G, ~ G2 + „ ~ C:„ 
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}'ig. 8.23. Poziţia eentrului de greutate a l 
nnni solid este independentă de orientarea 
solidului tn raport cu un sistem de refe-

rinţă fix. 

Cent.l'ul de greut1:1te a1·e ul'rnătol-!

rele proprietăţi: 
a) poziţia centrului de greutate al 

unui sistem de puncte materiale faţă 
de punctele sistemului este indepen
dentă de poziţia sistemului faţă de 
sistemul de referinţă; 

b) dacă sistemul de puncte mate-
1·iale are un centru de simetrie, acest 
punct coincide întotdeauna cu centrul 
de greutate al sistemului; 

c) dacă sistemul de puncte mate
riale are o axă de simetrie, centrul de 
greutate al sistemului este situat pe 
această axă; 

d) dacă sis1'emul de puncte materiale are un plan de simetrie, centrul de 
g1·eutate este situat în acest plan. 

8.3.2. Centrul de greutate al unui solid rigid. Orice corp solid poate fi 

descompus mintal într-un număr foarte mare de elemente de volum, foarte 
mici, care pot fi aproximate :prin puncte materiale. Fiecare pu?ct material 

-+ 
de masă m1 este supus unei forţe de greutate m;g (fig. 8.23). Totalitatea for-
ţelor de greutate care se exercită asupra elementelor de volum de masă mi, 

..... 
constituie un sistem de forţe paralele. Rezultanta G a sistemului de forţe 
paralele este greutatea corpului şi are punctul de aplicaţie în centrul forţelor 
paralele, care este centrul de greutate al corpului. 

Centrul de greutate este un punct fix al corpului ale cărui proprietăţi 
sînt identice cu acelea ale centrulu: de greutate al unui sistem rigid de puncte 

· materiale. In plus trebuie să menţionăm . că poziţia centrului de greutate a l 
unui solid omogen este independentă de masa cuprinsă tn acelaşi contur. Spre 
exemplu, centrul de greutate al unei sticle goale are · aceeaşi poziţie ca şi 
centrul de greutate al aceleiaşi sticle umplută complet cu un lichid. Deci 
toate centrele de greutate ocupă poziţii identice tn raport cu contururi 
identice. 

' Centrul de greutate al unui corp omogen şi cu formă geometrică regulată 
depinde de elementele geometrice ale corpului , nu ş.i {le natura ipaterialului 
din care este alcătuit. Dacă aceste corpuri au un pla.n, o axă sau un centru 
de simetrie, atunci centrul de greutate se găseşte în pl;mul, pe axa sau în 
centrul de simetrie respectiv. Spre exemplu, centrul unei bare omog~ne se 
află Ia mijlocl!-l său; al unui disc circular omogen se află în centrul său; al 
unei sfere omogene se află in centrul sferei; al unui cilindru se află Ia jumă

tatea înălţimii cilindrului etc. Centrul de greutate al unei plăci triunghiulare 
se află la intersecţia medianelor triunghiului. 
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Experimental centrul de greutaH' HI 
unui corp se determ i n ă în ft• lul următor. Se 
suspendă corpul într-un punct al său A , do 
care se l eagă un fir cu plumb. Direcţia firului 
se marchează pe corp. Apoi se suspendă corpul 
într-un alt punct a l său B şi se maechează, 
din nou pe corp. direcţia firului cu plumb 
Intersecţia celor <louă linii marcate pe corp 
arată poziţia centrului de greutate C 
(fig. 8.24). Se poate verifica experimental că 
centrul de greutate al unui corp este un 
punct unic. 

După cum se poate arăta, într-un cîmp 
gravitaţional omogen, centrul de greutate 

Fig. 8.2-L Dt>ll•t·111i11;11·1'A 
rxpt•J"Î111 l'llla l ă a centr11l11i 
de gre11tate a l unHi corp. 

coincide cu centrul de masă. Totuşi noţiunea de centru de masă est.e mai 
generală <lecit aceea de centru de greutate, deoarece centrul de masă al unni 
sistem fizic se poate determina întotdeauna, independent de forţele gravita
ţionale, ceea ce nu este adevărat pentru centrul de greutate. Spre exemplu , 
un experimentator din spaţiul cosmic, aflat într-un satelit, nu va putea să 
determine centrul de greutate a l unui obiect deoarece forţa gravitaţională nu 
are nici un efect în locul în care se face experimentul. In schimb, experimenta
torul va putea determina centrul de masă al obiectului". 

EXEMPLE 

1. Pe o tijă rigidă de masă neglijab ilă slot introdu~e două sfere 0 1 ş i 0 2 de mase r espec
tive mi şi m2• Centrele s ferelor se află la distanţele x1 r espectiv x2 de extremitatea O 
a tij ei (fig. 8.25). Să se determine poziţia centrului de greutate a l s istemului a.lcătuit 

din cele două sfere. 

..... 
Rezolvare. Greutatea G a s is temului a l că tuit din cele două s fer e es te aplira tă în punc-
tul C, centrul d~ greutate al s is temu lui. 

...... 
Momentul forţei rezultante G, în rapor t cu punctul O, este ega l Cll suma momentrlor 
forţelor componente în r aport cu acelaşi punct, deei: 

de 11nde 

deoarece G = G1 + G2 . 

2. Sii se determine poziţia centrului de greutate C a l unui disc omogen cll grosime;\ uni
formă şi de diametru D 1 = 40 cm, din care s-a tăiat o bucatâ circulară cu diaml'lrul 
D 2 = LO cm. Centrul 0 2 al orifici11 l11i circular se afl5 la 10 cm de centrul 0 1 al discului 
dat (fig. R.2fl). 

"'111'1 
I 
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I X] ,„ 
o --

I 
I XC 
I "51 <32 

Pii.t. 8.2ii. I.a prohlcma l'ezolvală I. Pi~. 8.2tl. La prohlt!m;1 1·pzo lva rn ~. 

Jiezo/;,arP. C:a l 1' 11lăm raportu l dinlrP gre11 t.at.e11 G1 = 1tR~hpg a discului întreg ş i greu· 

la tca G2 = rtR ~hpg a prtr ţii scoase din d isr : 

G1 RT 16 
- =-=- 1 
G2 R~ 1 

unde R1 esle raza discului şi R 2 râza părţii decupa le. 
Oreulatett discului incomplet se obţine din relaţia de mai sus făcind o proporţie deri

va t!I : 
G1 - G2 • 15 - --= -

deci: G = G1 - G2 = 15 G,. 
-+ 

)Jrcsupunînd că discul es lt> întreg, g1•e111ttl.Pll lui , G11 aplicată in 0 1 , este re1.11ltan la fur-
.... .... 

\.elur paralele G2 şi G. 

~lomentul for~ei 1·ewltant!' a,, ÎU rap01•t l'll 0 1 PSle.eg-a) C'll S lllTI<I mom('ntelOI' fo q .eJor 
~ ~ 

cornpunenle G2 şi G în raport eu acelaşi punct. 

Deci 

de 11nd<' 

= Gz · O,O, = ~ = 0,67 cm . 
15 G2 15 

8.4. ECH ILIBRUL MECANIC. COND IŢ II DE ECHILIBRU 

8.4.1. E·chilibrul punctului material liber. Echilibrul de translaţie. P un e· 
tul material, fi ind considernt un corp cu dimensiuni neglijabile, acesta nu 
poate efectua mişcări de rotaţie în jurul unei axe trecînd prin corp. Sub 
acţiune<\ unui sistem de forţe, punctul material poate efectua mişcări de Lrans
lf\ţie. Echilibrul sistemului de forţe apl:cate punctului mater ial se numeşl !-' 

1·chil ibr u de translaţie. 
Se spune că un sistem de forţe este în echilibru sau că are efect nul 

atunci cînd nu influenţează mişcarea sau starea de repaus a corpului pe care 
îl acţionează. 
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... 
Conform principiului fundamental al dinamicii, R = ma, cauz1t det er·· 

-+ 
minantă a variaţif'..i vitezei unui corp este rezultanta R, a forţelor care acţio-
nează a.supra corpului. Pentru ca un sistem de forţe să nu influenţeze mişca
rea corpului pe care îl acţionează, trebuie ca rezultanta lui să fie nulă. 

Să considerăm un punct material liber, adică un punct material care nu 
este legat de alte corpuri şi care se poate deplasa in orice direcţie în spaţiu. 

.... -+ .... 
Dacă punctul material liber este acţionat de un sistem de forţe F 1, F 2 , ••• , Fn, 
in aşa fel dispuse incit rezultanta lor să fie nulă: 

(8.17) 

atunci punctul material rămtne în repaus sau se mişcă rectiliniu şi uniform 
faţă de un sistem de referinţă inerţial. Spunem că punctul material este în 
echilibru. Echilibrul este static cînd punct ul material rămîne in repaus şi 

echilibrul este dinamic cind se mişcă rectiliniu şi uniform în r aport cu siste
mul de referinţă dat. Alegtnd couvenahil l'i~IPmul de referinţă, echilibrul 
dinamic poate fi privit ca ech1hhru static. ln continuare ne vom referi 
numai la echilibrul static. Rela\.ia <8.17) reprezintă condiţia de echilibru 
pentru punctul material liber. Det:i: 

ntrn echilibrul unui sist-Om de forţe 
-~ -- _„ u ~ fn.tnlnl' li r; n111 

Dacă proiectăm' ecuaţia vectorială (8.17) pe două axe de coordonate. per
pendiculare Ox şi Oy, condiţia de echilibru (8.17) este înlocuită prin urmă
toarele condiţii de echilibru : 

Rx = Fix + F2x + ··· +Fnx =O, 

R 11 = F1 11 + F 2y + „. + Fnv =O. 

(8.18) 

(8.19) 

Condiţia necesară şi suficientă pentru echilibrul sistemului de forţe care acţio
riează asupra punctului material liber, este ca suma componentelor forţelor pe 
două axe perpendiculae Ox şi Oy să fie zero. 

8.4.2. Echilibrul punctului material liber supus acţiunii a două forţe. 
/ 

EXPERIMENT 

Vom folosi dispozitivul experimental reprezentat în figura 8.27, realizat 
·cu componente ale trusei de fizică pentru liceu. Acest dispozitiv este schema
tizat în mod simplificat în figura 8.28. 

Corpul studiat este un inel foarte uşor, asimilat cu un punct material. 
Greutatea inelului se neglijează în raport cu forţele care acţionează asupra 
lui. De inel se leagă două fire, care trec peste doi scripeţi. La extremităţile 
acestor fire se leagă nişte cirlige suport pentru discuri crestate. Pe ambele 
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Fig. ~.27. Dispo7.itiv pentru studiu l 
echilihntlui forţelor. 

Fig. 8.28. Echilibrul unu i punct mate
ria l supus al'ţinnii a două for\t·. 

cidige suport se pun în număr egal d iscui·i. Se constată că firele legate de inel 
se întind in linie dreaptă, iar inelul rămine in repaus. 

Interpretăm acest experiment simplu astfel. Asupra inelului acţionează 
-+ -+ 

două forţe F 1 şi F 2 care au acelaşi suport, sensurile opuse şi modulele egale. 
-+ 

Rezultanta R a forţelor este egală cu zero : 
-+ -+ -+ 
R =F1 +F2 = O. 

Cele două forţe se echilibrează. 
Un punct material liber supus acţiunii a două forţe este în echilibru dacă 

cele două forţe au acelaşi suport, acelaşi modul şi sensurile opuse. 

8.4.3. Echilibrul punctului material liber supus acţiunii a trei forţe. 

EXPERIMENT 

Se foloseşte dispozitivul din figura 8.27 care este reprezentat simplificat 
în figura 8.29. Cor_eul studiat este inelul din experimentul precedent .. De acest 
inel se leagă trei fire, dintre care două se trec peste cei doi scripeţi ai dispozi
tivului. De unul dintre firele trecute peste scripeţi se suspendă, spre exemplu, 
patru discuri crest ate, iar de celălalt trei discuri crestate. Lăsat liber inelul 
nu mai rămine in echilibru şi, pentru a-l echilibra, se suspendă de al treilea 
fir un număr de discuri crestate, spre exemplu cinci. -+ -+ -+ 

Asupra punctului maLe1·ial acţionează trei forţe concurente: F 1, F 2 şi F 3• 
-+ -+ -+ 

vom înlocui forţele F 1 şi F 2 prin rezultanta lor R1• Punctul material se 
..... -+ -+ 

afHI. in echilibru sub acţiunea forţelor F 3 şi R1• Deci R1 t rebuie să aibă acelaşi 
-+ 

suport şi acelaşi mo!f ul ca F 3 şi sensul opus acesteia: 
..... ... .... „ 
R1 = - Fa = F 1 + Fz. 
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Fig. 8.29. Un punct material 
es te în echilibru sub acţiunea a 
trei forţe coplanare concurente 
cînd rezultanta lor este nulă. 

-+ -+ 
FIµ-. 8.30. 8istern11l de forţe F 1 şi F2 con-
r 11rent.e în O este echivalent cu o forţă 

-+ 
llll ică R, n 11 mită rezultanta sistemului 

de forţe. 

Deci, 

Prin urmare 
. condiţia necesară şi suficientă ca punctul material liber supus acţiunii a 

trei forţe s~ fie în echilibru este ca rezultanta lor să fie zero. 
Experun.:_ntul !escris mai sus permite să se verifice faptul că : rezultanta 

a. două forţe.F 1 ş_i F 2 concurente într-un punct O este definită în direcţie , sens 
ş1 m~dul prm diagonala care pleacă din O, a paralelogramului care are ca 
laturi cele două forţe (fig. 8.29 şi 8.30). 
. Pentru verificarea experimentală de care am vorbit mai sus ma~, r~ -+ , .:.u am 

unghiul dintre forţele Fi şi F2 cu ajutorul unui raportor in forma~ de d" · _ . isc, cu 

care este prevăzut dispozitivul, şi apoi reprezentăm la scară forţele F-+ F-+ 
..... 11 2 

şi R1 ~ o foaie de hîrtie milimetrică. Din. reprezentarea grafică constatăm că 

~rţa '!;1 este orientată după diagonala paralelogramului construit pe forţele 

F 1 şi F 2 ca. laturi .şi are modulul egal cu lungimea diagonalei. 
-+ -+Acela!; experiment permite să se verifice că fiecare dintre cele trei forţe 

F1, F2, şi Fs este dir.ect opusă rezultantei celorlalte două (fig. 8.29). 

14* 

EXEMPLU 

De mijlocul unui fir O este legat un inel uşor, asimilat cu un putH:l material că · 
g tt t l„b'l ,a rut 
_reu ~ e es e ne? •Ja t ă ln raport cu forţele care acţionează asupra lui. Capetele 

f1rulu1, care susţm două corpuri cu greutăţile G1 = G N şi G11 = 8 '.'\ , slnt lt·ecute 
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-, 
î1 

I G3 
h 

l'lg. 8.31. La prohlemn rezolv:: HI. Fig. 8.32. Punctul material este h. 
.... 

echilibru sub acţiunea forţei F 1 ş i a .... 
' forţei de legătură N 1• 
s".Q~ 

peste doi scripeţi mici. De inel se l eagă un al doiiea Cir;'~are susţine un corp de gre\1. 
late G

3 
= 10 N {fig. 8.31). Să se determine unghiurile ci. şi ~ pentru poziţia de echi

libru a punctului material O. 
Rezol11are. Punctul material O es te liber. Poziţia sa în spaţiu fiind determinată nu
mai de forţele care acţionează asupra lui. Asupra punctului material acţioneaza 

forţele T
1

, T2 şi T3 • Punctul material fiind în echilibru, rezultanta forţelor care 
acţionează asupra lui es te zero. 

~ -> -+ 
T1 + 1'2 + Ta = O. (8.20) 

Proier.tăm ecuaţia vec lorială (8. 2U) pe dou t\ axe de coo1'donate Ox ş i Oy. DirecţiR .... 
axei Oy coincide c11 direcţia forţei T3 , iar axa Ox es te perpend icu l ară pe Oy în '?· 
Efecluînd proiec.ţiile, şi avînd în vedere că T 1 = G1 , T 2 = G2 ş i T 3 = Ga, obţinem : 
- G

1 
sin ci.+ G2 sin~ = O; G3 - G1 r.os ci. -'G2 1·.os f3 - 11 , sn11 

<:1 sin a. = r,2 s in ~ ; G3 - G, cos o: G2 ros f3. (8.2 1) 

H.idicînd la pătrat relaţii le (8.21} ş i 11 poi adunindu-le, un~111 em: 
2 2 2 

G3 + G1 - G2 cos a. - = 0,6 ; !X ~ 53°. ·- 2G,G
3 

În mod asemănător se obţin e şi 
•>. 2 ... . , 

G3 + G2 - Gj 
cos~ = 2c.c. = o,l!; ~ ~ 3i ' . 

8.4.4. Echilibrul punctului material supus la legătlJri. Supri 111 ă rn unul 
dintre firele legate de inelul folosit în experimentul descris în § 8.4.2. şi apoi 
prindem inelul de un cîrljg (fig. 8.32). Asupra inelului, care este în echilibru 

acţionează forţa F1• însă această forţă singură nu poate să echilibreze inelul. 
.... 

Trebuie să admitem existenţa unei a doua forţe Ni. Această forţă care se 
exercită din partea cîrligului, adică din partea legăturii , este o forţă de legă-

4 

tură sau o forţă de reacţiune sau simplu reacţiune. Forţa de legătură N 1 

-+ 
ar e acelaşi suport, acelaşi modul ca forţa F 1 şi sens ul opus acesteia . D1w i 
1•ele do uă forţe se echilib rează, rezultanta lor fiind ega l ă cu zero. 
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Se numeşte l eg-ăl 111·ă , 11l'ice rauză l'.Hf'P limi
tează mişcarea unui punc· L material sau a unui c·orp 
oarecare în spaţiu. Legăturile obligă punctul mate
r·ial să rămină tot timpul pe o anumită snpraf~ţă 
sau pe o anumită curbă sau să nu părăsească nn 
anumit loc din spaţiu. 

Citeva legături simple ale punctului material le 
cunoaşteţi din capitolele precedente. Spre exemplu: 
legăturile realizate prin fire care dau naştere unor 
reacţiuni numite tensiuni în fire, sau legăturile rea
lizate prin anumite suprafeţe plane sau curbe pe care 
sînt aşezate puncte materiale. Acestea dau naştere 

.... 
uno1· reacţiuni N orientate de-a lungul normalei 
c:oroune la suprafeţele corpurilor in contact (fig. 8.33). 

-N 

Fig. s.aa. Greuta tea G a 
p11n r. t11lui material est.e 
echilibrată de reacţiunea .... 
N a suprafc\ri pe 1·are 

t-ste aşezat aresta. 

Reacţiunile (forţele de legătură) pot înlocui legăturile geometrice. Urmea· 
:1.ă ca. atunci cind eliberăm un punct material de o legătură, să aplicăm asu· 
pra acestuia, cite o forţă de legătură. Procedînd astfel, înlocuim legăturilr 
' .' u un sistem de forţe de legătură. 

Cumhtm mm :) ' -.. c..1„cltm ea nn punct material supus la legăturj 
să fie în oobilibru este fa rezultanta forţelor efectiv aplicate asupra punc
tului material st n forţelor de legătură Nă fit· ognlA f.U zero. · 

EXE MPLE 
.... 

Pe un plan orizon la l se află un punct material de greutale G, asupra căruia ac ţio-
-+ ' 

nează o forţă F, formlnd cu orizontala unghiul a. (fig. 8.3'1). Să se determin e forţa 
maximă pentru care punctul ma teria l rămîne·încă în echilibru. Coeficienlul de fre
care dintre punctul material şi plan este µ. 
Rezol11are. Această problemă se referă la punctul material supus la legături. Se înlo
cuiesc legă turile geometrice prin forţele de legătură şi se scr ie condiţia de echili
bru: 

-+ ~ ~ _..,. 
G + Fr + F + N = O, (8.:22) 

~ .... 
unde G es te greu ta tea punctului material , Fr forţa de .... .... 
frecare, F forţa de lţacţiune, N reacţiunea normală 
a planului. 
Proiectînd ecuaţia {8.22} pe două axe de coordonate 
perpendiculare Ox şi Oy, care au direcţiile orizontală 

şi verticală şi sensul indicat pe figură , obţinem: 

F cos ci. - µ.N = O, (8.23) 

N + F sin ci. - G = O, (8.24) 

1inde µ.N es te modulul forţei de frecare la limita ll)ne
eării. Din relaţia (8.24) scoatem valoarea lui N, o intro
ducem în (8.23} şi după efectuarea calculelor obţ.inem: 

"fi' cos a. + µF sin a. - µ.G = o. 
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Fig." S.84. La problema rezol· 

vată. 



• 

Din relaţia de mai sus ol;ţinem forţa maximă pentru care punctul material răml11 r· 
înci\ în ec:hil ihru : 

µG 
Fwax = ---'----

cos ex + µ sin ex 

1-'entru forţe mai mici decît F max corpul va fi în erhilibrn. 

8.4.5. Echilibrul de translaţie şi de rotaţie al unui solid rigid. Un solid 
rigirl, sub acţiunea unui sistem de forţe, poate efectua o mişcare de tran s laţi• · 
"5aU o mişcare de rota.ţie. Deci, în acest caz sint necesare două condiţii de 
ec hilibru pe care le vom studia în cele ce urmează. 

a. Un corp solid este in echilibru de translaţie, in raport cu un sistem de 
referinţă inerţial, dacă este în repaus (echilibru static) sau cînd se află in 
mişcare rectilinie şi uniformă (echilibru dinamic). Putem transforma orice 
caz de echilibru dinamic în echilibru static, plasind solidul într-un sistem de 

referinţă convenabil ales. 
Condiţiile de echilibru de translaţie pentru solidul rigid sint aceleaşi 

ca şi pentru punctul material. 

,,) u " .._. _L 
t •o ,,. e ~tion.,.nzl'i 911 „ 

do translaţie dnd rezultant.a sistemului de • 
l'li ~11f.A iii o. 

Condiţie exprimată prin relaţia următoare: 
-+ ~ ........ -+ 

R = Fi + F z + ... + F n = O. (8.25) 

ll ela~ia (8.25) exprimă prima condiţie de echilibru. 

Proiectînd ecuaţia. vectorială (8.25) pe două axe perpendiculare Ox şi 

O !I, oh ~:nem: 

Rx = Fix+ F Zx + „. + Fnx = O, (8.26) 

R11 = Fiu+ Fzu + .„ + Fnv = O. (8.27) 

Deci, pentru ca un sistem de forţe aplicate unui solid rigid ;ă fie tn echilibru 
de translaţie (într-un plan}, este necesar şi suficient ca suma componentelor 
/'orţelor pe două· axe perpendiculare Ox şi Oy să fie nule. 

b. Efectul de rotaţie produs de o for.ţă asupra unui solid este măsurat 

prin momentul forţei în raport cu un punct sau cu o axă. 

.., ...,,- __ p us sau ctnd 
e roteşte uniform tn jurul unei axe. Pen li îndeplinite ecste condiţii 

este necesar şi suficient ca momentul rezultant ni f o~or aplic te soli
dului si\ fie nu1 

(8.28) 

Relaţia (8.28) exprimă a doua c:ondiţie de echilibru, numită şi condiţia de 
et·hilibru de rota·ţie . 

Obser()aţii. 1. Echilibrul de translaţie este independent de poziţia pune· 
t elor de aplica.ţie ale forţelor ca.re îl acţionează . Dacă solidul reprezentat în 
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figura 8.35, a, este in echilibru sub acţiunea fol'telor 
cu .punctele de aplicaţie în A, B, C, el va ră~îne 
mai departe în echilibru şi cind punctele de aplica
ţie ale forţelor sînt în A 1, B1, C1 (fig. 8.35, b). Pozitia 
punctului de aplicaţie al forţelor influentează nu~ai 
echilibrul de rotaţie. , 

~- Condiţiile de echilibru depind de natura siste
m~l~1 de forţe care acţionează a.supra solidului rigid. 
D1stmgem următoarele cazuri particulare: 

1) Dacă solidul rigid este supus acţiunii a două 
forţe, .el este în echilibru cfnd cele două forţe au 
acelaşi modul, acelaşi suport şi sensurile opuse. 

- 2) Dacă solidul este supus acţiunii a trei forte 
a~licate in trei puncte necoliniare, el este în echilib~·~ 
cmd: 

a) .suporturile forţelor stnt cuprinse in planul 
determmat de punctele lor de aplicaţie; 

a 

b 

Fig. 8.85. Echil ibrul de 
translaţie este indepen~ 
dent de poziţia punctelor 
de aplicaţie ale forţelor. 

b) suporturile forţelor stnt concurente· 
c) rezultanta a do~ă dintre cele trei fo~ţe are acelaşi suport şi acelas· 

modul ca forţa a treia, sensul ei fiind opus sensului celei de t -'. • 
forţe. a reia 

. 3) Dacă solidul es~~ supus a,cţiunii unui sistem de forţe situate în ace-
laşi plan, el este în ech1hbru cînd rezultanta sistemului de forţe este Iv 
zero: ega a cu 

-+ 1& -+ 

R=EFi =o. 
i 

con:ţ~sedaţi\.p.bcă rezultanLa . forţelor este zero ( adică este 1ndeplinită 
ra ţ ia. e ~c 1 1 ru la.. transl8:ţ1e) atunci momentul rezultant al forţelor în 
depor ulcu orice punct d"!- spa.ţm nu depinde de a.cest punct (adică condiţia 

an a.re a. momentulm se poa.te pune .faţă ~e orice pol). 

EXEMPLE 

L Echilibrul 1mui solid sub arţiunca unui sistem de forţe paralele. 

O bară AB, de greuta te neglijabilă şi de lungime z, es te aşezată pc un suport într-un 

punct O afla t la distanţa b1 = .! l de punctul A (fig 8 36 ) 1 . 
3 · · • a · n ce raport trebuie 

să se ~f.l e forţele, care trebuie aplicate la extremităţile barei pentru ca aceasta să r· 
în echilibru ? ' ie 

Rezolvare. Aplicăm condiţia de echilibru (8.28) sistemului de t ţ · 
asupra barei (fig. 8.36, b): ~ or e care acţionează 

(8.29) 
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2t 
3 

a 

A 

B 

b - 2z ,-"'J 

Fig. B.86. La exemplul 1. 

/J 

b 

Momenlele forţelor le ca lculăm în raport cu punctul O: 
~ 2 ~ 1 

M 0{F1) = -b11"1 = - - l F 1 : Mo(F2) = b2fi'2 = - LF2· 
3 3 

Momentul for\ei F3 în raport cu O este zero. 
lnlocnind valorile momentelor ln relaţia (8.29), obţinem: 

I 2 
b2F 2 - b1F 1 = O, sau - lF9 - - lF1 = O, 

3 3 

de unde : 
~.30) 

Bara este în echilibru pentru toate forţele care satisfac relaţia (8.30). 
Cum bara es te şi în echilibru de translaţie, rezultanta forţelor care acţionează asupra 
barei este zero, deci: 

(8.31) 
........ 

Cind solidul este în ecliilibru de translaţie, condiţia ~.1-l(Fi) = O rămîne valabilă, oricare 
ar fi punctul sau axa tn raport cu care se calculează momentele. Putem verifica 
acest lucru în cazul exemplului dat mai sus. Calculăm momentele tn raport cu punctul A: 

c , 

B 

Fig. 8.37. 
La e:x(:mpl11l 2. 

F 1 • U - Fa ·~ l + 1"2 • l = tJ . 
3 

Avînd în vedere relaţia (8.31), obţinem: 

F 2 = 2F1 . 

Calculaţi momentele forţelor în raport cu un punct C aflat la 

distanţa _.!._ l de A. 
4 

2. Echilibrul unui solid sub acţiunea unui siste1n de forţe 
neparalele. 

O bară omogenă de masă m şi lungime l se reazemii l'll 

('apă tul ei superior A de un perete neted. De capătul bart'i li 
este prins un fi1· inextensibil BC, fixat de perete în punr.t 11 l 

C. J.1111 gimea firului es te l t/3. Să se determine poziţia d1· 

echilil1ru a barei pentru care reacţiunea N esl1• perpendi

r nlaril p e perete !n A (fig. 8. 37). 
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Rezolvare. Înlocuim legliturile la care este supusli bara prin Jor\elt> de l egă.tură N ~i 
.... .... ........ 
T. ,\supra barei acţionează sistemul de forţe N, T şi G. Bara fiind în erhilibru, supOI'· 
lu.rile celor trei forţe se intersectea.ză într-un punct M (fig. 8.37) . 

.... 
Reacţiunea N este perpendiculară tn A, numai pentru una dintre poziţiile de echil ibru 

- ale barei, caracterizată prin distanţa d = AC, pe care trebuie să o dl'terminăm. ln 
triunghiul CAB, dreapta OM este paralelă cu latura AC şi interserlt'ază laturile AB 

şi GB la jumătate. Deci MG = (t/3/2)l. 
. Din triunghiurile dreptunghice CAM şi AMO, obţinem: 

AM2 = CM2 - AC2 = ~ l2 - da 
4 

. 
şi 

l" d~ 
AM2 = Ao2 - 0M2 = __:_ __ , 

4 4 

Din relaţiile de mai sus obţinem: 

_il2-d2=!::.__<!.::_, 
4 4 4 

sau 

d = vf l. 
Poziţia de echiţibru a sistemului dat este independentă de greutatea barei. 

8.5. ECHILIBRUL ÎN CÎMP GRAVITAŢIONAL. ECHILIBRUL 
ŞI ENERGIA POTENTIALĂ 

8.5.1. Echilibrul punctului material. Vom studia echilibrul unui punct 
JUaterial în cimpul gravitaţional uniform, unde acesta este supus acţiun ii 

forţelor de greutate şi acţiunii forţelor de legătură. 
Spunem că un punct material este in echilibru static dacă este imobil în 

raport cu un sistem de referinţă inerţial. Condiţia necesară ca punctul mate
rial să fie in echilibru, in raport cu un sistem de referinţă inerţial, este ca · 
suma vectorială a tuturor forţelor care acţionează asupra lui să fie nulă. 

Aceasta este condiţia necesară ca punctul materjal să fie în echilibru, dai' 
este ea şi suficientă pentru ca, echilibrul să fie sta,bil? 

Să considerărn o suprafaţă a l cărei profil este reprezentat ~n figura 8.38. 
Vom aşeza în diferite puncte ale a.cestei suprafeţe o bilă de dimensiuni reduse, 
asimilabilă cu un punct material. Constatăm că bila este în echilibru î 11 

punctele A şi B de pe porţiunea curbă a suprafeţei, precum şi în toate punctele 
de pe porţiunea plană orizontală M P a suprafeţei, deoarece in toa,te aceste 
puncte rezultanta forţelor care acţionează asupra punctului material este 
egală cu zero : 

.... -+ -+ 

R = G + N = O, 
~ ~ 

unde G este greutatea punctului material şi ,li; reacţiunea supra feţei de sprijin. 
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~'ig. 8.38. Poziţia de echilibru stabil a unui punct material suo 
arţiunea forţelor de greutate corespunde minimului de energie 

potenţială. 

Dacă indepărtăm foarte • puţin bila din poziţia de echilibru static, pot 
interveni trei situaţii: 

a) îndepărtind-o din punctul A, asupra bilei acţionea.ză o forţă rezpl
ta,ntă care o indepărtează şi mai mult de poziţia iniţială. Se spune că echili
brul este instabil; 

b) indepărtind-o din punctul B, bila este acţionată de o forţă rezultantă " 
care o readuce la poziţia iniţială - se spune că echilibrul est e stabil; 

c) îndepărtată din punctul C, bila rămîne in echilibru in orice punct al 
suprafeţei plane orizonta.le - se spune că echilibrul este indiferent. 

Prin urmare, forţa rezultantă egală cu zero este o condiţie necesară, dar 
nu suficientă pentru echilibrul stabil al punctului materia.I într-un cîmp de 
forţe conservativ. . 

Echilibrul punctului material (al bilei) poate fi considerat şi din punctul 
de vedere al energiei potenţiale a sistemului alcătuit din punctul material şi 
Pămint. Energia potenţială a acestui sistem se exprimă . prin relaţia Ep = 
= mgh, unde h reprezintă diferenţa de nivel dintre poziţia punctului material 
şi nivelul corespunzător energiei potenţiale nule. In cazul descris mai sus şi 
reprezentat in figura 8.38,vom lua. planul orizontal care trece prin punctul B, 
ca nivel de referinţă pentru energia potenţială, a cărei valoare la acest nivel 
o considerăm nulă, EPB = Epo = O. Punctul A corespunde maximului de 
energie potenţială, iar punctul B corespunde minimului de energie potenţială. 
Pe planul orizontal care trece prin punctele C şi D energia potenţială este 
constantă . 

Deci, poziţia ·de echilibru stabiJ a unui punct material sub acţiunea 

forţelor de greutate este aceea care corespunde minimului de energie poten
ţială, in comparaţi~ cu valorile din poziţiile vecine. Această proprietate este 
valabilă pentru orice punct material supus acţiunii unor forţe conservative. 

In poziţia de echilibru instabil, energia potenţială are o valoare maximă 

în corn para ţie cu valorile din punctele vecine. Iar în cazul cind energia poten-

ţială a punctului material este constantă, punctul material se află în echi
libru indiferent. 

8.5.2. Echilibrul solidului rigid suspendat. Consideraţiile făcute asupra 
echilibrului punctului material în cîmpul gravitaţional se pot extinde foarte 
uşor la echilibrul solidului rigid. Părţile componente ale solidului sint acţio
nate de forţele gravitaţionale a căror rezultantă este aplicată in centrul de 
greutate al corpului. Putem să înlocuim solidul printr-un punct :material 
pfasat în centrul său de greutate in care presupunem concentrată întreaga 
masă a corpului. 

Cunoaşterea poziţiei centrului de greutate al unui solid este de mare 
importanţă pentru diferitele aspecte ale echilibrului acestuia. 

Suspendăm o riglă omogenă cu una dintre extremităţile sale de un cui 
(fig. 8.39, d). Constatăm că centrul său de greutate se află sub punctul de 
suspensie şi pe aceeaşi verticală cu acesta. Forţele care acţionează asupra 

.... .... 
riglei, greutatea G şi rea.cţiunea N a suportului se echilibrează. Se îndepăr-

tează rigla din această poziţie. Centrul său de greutate urcă , iar energia po
tenţială creşte. Lăsată liber, rigla este readusă in poziţia iniţială de către 

.... .... 
cuplul alcătuit din forţele G şi N. 1n acest caz, rigla se află in echilibru stabil. 
Poziţiei de echilibru stabil ii corespunde energia potenţială minimă. 

Se roteşte rigla cu 180°, aşa cum indică figura 8.39, b. Centrul de greu
tate a urcat deasupra punctului de sprijin, iar energia potenţia.lă a sistemului 
a crescut la valoarea :maximă. 1n acest caz avem de a face cu un echilibru 
instabil. Indepărtind foarte puţin rigla din această poziţie, aceasta, sub acţi -

.... .... 
unea cuplului de forţe G şi N , tin~e să ocupe poziţia. corespunzătoare energiei 
potenţiale minime; deci, poziţia de echilibru stabil. 

Dacă se suspendă rigla in centrul său de greutate, oricare ar fi poziţia in 
care o aşezăm, ea rămine in echilibru. l n acest caz rigla este în echilibru indi
forent. 

ln concluzie, modificind foarte -puţin poziţia de echilibru static a unui 
solid suspendat, se pot ivi trei cazuri: 

'N 

I 
/') 

I I 
c_ I I 7f 1 /o 

/ 

/ 
/ 

/ / 
~ / 

\ / 
V 

o b c 
Fig. 8.89. Sulidu l (rigla) esle in echil ibru: s labil in poz 1 ţ iaa; 

ins tabil în poziţia b; ind iferenl ln poziţiH c 
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FiJ.('. 8.40. Baza 
dt· sprijin a t.re
pii•dulu i es te un 

triunghi. 

Fig. 8.41. Un corp a~ezat pe o · suprafaţă plană este 
tn echilibru cînd verticala coborîtă din centrul său de 

greutate cade în interiorul suprafeţei dP susţinere. 

a) solidul revine la poziţia iniţia.lă - se spune că echilibrul este stabiJ; 
· b) solidul se îndepărtează şi mai mult de poziţia de echilibru - se spune 

că echilibrul este instabil; 
c) solidul rămine în repaus în orice poziţie - se spune că echilibrul este 

indiferent. 

8.5.3. Echilibrul solidului care are o bază de sprijin. Clădirile, vehiculele, 
. obiectele din gospodării aşezate pe suprafeţe plane sint in stare de echilibru, 
deoarece ele au o bază de susţinere. Un scaun sau o masă se sprijină pe podea 
in patru puncte, un taburet in trei puncte. Unind punctele corpului aflate 
tn contact cu suprafaţa plană şi a.nume pe cele mai îndepărtate, obţinem un 
poligon convex, a cărui suprafaţă se numeşte bază de susţinere. Figura 8.40 
arată că baza de ,susţinere a unui taburet este un triunghi. 

Un corp solid aşezat pe o suprafaţă plană se află tn echilibru, atunci ci_nd 
verticala coborttă din centrul său de greutate cade în interiorul bazei de sus
ţinere. De exemplu cilindrul din figura 8.41, a este în echilibru deoarece 
greutatea şi reacţiunea se echilibrează reciproc. Cilindrul din figura 8.41, c, 
pentru care verticala coborîtă din centrul de greutate nu cade in interiorul 
bazei de sprijin, nu este in echilibru, deoarece greutatea şi reacţiunea for 
mează un cuplu care tinde să-l răstoarne. Cilindrul din figura 8.41, b este la 
limita echilibrului . 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢII. PROBLEME 

I. !11 ce caz,două sau mai multe sis teme de J'orţe,slnt echivalrnte'! 

2. Se descompune o forţă pe două direcţii oarecare coplanare cu forţa. Este posibil ca una 
dintre componentele forţei să fie mai mare dectt forţa? 

R: da . . 
a. Dacă rezultanta unui sistem de forţe concurente este zero, demonstraţi cA şi momen. 

tul rezultant al acestor forţe în raport cu un punct oarecare este zero. 

4. Demonstraţi cil nn cupl11 nu poatP fi Prhilibrat der.l t d E' nn alt cuplu. 
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Fig. 8.42. La proo lema 8. PiJ!. 8.4R. La pt'oblema 9. 

5. Să se determine r ezullanta a tre i forţu l·opla11an· ~ i 1·oncurrntP. rare au m;\rimile · 
F 1 = F 2 = F 3 = 40 N şi care 1'ac intre ele unghiuri de 120°. 

R: R =O. 

6. De cablul unui funicular atîrnă un corp cu masam = IUU kg. Cr1hl11l fan• între cele 
două părţi în linse unghiul ex = 120°. Ce forţă de întindere acţio111·azi:\ in cablu ? 

R: T = !Jl!O x. 
7. Se dau 6 forţe concurente egale tn modul care fac tntre ele unghiuri de so•. Să s~ afle 

rezultanta sistemului de forţe . 

R: R =o. 
8. Să se calculeze prin metoda analitică, rcwllanla sis temul11i de forţe reprezentat ir• 

figura 8.42. Se dau F 1 = F 2 = F 3 = 40 t\, F4 = 20 :\. 

R: R ~ :19 N. 
9. O bară cu greutatea neglijabilă se sprijină în A ~i B pe două suporturi (fig. 8.43) 

La extremitatea C a barei se suspendă o sarcină G = 500 N. Să se calculeze reacţi 
unile suporturilor asupra barei, în punctele de sprijin. · 

R: NA = 1 200 N; NB = 700 !\ . 

10. O grindă de greutate neglijab ilă se sprijină îri M şi N pe două suporturi (fig. 8.4!i l 
De grindă sînt suspendate trei sarcini F 1 = 200 N; F2 = 300 N; F 3 = 150 N _în 
punctele A, B ş i C. Să se determine : ' 

a) modulul şi poziţia punl' tului de aplicaţie al rezultantei R1 a forţelor p1 şi p2
; 

b) modulul şi poziţia punctului de aplicaţie al rezultantei 1't a forţelor R1 şi p3
_ 

R: a) R1 = !)00 N; la 18 cm de A; b) R2 ,,.. 6!)0 X; Ia 63_ rm dP c 
I O.Jm ' Q,Jm ll,7m I I 

I• .1 • • I. fl,Jm „1 . . 
l I I I 

IA B IC 

Ff = 2flfJN 
Ft=JfJfJH 0=tS!lN 

F'lg. M.-14. La problPlliH 111.-
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F 

G 
„ 

a b 
Fig. 8.45. La problema I'.! . . r'it,t. t; •. rn. Ln problrm11 I ~L 

11. O şină de cale ferată cu lungimea l 10 m şi cu masa m = 900 kg es te ridicată r11 
două frînghii paralele. Să se determine tens iunile din Crlnghii, dacă una dinlre ele es l1• 
fixată la un capăt al şinei iar cealallă la distanţa d = 1 m de celălalt capăt. 

R: r. OOO N ; 5 OOO N. 

12. De un fir fixat într-un punct A , se suspendă un corp cu masa m = 2 kg. Un al doi
lea fir este legat de primul în B (fig. 8.t.5). Asupra firului al doilea se exercită o forţă 

~ ~ 

orizontală F. Care trebuie să fie mărimea forţei F, pentru ca unghiul a: dintre Al:J 
şi verticală să fie egal cu t.5° (g = 1 O m/sB)? R: F = G lg a: = 20 1\ . 

13. Să se calculeze tensiunile din firele A, B şi C din montajele reprezentate în figuril e 
8.46, a şi b. Se dă G = 80 N. 

R: a)T1 ~59N;T2 ~72 N;T3 = 80N; b) T1 = 80N; T2 ~113 N; T 3 = 80 N. 

14:. Trei forţe paralele cu intensităţile F 1 = 1 N; F 2 = 4 N; F 3 = 7 N sînt aplicate în 
trei puncte A, B şi C, aşezate în linie dreaptă, astfel ca AB = BC = 10 cm. A lreia 
fo1·ţă este de sens contrar celorlalte două . Să se determine intensitatea şi punctul dl' 
aplicaţie D, al rezultantei celor trei forţ.e. 

R: R = 2 N; AD = 50 cm; CD = 30 cm. 

15. Un solid este acţionat de două fnrţ.e concurente F 1 = 5 N şi F 2 = 10 N care fac între 
ele un unghi de 120°. Să se determine forţa F3 , concurentă cu primele două, ce trebuie 
aplicată solidului, pentru ca aces ta să fie în echilibru. 

R: F 3 = 8,66 N, perpendiculară pe F 1 • 

16. Un corp A, cu masa m = 500 g, este aşezat pe un plan înclinat (fig. 8.47). Ce masă 

trebuie să aibă corpul ..B, suspendat la extremitatea firului care trece peste scripetele 
S, pentru a menţine corpul A în echil ibru ? Se neglijează frecările. 

R: mn = 250 g. 

l 7. O forţă F = 100 N, orizontală, menţine în echilibru static un corp aşezat pe un plan 
înclinat cu unghiul a: = 45° faţă de orizontală (fig. 8.48). Frecările sînt neglijabile. 
Să st! calculeze greutatea corpului şi reacţiunea planului înclinat. 

R:G = 100N; N= 100VîN. 

FJ11. H.-17. La problPr'11.1 l ti. } ' ig. 1'.4~. LA prob lt>111a 17. 
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Fig. ~.-19. La prohlPma 18. t'lg. 8.50. La problemele 19 şi 20. 

18. S:i s t: <·a lc11leze momenl11l greut •• ~ii corpului suspendat în B (Cig. 8.49), în raport r11 
punctele A, B şi C, dacă GB = 1 m, 0t = 30° şi masa corp~1l11i m = '•kg. 

' R: 20 V1 N.m; 11 !\ .m: 20 V3 .\:.m. 

19. ln figura 8.50 este reprezentat ~n muncitor care ţinc o ~cîndură. ln ce caz m1111ei
torul acţionează cu o forţă maximă, cînd torţa es te perpendiculară pe sctndură sau 
cînd forţa este îndreptată vertical în sus? 

20. Un muncitor ţine o sclndură de un capăt, astfel indt scîndura să facă un unghi a:= 
= 30• cu orizonta la (fig. 8.50). Masa scîndurii este m. = 4lJ kg. :-;i\ se ralruleze mări

mea forţei cu care mun citorul susţine scindlll'a, dacă dirr„pa forţei es te per
pendiculară pe scîndur1L 

R: F = (mg cos «)/2 = 173 N. 

21. Un .corp de formă cubică cu l a tura l = 0,4 m şi cu masa m = 40 kg se află pe o 
suprafaţă orizontală. În faţa corpului se află un mic prag ll. La ce înălţime h trebuie 
aplicată o forţă F = 400 N pentru ca reacţiunea normală în punctul A să fie nulrt 
(fig. 8.51) ? (Indicaţie: reacţiunea 11ormală în A este nulă cînd corpul începe să se 

..... ..... 
ridice în A deci clnd momentele f ·~elor G şi F în raport cu punctul B vor fi egale. ) 

R: li = Gl /('l.F) = 0, 2 m. 

:!2. O bară cu masa m0 = 10 kg este montată aşa cum se arată în rigura 8.52, astfel tncîl 
să poală susţine un corp cu masam = 100 kg. R:'l s1· 1·alr11leze tensiunea în cablul AB. 

R: T = ( :!m+ "1111~ i ·us 
11 ~1 0 = 2 849 6 N , . 

:! :.i ii l j ' 

211. O bară omogenă, de gros ime constantă, are lungi111 tia l = 50 cm şi greutatea G1 = 
= 40 N. La una dintre extremităţile barei se sudează o sferă cu raza R = 5 cm şi 

greutatea G2 = 10 N. Să se determin e poziţia centrului de greutate a sistemu lui 
astfel formal. 

R: d = 24 cm, de la centrul s ferei. 

8 

F 

c h 

A 
A ~ ,. 

- B 
G c 

Fi~. 8.51. La problema 21. F ig. 8.52. La problema 22. 
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re · Al I., .B 
Fig. 8.63. La problema 27, Fi[?. 8.64. La prol>lcma 28. 

H. O placă pătrată omogenă esttl lmpl\rţită în patru pătrate. Se taie şi se înlăt11l'il 1111 
pătrat. Să se determine poziţia 1·Pntr11lui de greutate al porţhmii rămase. Lal111·a 
pătratului este l = 1 m. 

R;d = Zt/2/12 = 11,tl6m,faţăde centrulpl ăC'i i . 
26. De la capătul unei bare cilindl'ice s-a tăiat o porţiune cu lungimea l = 40 cm. Si\ st• 

calculeze distanţa cu care lta deplasat centrul de greutate al porţ.iunii rămase faţă dl' 
c.entrul de greutate al barei întregi. 

R: d = l/2 = 20 cm. 

26. Doui'i. bile cu razele egale sînt fixate în punctul de contact. Masa uneia dintre bilt• 
este de doui'i. ori mai mare decît a celeilalte. Să se determine poziţia centrului de greu
tate a l sistemului. 

R: d = (2/3} R, faţă de centrul bilei cu masa mai mare. 

27. O bară cilindrică cu lungimea l = 30 cm este făcută jumătate din oţel şi jumălal1• 
din aluminiu (densităţile oţelului şi aluminiului sint p1 = 7 860 kg/m 3 şi p2 = 2 700 
kg/m3 ) . Să se determine poziţia centrului de greutate al barei (fig. 8.53). 

R: XCG = 11,3(< cm, faţă de extremitatea liberă a părţii din oţ1•I. 

~~. ln figura 8.5(< este reprezentată o placă metalică. Să se determine raportul . dinlr1l 
i11ălţimea x a părţii triunghlulare şi lungimea la părţii dreptunghiulare astfel ca cen
t.rul de ~reutate a l plăcii să fie în punctul O. 

R: x = l va. 

g 

MECANICA FLUIDELOR 

Mecanica flnidelor· se ocupă cu echilibrul şi mişcarea fluidelcw şi cu acţi
unea lor asupra pereţ ilo1 · ce le înconjură sau asupra corpurilor cufuncla.te 
în ele. 

Problema fundament~ă a mecanicii fluidelor este determina.rea repar
tiţiei presiunilor şi a. vitezelor în interiorul fluidelor. 

Mecanica fluidelor a1·e următoarele părţi : 

a) statica flllidelor, care cuprinde statica lich idelor (hidrostatica, care 
studiază lichidele în echilibru) şi statica gazelor (aerostatica, care studiază 

gazele în echilibru) ; 
b) dinamica fluidelor, care cuprinde dinamica lichidelor (hidrodinamica, 

care studiază ip.işcarea lichidelor) ş1 dinamica gazelor (aerodinamica, care 
studia.ză mişcarea gazelor·) . 

9.1. STAREA FLUIDĂ 

Corpurile, din punctul de vedere al st.ării .de agregare, se fmpart tn trei 
mari c\i.tegorii: solide, lichide şi gaze. Lichidele şi gazele poartă denumirea 
de fluide. 

Solidele şi fluidele se disting uşor prin caracteristicile lor diferite. 
Noţiunea de solid esLe inseparabilă de cea de formă. In solide, moleculele 

riind repartizate la distanţe mici unele faţă de altele, forţele de atracţie dint.re 
ele sînt mal'i, asigurînd solidelor o formă proprie. Din cont1 ·ă, noţiunea de 
fluid exclude complet noţiunea de formă. · 

Un fluid este, prin defini ~ie, o substanţă care poate curge şi care ia fom1a 
vasului care o con~ine. 

Lichidele sînt practic incompr·esibile. Forţele de coeziune dintre mole
culele lichidelor fiind mici, forma lor poate fi modificată de o forţă foarte 
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mică. Ele işi recapătă forma iniţial ă, tn momentul cind forţa încetează să 
acţioneze. . 

Un lichid este totdeauna mărginit de o anumită suprafaţă care îl separă 
de corpurile solide sau gazoase. Suprafaţa de separare dintre lichid şi gaz se 
numeşte suprafaţă liberă. . 

Gazele sint perfect elastice şi umplu totdeauna volumele ce le conţin. 
Ca şi lichidele şi gazele la volum constant nu opun o rezistenţă apreciabilă la 
schimbarea formei. 

Corpurile gazoase nu au suprafeţe libere. 
Fluidele reale opun o rezistenţă la alunecarea unui strat peste altul sau 

la înaintarea unui corp in fluide şi de aceea spunem că sint vîscoase. Viscozi
tatea este deci rezultat ul frecă~ii dintre straturile paralele de fluid care alu-
necă unul peste altul. . 

Un fluid incompresibil şi lipsit de viscozitate se numeşte fluid ideal. 
Fluidul ideal este un model fizic, el nu există în realitate, însă este foarte 
util , deoarece uşurează studiul anumitor fenomene şi oferă un termen de com
paraţie comod. Acest model de fluid ideal constituie o aproximaţie satţsfă
cătoare pentru un număr mare de lichide şi chiar de gaze, atîta timp cit 
vitezele acestora sint mai mici decit viteza sunetului. 

• 

, 9.2. NOŢIUNEA DE PRESIUNE 

Presiunea este o mărime fizică egală cu raportul dintre mărimea forţei 

F, care apasă normal şi uniform pe o suprafaţă şi aria S a acestei suprafeţe 
(fig. 9.1): 

F 
p =-· s 

(9.1) 

Deoarece apăsa.rea forţei nu poate fi uniformă pe orice suprafaţă, atunci 
relaţia (9.1) reprezintă presiunea medie pe o suprafaţă. 

Unitatea de măsură pentru presiune este egală cu raportul dintre unita
tea de măsură a forţei şi unitatea de măsură a ariei, adică N/m2

• Această uni
tate se numeşte Pascal şi se notează cu Pa, 

F 

J' 

Fig. ~9.1. Presiunea este 
rapo11,tul dintre mărimea 
forţei ,ce ap~sa ~ormal pe 
suprafaţă ş1 a.r1a s11pra-

f P\e1. 

N 
1Pa = 1-. 

mz 

Pentru presiune se mai folosesc şi unităţile ur
mătoare: torrul (torr), atmosfera fizică (atm), at
mosfera tehnică (at). 

1 torr= 1 mm Hg ~ 133,3 N/m2
, 

1 atm = 760 torr = 1,013 · f06 N/m2
, 

1 at = 98 066.5 N/m2
, 

1 torr = 13,6 mm H20· 
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9.3. STATICA FLU IDELOR: HIDROSTATICA ŞI AEROSTATICA 

Un fluid este în echilibru cind fiecare porţiune de fluid este în repaus. 
Presiunea in fluidele în echilibru (în repaus) nu depinde tlecît de poziţia 
punctului in care este definită. 

9.3.1. Forţa exercitată de către un -fluid în echilibru pe peretele vasului 
care îl conţine. Considerăm un vas în care se află un lichid (fig. 9.2). Datorită 
greutăţii sa.le, lichidul exercit;';. v 10rţă pe peretele vasului. Conform principiu
lui acţiunilor reciproce şi vasu.~ exercită asupra 11cmdului o forţă care echili
brează greutatea lichidului. 

Să considsrăm un element din suprafaţa peretelui vasului, notat cu S 
(fig. 9.2) Forţa exercitată de lichid, pe elementul de suprafaţă S, este nor-

_.. 
mală pe a.cest element. Dacă această forţă, pe care o notăm cu F., nu ar fi 
normală pe S, am putea să o descompunem într-o forţă, componentă nor-

_.. _.. 
mală, F n şi o forţă, componentă tangenţial ă, F 1• Sub acţiunea componentei 
tangenţia.le, l ichidul s-ar deplasa în lungul peretelui vasului şi nu ar putea fi 
în echilibru. 

Existenţa forţelor de apăsare, exercitate de către gaze pe pereţii vaselor 
în care sînt închise, poate fi pusă în evidenţă printr-un experiment simplu . 

EXPERIMENT 

Se introduce inLr-o cameră de minge de fotbal o anumită cantitate de 
pudră de talc foarte fină şi apoi se umflă camera cu ajutorul unei pompe. 
Pe1·etele elastic- al camerei se întinde, sub acţiunea forţelo.r exercitate pe 
suprafaţa interioară a acesteia şi camera ia o formă sferică. Această formă ne 
determină să admitem că forţele exercitate de gaz, pe peretele interior al 
camerei, au aceeaşi intensitate (fig. 9.3). Dacă se găureşte r~mera cu un ac 

F 

Fi ~. 9.2. Dacă lichidu l a1• cxe1•ci la 
o forţă_ de presiune oblică pe pc.reţii 
vasului în care se află, atunci li-

chidul ar curge din vas, 

15• 
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Fig. !>.:l. L;n gaz în echi l ibru 
- ca şi 1111 l ichid ln echil i
hl'u - t•x ercită p e oi•ir·p elc
rnen L rle sup1·afaţă in con 
tact cu el o forţă de apă
sare perpendiculară pe acest 

e lement de suprafaţă. 



• 

F 

a 

foarte fin, continuînd să introducem in 
ea aer cu ajutorul pompei, consta tă ni 

că d in cameră iese un jet de gaz per
pendicular pe suprafaţa acesteia, făcut 
vizibil de către particulele de talc .. 
D irecţia de mişcare a particulelor de 
talc, care ies din camera de minge, dă 
direcţia de acţiune a forţelor de pre
siune ·exercitate de gaz. Fig. 9.~. Forţa care acţionează pc o su

prafaţă d in interiorul mrni I ichid este 
pei•pendiclllară pe suprafaţă şi nu dep inde 
de orientarea acestei suprafeţe în jurul 

centrului său. 

9.3.2. Forţa de apăsare exercitată 
de un fluid în echilibru pe suprafaţa 
unui corp cufundat în fluid. Se intl'O

duce un solid în interiorul unui fluid (fig. 9.4). Fluidul exercită forţe de 
apăsare pe toate părţile suprafeţei solidului care sînt în cont act cu el. 
Pentru acelaşi mot iv, a.rătat în paragraful precedent, a.ceste forţe sînt. 
perpendiculare pe suprafeţele pe care se exercită. 

Existenţa forţelor de apăsare exercitate de lichide pe suprafeţele corpu
ri lor cufundate în lichide poate fi pusă în evidenţă cu ajutorul dispozitivului 
experimenta.I prezentat i n figura 9.5. 

EXPERIMENT 

Se foloseşte un cilindru de sticlă deschis la ambele capete şi care poaLe 
fi astupat la partea inferioară cu un disc de plastic foarte uşor. De disc este 
legat un fir foarte subţire cu ajutorul căruia îl ţinem în contact cu cil indrul, 

· atunci cînd nu se află în lichid. Dacă se slăbeşLe firnl, cind 11i!indrul esLP în 
aer, discul cade sub acţiunea propriei sale greutăţi (fig. 9.5, a). 

Se introduce cilindrul, astupat cu discul la pa1·tea inferioara, î.1tr-un vas 
cu apă. Se slăbeşte firul şi se constată că discul nu cade. Asupra discului 

4 ~ 

acţionează o forţă F orientată de jos în sus. Forţa F este pe1·pendicula.ră pe 
4 

disc (fig. 9.5, b). Dacă forţa F ar fi oblică, discul i:;-::11· deplasa sub acţiunea 

b c d 

a 
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Fig. 9.5. Un lichid exercită 
pc· orice suprafaţă în contact 
!'li el o forţă de alJăsare per
pendicu lară pe âceaslă su
prafaţă. In cazul d d in fign
ră, apa Pxcrcilă pe cele două 

4 

, fe\.e a le disculu i forţele F 
4 

şi F' egale ş i opuse. În arcs l 
caz discul se desprinde dEi 
l'i l indru ş i ea de sub acţiunea 

·propr iei sale greutăţi. 

acestei fol'ţe şi s-ar desprinde de ·dlindru. Se înclină cilindrnl şi se constată 
că discul nu se .deplasează (fig. 9.5, c) . Se readuce cilindrul în poziţie verti
cal ă şi se toarnă apă în el pînă la nivelul apei d in vas. Se constată d1 
discul se desprinde de cilindru, deci pe ambele feţe ale discului se exercită 
forţe egale şi de sens opus (fig. 9.5, d). 

9.3.3. Presiunea hidrostatică. In acest paragraf precum şi în paragrafele 
următoare vom studia fenomenele specifice fluidelor lichide, dar concluziile 
se· a·pl ică şi fluidelor gazoase. 

Hidrostatica studiază lichidele în repaus. Statica lichidelor reale se con
fulHJă cu statica lichidelor ideale,deoarece forţele de viscoziLate nu intervin 
în cazul lichiclelo1· în repaus. Un lichid în echilibru se află numai sub acţiunea 
propriei sale greutăţi. Datorită greutăţii 101-, păturile de lichid care se a l'lă în 
contact exercită presiuni unele asupra altora; în cazul în care lichidul os.te in 
echilibru, presiunea exercitată la un anumit nivel se numeşte presiune 
hidrostatică. 

Pentl'U a găsi facto1·ii de care depinde pres.iunea într-un punct dintr-un 
lichid în echilibru vorn folosi capsula manometrică. Se leagă capsula mano
metrică la un tub (4) în formă dţ U (fig. 9.6), prin intermediul unni furtun 
(3). Tubul (4) conţine un lichid colorat., care are acelasi nivel în ambele ra
muri. Exercitînd o apăsare pe membrana elastică, ac~asLa comprimă aerul 
din cutie care determină o scădere a nivelului lichidului din ramura A a 
I 11bului în formă ele U şi o creştere a nivelnlui in ramura B. Acest aparnt' 
permit.e 1·ompan11·e<1 presiunilo1· e-xe1·citat.e pe suprara~a S fi membranei 
( l'ig. 9.7). 

4 

3 
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F iµ-. 9.6. Capsul;r 11 1<1 · 
no11ietr i!'ă fo losi l ă JJr11-
tn1 p11nerea în evi
d1·11 \<'i a fort.el or excr
r. i I a I l · pe suprafaţo 
u1111 i ~ol i d inll'Odus 
inll'· un lichid est~ aJ
ci\tu i I ă din t.r-o cutie 
rn eta I ică I l:H.l't' ;i re un 

pere·1c l' las l ic 2 . 
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EXPERIMENTE 

1. Se introduce capsula într-un vas cu apă, Ja o adtncime din oe ln ce 
mai mare şi se compară presiunile la diferitele nivele (fig. 9. 7). 

Se constată că presiunea într-un lichid în repaus creşte cu adîncimea. 

2. La o anumită adîncime in lichid se orientează membrana in diferite 
direcţii încît centrul său C să rămină in acelaşÎlpunct din interiorul lichidului. 
Se constată că d~nivelarea în tubul în U rămine constantă (fig. 9.7). 

Rezultă că, presiunea într.-un punct al lichidului este independentă de 
orientarea suprafeţei pe care se exercită. lntr-un punct din interiorul lichidului 
presiunea are aceeaşi valoare în toate direcţiile. 

3. Se deplasează capsula astfel ca centrul membranei să rămînă în 
acelaşi plan orizontal; denivelarea h rămîne constantă. 

Presiunea exercitată de un lichid în repaus este aceeaşi în toate punctele 
unui plan orizontal. Deci, într-un lichid în repaus, planele orizontale sînt 
suprafeţe de egală presiune. 

4. Se introduce succesiv capsula manometrică, la o adîncime H, în 
alcool, apă distilată, saramură (soluţie de sare în apă) şi se constată că de
nivelarea h variază în funcţie de densitatea lichidului (fig. 9.8). 

N I 
------ - -- -- -H -- - -

hz - - =-~ 

- - --
A/&011/ 

1 
Api <ltiti/Q/i Solv/ie tl~ 1ql't' m 11pi 

„„41//&m 11·1~/&m1 r,. ~"1/mr) 
l"lnku #-Q111'/11nl ,„ !, < 1, < r, rervllă-h, <hl <h.r 

Fig. 9.8. Presiunea tn puncle siluate la aceeaşi adînr.ime ln 
lichide diferite depinde de natura lichidului. 

Presiunea în punctele aflate la aceeaşi ad~ncime în lichide diferite depinde 
de natura lichidului, fiind proporţională cu densitatea lichidului. 

9.3.4. Diferenţa de presiune dintre două puncte din interiorul unui lichid. 
Intr-un recipient se află un lichid în repaus. Limităm un volum V de lichid 
de formă paralelipipedică cu aria ba.zei S şi înălţimea h. Presupunem că 

lichidul cuprins in volumul V a fost delimitat printr-o peliculă foarte subţire, 

fără greutate şi inextensibilă, ceea ce nu modifică echilibrul volumului de 
lichid astfel delimitat (fig. 9.9). Lichidul cuprins în volumul V are greutatea: 

G = pgS(h2- h1) = pgSh, (9.2) 
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und e p est e· ~Pusilalea li('hidului, h =-- h~ - h1 cst 1• 
inălţimea paralelipipedului şi S aria bazei parnJelipi
pedului. 

Presiunea exercitată de către lichid pe faţa infe
rioară B a paralelipipedului, a.flată la adîncimea h2 , arc 
valoarea P2· Pe faţa superioară aflată la nivelul h1 se 
exercită presiunea p 1. Forţele de apăsare exercitate de 
către lichid pe feţele paralelipipedului sînt normale pe 
aceste feţe. Forţele care acţionează pe feţele laterale 
işi anulează reciproc efectele, ele avînd valori egale şi 

de sens opus. Pe faţa superioară acţionează forţa F1, 

de inf.ensitate F 1 = p 1S , iar pe faţa inferioară acţio-
-+ 

nează forţa F 2, de intensit ate F 2 = PzS. Scriind con-
diţia de echilibru pen tr11 paralelipiped, obţinem: 

... .... -> 

F1 + F 2 +G = O, (9.3) 

Proiectînd ecuaţia vectorială (9.3) pe axa Oz obţinem: 

pzS - P1S - pgSh. = O, 

de unde 

P2 - P1 = pgh. 

e ... -- -- 1-:..- - ...... 
/ F2 

~ 
}'ig. 9.9. Forţel e care 
flCţ.ioa ea1.ă pe r·pţp)(:' 
laterale <1le paralelipi
pedului de lichid sînl 
.egale şi opuse. Dife
renţa forţelor F 2 şi F 1 
este ega hi ru greu ta -
lea paralelipipedului 

de lirhid . 

(0.4) 

unde P2 - P1 este diferenţa de presiune între nivelele h2 şi h1 \Ia r h = h
2 

- h
1

• 

Putem enunţa principiul fundamental al hidrost aticii : 

l.IJJ 
m 1 111 echilibru e te 

&\ind c b 
I f • nf in 

Dacă la hivelul 2 presiunea este p , iar n ivelul 1 coincide cu suprafa ţa 
liberă a lichidului, atunci: 

p - H = pgh sau p = H + pgh, (9.5) 

H fiind presiunea atmosferică. 

Se constată că presiunea hidrostatică este independentă de forma vasului 
în care se află lichidul şi că este aceeaşi în toate punctele aflate ta aceeaşi 
adîncime în lichid. Din relaţia (9.5) rezultă că dacă se măreşte presiunea pe 
suprafaţa liberă a lichidului, presiunea p din interiorul lichidului creşte cu 
aceeaşi cantit.ate. 

231 



B 

Ţ~ 
1~ 

EXEMPLU 

"lnlr 1111 l111t î11 101·111;-1 eh• U (l' ig. !1 . 10) ~: (' loa1·n:-1apf11·11 dP11~. i l .i . 

tea p, _ 1,00 K/rm" ~i npoi in 111111 dinln• ra111111'i :;p toal'llii 1111 lirh id 
care nu se nmcslPdi c11 ap<1 , de densitate> p2 lll't'llllosc11 tf1. Î11ii)\i 
rn ile coloa11rlor de Ii< hid, l11 C'r lc <lo11ii -ramuri, deasupra supra fi·· 
ţ.l' i Ol' separare a lil'hi<lelo1·, sînl i11di1·n le (H' figura ~l.10. f\;1 ~· 1· 1·a). 
c1 il e1.c dens iLatPa p". 
J!1·w/11w·P. Suprnfe\elc d<i srpai·arc npi\-acr, npii -lil'hid, lirhid-aer· 

I 1· . U.10. f'enll'll 
prohlt'nm r·czolval<-t. slnL plane orizonta le. În A şi B presiunile p A şi Pnslnt l'g-ale c11 pre-

siunea almosfrrică ll(PA = PB = H). 
l'o s11pmfaţa de separarr xx' apă-lirh id , prcs i1111i]c în upi'i ş i in li rhid sînl cgnh; (p1 = 

= p2 ). La H('cs l. nirnl presiunile sinL: 
p, = H ...L p1gh1 , pres i1111rn in ap;'i, şi 

p 2 = H + p2gh2 , pres iunea in lichid. 

llroarP<'l' p 1 = p 2 , rcz11 l tă: 

P1h1 I 3 p1h1 = p2h 2 şi P• = -- - 0,79 g CIU. 
• h2 

9.3.5. Măsurarea presiunii atmosferice. Acrul este cel mai răspîndiL gaz. 
El inconjură toată suprafaţa Pămintului înt1·-o pătură foart.e groa,să numită 

atmosferă terestră. 

Aerul este peste tot în jurul nostru , însă noi nn-1 vedem el fii nd incolor , 
fără gust şi fără miros. 

Atmosfera este alcătuiLă dinLr-un amestec de gaze cu vapori de apă, 
cris ta le ele O'heal.ă praf si d iverse impurită ' i. Compozitia atmosfe1·ei va1·iază b t ' , y , 

o.tîL cu altitudinea cît şi pe suprafaţa LeresLră. Atmosfera nu are o limita1·c 
precisă , ea trece treptat în spaţi ul interplanetar. 

Masa a tmosferei este enormă, ea fiind ega lă cu 6 · 105 tone. Greutatea 
acestei mase de aer exercită o presiune continuă pe suprafaţa.Pămintului, 

numită presiune atmosferică. Datorită presiunii atmosferice, pe suprnfe!.ele 
a flate în atmosferă , se exercită forţe de apăsare foarte mari. 

Datorită greutăţii aerului straturile inferioare de aer sînt compr i111ate 
dr că tre cele superioare. Deci densitatea atmosfer:că scade cu inălţimea. 

EXIJ:l\1PLU 

S;i St' delermi1JP forţa de np[1sn 1·e l'Xt'1T il nli'I Ul' 1·f1 lrr at•nd nlmosft>ric (ll' 1111~1 tlinln· 
l'P \l'l r Kt':tm11lui 11nei ferrslre de fo!'mi'I drep lunghiularil cu lat.urile dr 80 1·m ~ i 

I '.!O Clll. 

N P1·r::;i11111»1 a Lntosferit:ii ar·c valoarPa H _, I ,li I :.1 • I 116 ...:._ 

111:! 

ll<·~vlvu11· Forl.a d t: upu::wro are inl en:;ilu! na: 

"'~ JJS "-' l,U l3. Los N/nt2 • U,% rn" !J,72 • 1n• N. 

Forţa de presiune exercitată pe ge>lrn erhivalt•azl\ t ' il greutatea unei Dlilse de !J,1'! lo1111• 

r il'<l n1ul rt'1.isti\ ik es tei prPs iuni mal'Î , d"Pm11·,..,·(' PI rs tP prr.sri t pr arnbnlt> fe\e. 
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J\erul afla t <ieasu pra noastră şi în jurul nostru apasă din toate părţi l e 

pe corpul nos tru . Foq,e le de presiune mari exercitate asupra noastră nu sînt 

supărătoare '}JenLni că Ol'ganismul nostru s-a adaptat acestor condiţii de pre
siune. Nu am puLea să respirăm normal sau chiar să L1•ăiin,dacă această pre
siune s-ar modifica mulL. 

Presiunea atmosferică într-un punct a l atmosferei este egală cu greuta
tea unei coloane de aer, cu secţiune egală cu unitatea şi cu inălţimea egală cu 
diferenţa de nivel dintre acel punct şi suprafaţa liberă. a atmosferei. Această 
presiune nu se poate calcula, deoarece nu se cunoaşt~ cu precizie limita 
superioară a atmosferei şi datorită fap tului că atmosfera nu este statică. 

Presiunea atmosferică se· poate determina experimental printr-o metodă 
simplă propusă de către fizicianul italian Torricelli in a.nul 1643. 

Pentru determinarea presiunii atmosferice se foloseşte un tub cu lun

gimea de aproximativ un metru şi închis la u~nul dintre capete, numit tub 
barometric sau tubul lui Torricelli. Tubul barometric se umple cu mercur, 
apoi se astupă cu degetul şi se răstoarnă intr-o cuvă cu mercur . Retrăgînd 
degetul se constată că o parte din mercurul din tub coboară în cuvă. Co
loana de mercur rămasă în t ub, măsurată de la suprafaţa liberă a mercurului 
din cuvă pînă la suprafaţa liberă a mercurului din tub, are o înălţime h de 
aproximativ 76 cm (fig. 9.11, a şi b). Pe suprafaţa liberă a mercurului din tub 
presiunea este zero (p0 =0), deoarece deasupra acestei suprafeţe eStP vid. 

Porţiunea tubului în care se află vid se numeşte cameră barometrică. 

Mercurul fiind în echilibru, presiunea în toate punctele planului oriz.1111,
tal AB, care cuprinde şi suprafaţa liberă a mercurului din cuvă, este co n
stantă (fig. 9.11, b). Deci presiunile în punctele A şi B sînt egale (PA= p11 ). 

In A se exercită presiunea atmosferi~ă pe care o notăm cu H, deci P.4 = /{ , 
In B, acţionează presiunea hidrostatică datorată <"ol o<1nei pe merf·11 1·: 

Pn - Pc= pgh, 

deoarece Pc =O. rezultă . 

PB = H = pgh. 

Deci, presiunea atmosferică este egală cu pr·esiu
nea hidrostatică a coloanei de mercur din tub. 
Măsmarea presiunii a tmosf.erice, într-un anumit 
punct din atmosferă, se reduce la măsmarea lun
gimii coloanei de mercur h; p şi g fiind mărimi 
cunoscute. 

Cum presiunea hidrostatică este indepen
dentă de forma şi secţiunea vasului , rezultă 

că dacă- se înclină tubul sau se face experienţa cu , 

tuburi de forme diferite, înălţimea coloanei de 
m.ercur h nu se modifică (fig. 9.12). 
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Fig. !l.11. Experienţa l11i 
Torric1•lli. 
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Fig. 9.12. inălpmea ruloanei de 
mercur este independentă de 
forma, de secţiunea şi de încli-

narea tubului. 

P1·esiunea atmosferică variază: 

cu altitudinea, datorită greutăţii aerului. 
Măsurătorile au arătat că această variaţie nu 
este uniformă (fig. 9.13); 

- cu starea Premii. Starea vremii depinde 
de deplasarea maselor de aer atmosferic, 
adică de· mişcările ciclonilor şi anticiclonilor 
,i tmosferici; 

- de la un loc la altul. Pe hărţile meteoro
logice se observă· linii continue, care unesc 
punctele în care presiunea are aceeaşi valoare 
la un moment bine determinat. Curbele 

acestea se numesc izobare şi sînt foarte utile pentru prevederea stării. vremii. 
A vînd în vedere că presiunea variază de la un loc la altul şi chiar în ace

laşi loc de la o oră la alta, se impune definirea unei presiuni de referinţă, 
numită presiune atmosferică normală. 

Presiunea atmosferică normală se consideră, prin convenţie, ca fiind 
egală cu 760 torr. / 

Exprimată în N/m2 presiunea atmosferică normală are valoarea Ho= 
= 1,013 · 105 N/m2

• 

Instrumentele cu care se măsoară presiunea atmosferică şi se observă 
schimbările ei se numesc barometre. ln practică se folosesc două fel uri de 
barometre: a) barometrul metalic, a cărui funcţionare se bazează pe echilibra
rea forţelor de presiune atmosferică de către .forţele elastice ale unui resort; 
b) barometrul cu mercur, a cărui funcţionare se bazează pe echilibrarea pre
siunii atmosferice de către presiunea hidrostatică a unei coloane de mercur. 
Primul barometru de a9est tip a fost tubul lui Torricelli. 

9.3.6. Măsurarea presiunii gazelor. Manometrul cu lichid. Presiunile în 
fluide (gazoase sau lichide) . se măsoară cu instrumente numite manometre. 
V om desctie doar manometrul cu lichid folosit pentru măsurarea presiunii 
gttzelor. 

P[ rr 11001 Hg I 
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Fig. 9.13. Presiunea atmosferică 
variază cu altitudi11ea . 

· ·}'lg. D.14. Principiul 1n11 -
nometr11Ju i c11 lichid. 

Go2 

p> H 

o 

Goz 

p<H 

b 

Manometrul cu lichid este alcătuit dintr-'un tub în formă de U, deschis 
la ambele capete, în care s-a turnat un lichid de densitate p (spre exemplu 
mercur sau apă). · 

O ramură a tubului în U comunică cu atmc~fera, iar cealaltă ramură 
comunică cu gazul de presiune p. ln cazurile prezentate în figura 9.14, dacă H 
este presiunea atmosferică, presiunea de măsurat este dată de relaţia 

p = H ± pgh. (9.6) 

In relaţia (9.6) se ia semnul plus cînd p > H şi semnul minus cind p < H. 
Diferenţa de presiune 

p-H= ± pgh, (9.7) 
se numeşte presiune relativă sau presiune manometrică. 

Lichidu I manometric se alege în funcţie de presiunea de măsurat. Spre 
exemplu, un manometru cu apă dă o denivelare de 13,6 ori m,ai mare decît 
un manometru cu mercur. 

Pentru măsurarea directă a presiunii p, se 
foloseşte, în locul tubului în U deschis, un ba
rometru cu sifon racordat cu un tub de 
cauciuc la recipi~ntul care conţine gazul 
(fig. 9.15.) In acest caz presiunea gazului este 
echilibrată de presinnea hidrostatică a unei 
coloane de mercur h: 

p = pgh. 

EXEMPLU 

x
A 

)/ id 

Fig. 9.15. Manometru ru Jichiil · 
cu lubul ·închis, numit mano

mPlru barometric. 

Un manometru cu mercur (fig. 9.14, b) este pus în legălud1 cu un gaz de presiune p. 
Den ivelarea manometricii este h = 5 mm. P1•esiunea indicată de un barometru este 
H = 753 torr. Care es te presiunea gazului? Care esle denivelarea ha, în cazul folo
sirii unui manometru cu apă? 
Rezolvare. Pres innpa gazului . fiind ma i mii·.ă dedt presiunea atmosferică, rezultă 

P = H - pg/i. 
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Ţinînd cont de valorile numerice obţinem: 

_ 1 ntm 
p = i5!'l torr = 7:i:J lorr · - = 0,99 atm 

i611 101·1· 

= o,~9 · 1;013 · 105 N/m' ~" 1u• N/111 2 = 1 at. 

Dacă lidtidul barometric ar fi apa, accsl. lil"hirl ar lrcb11i să pr<Hlu1·;) o presi11111• hidro

s l n tiră pgali\ c11 aceea produsă de nlc1T11r: 

La 600 • ;, 
Pu.fJ ·ghfl!I = Pa • gh0 : lt 11 - ---- = 68 mm. 

1 OOO 

9.3. 7. Tmnsmiterea presiunii în lichide. IJogea lui Pascal 

EXPERIMENT 

Se umple complet cu apă un vas cu două deschideri tubulare (fig. 9.16) 
şi se a,stnpă fiecare deschidere cu un dop de cauciuc uns cu grăsime. Se are în 
''ed ere ca dopurile să fie în contact cu a pa.. Dacă se presează puternic pe unu I 
dintre dopuri celăfalL este aruncat in aer. Variaţia presiunii din B se trnnsmite 
ş i 1n A şi determină dopul A să sară din locaşul său. 

Experimentul descris mai sus ilustrează legea lui Pascal ea1·r :-:c 

enunţă astfel: 

l rei.;itm(•a exercitată pe o su1•rnfaţă oarecare n unui li('hid aflat în repaus 
se transmite în toate direcţiile ~i cu aceeaşi intensitate în tot lichitlul 
t•Îf si la pereţii. vasului C~re•l ('Olltinc. 

Legea lui Pascal este o consecinţă a legilor stnLicii l'luideJor· şi l'eZ11lli1 

din arestcci. 

Fie PA şi PR presiunile în pundele A şi B dintr-un lichid în repa us 
(l'ig. 9.17). Cont'ol'm principiului fundamental a l hidrostaticii rezultă: 

J.~,.t, 
'~·,,;;" 

A ~~~~iii 

1-'ig. 9.IG. Dbpoziliv experimenta l 
pentru punerea în ev iden ţă a trans
rni tprii prrs i11nii printr-un lichid. 

JlH - P..1 = pgh. 
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}'ig. 9.17. Trunsmilerea prcsiuniipr inl1·-1111 
lich id. 

Cum mărimile p, g, h sînt constante, dife
renţa de presiune este şi ca constantă, 

chiar dacă se măreşte sau se micşorează 
presiunea din punctele A şi B. Deci, orice 
variaţie de presiune în A provoacă o va
riaţie egală de presiune în B, precum şi in 
toate punctele lichidului. 

a R 

· 9.3.8. Aplicaţii ale legii lui Pascal. Presa 
hidraulică. Una dintre aplicaţiile principale 
ale legii lui Pascal este presa hidraulică al 
cărei principiu este dat în figura 9.18. Două 
vase cilindrice comunică între ele prin par
tea inferioară. Cei doi cilindri sînt închişi 

la partea superioară prin două pi~toane 
mobile P şi P1 . 

Fig. 9.18. Principiul de funcţionare 
a presei hidraulice. 

Se exercită pe pistonul P, de secţiune S, o forţă normală F. Această 
forţă produce în toate punctele lichidului o creştere a presiunii, egală cu: 

F 
P=-· s (9.8) 

Această presiune este integral transmisă pe faţa inferioară a pistonului Pi, 

de secţiune S1, care este astfel acţionat de o forţă}\, de mărime: 

F1 = pS1. (9.9) . 2 

Din relaţiile (9.8) şi (9.9) obţinem: 

(9.10) 

Intensitatea forţei F 1 este cu atît mai mare cu 
cît raportul ariilor feţelor pistoanelor este mai mare. 

Presa hidraulică este folosită pentru a com
pi:ima paiele şi bumbacul în baloturi, pentru a ex 
trage uleiul din diferitele seminţe, la fabricarea 
caroseriilor de automobil şi a obiectelor din ma
terial plastic etc. 

O aplicaţie a presei hidraulice este şi siste
mul de frînare al automobilelor, schematizat în 
figura 9.19. 

O apăsare pe pedala 1 produ ce o creştere a 
presiunii în cilindrul 3. Această creştere de pre
siune este transmisă prin intermediul lichidului 2 . , 
pistoanelor 4, care împing saboţii 6, pe tam-
burul 5. 
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Fig. 9.19. Frîna 
hidraulică. 

5 
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BLAlSE PASCAJ, (1623-1662). 

Malematician, f izician, filozof şi seriilor 
fran cez. Pascal a fost un spirit precocl 
care s-a manifestat foarte timpuriu. La 
t2 ani, el regăseşte singur, primeleteo
r eme ale geometriei l ui Euclid. La 16 ani, 
scrie un „Tratat despre secţiunile conice". 
Pascal este fondatorul teoriei probabilită
ţilor. A inventat o maşină de calcul în 
anul 1642. 

În domeniul fizicii, activitatea lui 
Pascal a fost îndreptată, mai ales, 
asupra presiunii atmosferice şi asupra vidu-
111 i. Pascal a descoperit lege.a fundamen
La lă a hidrostaticii care stă la baza tuturor 
s istemelor hidraulice. 

9.3.9. Legea lui Arhimede. Pentru a introduce o sticlă goală intr-o căl
dare cu apă, trebuie să se exercite asupra ei o fo~ţă de apăsare destul de 
mare. O minge de tenis de masă introdusă pe fundul unui vas cu apă şi 
apoi lăsată liberă, iese singură la suprafaţă. Dacă o piatră grea. este introdusă 
în apă, cind este ridicată, ea pare mai uşoară decît în aer. Greutatea pietrei 
nu s-a modificat, pentru că forţele de atracţie gravitaţională sînt independente 
de natura mediului care separă corpurile. Fie că piatra este in aer sau in apă, 
f9rţa de a.tracţie .pe care o exercită Pămîntul asupra ei, este aceeaşi. Rezultă 
că lichidul împinge corpul vertical în sus. Vom dovedi aceasta experimental. 

EXPERIMENT 

Se suspendă un cilindru de fier, cu ajutorul unui fir, de un dinamometru. 
Citim pe dinamometru greutatea sa, de exemplu 2,5 N. Se cufundă corpul în 
apă. Se constată că direcţia firului de suspensie nu s-a modificat. Dinamome
trul indică acum o forţă de numai 1,5 N (fig. 9.20). 

Rezultă că un corp cufundat într-un lichid este împins de către lichid cu 
o forţă "erticală orientată de jos în sus. Această forţă se numeşte forţă arhi
medică. 

Inlocuind cilindrul metalic cu ~n alt corp mai voluminos se constată că 
forţa arhimedică este mai mare. Deci, forţa de împingere exercitată asupra 
unui corp cufundat într-un lichid creşte cu "olumul de lichid dezlocuit: 

Se cufundă acum corpul într-un alt lichid, în alcool sau în soluţie de sare 
de bucătărie in apă şi se constată că indicaţiile dinamometrului s-au modificat. 
Deci, forţa de împingere exercitată de un lichid, asupra unui corp cufundat în 
Pl, depinde de densitatea lichidului . 
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Fig. 9.20. Apa exercită asupr„ 
ci lindrului o forţă de apăsare ver

ticală, orientată de jos fn sus . 

Legea lui Arhimede se enunţă astfel: 

"' 
/J . 

-Fz 
Fig. l!.21. Orice corp cufundat 
1ntr-un fluid es tEl tmpins ver
lical ln sus cu o forţă ega lă cu 
greutatea fluidului dezlocuii. 

li O fort V 

Le~e~. lui :'--rhimed_e este) de-asemenea, o consecinţă a legilor fundamenta le 
ale staticu flmdelor, ş1 dec~ se poate deduce din acestea. 
• .co~sider.ăm u~ ~orp de forma unui cilindru drept cufundat tn poziţie 
verticala într-un hch1d in repaus (fig. 9.21). Notăm cu S aria bazei şi cu h 
în~lţimea cilindrului. 

Conţorm pri_:icip~~lui fun~ai:nenta1 al hidrostaticii, forţele de apăsare pe 
supr~faţa laterala a cdmdrulm iş1 fac echilibru. Rezultanta forţelor de presiune 
verticale, normale pe bazele cilindrului, este: 

FA =Fz -Fi= (pz - P1)S, 

sau ţinînd seamă de relaţia (9.4), obţinem: 

FA = pg(hz - h1)S = phSg = G1, (9.11) 

unde h = hz - h1 este înălţimea cilindrului, p este densitatea lichidului iar 
G1 este greutatea lichidului dezlocuit de corp. ' 

Deci, re~ultanta .~A a forţelo: de presiune exercitate asupra corpului cu
fundat în flmd,. numita. forţă arh1medică, este egală, şi de sens opus cu greu
tat~a vo!uvmulm de flmd dezlocuit de corp. Punctul în care se aplică forţa 
a~hn~i.ed1ca se numeşte centru de presiune. In general, centrul de presiune este 
d1fer1~ de centrul de greutate, în afară de cazul .particular cînd corpul cufundat 
in .nu.id este omogen. In acest caz~ centrul de greutate şi centrul de presiune 
comc1d. 
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Fig. 9.22. Echilibrul corpurilor cufundate într-un lichid. 

Legea lui Arhimede se aplică fluidelor lichide sau gazoase, lichidelor neo· 
mogene în repaus (de exemplu în cazul a două lichide ca.re nu se amestecă, 
turnate unul peste altul) cit şi pentru corpurile necufundate complet. 

9.3.10. Plutirea corpurilor. Un ~orp introdus într-un lichid este supus 
4 • 

acţiunii a două forţe: greutatea sa G aplicată în centrul de greutate al corpului 

şi forţa arhimedică FA aplicată 1n centrul de presiune C. Trei cazuri se pot 
lVl (fig. 9.22): 

-+-+ -+ ' 
a) G >FA. Rezultanta Ga = G +FA se numeşte greutatea aparentă' şi 

are modulul: • 

(9.12) 

unde Pr este densitatea fluidului iar p8 este densitatea solidului. Dacă Pr < Ps 
corpul se cufundă. 

b) G = FA- Greutatea aparentă este zero şi corpul rămîne în echilibru 
în interiorul lichidului. Dacă corpul este omogen, condiţia se scrie: Pr = Pa· In 
acesL caz .centrul de presiune ~oincide cu centrul de greutate. Dacă solidul este 
neomogen-;- centrul de presiune şi centrul de greutate nu coincid. Pentru ca 
echilibrul să fie stabil este suficient ca centrul de greutate şi centrul de pre
siune să fie pe aceea.şi verticală, iar centrul de greutate să se găsească sub cen
trul de presiune. 

-+ -+ ->· 
c) G < FA- Rezultanta Fa = G +FA se num~şte forţă ascensională. Un 

cor·p cufundat este adus la ·suprafaţa lichidului de către forţa ascensională. 
P e măsură ce corpul iese din lichid forţa arhimedică scade. In momentul cind 
greutatea corpului echilibrează forţa arhimedică, corpul pluteşte in echilibru 
la suprafaţa lichidului. 

Pentru un corp omogen condiţ,ia .de p1utfre la supra.faţa lichidului se 
scrie: Pr > Ps· 
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Condiyia de plutire a corpurilor se enunţă astfel: dacă un corp pluteşte 
în echilibru în interiorul sau la suprafaţa unui lichid în repaus, greutatea corpu
lui este egală cu greutatea Polumului de lichid dezlocuit de corp. 

9.3.11. Consecinţe şi aplicaţii ale plutirii corpurilor. 
A. Corpuri în echilibru în. interiorul unui lichid. 
Submarinul est e o navă care poate pluti la suprafaţa apei. Submarinul 

posedă nişte rezervoa re laterale numite balast-apă. Cind acestea se umplu 
cu a·pă nava se scufundă, iar cind apa este evacuată cu ajutorul pompelor, 
submarinul urcă la suprafaţă (fig. 9.23). 

Batiscaful destinat explorărilor submarine funcţionează pe acelaşi prin
cipiu ca şi submarinul. 

B. Corpuri care plutesc la suprafaţa apei. 
Icebergurile sînt blocuri uriaşe de gheaţă care plutesc pe ma.re, deoar·ece 

densitaLea gheţii este mai mică decît densitatea apei (fig. 9.24) . Porţiunea din 
volumul unui iceberg cufundat în apă reprezin Lă 11/12 din volumul tota l. 

Naµele, datorită formei lor, dezlocuiesc un volum foarte mare de apă, in 
consecinţă forţa arhimedică este mult mai mare decît greutat ea lor. O navă 
de 10 OOO tone trebuie să dezlocuiască cel puţin 10 OOO m 3 de apă pent ru a 

'putea pluti. 

Plutirea. navelor este stabilă cînd centrul de greutate se află pe aceeaşi 
verticală cu centrul de presiune şi deasupra cent rului de presiune (fi g. !1.25). 
Cînd nava oscilează centrul de presiune îşi schimbă poziţia . în acest caz greu-

-> 4 

tatea G şi forţa arhimedică FA formează un cuplu care tinde să readucă na va în 
poziţia iniţială. Suportul forţei arhimedice întilnesLe vertica la de stabiliLate 
într-un punct M numit metacentru. Echilibrul este st abil da.că mett-lcenLrul 
este deasupra centrului de greutate. Punctul M are o poziţie fixă in raport cu 
nava. 

C. Densimetrele sint instrumente utilizate pentr u determinarea densităţ i i 
lichidelor. ' 

·-- iest 
- (plumb) 

Fig. !l.:!IJ. Sulimnr inul. 

16 - Fizic ;'i c i. a IX-a 

.Fig. 9.24. lccliel'g. 
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Fig. 9.25. Erhilibru l nnei navll. 

Un densimetru este alcătuit dintr-un tub de sticlă numit plutitor, în care 
se află la partea de jos alice de plumb sau mercur, prelungit cu o tijă de 
sticlă subţire. 

Densimetrele se gradea~ă in unităţi de densitate. Gradaţiile se fac pe tija 
de sticlă. 

Există două feluri de densimetre: 
- densimetre pentru lichide cu densitatea mai mică <lecit a apei, g..adate 

de la 0,6 la 1. Introduse în apă, acestea se cufundă pină la baza tijei, unde se 
află gradaţia 1 (fig. 9.26). Gradaţia 1 de la baza tijei reprezintă densitatea 
apei de 1 g/cm3

; 

- densimetre pentru lichide mai dense <lecit apa, gradate de la 1 la· 2. 
Introduse în apă,. ele se cufundă pînă aproape de extremitatea superioară a. 
tijei, unde se află gradaţia 1 (fig. 9.27). 

EXEMPLE 

1. O sferă cu dens.itatea p1 = 500 kg/m3 cade fără vi leză iniţială de la înălţimea h1 = 

= 20 m, într-un bazin adînc, plin cu apă ~fig. 9.28). Să se calcnleze adîncimea Ia carr 
se va opri sfera în apă. Densitatea apei este p2 = 1 OOO kg/m3 ; g = 10 rn/s2 • 

0,6 
0.6 

1---H-~Q.9 

Apâ Benzină 

Fig. 9.26. Den5imetre peulru 
lichide cu densilatea mai 
mic;! decîl densitatea apei. 
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Apo, GlicerinO 

fig. 9.27. Densimetre pentru 
lichide cu densitatea mai mare 

dec! L densitatea apei. 

..... 
--'----< ) 'fr =U 

.Fig, 9.2R. La exemplul J. 

y 

-a 

· .Fig. 9.29. La exemplul 2. 

Rezolvare. a) Calculul vitezei sferei tn momentul cînd atinge suprafaţa apei. Apliclnd 
formula lui Galilei obţinem: 

Vo = V2gh1 = 20 m/s. 

b) Calculul acceleraţiei sferei în timpul mişcării ei tn apă. ln timpul mişcării în apll 
asu~ra sferei.arţionează forţa arhimedică FA= p2Vg şi greutatea sa G =mg (fig. 9.28) 
Scriem relaţia fundamentală a D.inamicii pentru. mişcarea sferei în apă: 

FA - mg= ma. (9.13) 
Din relaţia (9.13), obţinem: 

FA a= - - g. 
m 

lnloruind în această reiaţie forţa arhimedică prin valoarea sa şi masa corpului prin 
m = p1 V, obţinem: 

a= g (:: - 1) = 10 m/s2
• 

c) Calculul adtncimii h2 , la care se opreşte sfera: 

2 Vo 
h2 = 2a = 20 m. 

2. Un aerostat cu masa m = 500 kg şi volumul V = 600 m3 se ridică pe verticală lntr-o 
mişcare uniform accelerată (fig. 9.29). 
Să se calculeze înălţimea la care se ridică aerostatul în timpul t = 10 s. Densitatea 
aerului este p = 1,3 kg/m3 ; g = 10 m/s2• Se neglijează rezistenţ.a aerului. 
Rez~lvar~. a) Calculul acceleraţiei aerostatului. Asupra aerostatului acţionează forţa 
arh1med1că FA= pgV (unde p este densitatea· aerului) şi greutatea G = mg. Scriind 
relaţia fundamentală a dinamicii pentru mişcarea aerostatului, obţinem: 

FA - mg= ma. 

FA pgV 
a= - - g= -- - g = 5,6 rn/s2• 

m m 

h) Cnlculul tnc'l.lţimii la care urcă aerostatul fn timpul t = JO s: 

at!I. 
h = - = 280 m. . 2 
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9.4. DINAM ICA FLUIDELOR 

9.4.1. Curgerea staţionară.. Prin curgerea unui fluid se înţelege deplasa
rea acestuia faţă de un sistem de referinţă dat. Un fluid ideal, adică un 
fluid incompresibil şi lipsit de v iscozitate, poate îi pus în mişcare dato1·ită 
greutăţii sale şi diferenţei de pi·esiune între diferitelfl puncte din interiorul său. 

Fenomenele de miscare a fluidelor au un caract er macroscopic, fluidele 
fiind asimilate c u medii continue. In cazul fluidelor continue este posibilă o 
mişcare care să constea din deplasarea diferitelor părţi ale aceluiaşi corp una 
faţă de alta. Pentru descrierea curgerii unui fluid, îl vom considera alcătuit 
dintr-un număr foarte mare de particule, caracterizate prin aceea că au un 
CJolum foarte mic în raport cu acela al corpului. 

Studiem mişcarea particulelor fluidului în raport cu un anumit sistem de 
referinţă , faţă de care fixăm poziţiile particulelor de fluid. 

Mişcarea unui fluid este caracterizată prin distribuţia vitezelor şi a pre
siunilor în interiorul fluidului. Aceste mărimi variază de la un punct la altul. 
In acelaşi punct ele pot varia, de ~s~menea, în funcţie de timp. În acest caz 
curgerea (mişcarea) fluidelor se numeşte nepermanentă (nestaţionară) . sau 
variată. De viteză este legată şi noţiunea de linie de curent. Se numeşte linie 
de curent la un moment dat t, linia curbă care are proprietatea că, la acel moment, 
CJitezele diferitelor particule care se află pe ea îi sînt tangente (fig. 9.30). ln general 
aceste· particule au ·traiectorii care nu se confundă cu linia de curent pe care 
se află ele la un moment dat t. 

Cinci viteza in .diferitele puncte ale spaţiului ocupat de fluid nu depinde 
explicit de t imp, ci numai de poziţia in ca.re se află particula de fluid consi
dera.tă, curgerea se numeşte staţionară. 

ln cazul curgerii nestationare forma liniilor de curent se schimbă de la , ' 
un moment la altul. In cazul curgerii staţionare, aspectul liniilor de curent ră-
mine neschimbat, forma. lor fiind independentă de timp şi atunci traiecto
riile particulelor de fluid coincid cu liniile de curent. In curgerea staţionară 
putem fixa poziţia unei particule de fluid de-a lungul liniei de curent cu ajuto
rul coordona.tei curbilinii s (fig. 9.30). Cum viteza şi presiunea variază de la 
un punct la altul, înseamnă că ele sînt funcţii de s: 

v = v(s); p = p(s). (9.14) 
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.~'ig. 9.30. Linii de rnren t în inlerioru l 
unu i f luid ideal. În cawl m işcării s taţio
nare acestea coincid cu t ra iectoriile pa1'
ticulelor de fluid. Pozi ţia unei par ticnlr 
de fiu id pe lin ia de curent se poate de
t.erm ina cu ajutorul c:>ordonatei curbi· 
l inii .~ . l11Alil d 1•-A lungu l !in iPi de curent. 

' 

Î n cu„ge1·eH stwţio n ::i r ă li
ni ile de curent nu se int.el'Set
lează. Astfel, liniile de curent , _ 
in cazul flu idului frlcal, pol 
material iza pel'eţii unui t ub. 
_prin care curge un fluid. De 
a.ceea ljnii le de curen t care 
tre.c prin toate punctele unui 
cont.m închis formează un tub 
de curent (fig. 9.31). 

9-.4.2. Ecuaţia de continui
tate. Cantitatea de f'luid care 

9.31. T11h dt' eiirent . 

străbate o anumită arie în unitalM dP timp rfprezinlă rl.Pb1:1uJ dP. f'luid p rin 
acea arie. Debitul poate fi de masă sau d e volum, după cum cantita tea el e 
fluid reprezintă o masă sau un volum de fluid. 

Debitu] de masă se exprimă p ri n !'el aţia: 

Q ~m. 

m. == !:l.t ' 

unde flm este masa de fluid care străbate o anumită arie în timpul t1t. Jar 
deb:tul de volum este dat de relaţia: 

to V Qv=-, 
tot 

unde Ll V este volumul de.fluid care străbate o anumită arie .în intervalul de 
timp t::.t . 

Să considerăm un fluid în curgere staţionară şi din acesta să separăm un 
tub de curent (fig. 9.32) . Debitul de volum pl'În ariile S1 şi S 2 are valorile: 

Q S ,v1tot S Q S 
l = - - = i V1 ; 2 = 2V2. tot 

Fluidul fiind incomp1·esibiJ, ari il e St şi S2 sînt str ·ăbăt11Le de a ceeaş i cantitate 
de fluid în unit a tea de timp. deci: 

(9.15) 

Relaţia (9.15) se numeşte ecuaţia de continuitate. 

9.4.3. Legea lui Bernoulli. Această lege se aplică curgerii staţionare a unui 
fluid ideal. Reamintim că un fluid ideal are următoarele caracteristici: 
a) nu are viscozitate; b) este incompresibil ; c) viteza unei particule d.e 
fluid este independentă de timp . 

Considerăm un tub ci ~ curen t cu secţiunea variabilă . Vom studia cu„gereH 
fl uidului cuprfo s între secliuniJe S 1 şi 8 2 din tubul de curen t (fig. 9.32). 

Ca urmare a incompresibilităţii fluidului, volumul V1 de fluid ca1·e -tra
versează secţiun ea S1 în intervalul de t imp /j. t este egal cu volu r11ul 11

2 
de 1'111 id 

care tr;;wersează sec ţi unea S2 in ucclCtşi inl r.l'val dP t imp . 
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lnmulţind reJ11 ~ÎCJ (fJ.15) 
cu !l.t obţinem : 

S1v1!l.t = S2v2!l.l, 

sau S1 · A1C1 = S2 · A2C'2, 

de unde rezultă că 
I I 
1z1 I 

V1 = V2 = V. 
I .1z2 

l/4W/////d//////////////////////////////,}/////////l//////////./ 
l'li:·. 1).32. Debilul de-a lungul unui ·iuh de c11rmt 
<l e fluid ideal in regim permanent e~te cons ta nt: 

S1v1 = S 2v2 • 

1 I. . . I • Uc-a lnng11 m1e1 de curent p + - p·p- ·I- p;;z -
2 

= constant. 

Totul se petrece ca şi cum 
i n intervalul de timp D..t s-ar 
trnnsfera direct din poziţia 

l i 1B1C1D1 o masă de fluid 
m =. p V, în poziţia A 2B2C2D2, 
fără ca lichidul intermediar să 
se fi mişcat. 

Masa de fluid m are la tra.versarea secţiunii S 1 energia cinetică + mvr, 

iar la traversarea secţiunii S2 are energia cinetică f mv~. Variaţia energiei 

cinel ice a masei m, în intervalul de timp în care a fost transferată din pozi
pa A1B1C1D1 în poziţia A2B2C2D2, este : 

(9.16) 

ş i ea t 1·ebuie să fie egală cu lucrul mecanic al forţelo1· ce se exercită asupra 
sistemului considerat în intervalul de timp !l.t. Aceste forţe sînt forţele de 
presiune Fi = p1S1 ,F2 = p 2S2 care acţionează asupra lichidului cuprins între 
secţiunile S 1 şi S2 şi greutatea mg a lichidului transferat. 

ln intervalul de timp !l.t în care masa m traversează secţiunea S 1 sub 
-+ 

arţiunea forţei F 1 al cărei punct de aplicaţie se deplasează pe distanta A1C1, 

se e fectuează următorul lucru mecanic motor: 

m 
L1 = F 1 ·A1C1 '=p1S1 ·A1C1 = p1V=p1-· 

p 

In a celaşi interval de timp forţa F 2 = p 2S 2 care se exercită perµendicular pe 
secţiunea S2 efectuează următorul lucru mecanic rezistent: 

. m 
Lz= -F2·C2A2 = - p2V = -pz-· 

p 

Lucrul mecanic al greutăţii masei de lichid t ransferate este: 

L3 =-mg (z2 - z1)-

Egalind variaţia energiei cinetice a masei m cu lucrul mecanic rezultant 
HI forţel or ce se exercită asupra acestei ma.se, obţinem: 

m ) l ( 2 2) (Pi - pz)- + mg(z1 - z2 = -;;- m v2 - 1J1 , 
p M 

m.17) 
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sau (9.18) 

Aceasta este ecuaţia lui Dernoulli (1700-1782). Ecuaţia lui Bernoulli se mai 
scrie şi astfel 

1 
p + - pv2 + pgz = constant = C. 

2 
(9.19) . 

Constanta C este aceeaşi de-a lungul liniei de curent şi este independentă de 
timp. Termenii din rela,ţia (9.19) au toţi dimensiunile unei presiuni. Pent ru 
a-i distinge, în enunţuri se utilizează denumirile: „presiunea statică" pentru p, 
„presiunea dinamică" pentru (1/2) pv2

, „presiunea de poziţie" pentru pgz, 
termen datorat energiei potenţiale. 

ln cazul acţiunii fluidului asupra unui perete, pe un element de suprafaţă 
ÂS al peretelui se va exercita o forţă de presiune ptl.S, unde p se scoate din 
relaţia (9.19). 

' ln cazul particular ctnd tubul de curent este practic orizontal SAU ctnd 
energia potenţială este neglijabilă, obţinem: 

1 
p + - pv2 = C. (9.20) 

2 

. 9.4.4. Aplicaţii ale legii lui Bernoulli. Să considerăm un fluid care curge 
prmtr-o conductă cu secţiunea variabilă. 1n porţiunile înguste ale conductei 
prin care curge fluidul viteza acestuia creşte ; conform legii lui Bernoulli (9.20) 
creşte şi presiunea dinamică, de aceea ,trebuie să scadă presiunea statică, pen
tru ca suma lor să rămînă ·constantă. Presiunea statică la gîtuitură poate 
scădea sub presiunea atmosferică, astfel apare fenomenul de aspiraţie (fig. 9 .. 33) 
pe car.e se bazează unele aplicaţii practice, cum ar fi pulverizatorul (fig. 9.34), 

. ---

V 

Fig. 9.33. Presiunea s ta tică în porţiunea 
îngustă A a unei conducte p oate să scadă 
sub valoarea presiunii atmosferice şi pro
voacă aspirarea lichidului din vasul_ V. 
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2 

Fig. 9.34. Pulveriza torul. Dator it!\ ae
rului suflat prin lubul J, în punctul A 
creşte presiun ea dinamică şi scade presi
unea statică sub valoarea presiun îi at
mosferice. Datol'ită acestui fapt lichidul 
urcă în t ubul 2 pînil în A unde 
curentu l de aer îl preface în p icătur i 

rine. 

• 



lampa Bunsen, t1·ompa de apă , sonda de 

presiune, debitmetrele etc. 
a) Trompa de apă (fig. 9.35) funcţio

nează astfel: in regiunea A presiunea dina

mica creşte, scade presiunea statică şi ia 

naştere absorbţia aerului din vasul V, ae1· 

care este antrenat de jetul de apă. 

Fig. 9.85. T1·ompa de apă. 

b) Sonda de presiune este un tub ma

nometric montat perpendicular pe o con

ductă prin care curge un fluid şi care ser
veşte la determinarea presiunii statice a fluidului (fig. 9.36). 

c) Tubul Venturi se foloseşte la măsurarea debitelor de volum ale fluidelor 
(fig. 9.37), Pentru măsurarea debitelor se înlocuieşte o porţiune orizontală 
de conductă cu tubul Venturi cu secţiunea de intrare S1 şi secţiunea porţiunii 

, mai înguste S2 • ln secţiunile S1 şi S 2 vitezele fluidului sint v1 şi v2• Aplicind 
relaţia (9.20), se obţine 

vi v2 
Pi + P 2 = P2 + P T' 

de unde 

Âp = Pi - Pz = ~ M - vi) P· 

Folosind în rela,ţia (9.21) ecuaţia de continuitate (9.15'), obţinem: 

Âp =+ pn~r -1Jvi. 

Debitul de volum este dat de relaţia: 

Q - s V - s ,_ I 2 !!ip = k "\ I 6.p 
V -

1 1 - 1 V p[(S1/S2) 2 - 1) V p 

unde k este constanta aparatului 

k = S1S2 Vs~~ sr 

Gaz 

~lg. 9186. Sonda de presiune. Fig. 9.M. Tubul Venturi. 
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(9.21) 

(9.22) 

(9.23) 

!l.t •. 5. Vlsco:dhttc11. Ln viteze 1111 
prea mar i, rurgerl'a fl uidelor eslt! 
laminar[t (in sfratlll'i ), adică lin iile dr 
1·urenl s int b ine del!'rminalc ş i n u Sl~ 
intersec tează ni t'ăieri intre ele, fiecare 
parliru lă de f luid rămî11 e nwren î 1 1 

inlerioru l unui acel aşi tub de curenl. 
La vilczr 11rnl' i , mi:;;earea ded11l' 
t urbulen trt, nerrg-u tatit, por\ i1111 ile 
de. fluid se amestcră şi sr formeazii 
virl cj uri. 

z 

A 

,____ 
,_____ ,___ 

v=v(z) 

P ig. 1),38 . . -\11t1·p11 ar1•a slrnt11r il or d t• lirh id 
l'i ue dator i tă visrozil11\ii. 

F 

VC'-

Si'i ne imaginăm doui't :;u prnfe\.e solide pla11c A şi B aşezate la o anumită d islanţi'1 
- > 

11 na de a lta în tr-un rl11id viscos în repaus (fig. 9.38). Al~\ionăm r11 o for\ă F asupra su-
-> 

prafe \ei A deplasîud-o cu o v it eză v cons l.anlă în raport cu suprafa\a B . În limp ri• 
supra faţa A se deplasează în propriul său plan , supral'a\.a B arc lendin\a să se depla
sez<' în aret>wşi dircl'\ie. Ne putem închipui că în interiorul lirhid11lui deci şi între ePle 
două supra t'C\l' plane exis tă mai multe s tratu ri paralele care alunecă imcle fa(ă de altele, 
iuln' cal'!' apar for~e de frecare inlernă sau de viscozitate. Stratul care se află in eontart 
,·11 suprafaţa mobilii. are aceeaşi v iteză ca şi aceasta, în t imp cc lichidul în contart c11 

cealallă suprafa\.ă so află în repaus. , Viteza straturilor intermediare cl'eşte uniform de 
la o suprafaţ.ă la alta, aşa cum ara tă f igura 9.38. Stratul cu viteză mai marc cau tă ~ă 

acceler:eze stratu l ru vi leză mai mică peste care el alunecă, şi invers s tratul c11 viteză mai 
mi1·ă caută să frîneze s tratul cu v ileză mai mare cu care esle în conlacl. Aslfel, ia naş-

-+ -+ 
tere for\a de frec-arc F' = -F, care acponează în planuri le de lunecare, a răl'or 

v iteză <le cu rgere variază <le la un strat la altul. 
Dacă grcs imea z a slra tului de fl u id dintre celr două suprnfeţe rreştr, aplidnd 

-+ 
aceeaş i for\.ă F supra re\.ei A, aceasta va ·căpăta -o vileză mai mare: v ~ z. Dară st• 

măreşte aria S a suprafeţei A se constat[ o m i r~or·:i 1·e a vitezei plăci i, cînd rlstr act.ionatf1 

de aceeaşi fo!'ţă : v ~ 1/S. O cl'eştere a 111odul 11I11i for\.ei jF produce o rr·eşlerc propo l' 
\.iunală a v i tezei v : v ~ F. Asll'el v i tP~a es te propo1·ţion::i lă ru forţa F, cu dis lan lH z 
!ii eu 1/S. L'ulem scrie următoarea 1·cla\.iP: 

sa11 

Fz 
V= - , 

·'IS 

Fz 
'I) =-. 

Sv 
(9.24 ) 

unde -'I este 1111 factor care depinde numai de natura fl11id11 l11i şi de temperalura sa. Acesta 
·se numeşte coef icientu l de viscot: itate a l f luidului. 

U n itatea de măsură pentru coeficientul de viscozitate în Sf se numeşte decapoise, 
după n umele fizicianului Poiseuillc. 

J\vînd i11 veder e relapa (9.24) ob pnem: 

I drC"apuisr = t N · s/m2 . 

9.1..ti. Forţo ile rezistenţJt la ln1tintare11 în fluide. Din exvcrienţa noastră ca ciclişti, 

motocirl işti, sau ra pasageri în diverse vehicule, am constatat că aeru l tinde să se opună 
mişcăr i i corpurilor. 

~Iiş1·area unu i rorp ln tr-11n fluid fa ce să r.pal'ă o for{d de rezisten{d, care oste întot· 
deauna opus11 m işcării. 
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FiK. ~.iJi>. Liniilt• de t·111·rnt in 
j11r11 l 11n ci s fere lntr-o rnrg1•rp 

la minară. 

Fig. !l.40. Formarea tnrbioanelor în spa
te le 11n11i ci lindru de revolutie înlr-u 

rurgere l aminară . · 

::ii\ con s iderăm rawl unui corp care posedă o axă de s imetrie :;;i care se deplasează 
in aer cu o v iteză constantă care are aceeaşi direcţie ca şi fixa de simetrie a corpului. 
Rezistenţfl pe care o opun e acru l mişcării . corpul11 i se datoreazi1 forţel or de frecare şi 
forţelor de pres iune. D istingem' cazuril e următoare: 

a) Dacă mobilul se deplasează în aer cu o viteză pînă la 0,5 m/s, per turbaţii le da to
rate forţelor do pres iune sînt neglijabi le. Mişcarea es te perturba tă de forţele de frecare. 

VG - - - F 

~ 
J) F proportionol cu y2 b) F proportionol cu S 

so-~ 15(unităti relative 
_ ~ penlru toqâl 

s0_-~ 100 

; o~~---~~o.------ 320 

c) F depinde de formo corpului 

}'i~. 9.41. Forţa de rezistenţă a obiectelor 
aflate într-un lichid ln mişcare este proporpo
na lă cu: a) pătratul v iteze i fluidului; b) cu 
secţiunea transversală S a corpulu i. Depinde, 
de asemenea, de forma corpului (c) şi de den-

s itatea f l11id11 l11 i. 
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Forţ.e le de frecare se da torează 

viscoz ităţii aerul ui. Aces teasinl tangen
te la suprafaţa corpului şi admit orezu). 

lan tă care a rc ca dreaptă suport, axa de 

simtitr ie a mobilului, numită rezistentă 

de frecare. În acest caz, rezis ten ţa es te 

proporţ.ională cu viteza. Fluidul alune
că în lungu l pereţ. il or corpului şi curge
refi lu i se nu meşte laminară {fig. 9,39). 

b) Dacă mobilul se deplasează cu 
o viteză rupl'Însă intre I m/s ş i 280 m/s, 
rczisten\.a de frecare {datorată viscozi
tăpi aerului ) este mică in raport cu r r.
z is tenţa datorată forţelor d e pres iune. 
La H<'esLe viteze, se produce în faţa 
mobi lului o zonă de s uprapresiune ş i în 
spatele mohi lului o zonf't de depresiune, 
<'are dă naştere turb ioanelor (f ig. 9.40). 
În at:cst caz rezistenţa se datorează 
d i ferenţei di ntre forţele de presiune 
d in Caţa şi d in spatele mobilului. 

Studii experimentale, în tunele 
aerod inamice, au condus la concluzia 
ci'1 rezistenţa de înaintare ln aer este 
proporţională r n : 

- pătratul v itezei mobilului 
(rig. 9.4 1, a); 

- dcnsitalea aeru lu i p, în ron
diţiilc f'xperimentnlui; 

- aria S a supraleţ.ei obţinu tă 
prin proiectarea corpului pe un p lan 
perpend icu Iar pe vectorul viteză, nu
mită contur aparent {fig. 9.ftl, b). 

Rez istenj.a mai depinde de for
ma corpulu i. 

I • 

• 

o 
b 

Fig. 9.42. u) Cnghiu l de ata1: al uuei plăci plane : b) bur·dul de fugi'\ al 
unei plăci plane. -

'.\11\rimea fo1'\.ei de rezistenţă est.e dată de relaţia următoarr.: 

1 
F = - CSpv2

• 

2 

Bord de 
fugă 

(9.2.5) 

Fadol'll l l /:l esll' in trodus din considerente teoretice. Coeficientul de proporţionalitate C; 
esll' o cons tantă adimensională. Acest coeficient depinde de forma corpului şi se n1a; 
nu rn.eştc şi coeficient de formă în regim turbulent. 

9 4.7. Zborul avionului. Să considerăm aripa unui avion de forma unei plăci planr 
oreptuni;hiulare, care se mişcă într-o atmosferă calmă cu viteza v. Fie a. unghiul pe care-! 
face placa cu vectorul viteză v {fig. 9.42). Unghiul a. se numeşte unghi ăe atac. Partea fron
tală a plăcii se numeşl e bord de alac, iar partea diametral opusă se numeşte bord rle fugii 
{fig. 9.42). Experienţa arată că asupra plăcii acţionează un sistem de forţe care Admit 
o rezultantă R.. Aceasta satisface următoarele condiţii: 

- are punctul de aplicaţie O, la o treime de bordul de atac ; 
- are direcţia normală Ia placă; 
- are un astfel de sens incit tinde să mărească unghiul a.; 

..... 
- intensita tea forţei R es te proporţională cu densitatea aerului, suprafaţa pll\cii, 

nnghiul de atar şi p~tratul vitezei: 

R = Cp11.Sv2• {9.26) 

Aceaslii Cormu H"t este valabilă pen tru unghiuri w iC'i de a lA r ş i J)Pn 11·11 vi teze rar;) 
nu depăşesc 300 km/h. 

..... 
Pro iectăm for ţa R pe o axă paralelă cu vi-

teza şi pe o axă perpendicu lară pe viteză {fig. 9.43). 

Componenta P = R cos 11. se numeşte portanţn 
uripei (sau forţă portantă) care învinge greu\alea 
av ionului. Componenta T = R sin a. se numeşte rezis
renţa frontală şi t rebuie înv insă de către forţa de 
tracţi u ne a avionulu i. 

PROB LEMĂ REZOLVATĂ 

"'-l. 

--V 

Fig. 9.43. Forţa portantă. 

Un rezervor· ctt apă es te prevăzut cu un orif iciu de secţiune S 2 foarte mică în 1•aport 
cu secţiunea S1 a rezervorulu i. Orificiul este construit astfel lncît ghidează curgerea. 
Să se calculeze v iteza de curgere a apei prin ol'ificiu, negl ijînd frecarea {fig. 9.44, a 
şi b). ivelul apei din rezervor se menţine constant la valoarea h"" 1,8 m(g := 

= J O m/s2 ). 
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Fig. 9,44. a şi b. La problema 
rezolvată . 

Rezol11are. Notăm cu p 0 presiunea atmosferică, cu v1 viteza lichidului la nivelul 
său superior şi cu v2 viteza lichidului la nivelul orificiului. Mişcării fluidului (presupus 
ideal), i se aplică legea lui Bernoulli: 

2 pu2 
Po + pv1 + pgh = Po + _2 • 

2 2 

Ţinlnd seamă de ecuaţia de continuitate : S1v1 = Sava, obţ.inem: 

Jhgh 
Vz = • 

V1- s~ s2 
1 

Cum secţiunea S 2 este foarte mică în raport cu S1 , avem: 

' v2 = V2gh = 6 m/s. 

ÎNTREBĂRI. EXERCIŢI/. PROBLEME 

1 . Un balon de cauciuc umflat cu hidrogen urcă în aerul atmosferic. Acest fapt poale 
fi o probă a existenţei forţelor de presiune da tora te aerului atmosferic'? Juslifi caţ.i 

1·lispunsul. R: da. 

2. Un pa har umplut cu aoă pînă la re fu z este acoperit cu o foa ie de hîrtie . Se întoarce 
pa ha rul cu gura în jos acoperind în acest timp foa ia cu podul palmei. Foaia rămîne 

lipită de gura paharului şi apa nu curge (fig. 9.t.5) . Este aceasta 
o probă a existenţei presiunii a tmosferice? 

Fig. 9.45. Pentru 
exerciţiul 2 . 

R: da. 

3. Se cufundă un corp într-un vas cu apă, astfel încît sub corp mai 
rămine un strat foarte subţire de apă. Să va exercita, în acest caz, 
o presiune hidros tatică ori enta tă de jos în sus? .T usti r icaţi răs
punsul. 

R : da. 

4. Dacă o persoană se aşază in apropierea unui tren care se depla
sează cu o viteză oarecare, exi stă ri scul ca persoana să cadă sub 
tren ? 

R: da . 

5. Un remorche1• trage două :;;Iepuri (fig. 9.46). Explicaţi de ce 
cele două şlcpuri au. tendinţa să se apropie. 
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Fli(. 9.46. Pentru exer1.;iţiul 5. 

6. Două m ingi de cauciuc se suspendă aşa cum se arată în figura 9.t.7. Dacă între cele 
două mingi se suflă aer, acestea se vor apropia. Explicaţi fenomenul. 

7. Se realizează dispozitivu l din figura 9.t.8 alcătu it dintr-un disc uşor A făcut din 
carton şi aşezat în aprop ierea unui alt disc B prevăzut cu un orificiu pus în legă
tură cu un tub C. Dacă se suflă aer prin tubul C, discul A se apropie de discul B . 
De ce? 

8. Un manometru cu lichid se compune dintr-un tub în formă de U care are o ramură 
deschisă iar cealaltă este legatli la un recipient care conţine un gaz sub o anumită 
presiune. Tubul se poate u mple cu mercur ( p1 = l 3,6 g/cm3) , apă (Pa = 1 g/cma} 
sau cu ulei (Pa= 0,6 g/cma). Sli se discute avantajele şi dezavantajele ulilizării fiecărui 
lichid. În ce condiţii, fiecare dintre cele trei lichide, va fi mai util? 

9. Un tub 'I'orricelli are o lungime l = 1 m. Se tnclină pînă ctnd se umple complet cu 
mercur. ln acest moment el face un unghi oe= t.9°10' cu nivelul liber al mercurului 
din cuvă. Să se determine presiunea atmosferică în acest loc. 

R: H = pgl sin 0t = 756,6 mm col. Hg. 
10. O bucată de lemn cu densitatea p1 = 700 kg/ma şi cu masa m,1. = 0,250 kg, este prinsă 

de o bucată de plumb. Corpul format se introduce ln apă ( p = 1 OOO kg/m3 ) . Să se 
calculeze greutatea plumbului pent ru ca; 
a) corpul format să plu tească în echilibru în apli; 
b) numai f = 8/10 din volumul total să fie cufundat în apă . Densitatea plumbului este 
p2 = 11 350 kg/ma, iar g = 10 m/s2 • 

R: (m1 + ma)g = (m1 ·+ ma ) f pg : a) G1 = 1,18 N ; b) Ga = 0,38 N. 
P1 Pa 

11. Densitatea apei de mare este de 1,026 g/cm3. Care este presiunea datorată apei de 
mare la o adîncime de 1 km ? 

'-
QI 
~ 

1 
Fig. 9.~7. Pentru 

E'Xl'l'CÎţi u J 6. 

A 
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R: p = pg h = 10,055. 10° N/m2. 

-
c " 

B .t 
Fig. 9.48. Pentru 

exerciţiul 7. 



12. Pistonul mic al unei prese hidraulice are un diametru di = 1 cm şi este supus acţiunii 
unei forţe Fi = 10 N. Care trebuie să fie diametrul pistonului mare d1 pentru a suporta 
o sarcină FJ = 10 OOO N? 

R: d1 = d1 V Fi/Fi= 31,6 cm. 

13. Un corp din fontă cu masa m = 20 kg şi densitatea p = 7 500 kg/m3 poate să plu
teasr.ă pe suprafaţa mercurului de densitate p1 = 13 600 kg/m1• Calculaţi volumul 
porpunii din corp cufundate tn mercur şi volumul total al corpului. 

R: V1 = m/Pi = 1 ~70 cm3 ; V= 2 667 cm•. 

14. O sferă din aluminiu are greutatea tn aer G = 2,58 ;N. Greutatea sa aparentă în 
apă nu es te dectt Ga = 1 N. Demonstraţi că sfera este goală în interior şi calculaţi 
volumul cavităţii. Densilatca aluminiului p = 2 580 kg/m3 (g = 10 m/s2 ) . 

R: Ga=G- (Vi-f.-G/pg)·p0g ; Vi =58 cm8 • 

16. Masa 11nui vapor es te m= 57800 tone. Să se <'alr11lezr volumul părţ.ii cufundate ln apă 
dr mare cu densit a tea p1 = 1 028 kg/m3

, şi apoi în apă d ulce cu dens itatea 
p2 = 1 OOO kg/m 3• 

R: V1 = m/p1 = 56 22G m3 ; V2 = m/p2 = 57 800 m3 

16. Un tub Torricelli este înclinat cu ex= 45°. Cu cit se deplasează merct:rul în tub
1
cînd 

presiunea atmosferică variază de la H 1 = 758 la H 2 = 764 mm coloană de mercur? 

R: 6.h = {6.H)/pg cos ex = 8,5 mm. 
-

17. Printr-o conductă orizontală, cu secpunea transversală vari abilă, curge apă (fig. 9.49). 
Să se determine debittLI de volum al apei ce curge prin conductă. Se dau secţiunil e 
transversale s1 = l 0-3 mz, S 2 = 2 • 10-3 m 2 şi diferen~a de nivel dintre coloanele de 
lichid din sondele de presiune montate pe conductă 6.h = 0,2m. 

R: Qv = S1 S2 V2g M/(S~ - sn = 2,29 • 10- 3 m3/s. 
18. Să ~c afle cu ce viteză scade nivelul apei d intr-un rezervor cu aria secţiun ii trans

versa le St = 1 m2 , dacă viteza de curgere a apei printr-un orificiu, făcut în peretele 
lat.erai al rezervorului, es te v = 2 m/s. Diametrul orificiul·ui es te de d = 2 cm. 

R: v1 = 7td2v/4 S 1 = 6,28·· 10'"' m/s. 

19. Să se determine viteza de curgere a bioxid11l11i de ca1'b-on printr-o conductă, dacă 
prin secţiun ea transversală a conductei se scurge în timpul t r 30 minute o masă 
m = 0,51 kg. Densitatea gawlui este p = ,,5 kg/m3 şi diametrul conductei es te 
d = 2 cm. 

R: v = 4 m/p mP. t = 0,12 m/s 

20. Apa se scurge dintr-un tub cu diametrul interior d = 2 cm cu debitul de volum 
Qv = 8 litri/min. Să se. determin e vi tew apt'i 111 tub. 

Fig, 9.4.9. La problema 17. 

R: v = 4 Qv/Tt d1 = 42,~ cm/s. 

21. Un l ichid r11 densitatea p = 900 kg/m3, 

curge printr-o condur.tă cu diameţrul d = 

= 6 cm. într-o secţiune unde diametrul sca

de la d1 = 4,2 cm, presiunea es te cu 1 600 

N/m2 mai mică decîl presiunea din cealaltă. 

secţiune a conductei. Să se calculeze viteza 
lichidului în secţiunea conductei de diametru d. 

R: v =\Ă2 ll.p)/p[(d/d1) 4 - 1] = 1,1 ml;· 
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10 
UND ELA TICE NOŢIUNI DE CU TI 

1 0.1 OSCILATORUL LINIAR ARMONIC. COMPUNEREA OSCILA ŢllLOR 

10.1.1. Mişcarea oscilatorie 

EXPERIMENTE 

1. De un fir lung şi inextensibil, suspendăm un corp (bilă) pe care-l lovim 
astfel încît să nu-i imprimăm o deviaţie prea mare faţă de poziţia de repaus 
(fig. 10.1, a). Un astfel de sistem mecanic este numit pendul graPitaţional. 

2. De un resort de oţel, suspendăm 1111 corp- şi prin intermediul lui tragem 
. resortul în jos (fig. 10.1, b). Sistemul începe să se mişte în sus şi în jos. Un 

astfel de sistem este numit pendul elastic. 

3. Fixăm o bandă de oţel la unul din capete şi apoi o deviem din poziţia 
iniţială ca în figura 10.1, c. Sistemul se numeşte pend!fl cu arc lamelar. 

~- Turnăm apă într-un tub îndoit, din sticlă, cu diametrul de cîţiva cm. 
Astupăm unul dintre capete cu un dop de plută şi suflăm aer la. celălalt capăt. 
In acest fel coloana de apă este pusă în mişcare (fig. 10.1, d). 

5. Pe marginea unu'i dis? fixăm într-o poziţie oarecare o bilă. Rotim discul 
cu viteză unghiulară constantă . Cu ajutoru] unei lămpi de proiecţie, proiectăm 
pe un ecran mişcarea bilei de·pe disc (fig. 10.1~ e). Vom constata că umbra · 
bilei are o mişcare alternativă, dus-întors. 

In toate cazurile studiate mai sus are Joc o mişcare continuă de o parte 
şi de alta (dus -întors) a poziţiei iniţiale (de repaus) a corpului (sau a 1.1mb1·ei 
sale. în cazul experimentului 5). 

Această mişcare prezintă următoarele caracteristici ; 
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Fig. 10,1. Exemple de oscilatori: a) pendul gravitaţional; b) pendul 
elastic; c) pendul cu arc lamelar; d) coloană de apă oscilantă; e) pro

iecţia pe un ecran a unei mişcări circulare uniforme. 

a) după intervale de timp egale, procesul individual de mişcare, se re
petă, este un proces periodic; 

b) mişcarea are loc de fiecare qată simetric faţă de o anumită poziţiC', 
poziţia de repaus sau de echilibru a oscilatorului. 

~lişcare unul corp sau a unui sistem material, care se repetă la inter· 
vale e timp egale şi care se face simetrie fa de o poziJie de repau e 
m este miscare o eilatorie s u o cllntie mecanică. 

Pentru studml mişcării oscilatorii se definesc următoarele mărimi fizice: 
Perioada mişcării oscilatorii T, reprezintă timpul necesar efectuării unei 

oscilaţii complete. 

Dacă notăm cu n numărul de oscilaţii efectuate de un oscilator ln inter
valul de tţmp t atunci avem: 

T = ~. 
n 
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Unitatea de măi:;ur·ă ln S. l. este: 

[ T]sr = 1s. 

Frecvenţa mişcării v este numărul de oscilaţii efectuate în unitatea de timp: 

n 
V=-. 

t 

Unitatea de măsm•ă pentru frecvenţă în S.I. este hertzul (Hz) : 

[vJsr = 1s-1 =1 Hz. 

Din relaţiile de definiţie ale frecvenţei şi yterioadei rezultă relaţia: 

vT = 1. 

Elongaţia mişcării notată cu x sau y reprezintă deplasarea (depărtarea) 
oscilatorului faţă de poziţia de repaus la un moment dat. 

Din defin iţia elongaţiei rezulLă că ea variază în timp. Această mărime are 
o valoare, o direcţie şi un sens, deci poate fi reprezentată printr-un vector 

.... 4-

x sau y. 1n S.I. unitatea de m?.sură pentru elongaţie este metrul: 

[.-i;]sr = 1 m. 

Amplitudinea mişcării A este elongaţia maximă Xmax pe care o poate avea 
oscilatorul în cursul oscilaţ·iei. 

Dacă în experimentele anterioare 1, 2, 3, 4, se lasă sistemele (corpu
rile) să oscileze un interval de timp mai mare, se observă că amplitudinea 
mi scării oscilatorii nu rămîne constanLă în t.imp . .f n experimentul 5, însă, 
am'plitudinea mişcării (a proiecţiei mişcării) rămîne neschimbată. Distingem 
deci două cazuri: 

a) mişcarea oscilatorie (oscilaţia) este neamortizată, amplitudinea rămîne 
neschimbată de la o osci laţie Ja alta; 

b) mişcarea oscilatorie (oscilaţia) este amortizată, amplitudinea scade de 
la o oscilaţie la alta. 

10.1.2. Oscilatorul liniar armonic. Să analizăm un resort elastic care are 
lungimea l în stare nedeformată (fig. 10.2, a). După legea lui Hooke deforma-
rea unui resort elastic este proporţională a b c d 
cu forţa care acţionează asupra resortu
lui. Forţa elastică care ia naştere în 
resort este, de as~menea, proporţională cu t 
deformarea resortului dar de sens opus 
acesteia. Avem, deci: O ~~-,--~~---io&-~~QL__ 

.... .... 
Fe = - !cy sau Fe = - ky, 

Yo 
unde sînt considerate pozitive valorile y + 
citite începînd de la punctul cel mai de 
jos al J'esortului netensionat, în jos. Fig. 10.2. Oscilator armonic liniar. 
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Dacă se suspendă de resort un corp cu masa m, el se va alungi cu y0 da-
-+ -+ 

torită forţei G = mg (fig. 10.2, b) şi de aici rezultă: 
~ 4- ~ ~ 

G =mg = kyo = -Feo (10.1) 

relaţie valabilă pentru poziţia de repaus a pendulului elastic. 
Scoţînd pendulul din poziţia de repaus el începe să oscileze vertica,l, 

-+ -+ 
forţa G îndreptată în jos îşi păstrează valoa,rea, în timp ce forţa elastică F 8 

din resort variază în funcţie de alungirea y a acestuia (fig. 10.2, c,d). Suma 
vectorială a celor două forţe, sau diferenţa valorilor lor dă ca rezultantă forţa 
care la orice moment tinde să aducă pendulul spre poziţia de repaus. Se ob
ţine pentru această forţă expresia : 

4 ~-+ ~-+ ->-4 

F = Fe + G = -ky + kyo = - k(y - Yo) 

sau 
F = -k(y - Yo)- (10.2) 

Aşadar forţa care acţionează asupra pendulului elastic in timpul oscila
ţiei este proporţională cu deplasarea (depărtarea) faţă de poziţia de repaus, 
şi de sens contrar acesteia adică este o forţă de tip elastic. 

l!n pnnct material co.re se mişcă. rectiliniu cub ::ethmea unei forţe dt• 
forma F = -ky (si.lu F = - lr..-c) se num~'to os·cllator liniar armonk. 
iin „ re c dA oscilaţie r.!d.e numită mişc re · o"eilntorie armonică. 

Oscilatorul liniar armonic. este un oscilator ideal. 
Pentru a stabili legea mişcării oscilatorului armonic, dependenţa elon

gaţiei y de timp, y = y(t), ne vom folosi de mişcarea circulară uniformă a 

y 

• 

X 

Fig. 10.S. Proiecţia ortogonală a mişcării 
circulare uniforme a punctulu i p · pe unul 

din diametrele tra iectoriei (B1B~l-

unui punct material şi de proiecţia 

acestei mişcări pe unul din diametrele 

traiectoriei. 
Să urmărim, în acelaşi timp, miş-

·carea circulară uniformă cu viteza un
ghiulară w, pe un cerc de rază R = A , 
a unui punct material P de masă m 
şi mişcarea proiecţiei sale P', proiecţie 
ortogonală pe axa Oy (diametrul B1/J2, 

tnfigura 10.3). ln t imp ceP face o rotaţie 
completă plecind din A1 in sensul indi
cat pe figură, proiecţia sa P' efectuează 
o oscilaţie cu amplitudine constantă A, 
plectnd din O aşa cum arată figura 
10.4. Se observă următoarele: compo-
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Fig. 10.4. Mişcarea concomitentă a punctului I' şi a 
proiecţiei sale P'. . 

Fig. 10.5. Mişcarea oscilatorie a 
punctului · P' poale fi descrisă ca 
proiecţia pe diametrul B 1B2 a miş. 

cării circ11lare a p11nct11J11i P. 

nenta pe axa y a deplasării lui P este totdeauna aceeaşi cu deplasarea lui P'; 
componenta pe axa y a vitezei lui P este totdeauna aceeaşi cu viteza lui P'; 
componenta pe axa y a a,cceleraţiei lui P este totdeauna aceeaşi cu accele
raţia llli P'. Deci mişcarea oscilatorie a punctului P' poate fi descrisă ca 
proiecţia pe diametrul Oy a mişcării circulare uniforme a punctului P. Să 
arătăm că această mişcare oscilatorie este o mişcare oscilatorie armonică. 

Se ştie că in mişcarea circulară uniformă acceleraţia centripetă ;cP are 
valoarea w2R. Componenta sa pe diametrul B 1B 2 (fig. 10.5) reprezintă acce
leraţia mişcării punctului P' şi are valoarea : 

a= -w2R sin cp. 

Din figura 10.5 se observă că putem scrie: 

y = R sin cp. 

In acest caz relaţia (10.3) devine: 

a = - w2y sau 
-+ -+ 
a= -w2y 

(10.3) 

(i0.4) 

(10.5) 
-+ _,.. 

unde semnul minus semnifică faptul că acceleraţia a şi elongaţia y au sensuri 
opuse. 

Punctul P' se mişcă la fel ca şi cînd ar fi un punct material de masă m 
şi asupra lui ar acţiona o forţă F care să-i imprime acceleraţia dată de (10.5). 
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n oei : 
F = ma = -mw~g. (10.6) 

Pontrn valor·i determinate ale masei m ~i ale vitezei ti!lgh.i1Ălare constaQte 
tt), produsul mw2 = k şi relaţia (i0.6) devine: 

F = -ky. (10.6') 

Aşadar mişcarea punctului P' se face ca şi in cazul în care forţa sub acţi
unea căreia are loc mişcarea este o forţă de tip elastic şi deci acest punct ma
tet'ial descrie o mişcare oscilatorie armonică. 

Ştiind că <p = wt şi că R = A este amplitudinea mişcării oscilatorii, 1·c
la~ia (10.4) devine: 

y = A sin wt. (10.7) 

Această relaţie reprezintă ecuaţia elongaţiei oscilatorului liniar armo
n ic , adică reprezintă legea de mişcare a oscilatorului, dependenţa y = y(t). 

Dacă proiecţia mişcării punctului P se face pe diametrul A 1A 2 atunci 
se obţine pentru ecuaţia elongaţiei expresia : 

x = A cos wt. 

Putem formula acum o altă definiţie a mişcării oscilatorii armonice: 

orice punct material care se mişcă rectiliniu, faţil. de un S R, astfel înrit 
legea de mişcare este de for ma 

y = A sin wt sau x = A cos wt, 

descrie o roiişcare oscilatorie armonică. 

Ţinînd seama de relaţia (10.7) şi de ' relaţia (10.5) expresia acceleraţiei 
devine acum: 

a = - c.u2 A sin 1.it. (10.5') 

Componenta viteze i liniare v1 = wA, pe diametrul B 1B 2 reprezint:'\ 
Yiteza de mişcare a lui P', adică viteza mişcăr~i oscilatorii armonice: 

v = wA cos wt. (f0.8) 

Faza şi perioada mişcării oscilatorii armonice. Argumen Lul funcţiei 

y = A sin wt, <p = wt, se numeşte faza mişcării oscilatorii. Faza se măsoară 
în radiani şi este una dintre mărimile de stare ale oscilatorului. Dacă în fi
gura 10.3 oscilatorul P' ar fi fost la momentul iniţial in P~ (corespunzător 
punctului P 0 de pe cerc) faza la momentul t0 = O ar fi fost cp0• Atunci, la mo
mentul t faza este <p = cp0 + wt. Ecuaţia elongaţiei se va scrie în acest caz : 

y = A sin ( wt + <po). (10.9) 

Pentru mişcarea oscilat orie mărimea c.u se numeşte pulsaţie şi reprezintă 
viteza de variaţie .a fazei . Această mărime se măsoară în S.I. în rad/s. 

Ca şi la mişcarea circulară, între frecvenţa v, perioada T şi pulsaţia c.u, 
mărimi caracteristice mişcării oscilatorii, sînt valabile relaţiile: 

2n 
w = - 1 w = 27tv T . (10.10.) 
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Din relaţia k = mw~ ţinînd seama <le rela ţia (10:10) obţinem.: 
k = m · 47t2/7'2 de unde rezultă: 

T = 27t "' /7,, · V k 
(10.11) 

Această relaţie reprezintă perioada oscilatorului liniar armonic şi ea arată 
că perioada unui oscilator depinde de propriet&ţile sale inerţiale, prin masa 
m,. şi de cele elastice, prin constanta elastică k şi nu depinde de condiţiile 
initiale în care se află oscilatorul. 

o I 

EXPERIMENT 

. Cu un 1:11ont~j ca cel din figura 3.65 se pot face determinări ale perioadei 
ş1 frecvenţei unui pendul elastic, evident neglijînd frecările interne şi cele cu 
~erul. Se pune în oscilaţie pendulul, trăgîndu-1 uşor cu mina şi apoi lăsîndu-1 
h~~r ~Se numără oscil~ţiile n. efectuate într-un interval de timp dat, t. Se mo
difica masa pendult.in.i1 m prm adăugarea de discuri cu masa cunoscută. 

Se pune din ~ou pendul u~ in stare de oscilaţie şi se numără oscilaţiile 
efectuate într-un timp determmat. Datele obţinute se trec într-un ta.bel de~ 
forma celui de mai jos: 

Dinamometrul 1 N li Dinamometrul 2,5 N 

Nr. n t m T 
crL Nr. de 

(s) 
Tmediu le Nr. t m T Tmediu le 

oscilaţi i (kg) (s) (s) N/m crt. (s) (kg) (s) (s) (N/m) 
-- - - ---- -- --

- · -- -- -- -- - - - -- -- --

Cu datele obţinute studiaţi dependenţele T = f ( Vm) şi T - r(-1- ). 

Aţ' . d. Vk 
1 putea m ICa eventualele surse de erori ? Ce ar trebui făcut pP.ntru a mări 

precizia determinărilor? 

10.1.3. Energia oscilatorului armonic. După cum ştiţi, un punct material 
de .masă. m, sub , a~ţiunea unei forţe elastice F = -ky, descrie 0 · mişcare 
ose1lator1e armonica. La un m oment dat t , elongaţia este y = A sin wt iar 
viteza mişcării v = wA cos wt (considerînd <f>o = O). " 

Cum energia de poziţie in cîmpul forţelor elastice este Ep = kya, pentru 

oscilatorul liniar armonic avem: 2 

Ev = .!. ky2 = ..!._ kA 2 sin2 wt_; 
2 2 (10.12) 

iar pent ru energia cinetică a oscilatorului: 

Ec = ..!._ mv2 = ..!._ mw2A 2·cos2 wt = ..!._ kA2 cos2 wt 
2 2 2 (10.13) 

(pentru că mw2 = k). 
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·Fig. 10.6. a) Spectrul unei. oscilaţii; b) schema nivelelor de ' energie a două oscilaţii. 

Energia meca,nică totală a oscilatorului liniar armonic. este: 

b = J!,'p + Ec,= ~ «Â2 (sin2 wt + cosll cut) = .!. kA2 = _!_ mcu2 .4.2 = 2r(y2 A·• 1 
2 2 2 

(10.14) 

Din relaţia 10.14 deducem că energia totală a oscilatorului liniar armonic 
este constantă în timp - este un invariant. 

Se folosesc două moduri de reprezentare a energiei unui oscilator: 

a) se reprezintă grafic energia în funcţie de frecvenţă (energia pe ordo
nată şi frecvenţa pe abscisă). Se obţine astfel un spectru al procesului respectiv. 
O oscilaţie armonică se. reprezintă printr-o linie spectrală (fig. 10.6, a); 

b) printr-o schemă de ni"ele de energie. lntr-o schemă de nivele de energie, 
energia oscilatorului se reprezintă printr-o dreaptă orizontală situată la o 
înălţime corespunzătoare valorii energiei (fig. 10.6, b). Se spune că oscilatorul 
se află pe un anumit ni"el de energie. 

PROBL.EME REZOLVATE 

1. Un corp de masă m fixat de un resort de constantă k este deplasat cu distanţa x0 faţă 
de poziţia de echilibru sub acţiunea unei forţe F. Lăsat apoi liber, corpul începe să 
oscileze armonic (fig. 10.7). Se cer: a) ·constanta elastică a r esortului presupunînd 
valorile lui F şi x 0 cunoscute; b) perioada oscilaţiilor; c) viteza maximă atinsă de corp. 
(Se neglijează .frecările.) 

Rezolvare. a) Alungirea resortului pe distanţa x0 este produsă de· forţa F. Deci k = F/x0 • 

m 

Fig. 10.7. Pentru problema 
rezolvată 1. 

b) Din k = mw2 obţinem w = "\ j .!!... şi · Vm 
T=2n-V;· 

c) Viteza oscilatomlui este dată de relaţia v = 
= Aw cos (wt + q>) şi este maximă cînd cos (wt +IP)= 1 

·deci Vmax = Aw unde A = x 0 şi w = l/k[m şi deci 

Vmax = X 0 j/k /m. 
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Fig. 10.8. Pentru problema rezolvatll. 2. 

,• 

2. Să se calculeze perioada de oscilaţie a .unui corp de masă m suspendat prin inter
mediul mai multor r esorturi de constan te ktt k2, „. l'n• cuplate: a) în serie; b} ln 
paralel. 

Rezolvare: aj Forţa elastică care acţionează asupra întregului sistem esle: 

F = kes •X 

unde kcs este c?nslanta echivalentă a resorturilor legate în serie. Se observă, din figu
ra 10.8, a, că fiecare resort va avea o deplasare proprie xi. Deci suma tuturor depla
sărilor va fi tocmai deplasarea întregului sistem de resorturi: 

X i + X2 + „ . + Xn = X. 

Dar (neglijînd masele resorturilor) avem: 
F F F F 

X 1 = - , X2 = - , .. . Xn = - Şi 
k1 k2 k11 

:c = -, 
kes 

ş i înlocuind în 1·elaţia deplasărilor obţinem : 

'p + F + ... + F = .!__ . 
k1 kz kn kes 

După simplificare obţin em : 

l 1 1 1 71 1 
kes = k1 + k

2 
+ . „ + k

11 
= ~ ki • 

Ştiind că mw2 = kes. rezultă : 

V kes . 2 7t V-;;; V ~ '1 w = - ş1 T = - = 27t - = 27t m ,ţ_ţ - • 
m w kes i-l ki 

b ) 1n acest caz din f igura 10.8, b se vede că forţa • rezullantă este 

F = F1 + F2 + .„ + Fn. 

Resorturile avînd fiecare aceeaşi deplasare x. Deci vom avea: 

F = kepX; F1 = k1x ;· F 2 = k2x, . .. , Fn = kn:c. 

Şi înlocuind în expresia forţei F obţinem: 

kepX = k1 x + k 2x + „ . + J,11x şi 

kep x = (/'1 + ka + „. + kn)x; după simplificare rezultă: 
n 

k ep = k1 + ka + ··· + kn = ')' ki· 
t+f 
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llin /,eri = mw~ avem : 

kep . V
-

t" -"' -;;; . ŞI 
T ~ 2: Ded 1· - 2n V:.. -2" Vi'" 

J 0.1.4. Compunerea oscilaţiilor. Am văzut că sub acţiunea unei forţe de 
tip elastiu un punct material desurie o mişcare oscilatorie armonică a cărei 
ecuaţie este de forma : 

x = a cos (wt + qi) sau y = a sin (wt + qi)*. 

Ce se va î 'mpla atunci cînd un punct material va fi solicitat să descrie 
in acelaşi timp două mişcări oscilatorii armonice? Ce fel de mişcare va avea 
în această situaţie punctul material? 

Vom considera cazul in care cele două oscilaţii care solicită punctul mate
rial au aceeaşi direcţie şi aceeaşi pulsaţie (perioadă) dar ar;nplitudinile şi fazele 
~niţiale diferite: 

Y1 = a1 sin (wt + qi1) 

Y2 = a2 sin ( wt + qi2). 

(10.15) 

Deplasarea y faţă de poziţia de echilibru va fi dată de suma algebrică a 
deplasărilor y1 şi y 2 adică: 

(10.16) 

Să efectuăm această adunare cu ajutorul metodei fazorilor sau vectorilor 
rotitori. 

Dacă vom considera un segment de dreaptă de lungime a1 (fig. 10:9) 
care face cu axa Ox unghiul qi1, drept un vector cu originea in O şl. sensul de la 

y 

y 

~--t-------- - - - - - - c 

X 

w_.....- - /I 
- l. I I 

I I 
I 
I 
I 
I 
I 

'o 
X 

Fig. JO.I:). Compunerea vector ilor ro
titori care reprezinlă mişcări oscilatorii 

armonice de aceeaşi pulsaţie. 

-+ -O la A, adică vectorul a1 = OA şi dacă 

acest vector se va roti cu viteza unghiu
lară w (constantă) în sens trigonometric, 
atunci proiecţia sa pe axa Oy la un mo
ment oarecare t va fi : 

Y1 = ai sin ( wt + qi1), 

relaţie care reprezintă tocmai ecuaţia 

unei mişcări oscilaforii armonice. 
Aşadar, putem reprezenta grafic prin 

vectori rotitori, fazori, o mişcare oscila
torie armonică. 

Deci cele două mişcări oscilatorii 
descrise de ecuaţiile (10.15) pot fi repre-

~ ·->-
zentate prin fazol'ii a1 şi a~ care se rotesc· 

• .\i1·i am notat amplitudinea cu l itera a p1· 11 l 1·11 a 11 11 o l"" n fundu cu ht'at'a A din 
ri~tt ra I n. 9. 
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eu viteză unghiulară constantă w, faţă de punctul O . Unghiul dintre v('cto1·ii 
·->- -+ 
a1 şi a2 rămîne neschimbat şi are valoarea qi2 - qi1• 

Deoarece suma proiecţiilor a doi vectori pe o axă este cgttHI e11 proillcţia 
pe aceeaşi axă a vectorului rezu ltant înseamnă că osrilaţin 1·Az ultantă poate fi 

-+ 
reprezentată prin vectorul rezultant a, cal'e se obţine clin ~urn« vectorială: 

(1.(l.17) 
Din figura 10.9 avem: 

a~ = aT + a~ + 2a1a2 cos (<pz - qi i) (10.18) 

-> 

şi evident, vectorul rezultant a se roteşte cu aceeaşi viteză unghiulară w ca 
-+ -+ 

şi vectorii a1 şi a2. 
Tot din figura 10.9 obţinem şi relaţia: 

11 1 :-in tp1 + ""sin (j), 
I g 1' - ---~---

n 1 t"llS'f'f + llt !"U:S 9 , 

( ' /) 

j)(J (10.19) 

relaţie din care se poate determina unghiul qi, faza iniţial ă a oscilaţiei rezul
tante. 

Oscilaţia rezultantă va fi dată de componenta vectorului i"t pe axa Oy 
adică va fi de forma: 

y = y1 + ~1 =a sin (wt + rp). (10.20) 

Aşadar, mişcarea. rezultantă este o mişcare oscilatorie armonică care arc 
aceeaşi direcţie ca oscilaţiile y1 şi y2 şi aceeaşi pulsaţie w. Amplitudinea a şi 

faza iniţială <p ale oscilaţiei rezultante se determină în func(.ie de amplitudinile 
şi de fazele iniţiale ale oscilaţiilor componente, după relaţiile (10.18) şi (10.19). 

De reţinut că, potrivit relaţiei (10.18) amplitudinea oscilaţiei rezultante 
depinde de diferenţa de fază ~qi = qi2 - qi1 a oscilaţiilor iniţial e, care se com
pun. 

a) Dacă ~qi = 2krt, (k = O, 1, 2, ... ) atunci cos 2krt = 1 ş1 obţinem: 

Amplitudinea oscilaţiei rezultante este egală cu suma amplitudinilor oscila-
' ţiilor componente a1 şi a2. ln acest caz se spune că oscilaţiile sînt în fază. 

b) Dacă ~qi = (2k + 1)rt, (k = O, 1, 2, ... ) atunci cos (2k + 1)rt = - 1 şi 
obţinem: 

a2 = aî + a~ - 2a1a2, a = I ai - a2 l 
pentru că amplitudinea nu poa.te fi <lecit o mărime pozitiv ă. 

Amplitudinea oscilaţiei rezultante este egală cu CJaf oarea absolută a dife
renţei amplitudinilor oscilaţiilor componente, a1 şi a2• În acest caz se spune că 
oscilaţiile stnt în opoziţie de fază. 
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r) Dacă Âcp = (2k + 1) -2:. (k = O, 1, 2, ... ) atunci cos (2k + 1) ~ = 
2 . 2 

= O şi obţinem: 

a2 =a~+ a~ 

se spune că oscilaţiile sînt în cPadratură sau „la sfert". 

10.1.5. Oscilaţii amortizate. La studiul mişcării punctului material sub 
acţi une a unei forţe elastice, ani presupus că nici o altă forţă nu .mai acţio
nează asupra lui. În realiLaLe, orice oscilaţie a unui punct material care nu 
este întreţinută din exterior, se amortizează; amplitudinea oscilaţiei scade 
cu timpul (fig. 10.10). 

Cauzele amortizării sint forţele care frînează mişcarea, de exemplu forţa 
de frecare in locul de suspensie la oscilaţia pendulului sau forţa de rezistenţă 
a mediului. În cazul unor rezistenţe mari ale mediului mişcarea devine aperio
dică (fig. 10.11). 

Teoretic, oscilaţiile unui punct (sistem) material ar trebui să înceteze 
complet numai după un interval de t imp foarte mare - infinit. 1n realitate 
oscilaţiile încetează după un interval de timp relativ scurt deoarece in situaţia 
în care amplitudinea oscilaţiei ajunge sub o anumită valoare (de exemplu,de 
ordinul dimensiunilor moleculare) mişcarea sistemului material, luat ca întreg, 
devine imposibilă. 

Energia transmisă unui sistem oscilant, in cazul amortizărilor, P.ste chel
i . uită treptat sub formă de lucru mecanic necesar învingerii forţei do frecarP. 

P entru a intreţine oscjlaţiile adică pentru a obţine oscilaţii neamortizate 
trebuie ca sistemul oscilant să primească mereu energie clin afară. 

Un sistem material în care amplitudinea oscilA ţiP-i e:-; t t' rnen ţinută neschirn -
bată, datorită unei surse energetice carr fa ce parte din sistem se numeşte 
sistem a utooscilant. (l!n exemplu de astfel de sistem este ceasornicul cu 
p1 •n d11I .} 

y 

A \ 

' 

-A 

Fig. 10.10. Oscilaţii amortiza te. Ve1 lofll'Nl 
Amplitudinii Rf'ade în 1imp. 

Fig. 10.11. \liş1«11·i> ~poriudică. 

266 

10.2. PENDULUL GRAVITAŢIONAL. REZONANŢA 

10.2.1. Pe~dulul gravitaţional. Un pendul gravitaţional este un corp idea
lizat (experimentul 1 de la pag. 255) redus la un punct material de masă m, 
suspendat de un fir inextensibil şi de masă neglijabilă. Da.că pendulul este de
plasat din poziţia sa de echilibru şi este lăsat liber, el .oscilează într-un plan 
vertical datorită forţei de greutate. 1n figura 10.12 este reprezentat un pen
dul de lungime l, masă m, care formează cu verticala un unghi a numit 

.... .... 
elongaţie unghiulară. Forţele care acţionează asupra lui sînt: G =mg, forţa 

.... 
de greutate şi T tensiunea din fir. Componenta lui G pe direcţia firului este 
Gn = mg cos 6 iar componenta tangeuţială Gt =mg sin 6. Componenta 
tangenţială este forţa de restabilire sau de revenire care acţionează asupra 
pendulului spre ~-1 readuc~ în poziţie de echilibru. Aşadar, forţa de resta
bilire este: 

F = Gt = mg sin e. (10.21) 

Remarcăm că forţa F nu este proporţională cu elongaţia unghiulară 6 
ci cu sin 6. Mişcarea pendulului nu este deci o mişcare oscilatorie armonică. 

În acest caz nu se mai poate vorbi de o perioadă proprie de oscilaţie. Două 
oscilaţii cu amplitudine diferită au perioade diferite, oscilaţiile nu mai sînt . . 
izocrone. 

Dacă unghiurile e sînt mici atunci sin e este fbarte apropiat de 6 expri
mat· în radiani. Analizînd tabelul următor observăm că pentru unghiuri sub 
5° putem scrie că sin 6 ~ 6 ·in radiani. „ 

Unghiul e 
sin e 

grnde l radian i 

oo 0,0000 0,0000 

zo 0,0349 0,0349 

50 0,0873 0,0872 

Dacă exprimăm unghiul 6 în radiani 

avem 6 = x* şi vom obţi~e înlocuind sin 6 
l 

cu 6: F = -mg 6 = -mg ~ = - mg x = 
l l 

= -kx, unde, semnul minus indică faptul 

că această forţă este totdeauna de sens 

opus elongaţiei. 

e, 
I 
I 

. I 
I 
I 

m I 

zţ,i\4<~~ I 9 smEr - - j 
I 

I 
mgc05g, I 

' I 
', I 

' mg 

Fig. 10.12. Forţele care acţionează 
asupra unui pendul gravitaţional. 

•Am notat cu x distanţa de la poziţia de echilibru, măsurată pe cerc astfel : x > O 
tn dreapta poziţiei de echilibru şi x < O în stînga poziţi~i de echilibru. 
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Aşl:lda „ pentl'u unghiul'i mici, forţa de 1·evenfre sp1•e p~ziţia de echilibru 
este aproximat.iv de tip elastic (forţă cvasielastică ) ş.i mişcarea pendulului 
gravitaţional poate fi considerată în acet caz o mişcare oscilatorie armonică. 

Cum mg = k, perioada proprie de oscilaţie a pendulului devine: l . 

T = 27t "\ /~ = 27t V m = 27t "\ / ]_ · V k mg V g 
- l 

(10.22) 

Din relaţia (10.22) reţinem că perioada pendulului gravitaţional este 
independentă de masa pendulului. Deoarece, pentru unghiuri mici, perioada 
pendulului gravitaţional este independentă de amplitudine, pendulul este 
folosit ca indicator de timp. 

Pendulul gravitaţional of eră o metodă simplă pentru determinarea 
valorii acceleraţiei gravitaţionale g, măsurînd cu eroare cît mai mică lungimea l 
şi perioada proprie T a pendulului. 

EXPERIMENT 

De un fir lung şi subţire cu lungimea l = 1 m , suspendat la un capăt, 
se atîrnă o mică sferă de plumb (oţel sau bronz) cu un diametru de 2-3 cm. 
Se scoate pendulul astfel format din poziţia de echilibru, deplasîndu-1 faţă de 
verticală cu un unghi 6 care să nu depăşească 5° şi se lasă apoi liber. Sistemul 
începe să oscileze. Se notează un anumit număr n d!'l oscilaţii şi timpul t co
respunzător a.cestora. Perioada de oscilaţi e se determină din relaţia T = 
= t/n. Considerînd sistemul bilă - fit; un pendul gravitaţional, din expresia 

. d . T 2 V l b . trn2l . . per1-0a e1 = 7t - o tmem g = - , relaţie dm care putem det ermina 
g ' r2 

valoarea acceleraţiei gravitaţionale locale. Rezultatele unui număr mare de 
deţerminări se t rec într-un tabel de forma: 

nr. I n I t IT = t/n I Tm 

I 
g I gm 

crt . osci l a ţii (s) (s) (s) (m/s2
) (m/s2

) I 

I I ' - - - -1- I 

I I I - - · 

Ce observaţii puteţi fa ce i' Coincid rezu'ita.tele determinărilor? De ce? 
Care sint erorile pe care credeţi că le-aţi făcut ? Cum s-ar putea înlătura sau 
micşora aceste erori? 

10.2.2. Oscilaţii forţate. Transfer de energie între doi oscilatori. Rezo· 
nanţă. Să presupunem că un sistem mecanic E, pe care-l vom numi excitator, 
care efectuează oscilaţii armonice de perioadă T şi amplitudine constantă , 
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exercită o acţiune asupra unui alt oscilator mecanic R cu perioada proprie 
de oscilaţie T 0 , pe care-l numim rezonator. Exp erienţa arată că sistemul H 
are totdeauna o mişcare armonică cu perioada T pe care i-o impune oscila
lorul E. Se spune că rezonatorul e fectuează oscilaţii forţate sincronizate cu 
l'ele ale excitatorului. Acţiunea mecanică exercitată de excitator asupra re
zonatorului se numeşte cuplaj. 

EXPERIMENT 

a) Două pendule s imple (l'ig. 10.13), unul masiv E 1 şi aHul uşor P
2
,sus

pendate prin fire rigide, cu amortizare mică, sînt legate între ele prin interme-
• diul unui r esort de masă neglijabilă care nu este deformat atunci cînd pendu

lele sînt în repaus. Pendulul P1, fiind pus în mişcare, exercită de fiecare dată 
asupra lui P2 prin intermediul resortului, o forţă care va,ria,ză cu elongaţia sa. 
Are Joc în aceste condiţi i,un transfer de energie de la P 1 către P

2
• Pendulul 

P2 oscilează cu areeaşi frecvenţă ca P1 şi dacă P1 este ales mult mai greu ca 
P2 forţa exercitată de P2, respectiv energia transmisă către P1 este neglijabilă~ 

b) Aceeaşi experienţă se mai poate realiza suprimînd resortul R şi sus
pendînd două pendule de o coardă bine întinsă (fig. 10.14). P1 exercită asupra 
corzii în punctul de suspensie 0 1 o forţă care se transmite punctului de con
tact 02 al pendulului P2 şi care va oscila cu frecvenţa (perioada) impusă de P

1
• 

In acest caz amplitud inea de oscilaţie a lui P 2 este mult mai mică decît în 
cazul analizat înainte. Cuplajul este ma.i slab. Transferul de energie dintre 
cele două pendule - oscilatori se realizează cu pierderi mari. 

c) Pe o coardă bine întinsă sînt suspendate mai multe pendule rezona
toare dar cu lungimi diferite (fig. 10.15) unele avînd pulsaţia (perioada) pro
prie inferioară, altele superioară, pendulului excitator P1• Dacă P1 este pus în 
stare de oscilaţie, se poate observa că celelalte pendule vor începe să oscilez13 

Fig. .t0.18. Oscilaţii forţa le 
1.ile pendulului P1, cuplaj 

strtns. 

269 

P2 

f'ig. 10.14. Ost:ilaţii forl.alr. 
a l1• pendulului P 2, cuplaj 

slab. 
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o datorită transferului de energie prin 
coardă de la pendulul excitator. De re
marcat un fapt interesant şi anume că 
amplitudinea oscilatorilor este diferită. 
Ea este cu atît ma.i mare cu cit peri
oada proprie de oscila.ţie a rezonatoru
lui este mai apropiată, ca valoare, 
de perioada excitatorului. Dacă unul 
dintre pendulele rezonatoare are pulsa-

P2 ţia (perioada) proprie de oscilaţie foarte 
Fig. lQ.10. Pendule rezonatoare cu diferi te apropiată de cea a excitatorului, atunci 

pulsaţii. 
. amplitudinea sa de oscilaţie, în con-

diţiile date este cea mai mare, este maximă. Are loc deci un transfer maxim. 
(optim) de energie între cei doi oscilatori. 

,.,rn isftru l energiei de 'a exci ator l.i sistemul e·ccitat, transfer care se face. 
peni; u orice perioadă a e . .:citatorului, este ma:dm pr.ntru perioadel.e (pulsaţiile) 
npropiate de perioada proprie a sistemului excitat. Procesul selecJi11 de transfer 
d~ energie intre <louă sistcr11e fizice se n.un,e.şte rezo~an/ă. 

10.3. PROPAGAREA MIŞCĂRII OSCILATORII 

10.3.1. Propagarea unei perturbaţii. a) Un cablu lung de cauciuc (o coardă, 
un resort) bine întins, lovit la unul din capete ne permite să observăm trans
miterea unei mici deformaţii pînă la celălalt capăt al cablului, după un anumit 
timp din momentul lovirii. 

~) Ne aflăm pe marginea unui bazin cu apă a căruj..suprafaţă este netul
burată de valuri. Aruncind o piatră in apă, observăm valuri mici de forma 
unor cercuri concentrice a căror rază creşte foarte repede. Mai tîtziu vedem 
aceste mici valuri la distanţe mari faţă de locul în care am aruncat piatra. 
Perturbaţia provocată prin căderea pietrei pe suprafaţa apei n-a rămas locali
zată ci s-a transmis pe suprafaţa apei din bazin. 

c) Ne aflăm pe un stadion. Asistăm la o întrecere sportivă: cursă cu ob
stacole, ştafetă etc. S-a dat startul. Vedem mai intîi mica flacără şi fumul 
produs de pistolul de start şi ceva mai tÎrziu auzim şi pocnetul (sunetul) produs 
de cartuşul percutat. 

Iată, in exemplele anterioare, citeva cazuri particulare ale unei situaţii 

generale in natură: sistemele materiale nu „răspund" la perturbaţiile exte
rioare, decît după un anumit timp de la producerea lor. Ştiţi deja că un sistem 
material este un ansamblq de corpuri (eventual cîmpuri fizice) intre care se 
exercită interacţiuni, forţe. Aceste forţe depind în general de distanţele rela
tive dintre componentele sistemului. Mai mult, chiar, interacţiunile interne 
scad, uneori foarte repede , cînd distanţele dintre componente cresc. In acest 
fel, de multe ori, deformaţia sistemului se realizează din aproape în aproape · 

270 

fiecare componentă influenţind numai 
pe cele imediat apropiate. Acesta este 
motivul pentru care „răspunsul" siste
mului apa.re intirzia.t faţă de pertur
baţia externă aplicată. 

EXPERIMENT 

Pe o bară cu lungimea de 1,5-2 m, 
suspendăm ma.i multe bile identice .cu Fig. 10.is„ Lanţ .de bile prin .~are sc pot 
diametrul de 2,5-3 cm (fig. 10.16). · transmite pcrturbaţn . 

Firele de suspensie au lungimea de 1-1,2 miar distanţa dintre aceste fire este 
de 10-15 cm. Firele de suspensie sînt legate intre ele prin fire scurte de car e 
sînt atirnate corpuri identice cu masa de 100 g fieca.re. Un şoc, un impuls, 
aplicat transversal Ia unul din capetele lanţului de bile se va t ransmite din 
aproape in aproape pină la celălalt capăt al lanţului. Lanţul de bile legate 
intre ele ne permite să observăm că perturbaţfa produsă din exterior nu 
rămîne localizată, nu oscilea.z ă numai bila lovită ci oscilaţia se propagă din 
aproape în aproape în tot lanţul de bile. 

Să considerăm un lanţ de bile (particule)\ identice ca formă şi avînd 
aceea.şi ;masă, legate intre ele prin resorturi de aceeaşi lungime şi aceeaşi 

constantă elastică (fig. 10.17). Lanţul de bile legate prin resorturi modelează 
mediile reale în care se pot propaga perturbaţii produse din exterior. Aparent 
ex'istă o ma:re deosebire intre lanţul de particule şi mediile (corpurile rea.le) din 
exemplele ·anterioare. In fizică este folosită metoda .modelării obiectului sau 
fenomenului de studiat, construindu-se sisteme-modele ideale·, care păstrează 
proprietăţile esenţiale ale obiectului sau fenomenului real. Pe aceste mo
dele se pot obţine rezultate ce aproximează bine realitatea. 

ln ca_zurile prezentate la începutul paragrafului, elementele esenţiale ale 
propagării sunetului in aer respectiv ale propagării perturbaţiei pe suprafaţa 
apei şi pe tubul de cauciuc sint legate de structura mediului prin care trec 
aceste perturbaţii (aer, apă, cauciuc) . Aceste medii au o structură corpuscu
lară, sînt constituite din atomi sau molecule intre care se exercită forţe de 
legătură ca.re pot fi considerate forţe elastice cu bună aproximaţie. 

Presupunem că, iniţial, resorturile lanţului sînt complet relaxate. ;\cţio-
-+ 

năm din exterior cu o forţă F asupra bilei 1 din ca.pătul l'anţului, deplasind-o 
spre dreapta. Să urmărim ce se înttmplă în timpul deformării resortului. Asu
pra bilei 2 va începe să acţioneze o forţă 'F' ma.i mică decit F, egală cu dife-

4 3 . 2 1 f 
(' ;!Q0000\ ~ 115000'- ~ 

Fig. 10.17. Lanţ de bile şi resorturi, model de mediu elastic. 
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rcnţa dintre tensiunea din resoi·tul J-2 şi cea <l in l'esortul :d-3 (aceste ten
siuni sînt de sensuri opuse cînd sînt aplicate asupra bilei 2). 

Dacă acceptăm că tensiunea din resortul 1-:2 este cel mult egală cu forţa 
Pxternă, rezultă că asupra bilei 2 va acţiona mereu o forţă mai mică decît asu
pra bilei 1. Înseamnă că acceleraţia bilei 2 va fi mere~ mai mică .decît cea ~ 
bilei 1 si deci, la orice moment intermediar, între aplicarea forţei externe ş1 
intinde1:ea maximă a resortului 1-2, bila 2 va avea o depărtare mai mică 
faţă de poziţia de echilibru decît bila 1. Considerînd tensiunea din reso~t~l 
1-2 ca o fartă externă aplicată bilei 2 constatăm că depărtarea de poziţia 
de echilibru a 'bilei 2 va fi totdeauna mai ma.re <lecit cea a bilei 3. In acest fel, 
continuînd raţionamentul, se poate înţelege de ce fiecare bilă - particulă s~ 
depărtează de poziţia, de echilibru cu o distanţă mai mică decît precedenta şi 
mai mare <lecit următoarea (fig. 10.18). 

Considerînd lantul suficient de lung ajungem la concluzia că trebuie să 
existe o bilă-particuÎă în acest lanţ, fie n aceasta, care pină la un anumit mo-

ment de la aplicarea forţei F nu se deplasează din poziţia de echilibru. 
Aceasta înseamnă că tensiunea din resortul n-(n + 1) este nulă şi deci nici 
bilele (n + 1), (n + 2), ... nu se dep~asează din poziţiile lor iniţiale. Această 
situaţie are loc pină la un a.numit moment t. In momentul imediat următor. 
particula n intră în mişcare şi începe să i;ntiIJ.dă resortul ~(n + 1). ~~ acesL 

fel lantul tinde să repartizeze uniform, răspunsul la forţa externă, F, intre 
toate ;esorturile sale. ·Dar, după cum am constatat, acestea nu se întind în 

...... 
acelaşi timp şi putem ajunge la situaţia în ca.re forţa F poate · să disp.ară la 
un moment ·ctat, şi să găsim totuşi în lanţ resorturi întinse sau comprimate. 
Mişcarea se transmite, se propagă, astfel din aproape în aproape, de la un 
capăt la celălalt al lanţului chia1· şi după încetarea acţiunii externe. 

Fenomenul de transmitere a unf'i perturbaţii într-un mediu material 
se numeşte undă. 

Dacă în mediul material perturbat apar numa.i forţe elastice spunem că 
unda care ia nastere este o undă elastică. 

Mulţimea ~articulelor-bile din sistem (mediu) care la m?men:ul t nu au 
fost încă solicitate, dar care vor intra in mişca1·e în momentul imediat următor 
constituie ceea ce se numeşte frontul undei. 

}'ig. 10.18. Lan l dE> bile-resorturi sub arţiuneA unei forţe. 
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10.3.2. Surse de oscilaţii. Principiul lui lluygens. Să 1·eluăm analiza lan
Lului de bile-resorturi. Se poate întimpla ca la un moment dat bila 1 să revină 
î.n poziţia de echilibru după un număr oarecare de oscilaţii. S-ar părea că miş
carea ar trebui să înceteze, să se stingă, în lanţul de resorturi. Dar aşa ceva 
nµ se intimplă. In momentul în care bila 1 se află din nou în poziţie de echi
libru există o altă bilă, chiar mai multe, care se află în situaţia identică cu 
cea din momentul iniţial al bilei 1. Totul se petrece ca şi cum perturbaţia 
externă ar fi fost aplicată acestei bile şi nu primei bile din lanţ. De reţinut că 
aceste afirmatii au sens dacă frecarea este suficient de mică, adlcă dac.ă me
diul de propagare a undei este slab disipativ (pierderile de energie sint foarte 
mici). Mai mult, se presupune că forţele interne care apar la transmiterea 
perturbaţiei sînt numai forţe elastice. (Astfel de medii de propagare se 
numesc medii elastice iar undele care apar în astfel de medii sînt unde 
elasLice.) 

„Punctul" tn cure se apl;cl\i perturbaţia externă se mai numeşte sursă sau 
centru de oscllatie deoarece de cele mai multe ori perturba.ţiile au o formă , , 
oscilantă şi sînt aplicate în regiuni restrînse ale mediului, destul de mici faţă 
d_e dimensiunile mediului perturbat. 

Constatarea făcută mai sus, in ceea ce priveşte propagarea perturbaţie i, 
poate fi exprimată astfel: 

puw:lul unde a ajuns unda la un moment dat poalf. fi considerat centru de 
osczla(ie în locul celui iniţial. 

Această propoziţie constituie u.n caz particular a unei legi de propagare 
specifică mediilor elastice, denumită principiul lui Huygens . 

10.3.3. Vectorul de oscilaţie. -Să presupunem că perturbaţ,ia iniţială nu 
mai are loc în lungul lanţului bile-resorturi ci pe o direcţie oarecare (fig. 10.19). 
Să considerăm un anumit moment al mişcării t şi o anumită bilă n din lanţ. 
ln acel moment bila n este deplasată faţă de poziţia ei de echilibru. 

_., 
Să ataşăm bilei n un vector u care are originea in poziţia de echilibru a bilei n, 
mărimea egală cu depărtarea bilei faţă de poziţia iniţială la momentul respec
tiv, direcţia dată de dreapta care uneşte cele două poziţii şi virfu1 în locul unde 
se află bila în momentul considerat. Acest vector se numeşte vector de oscilaţie. 
Valoarea sa la un moment dat poal'tă numele de elongaţie , iar el ongaţia 
maximă se numeşte amplitudine. Dacă sînt cunoscuţi vectorii de oscilaţie 
ai tuturor bilelor la orice moment atunci spunem c:ă este eunoi;cuLă uncia 
clastică respectivă . 

~ 
- ---- -- - - --(n+.11 n - - - -2 

}'lg.10.19. Lanţ dt' bile-resorlur i pr in rn1·e st- transmit r o per · 
t.11 rbaţie pe o d irerţiP oa1·pra1·t'. 
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Observăm că vectorul de oscilaţie -; este dependent de timp iar pentru 
acelaşi moment el diferă de la o bilă la alta aqică depinde de depărtarea faţă 
de poziţia de echilibru a fiecărei bile. . 

Să analizăm un caz real. Vom presupune deci că avem un (corp) mediu 
prin care se propagă o undă iniţiată de o anumită _pert~baţie _externă. C~ 
orfoare altul mediul material considerat este format dm m1cropart1cule (atom.1, 
molecule). Adeste particule se vor comporta ase~en~a ~ilelor din l~nţ~~ de 
resorturi intre ele exercitîndu-se forţe care pot h a.s1m1late cu tens1un1le-: 
forţele elastice, din resort. Sint însă şi deosebiri _mari: a) 1n pr~~ul ~ind parti
culele unui mediu real formează o structură spaţială ş1 nu una liniara ca mod~
lul lanţ de resorturi-bile; b) in al doilea rînd forţele dintre ~l~ pot să ~~ fie 
elastice, adică nu sînt proporţionale cu depărta.rea faţă de poz1ţ1a de ech~lib~u. 
Aceste deosebiri cu toate că s1nt importante, nu duc la rezultate mult dijer1te 
de cele care se ~bţin cu modelul lanţ (liniar) de resorturi-~ile. 

De ·precizat că în cazul real nu fiecare particulă oscilează separat; ee 
' ' . 

înttmplă,în cazul unor unde,ca grupuri întregi de particule să se mişte la fel ŞI 
deci să joace împreună rolul unei bile-particule din lanţ. 

10.4. UNDE TRANSVERSALE. UNDE LONGITUDINALE 
VITEZA DE PROPAGARE 

10.4 .. 1. Tipuri de unde . . Să considerăm, faţă de un sis~em de_ referi~ţă 
triortogonal Oxyz, poziţia de echilibru a. unui grup de par.ticule dm medm~ 
care se mişcă la fel (fig. 10.20). Grupul de particule care os?ileaz~ la. fel ocu~a 
un anumit volum pe care-lconsiderămmic in raport cu ~1mensmn_ile medm~ 
lui. Fiind foarte mic, este puţin importantă forma acestui volum ŞI de aceea 

z 

• 

! 
y 

)( 

Fig. 10.20. Transmiterea unei perturbaţii pentru un 
-+ 

gr1lp de particule identice. Vectorul u este vectorul 
de oscilaţie. 
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îl putem considera de formă paralelipipedică. Poziţia faţă de sistemul de refe-
..... 

. rinţă Oxyz se fixează cu ajutorul vectorului de poziţie r al centrului acestui 
mic paralelipiped. 

Sub acţiunea undei, grupul de particule se va deplasa din poziţia iniţială 
într-altă poziţie. Vectorul de oscilaţie uneşte centrele celor două paralelipipede 
aşa cum arată şi figura 10.20. Mărimea şi orientarea. acestui vector depind de 

. ..... 
timp şi de poziţia de echilibm a grupului de particule. Putem scrie deci u = 

' .......... 
= u(r, t). Să considerăm un centru de oscilaţie Cin care s-a apli<;at o pertur-
baţie extemă. După un· timp ea s-a transmis pînă in punctul A. Dreapta CA 
se numeşte direcţie de propagare sau rază de undă, deoarece mişcarea se trans
mite, se propagă, in mediul considerat după direcţiile unor „raze" care pleacă 
din C. Pe o astfel de direcţie lucrurile se petrec asemănător cu cele analizate 
la modelul lanţ de resorturi şi bile. 

Distingem două cazuri particulare importante: 
a) este posibil ca vectorul de oscilaţie, variabil în timp să fie mereu şi 

pentru orice particulă perpendicular pe direcţia de propagare; 
b) vectornl de oscilaţie să a,ibă direcţia identică cu direcţia de propagar€. 
In primul caz unda este transversală, iar în celălalt ·unda este longitudinală · 
Din nou trebuie precizat că o undă nu apare într-un mediu rea,] decit dacă 

între componentele acestuia se exercită interacţiuni. Astfel, undele tra,nsver
sa.le nu se pot produce decit in medii in ca.re se manifestă intevacţiuni perpen
diculare pe direcţia. de propagare, forţe de forfecare (de torsiune). Să luăm de 
exemplu fluidele, acestea sînt caracterizate prin proprietatea de curgere, adică 
particulele constituente nu interacţionează prin forţe perpendiculare. pe drep
tele care unesc centrele particulelor între ele, ci numai prin forţe de-a lungul 
acestor drepte. Aşada,r, o deformare de forfecare nu se poate propaga prin 
fluide pentru că nu există forţe de revenire, forţe elastice, care să· rea.ducă par
ticulele in poziţiile lor iniţiale. Prin fluide se pot propa,ga numai deformările 

. (comprimările) de-a lungul razelor de undă, situaţie în care vectorii de osci
laţie sînt paraleli cu direcţia de propagare, adică se pot propaga numai unde 
longitudinale. 

În (corpurile) mediile solide se manifestă forţe in toate direcţiile şi deci 
în a_ceste medii undele pot fi atît transversale cit şi longitudinale. 

10.4.2. Lungime de undă. Viteză d~ propagare. Să reluăm analiza modelu
lui iniţial. Presupunem că perturbaţia externă este periodică, cum se şi în
timplă in realitate de multe ori. Astfel, după un timp T egal cu o perioadă, 
biJa 1 s-ar putea afla exact in situaţia dinaintea aplicării perturbaţiei. Să no
tăm cu m bila pină Ia care a ajuns unda la momentul t = T . Atunci bilele m şi 
1 se află în aceeaşi situaţie şi se vor mişca la fel, adică vectorii ]or de oscila.ţie 

..... ..... 
vor fi egali la orice moment ulterior, u,,, = u1 • Se spune că bilele 1 şi m osci-
lează în fază, sînt. în concordanţă de fază. Punctele, particulele, care osci
lează la fel intr-un mediu prin care se propagă o undă se numesc puncte de 
egală fază. Aceste puncte se dispun pe suprafe.ţe inehise in jurul centrului de 
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t Fii:. 1 O.:H . a ) L!nd!> sfr1· rn· 
b) lllldl' p li!rt l'. 

tJ S l·i lRţie . num ite s upr·afeţe de egală fază Sil ii supra l'cţ.e de undă. Se poate dr
monstra â razele de undă sînt per·pendid1lare p e suprafeţele de egal ă fază. 

Forma suprafetei de undă rl epinde atit de proprietăţile m ediului cit ş i de 
for·ma. sursei. In n~ediile omogene şi izotrope, dacă sursa de oscilaţie este 
punctifo rmă sa u s ferică, supra fa,ţ.a de und ă, deci şi frontul de undă, sînt sf~re 
concentrice. Undele care se formează în acest ca z se numesc unde _ sfence 

(fi g. 10.21, a). _ · 
Cind sursa de oscilaţie est e o suprafaţă plană a.tunc1 unda. care se Lrans

mite est e o undă plană (fig. 10.21, b). 
La. d istanţe mari de sursa de pert Ul'baţie o undă sferică poate fi conside

rată, în Lr-o regiune mică a mediului, ca o undă plană, pe regiuni l'CStrînse 
Asimilindu-se SJtprafaţa sferei de rază ma_re cu o suprafaţă plană . 

Să aplicăm acum principiul lui Huygens: dacă bila m oscilează la fel ca 
bila J pu tem considera că unda care se propagă de la bila m la bilele (m + 1), 
(m + 2) .etc. îşi are centrul de oscil aţi e în bila m. Cum toate bilele din la n\. sînt 
identice şi Janţul est e suficient de lung rezultă că prima bilă care n osci la 
exacL la fel ca bila m va fi cea cu numărul 2rn ş.a.m.d. Aşadar bi leln 1//1.. 2m, 
3m, „. vor fi bile care oscilează in fază . Acelaşi raţionament se po<tLc api ica 
oricărei particule-bile k (1 < k < m). ·Concluzia este că, pe o rază de undii, 
p unc·t ele care oscilează în fază sînt egal depăr LaLe. 

Distanţa · dintre două p1mcle pecine ( surcesiPt!) de egală (ază se nume.~11· 
lungime dr undă Şi se notează cu /... · 

ln general , lungimea de undă nu esLe aceea.şi pentru tpate r11,zele 
de undă, pen tru orice direcţie de propagare din med iul respectiv. Me_di ile 
(corpurile) în care lungimea de undă nu depinde de direcţi a de propagare se. 
numesc m'ed ii izotrope. 

Cu ce \riteză se deplaseaza o u ndă, fron tul undei, într -un mediu elastic i1 
l n t imp de o perioad:l T nnJn parcurge d istan ţa dintre două pu nct e de 

egală fază, si tuate pe aceP.aşi cJ i r et.:ţ i e de propagare, adică distanţa 'A şi deci 

putem scri e 
Â v, =
T 

unde vr se numeşte viteza de fază, viteza de pr'upaga.re a fron t ului de undă . H 

fazei. 
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Fi i:-. 10.22. l '11d:'1 ln11tS\'1 ·1·„a l;' pt' 1111 1·nhl 11 '(a). F ig. 10.28. llnda 1ransvcrsală prr· 
Tl't•n el „ 1111d t' t r<1 11:s,·t•1·s;.d,• tb) şi (cj. supune d~formări de fnrfeeare. 

I 0.4.3. Unde transversale 

EXPERIMENT 

a) Un cablu de cauciuc (o coardă, un resort elastic) este lovit lateral. 
Se observă că propagarea acestei perturbaţii se face prin deformări perpendi
culare pe direcţia de transmitere a mişcării (fig. 10.22, a). O astfel de undă 
este un exemplu de undă transversală. 

' Dacă se produce o perturba ţie exterioară la inLervale egale de timp sau 
este produsă o oscilaţie armonică, atunci ·pe cablu sau pe coardă se vor 
transmiLe perLurbaţii succesive. Acest grup de perturbaţii formează un 
t ren de u nde (fig. 10.22, b şi c). 

P roducerea undelor Lransversale într-un cablu, o coardă, u n resort etc: 
este pos ib il ă datori tă faptului că orice parte a mediului solid poate l'!ntrena 
în mişcarea sa părţile învecinate, provocînd solicitări de forfecare (fig. 10.23). 
1n figură sînL prezen tate trei părţi vecine antrenate in propngarea perturbaţiei . 
l\Iişcarea părţii b (din mijloc) nu se poat e face fără antrena.rea părţilor a (forţa 
~ 4 -+ _..,.. 

Fb0 ) şic (forţaFbc) care se opun prin forţeleFab respectiv Feb· Aceste legături 
asigură cuplajul părplor a, b, c şi determină a.pariţia deformărilor elastice şi 
deci a forţelo1 · elastice de revenire. Evident numai în corpurile solide pot apărea 
deformări ela.stfoe de acest fel pe cînd în fluide nu. Aşadar undele transversale 
pot apărea numai în mediile (corpurile) solide. 

Dacă sur.sa de oscilaţie produce oscila~ii într-un plan oarecare, atunci 
orice punct de pc direc\.ia de propagare oscilează in planul iniţial (planul de 
osci_laţie al sursei) . Dcplasînd de-a lungul corzii (cablului),in planul de oscilaţie 
al sursei, o fantă , v om constata că ea nu împiedică transmiterea perturbaţiei 
(fig. 10.24) . Se spune că undele transversale sint unde pglarizate. 

b) Un model de m ediu în care se propagă o undă transversală iJ repre
zintă bilele suspen di:iLe, reprezentate în fi gul'a 10.25 rare pot fi asimi!Ate 
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Fig. 10,24. Undă transvel'sală P.lan ~olarizatâ. Fig. 10.26. Propagarea unei oscilaţii 
armonice pe un lanţ de pendule gravita

ţionale. 

drept pendule gravitaţionale. Lanţul de pendule cuplate modelează un mediu 
omogen şi izotrop. 

Dacă punem în mişcare de oscilaţie un pendul din ca.pătul lanţului, de 
exemplu pendulul 1, printr-un impuls transmis perpendicular pe direcţia lan
ţului de pendule, datorit-ă cuplajului, energia se transmite de la pendulul 1 
tn lanţul de oscilatori. Pentru mediul forma.t din lanţul de pendule, excitarea 
pendulului 1 constituie o perturbaţie şi acest pendul poate fi considerat drept 
o sursă de oscilaţie. 'Menţinînd mişcarea sursei,se constată că mişcarea celor
lalţi oscilatori continuă. Fiecare oscilator execută oscilaţii forţa.te cu frecvenţa 
impusă de frecvenţa sursei. Evident, procesul de propagare are loc în 
timp. Dacă măsurăm timpul necesar ca o perturbaţie să ajungă la un pendul 
oa.recare din lanţ, vom observa ·că acesta depinde de diftanţa dintre sursa. de 
oscilaţie şi pendulul considerat. Fiecare pendul intră in stare de oscila.ţie mai 
tirziu decit cel precedent. Faza mişcării fiecărui pendul diferă de a celui pre
cedent şi de a celui care urmează . Pe~tru că toţi oscila.torii sînt identici şi 

cuplajele sint de acelaşi fel, viteza de propagare a oscila.ţiei este constantă, 
in absenţa forţelor disipative (forţa de frecare). Cit timp viteza de propagare, 
viteza fazei sa.u viteza de fază rămine constantă, distanta dintre doi oscilatori 
consecutivi, c~re oscilează în fază (1 şi 9; 2 şi 10, figura' 10.25) este constantă. 
Această distanţă reprezintă chiar lungimea de undă, fapt ce justifică afirma~ 
ţia că această mărime este caracteristică unei unde cind propagarea are loc 
într-un mediu izotrop şi omogen. 

Din relaţia (10.23) şi din descrierea procesului de propagare, rezultă că 
lungimea de undă este determinată de doi factori: unul care depinde de sursă 
(perioada sau pulsaţia sursei) şi al doilea (viteza de fază) care depinde de 
mediul de propagare, de proprietăţile lui elastice, adică de cuplajul dintre 
particulele mediului. 

Se demonstrează că viteza v1 de propagare a unei unde transversale pe o 
coe.rdă depinde de tensiunea Tm la care este solicitată coarda şi de masa µ 
a unităţii de lungime a corzii: 

; c "' Jr„, . V jt 

278 

• 

-! . 

neperturbat 
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t: ! 
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t=I 
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t:~ T 
4 

t: T 

.Plg. 10.26. V11dA lungitudinală tntr-u11 rf'sort elastic . 

/ 
~acă osc~la..~iile sursei nu sînt întreţinute, a,mortiza.rea este foarte rapidă, 

energia sur~e1 fund tra.nsferată lanţului de oscilatori şi disipată prin frecări. 
Unda se stinge foarte repede. 

10.4.4. Unde longitudinale. Să considerăm un resort de oţel cu spirele 
în repaus .şi echi~ista~ţat~ (fig. 10.26.) Resortul îl putem lua drept un şir _ 
lan~ de s~1r~ (oscllat~n) c~~!ate ela~~ic, fiecare spiră putînd oscila de-a lungul 
axei sale m Jurul unei poz1ţ11 de echilibru. Provocăm o perturbaţie a resortului 
trăgîn~ de o spiră în lungul axei resortului şi lăsînd-o după aceea l iberă. Per~ 
tur~aţ~a se .pr~p~gă _în resort in lungul axului său prin punerea în starea de 
osCJlaţie a fiecare1 spire. Unda care a apărut în resort, în acest caz, se numeste 
~1ndi'i lrm~it nclinal ă. Datorită frecărilor cu aerul şi îndeosebi da,torită frecăriim 
mterne dm materialw spirei, oscilaţiile lor se sting, resortul atingînd destul 
de repede starea de repaus. • 

. Dacă prima _spiră .va Ji _pus~ 1n m'işcare, pe o cale oarecare şi dacă accast;-1 

m~şcare este os:1l~tor1e armonrcă, atunci şi spirele următoare vor descri e 0 

nnşca,re asemănatoare după trecerea perturbaţiei iniţial e. Figura 10.26 snr
prrnde r·psort~I ~ar~urs ~e o undă longitudinală , la diferite momente expl'i -
1~ate în fr:cţ1~m d1_n per10ada os~ilaţiei armonice a sursei de oscilaţie (spira J). 
Se o~ser~a ca î.n ·timp ce compnmarea avansează spre dreapta, fiecare spiră 
care mtra î~ mişcare continuă să oscileze în jurul poziţiei ele echilibru. De 
exemp!l,l spira. 1 face o oscilaţie completă între t = O şi t · T, cînd apare 
o noua ?om~nmare care se va transmite in lungul resortului. Există spire 
care osc11eaza în concordanţă de fază cum sint, ele exemplu spirele 1 i 5 
2 şi 6. ' ş ' 

Considerînd resortul un mediu omogen şi izotrop, propagarea perturbatiei 
se va face de-a lungul resortului cu aceeaşi viteză v. In timp de 0 perioadă T 
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fli;. lU .l!i. Und.ă lougitndinala 111\ r-un ..:orp &ol id. 

în t'arn spi rn 1, de exemplu, descrie o oscilaţie completă, distanţa par(jursă <.I c 
pe1·t ul'baţiH esLe vT. Perturbaţia a ajuns pină la spira 5 care în cepe să oscileze 
în fază cu spira J. Distanţa dintre două spire consecutive (1 şi [i, 2 şi 6) care 
rnw i lează în fază este lungimea de undă şi constituie o caracteristică a undei 
respective. Unda l ongitudinală nu este polarizată ca unda transversală . Acest, 
lucru se poate demonstra pe cale experimentală . 

Undele longitudinale se pot forma atit în mediile solide cit şi în cele fluid e 
(lichide şi gaze). Un exemplu de undă longitudinală într-un solid esLe transmi
terea perturbaţiei produsă · de o lovitură de ciocan la capătul unei bare, în 
lungul acesLeia. Acest lucru poate fi verificat , dacă la celălalt capăt al barei 
se alătură o bil ă de bara fixată r igid. Cînd perturbaţia va ajunge la capătul 
.barei, bila este proiectată pe direcţia barei în sen sul propagări i perturbaţiei 
(fig. 10.27). 

Ca şi in cazul undelor transversale, viteza de propagare a undelor longi
tudinale depinde de caracteristicile mediului de propagare. Se demonstrează 

că viteza v1 a unei unde longitudinale este 

"\IE 
'i.'1 - V; · 

unde E rep re:lintă modulul de elasticitat e 1a1· p densit at ea mediului 

<le propagare. 

I I 
I 

I I I I I I l 
I I I I 
I I I I 
I \\ I 

1' I 1 1 
I I u · li 11 
LJ IJ .J 

Fig. 10.28. Pen lru 
exerciţi u l 1. 

PROBLEME REZO LVATE 

l. La capă tu l unei ra muri a un u i diapazon (rig. 10.28), se leagă 
un fir de lung ime l = 2 m ş i masă m = l 2 g. De fir se s11spendi\ 
un corp cu masa m1 = 960 g. D iapazonul oscilează. Să se cal<-u
lcze : a) v ilf'W dP prop;ign r<' a undelor în fir ; b) frecvenţa de osci
la\ i•· a <l iap :t7.1Jllt1 l11 i, da1"[1 lu ngimea d e undă este de 40 cm. 
r) Cu m s1· s1·lt i111hii vi l(•za dl' propaga re a u ndei, daci\ se dublează 

111;1sa ('Orpu l11 i s 11spc11da L:' 

R ezolvare: a) ln fir se propagă unde lransversa le. 1\cgl iji11d 
efectul masei f iru lui asupra · tens i1111ii din fir avem : 

960 • 10-3 kg· 9,8 m/s2 
• ~ 1_11 _ .. - 40 m/s. = 12 . 10-• kg 
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b) F iecare punct de pe fi r oscil ează rorţat cu frecvenţa impusă de oscila ţiile diapat<1· 

nu tui. Din >. = ttT şi -vT == 1 •avem: 

v-=!..== 40 m/s =1 oi s-1 = 1oz Hr.. 
k 40 ·10-'-rn 

c) Masa co1·pului suspendat este acum m'1 = 2m1 şi viteza de propagare a unciei trans

v~rsă. lc va fi i.; = ~. R apor tu l v it ezelor de propagare este: 

' Vi; ~ .!!!._ = TT = m 1 = 1/2. 
V1 ffl1 

2. Un mun d lor de la cfllea fel'a lă loveş te cu ciocanul capătul unei şine. Sunetul transmis 
p rin ş ină este clltzit d11pă 0,20 s de un a l doilea mm1cilor care ascultă c11 urnr.hea pe 
şin ă. Se cere să se de lennine d is tanţa din tre ce_i doi muncitori şti i nd că şina este d in 

oţel cu p = 7 800 k~/m3 ~ i modu lu l de elas t icilale este E = 20 · 1010 N/m 2
. 

R ezolvare. Dacii se cunoaşte v iteza vi de propagare a perturbaţiei pe care o vom rons i
drra .că sp l ransmile s ub fo1·nrn unei unde lungiludinale alunei distanţa poale fi deter-

minată din rel aţia d = v1 t: 

IJ/= v;= 20 . 1010 N/mz = 5,06 . 10~ m/s. 
78 OOO kg/m3 

d = v1t = 5,06 • 10"' m/s · 20 · 10- 2 s = 1 0 12 m. 

10.4.5. Intensitatea undei. Să consi derăm, înLr-un mediu elastic omogen 
şi izotrop, o sursă de oscilaţie care transferă continuu aceeaşi energie în uni
tate de timp. Sursa are, deci, o put ere constantă . Dacă E este ene1·gia emisă 
in timpul t de mulţimea punctelor ce alcătuiesc sursa atunci relaţia 

E 
p = - = <I> (10.24) 

defineşte p uterea emisă de sursă sau fluxul <le energic emis, mărime măsurat,ă 

in watt. Energia emisă de sursă este transfera.Lă in intl'Cg mediul. Rapo1'Lul 
dintre fluxul de energie P şi aria S a unei suprafeţe perpendicula1·e pe direc
ţia de propagare p rin care a re loc transferu l de energie 

. p 
l = s (10.25) 

d efineşte densiLaLea de fl ux de energie sau intensitatea I a undei, măl'ime 
care în S.I. se măsoară în W /m 2• 

Deoarece energia trans ferată printr-o porţiune a unei suprafeţe de undă 
este suma energiil01· t ut uror oscilatorilor de pe această suprafaţă de undă şi 
pentru că energia. un11i oscila Lor armonic. este proporţională cu A 2 (pătratul 
amplitudinii) rezultă că densitatea fluxului de energie este direct prop orţio 

n ală cu pătratul amplit udinii 'oscilatorilor de p e această suprafaţă de undă 

(10.26) 

Observaţie importantă! 

Proprietatea cea mai importantă a un ei unde este aceea de a transfera 
„energie" . Transportul de „energie" are loc fără transport de substan/ ă I 
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l•'lg. 10.29. Undă plan<\ ge
nerată de mai mulle surse 
de oscilaţie situate în acelaşi 

plan. 

10.5. ECUAŢIA UNDEI PLANE 

Ne propunem să stabilim care este expresia 
-+ -+-+ 

funcţiei u = u(r, t) pentru un caz concret: unda 
plană. 

Ştim că acest tip de undă · se caracterize9.ză 
prin faptul că suprafeţele de . egală fază sî!"lt 
plane, adică sînt suprafeţe care se închid la infi
nit. Avem de-a face, evident, cu o idealizare. O 
suprafaţă de egală fază poate fi considerată plană 
pe o porţiune mică,dacă este mult depărtată de 
sursa de oscilaţie. Se mai pot obţine însă unde 
plane şi altfel, anume folosind un număr maI"e 
de surse de oscilaţie dispuse pe un plan şi care 
sînt în fază. Und~e produse de aceste centre, 
separat, se compun şi rezultat ul este o undă 

plană (fig. 10.29). 

Indiferent de modul de obţinere, undele plane 
sînt caracterizate de faptul că amplitudinile osci
laţiilor tuturor punctelor mediului sînt aceleaşi. 
Acest fapt este o consecinţă a legii conservării 
energiei: energia unui plan de oscilatori este pre

l uată de un plan similar (acelaşi număr de particule) şi prin urmare ener
gja repartizată unui oscilator va fi aceeaşi (mediul de propagare este pre
supus nedisipativ). Cum energia de oscilaţie este proporţională. cu puterea 
a doua a amplitudinii, A 2, consecinţa apare evidentă. 

Să reluăm în discuţie modelul lanţ de resorturi şi bile. Acest model este 
suficient pentru studiul undei plane întrucit ne putem imagina o mulţime de 
lanţuri avînd bilele în plane paralele înLre ele şi perpendiculare pe resorturi. 
Dacă toate lanţurile sînt perturbate simulLan şi identic,vom obţine o undă 
plană care se propagă prin sistemul lor. Cum fiecare lanţ se comportă la fel 
ca celelalLe este suficient să studiem numai unul, pentru a obţine informaţii 
despre întreg sistemul. 

Vom presupune că perturbaţia externă este armonică, adică elongaţia 
bilei 1 va fi o funcţie de forma u1 = A sin wt. Oscilaţiile sînt presupuse para
lele sau perpendiculare pe lanţ. Pulsaţia perturbaţiei se presupune a fi egală 
cu pulsaţiile proprii ale bilelor; se presupune deci existenţa unui cuplaj strîns, 
a unui transfer optim de energie. 

Cum depinde elongaţia unei bile oarecare n din lanţ de timpul de pro
pagare de la suf'Sa de oscilaţie şi de distanţa faţă de sursă? 

Bila n va intra in oscilaţie mai tîrziu decît bila 1 şi deci între cele două 
bile va exista un defazaj cp. Cum forţele care a.cţionează asupra bilei n stnt 
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forţe elastice, oscilaţia sa va fi tot armonică şi , unda fiind plană, amplitu
dinea va fi aceeaşi. Deci elongaţia bilei n va fi de forma: 

u =A sin (cut+ q>) =A sin w (t + :)· (10.27) 

Defazajul dintre cele două bile se datorează intrării. mai tîrziu în o~cilaţie a 
bilei n faţă de bila 1, adică timpului -r necesar undei să parcurgă <ţ1st8Jlţa x 

. X ' • • 
de la bila 1 la bila n : -r = - . Deci putem scrie acum 

Vf 

u = A sin cu(t - -r). (10.28) 

Aşadar bila n începe să oscileze cu o întirziere -r faţă de bila 1 (momentul 
initial fiind acela in care este aplicată perturbaţia). Adică, la momentul t, 
bil~ n are aceea.şi elongaţie pe care o avea bila 1 la momentul (t - -r), deci 
mai devreme. înlocuind pe -r rezultă 

u = A sin w ( t - ;, ) = A sin ( wt - :;) 

27t l y 

dar cum w = - şi vr = - rezulta: 
T T 

A sin 2r: ( ~ - ~~ J . (10.29) 

Relaţia (10.29) reprezmtă aşa-numita ecuaţie a undei plane sau legea de miş
care a undei. 

observ a ţi e. Dacă m es te un număr întreg, păstrînd x constant şi punînd 
în loc de t-+ t + mT rezultă: 

u(t + mT x) = A sin 27t (t + mT - ~) = A sin 27t (!._ + m - ~) = 
' T l T ), 

=Asin [ 27t (;- ~ ) + 27tm J = .-1 sin 27t (#- ~) = u(t, x), 

adică funcţia are perioaqa T. 

· ( t X) Păstrînd t constant avem u(x, t) = A sin 27t T - Î 

1,i(x +ml 1) = A sin 27t ----- =Asin 27t - -- - m = (
t x +ml) . (t x ) 

' T "J.. T 1' 

= A sin [ 27t (; - ~ )- 27tm ] = A sin 27t (; -f) = u.(x, t) . 

Rezultă că : -:;, = -:(t, x) este periodică aut în timp (cu perioada T) cît şi în spaţiu 
(cu perioada t-). ln acest fe l unda tre~uie concep~tă .în două P.rivin~.e ca ~n proces 
periodic. Perioada temporală este perioada de osc1laţ1e T, „perioada spaţială este 
lungimea de undă l. 
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O unda'\ t'Htr. un Jenom.-n p.-riodil' în timp şi spaţiu. 

Rela\.ia (10.29) ne permite să exprimăm defazajul dintre doi oscilatori 
afla ~i la distanţa x1 respectiv x2 de o sursă de oscilaţie, pe aceeaşi rază de 
undă, la ace laşi moment t. Intr-adevăr nacă 

A . 2 ( l X1) . A u1 = sm 7t T -1:" şi u2 = · 2 ( t Xz) sm 7t T -);"" 

reprezintă elongaţiile cel ol' d0i oscilatori, at.11nci defazajul este: 

Âcp = cpz - Cjl1 = 27t (_!_ - ~)- 27t(.!_ - x1
) = 2

7t (x1 - x2). 
T J.. T /.. /.. 

27t Âcp = -- Âx. 
). 

(10.30) 

Dacă Âx, diferenţa de dru.m dintre cei doi oscilatori, respectiv dintre 

suprafeţele de undă cărora apartin, este de forma 2/c~, (un număr par de~), 
• 2 2 

atunci Â<p, defazajul, este 2k7t şi cei doi oscilatori, suprafeţele lor de undă, 
sînt în fază. 

In cazul în care Âx = (2k + 1) f, (număr impar de~), atunci defa

zajul Âcp = (2k + 1)7t şi cei doi oscilatori sînt în opoziţie de fază. 

E x e r c Iţi u. O sursă de unde p lane oscilează dnpă ecuaţia 1.1 = 3 • I 0- 1 sin _':. 1. 

9 
~acă viteza de propagare a undelor este de 2 m /s : a) să se srr ir Pcuapa 1111.Jei; 
b) să se afle diferenţa de fază între oscilaţiile a donă puncte 111 şi N aflate la dis
tanţa de 3 m respectiv de 4 m de sursă. 

Rezol11are. a) Ecuapa undei phrne este 

u = A s in 27t ( ; - ~ ). 

C:omparî11d legea de oscilaţie a s 111'se i cu relaţia u = A sin (wl + cp) obsrrvăm că w = 
= ~ rad/s, de unde T = 2

7t = 18 s, i;eea re permite calcularea lungimii de undă: 
9 w 

/.. ..,,_ vT = 2 m/s · 18 s = 36 m. Pntem srri<> acum el'Uaţia undei plane: 

u = 3 • l0- 1 s in 2tr (.!...- 3:..). 
18 311 

h) P11 n rtele M ~i N oscilează după legilt> 

UM = 3 · 10-• sin 27t (_!_ - ~). U.N = 3 • l 0-1 sin 27t t' _!_ - .!!_) diferen \a de 
18 36 . 18 36 • 

fază este deci 'P1 _ 'P2 = acp = 27t (~ -
3

3

6
) - 21r Lts -fs} = Fs r:i<l 
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10.6. CLAS IFICAREA UNDELOR ELASTICE DUPĂ FRECVENŢĂ 

Am reţinut din paragrafele anterioare că undele care se formează in 
mediile elastice se numesc unde elastice. Consider-înd că izvorul de perturba
tie este un oscilator armonic, adică un oscilator sinusoidal, atunci şi undele 
~are se transmit în mediile elastice sînt sinusoidale. Dacă astfel de unde pro
v in de la izvoare de oscilaţie , a căror frecvenţă este cuprinsă în intervalul 
16 Hz - 20 OOO Hz, deci care pot produce senzaţia de sunet, ele se numesc 
unde sonore sau sunete. Oscilaţiile, respectiv undele, a căror frecvenţă este 
situată între 20 k Hz şi 100 GHz se numesc ultrasunete, iar cele cu frecvenţe 
sub 16 Hz infrasunete. 

In ultimii ani au începuL studii sistematice asupra producerii, propagării 

şi absorbţiei infrasunetelo1· datorită constatării că acestea au o mare influ
enţă asupra organismelor vii. Această influenţă se datoreşte fapLuJui că rit
murile specifice organismelor vii se produc cu frecvenţo infrasonore şi deci 
transferul de energie dintre un infrasunet şi un organism viu devine impor
tant (la rezonanţă). 

O categorie apa1'te de unde elastice o constituie undele seismice. La 
adincimi de ordinul sutelor de kilomet1·i în inLeriorul globului păroîntesc, 

se acumulează,in timp, tensiuni foarte mari datorită că1·ora se produc brusc 
rupturi şi deplasă1·i care se resimt sub forma unor pertUl'baţii violente, nu
mite cutremure. Regiunea din interiorul Pămîntului în care so produce miş
carea se numeşte focar sau hipocentru, iar locul de la suprnfaţă aflat pe ver
t '.cala locului se numeşte epicentm. Mediul alcătuit din roci cu proprietăţi 
elastice însemnate face posibilă transmiterea perturbaţiei sub forma unei 
unde unda seismică. Unda seismică constă din: unda seismică transversală , 
şi unda sei smică longitudinală. Frecvenţa undelor seismice este cuprinsă 1n 
intervalul 10- 25 Hz. 

10.7. CONDIŢII DE AUDIBILITATE · A OSCILAŢIILOR ELASTICE 

Senzaţia de sunet se datoreşte punerii în vibraţie, în anumite condiţii, a 
terminaţiilor ne1·vului auditiv, prin intermediul diferitelor organe ale urechii. 

Pentru a fi percepute ca sunete, oscilaţiile din mediile elastice (apă, aer, 
lemn sau oţel) care ajung la ureche, trebuie să îndeplinească anumite condi~ii 
de frecvenţă şi de inLensiLaLe. 

Şt im că frecvenţele oscilaţiilor sonore (sunetele) sînt cuprinse înlro 16 
Hz si 20 OOO Hz. Aceste limite sînt diferite de la individ la inJivid, în mod 
deo;ebit li~1ita superioară (care pentru acelaşi individ scade uu vî1·sla) . 

ln ceea ce priveşte intensitatea sunetului ea trebuie să fie cuprin::;ă, de 
asemenea, între anumite limite. Spre intensităţile slabe există un prag sub 
care sunetele nu m ai pot fi percepute, lmin = 10-12 W/m 2 (la v = 1 kl-Iz)', 
ia!' spre intensităţile mari există o limită peste care senzaţia auditivă se 
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transformă în senzatie de durere . ' 
19 = 102 W/m2 (la v = 1 kHz). 
In figura 10.30 s-au trasat, apro
ximativ, limitele inferioară şi su
perioară de intensitate audibilă 
pentru diferite frecvenţe. Se poate 
observa că lărgimea suprafeţei 
intensităţilor audibile variază cu 
frecvenţa, îngustîndu-se spre frec
venţe foarte joase şi foarte înalte, 
atingînd vaToarea rrH mHi mare 

500 2000 sooo 'i'(Hz) ln jurul frecventei v == 1 OOO Hz 
In afară de' limitele de frec~ 

l~ig. 10.IJO. Limitele de audibililal1•. 
venţă şi de intensitate se mai 

i111p1111 c. 11ndelor sonore şi o limită de durată. Pentru ' ca o oscilaţie elastică. 
cam se află intre limitele audibile de frecvenţă şi intensitate, să' poată fi 
percepută ca sunet, ea trebuie să dureze un timp minim. Pentru un observato1· 

sknda.rd (mediu) această durată este de cel puţin __!__ s. Dacă timpu] este 
100 

mai mic decît cel limită , oscilaţia elastică este percepută sub formă dt• 
pocnet. 

10.8. REFLEXIA ŞI REFRACŢIA UNDELOR 

10.8.1. Undă reflectată, undă refractată. Să presupunem că avem două 
medii 1n contact adică, pe o anumită suprafaţă, particulele unuia dintre ele 
i~teracţionează cu particulele celuilalt. Să notăm cele două medii cu A şi B 
ş1 să pres.upunem că prin mediul A se propagă o undă către suprafaţa de 
separare (a, b) (fig. 10.31). In momentul în care unda ajunge la particulele 
de mediul A, situate pe suprafaţa (a, b), acestea încep să osc.ileze. Cum parti
culele mediului B, aflate pe suprafaţa de contact , sînt în interacţiune cu cele 

4 

1''lg. 10.111. n.eflexia şi refr1:1e1i 11 unei un<le elllsticf:.. 
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ale mediului A, rezultă că oscilaţiile se vor transmite mai <leparte în mediul 
B şi odată cu ele şi o parte din energia iniţială . . 

Oscilatorii din mediul A, de pe suprafaţa de separare (a, b), după ce au 
pus în stare de oscilaţie particulele mediului B, vor continua să oscileze 
însă cu amplitudini mai mici. Aceşti oscilatori devin surse pentru o undă care 
se va propaga tot prin mediul A, dar -care va fi diferită de cea iniţială. (Ener-

. gia transportată de această nouă undă va fi diferenţa dintre energia iniţială 
şi energia transferată mediului B.) . 

Unda c·are ia naştere ·1n mediul B se numeşte undă transmisă sau undă 
refractată, iar cea care se formează în mediul A, undă reflectată. 

Cum se propagă cele două unde? Cum se pot determina noile direcţii de 
propagare? 

Principiul Jui Huygens enunţat, acum; pentrn cazul general ne va ajuta 
să obţinem răspuns la întrebările puse. 

Fie o undă care se propagă printr-un mediu; dacă la un anumit moment t 
se înlocuieşte frontul ei de undă cu o mulţime de oscilatori, ce constituie fiecare o 
sursă pentru cite o undă sferică (undă secundară sau elementară) care se pro
pagă înainte, atunci frontul undei principale la un moment ulterior t + fit 
este suprafaţa tangentă (infăşurătoarea) la fronturile undelor elementare (la 
momentul ilt de la generarea lor) . 

O altă formulare a principiului Jui Huygens este următoarea: 
Orice punct de pe o suprafa/ă de undâ poate ft cortsl(frrnt ra llll u 111 rrntm 

dr perturbatie de la care sr propagă înainte undesfericcsrr.unrlnrr (elementare). 

Figura 10.32, a şi b ilustrează construirea frontului de undă cu ajutorul 
principiului lui Huygens : a) pentru unde circulare şi b) pentru unde liniare. 

Se poate ilustra principiul Jui Huygens prin undele superficiale de Ja 
suprafaţa unui lichid, folosind aparatul de produs unde (fig. 10.33 , a) . Un 
vibrator produce perturbaţia stratului superficiâl de apă din cuva C şi gene
rează unde circulare pe suprafaţa apei (fig. 10.33, b). Dacă aşezăm pe apă un 
cilindru de tablă cu multe fante înguste pra.cticat e de-a lungul generatoarei 

F ' 

-~---- --- _S.n -

o 

F • F' 

s, .. ---.--- - - --

' I _. 
I 
I 
I 
I --. 
I 

Sn - ----- ----

b 

Fig. 10.31!. P rincipiul lui Huygens . Construirea 'fron turilor de „ undă pentru unde circulare (a) şi unde liniare (b). 
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a 

Fig. 10.33. a) Cuva de produs unde la 
suprafaţa lichidelor ; b) şi c) iluslrarea prin

cipiului Huygens. 

b 

c 

/Qrji6 
front de undă 

(grila din figură ) astfel în cît axa lui să treacă prin centrul _de oscilaţi e , vom 
observa că fron tul ·circular al undei se 1·eface dincolo de cilindru. Dacă închi
dem toate fant ele cu excep ţia uneia, vom observa unde circulare care se 
propagă înainte din această fantă şi care se comportă ca un nou cent rn de 
oscilaţie (fig. 10.33, c). 

10.8.2. Reflex.fa ş i refracţia tllldolor superficiale. a) Ref'le.î:ia . 1n cuva 
a p1:1 ra Lnlt1i de p rodus unde se produc unde liniar e. Aşe:.1înd un obst acol in 
calea und elor, se observă fenomen ul de r eflexie, undele emise de izvorul de 
osdlaţie rnvenind în medi ul în care s-au propagat la in cidenţa cu obstacolul 
(pereLele) P care constit uie 11n mediu cu al te caracteristici decît mediul iniţial 
(l'ig. 10.34, a). 

De observa t. că d irecţia de pl'O pagare SJ a undei incidente se schimbă 
deven ind IR (l'ig. 10. 34, b). Se con stru i eşte perpendirnlarn N I pe peretele P 

s 

\! 
\ 

\ 
'1-1 
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Fig. 10.a-t. Reflex ia unde
i' 1ol': u) fo tografie în cuvă; 

b) schema ge.ometrică cores
pu nzătoare siluaţiei din 11) 

./'-... 
în punctul de incidenţă I. Unghiul SIN = i se numeşte unghi de incidenţă 

./'-... 
iar unghiul NI R = r se numeşte unghi de reflexie. 

b) Refracţia. La acelaşi aparat, modificînd adîncimea unei părţi din apă 
prin aşezarea pe fundul cuvei a unei plăci, schimbăm caracteristicile mediu
lui (viteza undelor în regiunea mai puţin adîncă este mai mică). Fotografia 
din figura 10.35, a arată cy..rn se schimbă direcţia undei incidep.te Ia. trecerea 
în alt mediu. Direcţia SI, după trecerea liniei care separă cele două regiuni , 
devine IR (fig. 10.35, b). 

Schimbarea direcţiei de propa.ga.re a undei la_ suprafaţa de separare între 
două regiuni în care vitezele de propaga,re sînt diferite, o numim refracţie. 
Unghiul r se numeşte unghi de refracţie. Se observă, în cazul dat, că unghiul 
de refracţie este mai mic decit unghiul de inciQ.enţă. 

10.8.3. Legile reflexiei şi refracţiei. a) Legea reflexiei. Să considerăm o 
porţiune a frontului de undă plan AA-' care avansează cu viteza v pe direcţia 
SI către suprafaţa de separare P pe care o atinge la un moment dat t 
(fig. 10.34, b). La un anumit moment poziţia frontului de undă este I A

1 
şi de la 

fiecare pun9t al frontului care va atinge suprafaţa P vor pleca unde elemen
tare care conform principiului lui H uygens se vor propaga ln acela.şi mAdiu. 

s 

I P 

b 

Fig. 10.35. Refracţia undelor: a) fotografie în cuvă; b) schema geomelrictl corespun. 
zătoare situaţiei din a). 
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In intel'valul de timp ~t , începînd cu momentul t şi sfirşind cu momenLul 

(t + .6t), moment la care punctele frontului de undă /A1 au luat contact cu 

peret ele, undele elementare produse succesiv de toate punctele dintre I şi 

B se propagă de la perete înapoi în mediul d in care au venit. Suprafaţa tan

gentă fronturilor de undă ale tuturor acestor unrle elewentarelinfăşurătoarea) 
formează noul front de undă B1B care se deplasează pe direcţia IR. Se ob

servă că triunghiurile dreptunghice JA 1B şi BB11 sînt egale avînd IB latura 

comună şi A 1B = JB1 = v.6t. Rezult5 că :ţ:_A1IB = :ţ:_B1BI sau 

" i = r . (10.31) 

Deci, la reflexie, unghiul de reflexie este egal cu unghiul de incidenţă. 
b) Legea refracţiei. Porţiunea BB1 a frontului de undă incident avan

sează cu viteza v1 pe direcţia SI spre suprafaţa de separare P pe care o atinge 

în B Ja momentul t şi in I la momentul (t + .6t) (fig. 10.35, b).ln interval~} 
at, succesiv, din toate punctele situate intre B şi J,se propagă unde elemen

tare cu v iteza v2 =f v1• Tang~nta tuturor fronturilor acestor unde formează 

frontul undei refractate care la momentul (t + .6t) ocupă poziţia A1I. Din 

triunghiurile BB1! şi BA11, triunghiuri dreptunghice, putem. scrie: 

sin BEI B1f 111 D.t . . ffÎÂ1 = BA, = tl2 D.t. 
1 = Ri =- Hi şi sm 81 BI 

/'-... ,,,.,.......... " 
sin P.1 B/ h' d · · Dacă facem raportul -- ---- şi observăm că: B 1Bl = i (ung ml e mei-

/'-.. 
s in BIA, 

denţă) iar 8ÎA, = ;- (unghiul de refracţie) obţinem legea refracţiei: 
sin / 1 1 -. - = - = 11 2J· (10.32) 
~· 111 r IJ! 

Raportul ~ = n21 se numeşte indice de refracţie al mediului 2 faţă de mediul J. 
tl2 

Ştiind că /... = vT putem scfie: AJ = v1 T, respectiv /.. 2= · -.·2T1 lungimile 

de undă ale undelor care se propagă în cele două medii. Rela\ia (10.32) poate 

fi scrisă: 

V1 ).t 
t!ci = - = - . 

112 i .2 

(10.33) 

E .x c 1• ci ţiu. Undele ,produse într-o cuvă cu apă trec dintr-o regiune mai puţin 
adlncă Jn una mai adîncă şi se refractă. Ştiind că unghiul de incidenţă este de 19° 

iar cel de refracţie de 30° să se a fle: a) raportul vitezelor ln cele două regiuni; b) 

1·nporh1l lungimilor de \mdă din cele>· ol uu;i regiuni. 
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) D. 1 r . . s in „ U1 1 l . l I ·l . Rezolvare. a m rgra re racpe1 -. - = - n oclllnd 1:u da e c r~ 1 11 (?!l\111\ riwm : 
S til r tiz 

s in 19° = !2. = ~ . b) Din relaţia (10. 33) pulem scr ie ~ = ! . 
s in 30° tiz 3 A~ S 

10.8 .4. Refiexie <~u schimbare de sens 

EXPERIMENT 

Se produce o perturbaţie transversală, puternică (un şoc ) pe o coardu 
sau pe un tub de cn uciuc al cărui capăt est e lăsat mobil cu aj utorul unei sfol'i
sau inel (fig. 10.36, a), sau este fix (fig. 10.36,b). Se observă , de-a lungul corzii, 
propagarea unei „creste" de undă spre capătul ei. In cazul a) ea se înt01H·1 · 1~ 
f'll deviere in aceeaşi parte adică tot ca o creastă . In cazul b) unda se în toal't •~ 
t:.f L n „rleprr i:; inn r•" (adînci Luril). 

In ambele cazuri, p erturbaţia este reflectată l a capătul corzii (ca la 
în tîlnirea cu un perete - obstacol), dar felul reflexiei depinde de fap tul dacă 
capătul corzii poate oscila liber t.ransversal, numindu-l în acest caz capăt 
liber, sau dacă la capăt nu poate apărea nici o oscilaţie , numindu-l capăt fix . 

Aşadar „crea.sta" unei u nde t ransversale se reflectă (se întoarce) la capă
tul l iber ca o „creastă" de und ă, iar la capătul fix ca o „depresiune" 
de undă. 

Unda sufer·ă Ja ca pătul fix un salt de fa.ză egal cu 1t sau o „pierdere" 

de .!:. pentru că după reflexie toate punctele vor oscila de cea.laltă partP 
2 

a tubului (corzii) , faţă de unda incidentă. 

Fig. 10.36. R eflexia unei pert111'
baţii care se propagă pe o coardă 
(desenelesîn t distan~ale uniform în 
timp). a) La capălul liber faza nu 
se schimbă, după reflexie; b) prin 
refle.l{ie la capătul fix se schimbă 

faza cu J 80°. 
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O undă transversală se reflectă la capii.tuf liber fără schimbare de fază, iar 

fac pw' 1/ fi- · ~1: o scf.imbetr de " ii l' T ., o ['ed ,e· Ue~ 
Concluzii identice se obţin dacă se analiiează reflexia unei unde longitu

dinale. 

1 0.9. DIFRACŢIA 

Ce se întimplă atunci cînd undele care se p1·opagă iritr-un mediu oarecare 
intilnesc obstacole de dimensiuni comparabile cu lungimea de undă? 

EXPERIMENT 

ln calea unor unde plane produse pe suprafaţa apei, în cuva de pro
ducere a undelor, se aşază succesiv obstacole liniare de diferite dimensiuni 
(fig. 10.37, a, b, c) sau se lasă să treacă undele prin deschideri (fante) diferit"' 
(fig. 10.37, d, e, f). 

ln primul caz observăm că undele pătrund cu atît mai mult în „spaţiul 
umbrei" geometrice din spatele obstacolului cu cit dimensiunile obstacolului 
devin mai mici. Şi în al doilea caz se observă că regiunea în care se propagă 
unda în zona de „umbră" este cu atît mai mare cu cit deschiderea este 
mai mică. 

Abanrca unei unde de la direcţia iniţială de propagare la trecerea pe ltng<i 
obstacole şi la tra1Jersarea fantelor se numeşte difrac{ ie. 

Observ aţi c. Difracţia este un fenomen distincl de cel de refracţie. Refracţia 
apare la lrecerea unei unde dintr-un mediu în altul cu viteze diferite de propagare : 
difracţia apare la propagarea undei în acelaşi mediu fără schimbarea vitezei de pro· 
pagare. 

EXPERIMENT 

Să repetăm experimentele de mai sus cu unde a căror lungime de undă 
diferă mult fată de dimensiunile fantelor (obstacolelor). Figura 10.38 ilus-

' 
trează efectul unei fante asupra unor unde cu lungimea de undă mult mai 
mică <lecit deschiderea sa, respectiv cu lungimea de undă comparabilă cu 
dimensiunea fant~i. 

Experienţa arată că factorul determinant pentru fenomenele de difracţie 
este raportul dintre ·lungimea de undă şi dimensiunea obstacolului difrac· 
tant. Difracţia~~~ deosebit de pronunţată atunci cînd dimensiunile obstaco
lelor difractante ~t comparabi le cu lungimea de undă . 

292 

J 

• .L 

-i-

c--'"" ) ) ' 

~-

b c 

}'ig. 10.37. Difracpa undelor pe obstacole şi 
fante de diferite lăţimi. 

Fig. 10.88. Efectul unui ori
ficiu asup1·a unur unde cu 
lungimea de undă mult mai 
mkă <lecit orificiul, respel'I i,· 
ru lungimea de undă compa
rabilă cu dimensiunile ori fi-

ciului. 

Fenomenul de difracţie poate fi explicat pe baza principiulm lui ttuy
gens. Se consideră frontul de undă care a atins obstacolul ca fiind formaL 
dintr-o mulţime de centre (surse) noi de oscilaţii de la care pleacă unde ele
mentare (fig. 10.37). Îll figura 10.3Î, f se observă formarea unei unde elemen
lare individuale; are loc o difracţie pronunţată. 

-10.10. INTERFERENŢA. UNDE SL__ATlONARE 

10.10. 1. Interferenţa undelor 

EXPERIMENT 

La capetele unei corzi (tub de cauciuc, lanţ de resorturi), se produc, 
printr-o perturbaţie, două creste de unde, ambele de aceeaşi parte sau una 
de o parte şi alta de cea.laltă parte a corzii (fig. 10.39, a, b). 

Se observă că ambele creste de undă se deplasează de-a lungul corzii 
nestingherite atit înainte cit şi după ce se intîlnesc. ln locul în care crestele 
de undă se tntîlnesc apare o creastă Vizibilă mai înaltă (fig. 10.39, a) sau de
formarea dispare complet (fig. 10.39, b). Experimentul poate fi realizat şi cu 
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l l a b 

a 

a 
b ~ 

a b 
Fig. 10.39. !::iuprapunel'ea i{ două perlurbapi: <1) r u C1reea~ i fa zi\: /Jj ··11 

fază opusă. 

ajutorul Janţului de pendule. In acest caz,în momentul intîlnirii perturbaţiiJ o„, 

unul din pendule deviază mult mai mult decit celelalte {a) sau abia sr. 

mişcă (b) . 

Ne intîlnim aici cu o situaţie deosebită, caracteristică propagării undelor. 

Peste unul şi acelaşi lanţ de oscilatori pot trece în acelaşi timp perturbaţii 

diferite, provenite de la două unde, fără ca undele care se produc pe lanţul 

(mediul) de oscilatori să se perturbe una pe alta. In locul în care cele două 

unde se intîlnesc ele se suprapun într-un mod foarte simplu: amplitudinile 

osâlaţiilor produse de cele două unde se adună ( alge'bric). 

Faptul că după intilnire undele trec mai departe complet neschimbate, 

iar in timpul intîlnirii amplitudinile lor se a.dună, poartă denumirea de supra

punere neperturbată sau de principiul superpoziţiei neperturbate a undelol'. 

O importanţă deosebită o prezintă cazul în care undele care se intîlnesc 

au aceeaşi lungime de undă şi determină oscilaţii. de aceeaşi frecvenţă {pulsa

ţie), unde denumite coerente. 

Suprapunerea (compunerea) neperturbati'i în .:.cdaşi loc, dintr-un mediu, 

11 dowi sau mai multe unele de. aceeaşi lungime de undă sau aceeaşi pulsaţie se 

,, ,, mrşlt interferent ii 

Pentru fenomenul de interferenţă a două unde care se propagă pe aceeaşi 

direcţie este importantă diferenţa de drum dintre cele două oscilaţii care se 

~uprapun in acelaşi Joc. In figura 10.40, a, diferenţa de drum !:J.x dintre oscila

\iile produse de cele două unde este nulă şi deci oscilaţiile provocat e de ambele 
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l<'iir. IO • .io. Interferenţa a două unde c·u aceeaşi lungime 
de undii: a) clnd d iferenta d e drum este nulă şi b) clnd 
d iferenţa de drum este de o jumătate de lungime de undă. 

unde sînt în fiecare punct de intîlnire, în fază. Cele două unde se „intăre~1~" 

una pe alta, osci laţia rezultantă se face cu amplitudine maximă. In figura 

10.40, b diferenţa de dru m dintre oscilaţiile produse de cele două unde este 

!1x = 2-. Oscilaţii le produse de cele două unde, într-un anumi t punct vor 
2 I 

prezenta o diferenţă de fază /1 cp = :!;o.~ = 7t. Cele două unde se slăbesc" 
;... 2 . „ 

reciproc, amplitudinea oscilaţiei rezultanl e este minimă. Dacă amplitudinile 

undelor sînt egale, oscilaţia rezultantă este nulă, cele două unde se ,,sting" 

complet una pe al ta. 

Obserµaţie. Două unde care interferă , se intensifică sau se slăbesc la maxim u111 

într-un anumit punct, cînd diferenta de drum este zero sau~. Pentru ampli-
' 2 

Ludini egale ele se anulează complet dacă !1 x = !:.. • 
" 

Dacă ţinem seama. de relaţia (10.30) se observă eă la int.erfe r·enţă avem: 

a) amplificare maximă, cînd diferenţa de drum !1x = k'A = 2/r). 
2 

este un număr par de 2.. 
2 

avem !1cp = 2k7t(k = O, 1, 

D. A 2~ \ I • A m u cp = - ...l X rezu ta că pen tru u . .r = ki. 
~ 

2,„. ). Deci un maxim d e osc ilaţi e corespunde 

unei diferenţe de drum de forma 2k2- sau unei diferenţe de fază de 2k7tj 
2 
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b) atenuare ma:rimă, eînd diferenţa de chum l:lx = (2k + 1) ~ este un 
2 

număr impar de ~ . ln acest caz rezultă pentru .l:l'P condiţia /).'P = (2k+ 1)7t. 

Adică atenuarea maximă a două unde corespunde unei diferenţe de drum de 

forma (2k + 1) ~ sau unei diferent.e de fază de fo rma (2k + 1)7t. 
2 ' 

Zona in care se pl'Odurc suprapun erea unddor st> numeşte cimp de interferenţă . Si't 
considerăm un punct P din zona de interferenţă a undelor plane C"are .provin de la 
două centre de osci l aţii C1 şi C2 , car e au acel eaşi pulsa\ ii (fig. 10.41) . Vom presu
p un e că oscilaţiil e rare ajnng în pnnrlul P sînt osr ilaţ,ii armonice ~ i au elongaţiile 

paralele de forma: 

y 1 = A 1 s in 2rr (~ -~) • 
T ' :A 

y 2 = A 2 s in 2rr ( f, -î). 
Punctul P va desc1!ie o mişcare rezullată din compunerea celor două oscilaţii şi după 

rum se ştie de la compunerea oscilaţiilor paralele şi de aceeaşi pulsa.ţie această miş
c·are este oscilatorie armon ică. Ampliludinea mişcării r ezultante este dală de relaţia: 

A2 = AÎ +A~+ 2A1A 2 r.os 6cp. 

Dar cum tJ.cp = 
2

1t t>.x, avem pentru amplitudinea oscil aţiei rezullante: 
:A 

(10. 34) 

Rezultă că amplitudinea oscilaţiei în punctul P depinde de ampliti"idini}e oscilaţiilor 
care se suprapun şi de diferenţa de drum tJ.x = ~ - Xi dintre oscilaţii în punctul 
de interferenţă. 

în ipoteza că propagarea oscilaţiil or se face într-un mediu în care nu există amor
tizare, amplitudinea oscilaţiei r ezullantc va depinde numa i de diferenţa de drum 
6x dintre cel<' două oscilaţii. 

ln situaţia în care această diferenţă de drum es te constantă şi amplitudinea osci
laţiei rezultante din punctul P este constantă . 

Interferenţa în care .toate punctele din clmpul de interferenţă oscilează cu o ampli· 
tudine constantă in timp se numeşte interferen/d staţionard. 
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F ig. 10.41. Două centre de 
oscil aţie de aceeaşi pulsaţie 
într-un mediu elastic. 

Fig. 10.42. Pen tru ficrnre valoare a 
diferenţei de dn1m se ub\ in doui't 
curbe s imetrice in raport cu media
toarea segmentu lui C1C2 • 
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Valoarea amplitudinii cscilaţiei fiecărui punct din cîmpul de interferenţă depind1· 

de diferenţa de dmm tJ.x. fn zona de iuterferenţă ex is tă puncte care au aceeaşi dik 

ren&ă de drum faţă de cele două centre de oscilaţii şi care au aceeaşi 

amplitudine. . 

Curbele care unesc aceste puncte reprezintă un loc geometric cu proprietatea că di

ferenţa de drum faţă de două puncte fixe este constantă (hiperbolă). Pentru fiecare 

va loare a diferenţei de drum se obţin două curbe s imetrice faţă de mediatoarea seg

mentului C1C2 (fig. 10.42), de egală ampli tud ine şi carL se numesc franje de 

in terferenţă. 

După cum s-a afirmat mai înainte, exis tă valori ale diferenţei de drum penlru care 

osC'i l aţia rezultantă poa te avea amplitudine maximă sau minimă . Aces te valori , ale 

di ferenţei de drum, se pot ob\.ine din relaţia (10.34) punlnd condiţiile: 

a) cos 
2

rr (xs - x1 ) = 1, pentru amplitudine maximă (A = A1 + A2) 
:A . 

sau 
2

rr (x2 - x1 ) = 2krr, condi ţie din t"are rezultă: 
/.. 

k' -- 2k· ~ . .Cz - .r1 = ·,,. 
2' 

2rr 
b) cos - (x2 - x1 ) = - 1, pentru amp~itudine min imă (A = A1 - A2) sau 

:A 
2

rr {x2 - x1) = {2k + l)rr, de t\Ilde se obţine : 
A 

A 
X2 - X 1 = (2/c + 1) - • 

2 

Aşadar toate punctele din cîmpul de interferenţă pentru care diferenţa de drum est r. 

un număr par de~, oscilează cu amplitudine maximă A = A1 + A 2 , iar cele p entru 
2 

care diferenţa de drum es te un număr impar de~, oscilează cu amplitudinea mi~imă 
. 2 
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Fiit. 10.43. Cnde sta ţional't' pe 1111 

fit· în lins. 
}'lg. 10.44. Dispozitiv pentru p rodurer t>a 

undelor staţionare pe fii·. 

A = Ai - A 2 • Curbele care unesc punctele de maximă şi minimă amplitudine se 
numesc franje de maximă şiminimă interferenţă. E v ident p entru cazul particular 
Ai = A 2 = a obţinem A = 2a pentru amplitudine maximă şi A = O p entru ampli
t11dine minimă. 

10.10.2. Unde staţionare. Să perturbăm o coardă sa.u un resort elastic 

lung, provocind apariţia unor unde transversa.le cu pulsaţii diferite. Să lăsăm 
undele să se reflecte la capătul fix sau liber. Se constată că în întregul sistem 

se produc stări de oscilaţie caracteristice care nu se „deplasează" in timp ci 

rămîn pe loc, staţionează . . Fenomenul se produce datorită suprapunerii undei 

incidente, produsă de sursa perturbatoare şi undei reflectate, la capătul fix 
sau. la cel liber. 

Acest caz deosebit de interferentă se numeşte undă staţionară. Unda 

staţionară apare cînd două unde de lungimi de undă egale, care se propagă in 
sen.suri opuse, se suprapun. 

Unda staţionară prezintă la distanţe egale cu ~ locuri în ca.re oscilaţi1-1 
2 

este stinsă complet, noduri de oscilaţie şi intre ele locuri în ca.re punctele 
oscilează cu amplitudine maximă, pentre de oscilaţie. 

Dacă în experienţele care pun în evidenţă undele staţionare partea sursei 

de oscilaţie se consideră capăt fix atunci figura 10.43 redă cîteva cazuri de 

formare a undelor staţionare pe un fir întins, cînd celălalt capăt este tot fix. 

Figura 10.44 prezintă a.paratul cu care pot fi produse şi puse în evidenţă 
Astfel de unde staţionare. 

Pentru a expli(:a apa1' i ţia nodurilor ş i ventrelor de oscilaţie să considerăm un punct 
oa1'ec:are P de pe firul întins (fig. 10.45), solic itat s imultan de unda inciden tă şi de 
unda reflel'ta t i\. Diferenţa de drum, dintrE> acesle două tinde, es te 

llx = (1 + x + ~)- (l - x) == 2x + ~ 2 2 , 
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l•'ig . LQ.J;;. l'uncLnl l' de pe rir l'!ile antn.~
nal ln mişcare atlt de unda incil!entf\ elt şi 

de cea reflecta tă. 

· nnde ~ reprezintă diferen~a de drum (pierderea) introdusă la reflex ia pi> capiHul · 
2 

.fix. a l firulu i (reflex ie cu pierdere de ~). în ipoteza că f irul este un medin nedisi. 

pativ, amplitudin ea os~ilaţiilor rămîne constantă în timp, rezultă dl ampli tudinea 
rewltanlă este 

dar cum A i = A 2 ='a (unda reflectată are aceeaşi amplit11din e cn cca incidentă) 
2 7t • 

şi llq> = - llx obţinem: 
A. 

A = V 2a
2 + 2a

2 cos 
2 

A.7t ( 2x + ~) . 

Considerînd cunoscută relaţia 1 +cos q> = 2 cos2 !.se obţinH: . 2 

deci 

(10.35) 

Din relaţia (10.35) observăm că ampliludinea oscilapei 1·ewllante rsle independentă 
de timp dar variază pm·iodic cu poziţia punctului pe fir (cu dislanţa x faţă de capătul 

Bal firului di n f igura 10.45). Toa te punclele pentru cflre 2x + ~ = 2
/rt.. oscilează 

2 2 
cu amplitudine maximă. Aces te puncte sînt· tocmai punctele numite venll't> şi se 
află faţă de punc tul de reflexie la distan ţl!lr 

A. 
xu = {2k - 1) - • li~ 1 şi întreg. 

4 

Punt·te lP. pentru care 2x + ~ = (2k + J) ~ . llll RmpliL11dir1 ea zei•o (punrte în 
2 2 

repaus),sînt p11nctele numi te noduri şi sîn t s ituate fa\.ă de p11nct11l dn reflexie la 
d istnn \E>le 

xn = 2k ~ = k ~ k ~ O şi întreg. 4 2 , 
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Poziţia nod urilor şi ventrelor, pe fir , nu se schimbă: punctele care osci
lea.ză cu amplitudine maximă, respectiv minimă (zero), rămîn t ot t impul 
acelea.şi, de aici şi numele de unde staţionare. 

Pentru cazul firului fixat la cele două capete, r eflexia se face cu schimbare 

de semn pentru elongaţie (pierdere de ~ ) . In fir se formează unde staţio-

nare dacă este îndeplinită condiţia l = n ~ • adică lungimea firului este 
2 

egal ă cu un număr întreg ·de ~ . 
2 

10.11. COARDE ŞI TUBURI SONORE 

10.11.1. Proprietăţile c~racteristice ale unui sunet. !n paragraful 10. 6 au fos t denu

mile sunete undele elastice a căror frecv.enţă este cuprinsă între 16 Hz- 20 k.Rz. 

Un sune t percepuţ de ureche are anumi te proprietăţi care pot fi explicate prin mări

mile fizice caracteristice sunetului şi prin particularităţile organului audi tiv. Se dis

ting trei proprietăţi fizice: înălţimea , intensitatea şi timbrul. 

a) /nălţimea. Senzaţ. ia fiziologică de sunet ascuţit (înall) şi de sunet grav (jos) este 

determinată numai de frecvenţa undei sonore. 

b) I ntensitatea auditi11ă. Senzaţia fiziologică de intensita te a sunetului se măsoari1 

prin intensitatea auditivă (tăria sunetului). Auzul nu uă pentru două sunete diferite sen

za ţii în acelaşi raport de tărie ca raportul intensităţilor lor sonore. Dacă se consider;i 
ca intensitate de referinţă 10 , pragul minim de audibilitate 10 = 10- 12 \V /m3 (la · 1 kHzl .. 
atunci se defineşte (L) nivelul de intensitate sonoră al unui sunet de intensitate I prin 
relaţia: 

1 L = lg - . 
Io 

:-.: ivelul de intensita te sonoră se măsoară în belii (B) şi în decibPll i (d Bl. 

(10.36) 

c) T imbrul. Un sunet emis de o sursă sonoră (coardă, tub eh:.) ""' un caracter com
plex. Alături de sunetele principale, numite sunet,e fundamentale, o sursă sonoră emil1· 

simultan şi cîteva din armoniri le sunetului fundamental. De exemplu, frecvenţa funda 

mentală pentru nota la sau armonica ra este de 440 Hz; orice multiplu întreg al acestei 

f rec11e11ţe este o armonică superioară. 

Sunetul fundamental şi armonicile care-l însoţesc sînt denumite componentele 

sun etului. 
Caracteristica unui sunet care se exprimă prin numărul componentelor care înso

ţesc sunetul fundamental şi nivelul lor de intensita te sonoră se numeşte timbrul acelui 

sunet. 

·10.11.2. Surse sonore. Corpurile care pol oscila cu frecvenţe între 16 Hz - 20 kHz şi 

rare pot genera unde sonore se numesc surse sonore. Printre categoriile de.surse sonore 

import.ante distingem: a) coardele sonore şi b) tuburile sonore. 
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-=ir==_:D 
1'' ig. 10.46. Ancie cu două lame. 

a) Coarele sonore. Coarda sonoră es te sursa sonoră pent ru toale instrumcnlele df' 
<'orzi. O coardă sonoră poa te Ci pusă în oscila\ ie ln mod diferit , atît longitudinal cîl s i trans
versal. Frecvenţele eomponentelor emise de o coardă scmoră pot fi determinate C'l

0

l ajuto
rul relnpei: 

Vpr = TL . :l \f"f, n = 1, 2, 3„ (1 o .37) 

unde vp„ r eprezintr1 frecven ţele proprii' a le coardei sonore, care depind de lungimea l' a 
,·or zii ; tensiunea T d in coardă şi de µ masa unităţii de lungime a corzii. 

b) T uburi sonore. Tuburile sonore constituie o par te pri n cipală a instrumen telor 
.de sufla t , avind rolul de rezona tor . Sursa sonoră propriu-iisă o const ituie ancia (muş
t iucul ), reprezentată în f igura 10.46, pr in in termediul căreia se produc osci laţii a le acrnlui 
şi care formează unde staţionare in tubul sonor . Ventrul de oscilaţie se formează întot
deauna la ancie. ln figurile 10.47, a şi b este reprezen tat modul în care se formează com
ponentele sunetului în tubur ile sonore închise sau deschise. 

Sf' observă că pentru tuburile deschise lungimea l a tubulu i este un număr 

în lrP"' de .! · 
"' 2. 

l = n ~ . · (11=1, 2, 3, .. . ) ş i di n Ân. = tJT.,. = .!!.... 
2 ~ 

rezultă 

V V 
Vn=-=- n 

l.n. 2l 
(10.38) 

relaţîe prin care pot fi obţinute compon entele sunetuhii em is de un htb sonor deschis. 

I . / 
I I 

' I 
~ 

I \ 
I I 
I I 

\ I 

/\ 
I I 

I I 
\ I x , ' 

a 

/\ 
I I 
I I 

I 

I \ 
I I 

\ I y 
I \ 

I \ 

b 

' \ 

' / -y 
I \ 

''>( 
I 

'Fig. 10.47. Unde staţionare: a) 1n tnbur i deschise şl 
b) în tubur i inch ise. 
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Din ronditia l = (2n ~ 1) ];_, pentru t11b111·ile tnrhisr., se obţine pentru coruponen. „ 
t ele sunetului relaţia: 

V V 
vn=-=-(2n- 1). 

An 4l 
(IU.39) 

PROBLEME REZO LVATC 

1. Un tub deschis cu lungimea l = 0,5 m emite oscilaţii cu lungimea de undă ;>. = 1 m. 

Să se calculeze: a) ce armonică produco t ubul şi ce frecvenţă are sunetul produs? 

b) Se as lupă tubul, (şi) se cere lungimea de undă a aceleiaşi armonici a sunetului emis. 

Vi Leza sunetului în aer, v = 340 m/s. 

Rezolvare. a) 1n acest caz relaţia (10.38) nedă ' l = n~ sau n= 
21

= 1. Rezultă că 
2 ;>. 

esle emisă prima armonică (sunetul fundamental) cu frecvenţa v = _31__ = 340 
m/s = 

:>. 1 m 

= 340 Hz . . 
b) Astupînd tubul, obţinem din relaţia (10.39). l = (2n - 1) Ai sau dacă punem 

4 

n = 1, l =Ai şi 1'1 = 4Z = 2 m. Rezultă v = _31__ = 340 
m/s = 170 Hz. ln acest caz, 

4 ~ 2m 

sunetul devine mai grav. 

2. O coardă de v ioloncel are o lungime l = 1 m. Masa corzii este de 50 g. La ce tensiune 

este supusă coarda dacă ea trebuie să v ibreze la frecvenţa fundamentală de 66 Hz? 

Rezolvare. !n cazul sunetului fundamental trebuie îndeplinită coudiţia l = A 
2 

deci ;>. = 2 m şi pentru că 
I 

V v: 
V=- =--

A :>. 

m unde µ = - rczullă pentru valoarea tensinn ii din coardă: 
l 

T = µv2 :>.2 = 50 • 10-a kg/m. • 662 Hz2 
• 4 m 2 = 871,2N. 

INTREBĂRI. EXERCIT/I. PROBLEME 

1. Se dă relaţia amux = 0, .unde amax este accelerapa maximă a unui oscilator armo· 
m 

"Ilic, k constanta elastică, A amplitudinea şi m masa oscilatorului. Arătaţi că această 

relaţie are dimensiunile unei acceleraţii. 
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~- Dou;1 n•sor turi elastice de <'Onstante k1, k 2 sint legale o dată în serii', o dală ln parnl1'l. 

C•· ro1Hli\ie trebuit' s;1 l_nd\'plinească k1, k2 aşf\ înrlt p erioadele de oscilape în rele don.) 

R: nu e3te posibil, deoarece Ta/Tp = (k1 + k2)/V k1k2 ~ 2. 

:I. Un punct material oscilează armon ic dup/\ o lege sinusoidală. Se măsoară elongapile 

.r1 şi Xz la momente diferite şi se găseşte x1 = 6 cm, x2 = '1 cm iar vitezele corespun

zătoare slnt v1 = 3 cm/s, v2 = 5 cm/s. Să se determine: a) amplitudinea şi perioada 

oscilaţiei armonice; b) accelerapa maximă. 

V
' ~2--2-f 

v1x2 - v2x 
R: a) A = --2- 2

1 
= 6,87 cm; 

Vt - V2 V 
2 2 

X2 - Xt 
T = 27t -2~ = ?,025s ; 

V t - V2 

b) ama ~· = 4,110 cm/s•. 

4. Un bloc cu masa m = 3,62 kg e~te suspendat de un resort cu constanta elashcă 

k = 520 ~/m. Un g lonţ cu masa m' = 4;5 g este tras de jos în sus cu o viteză v = 
= 150 m/s ~i se opreşte în bl oc. 

Aproximînd mişcarea s istemul ui lilo<:-~ l on \. ea o mişcare oscilatorie armonică, să se 
afle amplitudinea mişcării. 

V 
- -

m'g k v2 

A= -- 1 + -
k (m + m') g~ 

= 1,55 cm. 

!l. Un corp de masăm cade de la înălţimea h, pe un platan de masă negl ijauil <I ali1n;d de· 

nn resort cu constanta elastiec'l k. Ştiind că după ciocni1·e ccrpul rămîne pe platan. 

să se calculeze amplitudinea mişcării efectuată de si5lemul platan-corp. mgy 2hk 
R: A= - 1 + -. 

k mg 

G. De un dinamometru cu diviziuni înt.rr o şi Fm = 1!12 :\şi cu lungimea scalei l = 10 cm 
este suspendat un corp care, datori tă unei c«111zr rx lc'tne, începe să oscileze verlkn 1 c:11 o 
frecvenţă v = 2 oscilaţii pe secundă . Ce masă are corpul? 

R: le = Fm/l, in = k/'• 7t~ ·>2 = l.l,l i kg. 

7. Un pendul matematic (gravita ţional ) se fixează de un cadru· aşezat [ll' 11n 1·i1;'11('iur. 

Să sr: găsească per ioada pend ulului clnd căruciorul se mişcă; a) orizontal cu acTeiL•r;1 \ i.1 

a; b) vei: tical în sus cu acceleraţia a; c) vert ical în jos cu acceleraţia a < g. s „ 

şi iu l ungime;ţ pendulului l şi amplitudinea unghiulară în iţială oc0 ~ 5°. 

R: a) 27t "\ J l ; b) 27t "\ j l ; c) 27t "\ j 1 
. 

V V a2 + g2 V a + g V g - " 

8. Pendulul fixat pt• di ruriorul de la problema 7 este obligat să se mişte cu viteză „on

stantă v pe un cerc de rază R in plan or izontal. Se cere perioada pendulului. 

R: T = 27tVv L L.4 

g2 + -
R' 

9. Două pendule' grav itaţionale osc ilează în acelaşi loc cu frecvenţele v1 = 28 Hz şi 

"a "'" 7 Hz. Care osie raportul lungimilor lor? 
l2 ( v1 )2 . L; = ~ = 1h. 

lo. Cum s·ar puleâ dovedi experimental că ptopâga1•ea tmeî tlart11rbâţli lnlr-tm medi 11 

lnseamnll şi propagarea - transmiterea de entirgie? 
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11. Prin intermediul undefr,r se t1·i1nsmite en('rg ie,. Pilr impuls se tra11smite pr!n ţlll(le~ 

12. Undele de tors iune (forfecare) sînt transversale sa11 longil\1(.l!rw.lc? 

18. Cum pot fi create unde plane? Dar unde sferice? 

14. Dacă mediul este omogen şi izotrop, iar sursa de oscilaţie este punctiformă unda care 
ia naştere este sferică. Ce fel de undă se va produce, dacă mediul este izotrop dar nu 
est e omogeu '.' Dar dacă este omogen dar nu şi izot1·op? 

15. Undele transversale dintr-o coardă p ot fi polarizate. Dar undele sonore sini polar izate ~ 

16. Dacă două unde interferă, perturbă una din ele propagarea celeilalte? 

17. Clnd interferă undele, există o pierdere de energie? 

JR. Care sînt limitele lungimilor de un dă pentru.undele sonore în aer? Dar in oţel ? Se ştie: 

Vmin = 16 Hz 

Vmax = 20 kHz 

Voer = 340 m/s 

Volcl = 5 000 m/s. 

R: 21,25 m; 17 · 10-3 m; 312,5 m ; 250 · 10-3 m. 

19. O undă sonoră are frecvenţa de 4.40 Hz. Care este lungimea de undă a acestui sunet 
în aer (vaer = 3r,o m/s)? Dar în apă (vapă = 1 400 m/s)? 

R: 0,77 m; 3,27 m. 

20. Un difuzor are un diametm de 15 cm. La ce frecvenţă, lungimea de undă a sunetului 
emis de el, în aer, va fi egală cu d iamotrul său ? 

R: 22,66 • 102 liz. 

21. O mişcare osci latorie se propagă sub formă de unde într-un mediu elastic străbătînd 
in 5 s o distanţă de I 700 m. C1111oscînd lungimea de undă A. = 3,4 m, să se calculeze 
vi teza de propagare a undelor, perioada şi frecvenţa acestora. 

R : 340 m/s; 0,01 s; 100 Hz. 

22. Să se calculeze lungimea de undă a oscilaţii l or cu frecvenţa de 1,32 kHz ştiind că 
aces tea se propagă cu viteza de 330 m/s. 

R: 0,25 m. 

28. Să se calculeze viteza maximă a particulelor mediului prin care se propagă o undă 
cu frecvenţa v = 0,5 kHz şi cu amplitudinea A = 0,25 · 10-2 m . Se ştie că A.= 0,7 m. 
Se cere viteza de propagare a undelor în mediul considerat. 

R: Vm = 2it'IÂ = 7,85 m/s; vr = A\I = 350 m/s 

t4. Care es te viteza de propagare a undelor transversale într-un fir ~e cupru cu densita tea 

relativă d = 8,9 şi secţ iu nea S = 1 mm2 în t ins de o forţă F = 100 N? 

R: vi = t/ F /dS = 106 m/s. 
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!?5. Un fragment d e metal este analiia l mi'tsurind dt e:w sunelulul lntr-o bară f;kulă di n 
acest melai, Bara a1•0 masa de ao kg ş i 1".1Jum11l de 2 • J o-a 01a. Viteza sunetului în 
hară este de 4. OOO lT\/S. 8ă şe r.a lr ulezc modulul dt> C1 )<1sfil'italr. 

R: 24 . jOlO N/ 1112. 

26. O sursă produce oscil aţii cn frecven ţa de 50 Hz care se propa~~t in două medii diferite. 
Cunoscînd vitezele de propagare v1 = 5 OOO m/s şi 1·2 = I 4:i0 m/s în cele d~uă medii 
SăSe calculeze lungimile dd undă CO!'espunzi'\toarP. 

V . 
R: A.1, 2 = ~ = 100 m; 29 m. 

V 

27. Fie u1 = 3 s in 200 itl (mm) şi u2 = 3 s in ( 200 r.t + ~) (mm) ecnaţ.iilr rare descr iu 

oscilaţiile a două sul'se S1 şi S2 situate la 6 cm una de alta. Sursele produc osri lal ii 
transversale cu el ongaţiile paralelo şi care se propagă cu vit eza de llO cm/s pe supra
faţa unui lichid. Să se determine dlierenţa de fază între mişcările care sosesc în acelaşi 
moment într-un punct situat la distanţa d1 de S1 şi la distanţa d

2 
de S

2
• 

d 2 - di 7t R: 200 ,.. - - - -- . 
V 3 

28 F . ·1 ţ• ·1 3 . 2it ( ) . . 27t ( . 
• ie osc1 a 11 e Ui = sm - t mm ş1 u2 = 4.sm - t mm)care produc unde cor es-

T T 
punzătoare. Să se calculeze· amplitudinea undei rezultate prin interferenţa celor două 
unde într-un punct M, ştiind că diferenţa de drum este d = 0,50 cm, viteza· de pro
pagare v = 0,5 cm/s şi perioada 4. s. 

R: L\p = 27t d/)., A =V AÎ +A~ + 2A1A2 cos L\q>:::::: 5 cm. 

29. Prin suprapunerea a două unde produse de două surse care oscilează cu aceeaşi ampli

tudine A 1 = 5 cm, aceeaşi frecvenţă v = 1 kHz şi care sosesc dcfazate cu t.<p = ~ 
3 

într-un punct, rezultă o oscilaţie cu amplitudinea A. Ştiind că undele se.. propagă tn 
mediul respectiv cu viteza v = 2 OOO ru/s, se cere să se scrie ecuaţia oscilaţiei rezultante 
şi diferenţa de drum în punctul considerat. 

R: A = 2A1 cos~, u = 8,65 • 10-2 sin 27t (-'- - !:.) · :r2 - .t
1 
= A.L\<p = ~ • 

2 1 o-a 2 ' 2it 6 

30. Două surse care oscilează conform ecuaţiilor U: = 3 sin 27t t (cm) şi u2 = 2 sin 27t t (cm) 
4 4 

emit unde plane. Să se calculeze a) amplitudinea undei rezultante în tr-un punct 
în care di ferenţa între ·drumul parcurs de cele două unde este de 5 · 10-s m. Vitezele 
de propagare ale celor două unde sînt egale şi au valoarea v = 10- 1 m/s. b) Ce valoare 
ar t rebui să aibă di ferenţele de drum parcurse de cele două unde pînă la punctu.I con
siderat, pentru ca amplitudinea să fie maximă? Se consideră undele plane . 

io - Fizică ci. a IX- a 
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81. O sursă U aflată într-un mediu elastic;: produce oscilaţii de forma · u = 0,25 sin 
100 m (mm). Lungimea d6 'undă a undelor plane . longitudinale produse este 
~ . I ll m. 11) După cit lii:;1p va i11n·p1· sit oscileze un punct M situat la distanţa x = 8 111 

f.1\ ;l de sursă? b) Să se aflll defazajul Intre sursă şi punctul M. c) La ce distanţă 111· 

dre:1pla OM se ~fl:i donă puncte ale căror oscilaţii sînt defazatP între t>le c11 .7:? 
, fi 

xT ~ . .R: t = -- = 16 • 10-3 S: .6.cp = - 360°='.!~!!0 ; 0,H:J;j I II. 
A A 

32. Cum putem localiza experimental poziţiile nodurilor şi ventrelor într-o coardă? Dar 
inlr-o coloană de aer? 

88. O coardă cu lungimea l = 15 m fixată la un capăt primeşte la celălalt capăt impulsuri 
ritmice transversale de mică amplitudine cu frecvenţa v = 2 Hz. Viteza de propagare 
a oscilaţiilor în coardă este v = 20 m/s. Se negli,iează toate amortizările. Se cer : 
a) lungimea de undă; b) numărul de fuse ce se formează în coardă. . 

V 2l R: A =-= 10rn; N = - = :.1 . 
V A 

. I 

1 

PRQBLEME RECAPITULATIVE* 

1. Un punct material se mişcă pe un cerc de rază R = 2,00 m . Care sînt distanţele par
curse şi modulele vectorilor deplasare după: n) o şesime de cerc; b} un sfert de cerc; 
c) o jumăta te d e cerc; d } trei sferturi de cerc; e) u n cerc întreg? 

R: ") 1t R .,,,, 2, IO m ; R = 2,00 m; 
:3 

b) 1tH = 3,14 m; li /2 = 2 ,82 m; 
2 

c) 1tR = 6,28 m; 2R = 4,00 m; 

31tR 
d) -- = 9,42 111; R V2 = 2,82 m; 

2 

P) "1.1t H = 12,56 m; zero. 

2. Un a utomobil parc11 rge rec lil ini11 pe s tradă o distanţă d1 = 10 m, fare un viraj r.11 raza 
R = 10 m şi intră într-o s t.mdă perpendicu lară pe care merge d2 = I o m. Să i se 
deseneze traiector ia. Care sî11t: distanţa parcursă şi modulul vectorului deplasare? 

-+ 
R: d ~ 36 m; I a„ I = '.! 8 111. 

a. Un biciclis t se mişcă r ectilin iu uniform pe o bicicletă. Cum va arăta traiectol'ia 1111 111 

punc t de pe p eriferia (obada ) ro ţii într-un sistem de coordonate legat de : a) roal;i; 
b) rama bicicle tei ; c ) Pămîn t? 

R : a) punct; b) cerc; c) bucle, asemănătoa:·e unor semirerruri (cieloida). 

4. Cum se schimbă graf icul coordonat ei .r şi al ,·ilezei v în funr(.ie de t, dacă sehirnbăm 
sens ul pozitiv a les pe axa Ox a mişcări i? 

Jt: trec în simetrirele lor faţ.ă de axa Ot. 

5. Să se calculeze v itezele ş i arrelera ţi i le (momentane) mobi lelor, da<'ă legile mişr~'lrilor 
:;înt : a) X= 3 - 2t ; b) X= 3t2 + IU : c} X= 2t3. 

R: a) v =. - :! ; " = o ; 
b) V = fii : li -= 1; : 

c) V= lit", u = 12 /. 

• Aces te probleme nu sînt obligatcrn . 
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1 6. Ecuaţia mişcării (rectilinii) nnui mobil es te: a)r = 2 + J ,St + i 1 ; b) a: = - At2 + 
2 

+ Bt + C, unde A. B, C sînt cons tante. Să se scrie legea vitezei şi a acceleraţiei. 

R: a) v = 1,5 + 2'; a= 2; 
b) v = At + B, a = A. 

7. O şalupă parcurge distanţa dintre două portnri în sensul curgerii rîului în 11 = 1,00 h 
şi tmpotriva curentului în t2 = 2,00 h. În ctt timp va parcurge această distanţă un 
colac de salvare scăpat în apă ? 

8. Un călător aflat într-un tren de lungime 11 = 900 m, care se mişcă cu viteza v
1 

= 
= 5~ km/h, vede un timp t1 = 60 s un tren vecin do lungime l 2 = 600 m, car e se 
mişcă paralel cu primul tren şi în acelaşi sens. Care este viteza trenului al doilea? 
Dacă trenurile se vor mişca acum. în sensmi opuse, cît timp va vedea fiecare călător 
trenul celălnlt ? Care sis tem de coordonate es te mai potrivit? 

R: SC legat de primul că lător (tren), 
v2 = v1 ± l 2/t1 = 25 m/s = 90 km/h sau 5 m/s = 18 km/h; 

, l2 
t2 = 11l 1/ l 2 = 90 s; 11 = --- = J 5 s sau 30 s; 

V1 + Vz 

t2 = __ li __ = 22,5 s sau ~5 s. 
V1 +Vs 

9. Două avioane zboară unul spre celălalt cu aceeaşi viteză v = 576 km/h fiecare. Care 
a fost (iniţial) distanţa dintre ele, dacă un semnal sonor (care se propagă rect il iniu 
uniform cu viteza c = 340 m/s), emis de un av ion şi reflectat de celălalt, se întoarce 
înapoi după un timp T = 68 s? 

R: d = (c + v) 2 T /2c = 25 km. 

10. Un autoturism so mişcă cu viteza v1 22 m/s în spatele unui autocamion care are 
viteza ·u2 = l 5 m/s. Cînd distanţa dintre autoturism ş i autocamion devine d1 = 20 m, 
conducătorul autoturismului se angajează în depăşirea autocamionului, dar observă 
în acelaşi timp un autobuz venind din sensul opus cu viteza v3 = 18 m/s. Ce dis
tanţă minimă d3 trebuie asigmată Intre a~1tobuz ş i autoturism penlru a efectua in 
s iguranţă manevra de depăşire, astfel ca, după depăşire. autoturismul să fie la dis
tanţa d2 = 50 m în faţa autocamionului? 
Care sistem de coordonate es te mai potrivil? 

R: SC legal de camion ; d3 = (d1 + d2) Vi + Va = 400 m. 
V1 - Vz 

11. Un tren se mişcă cu viteza v = 36 km/h spre răsărit. Un călător de pe platforma vago
nului simte v lntul suilînd dinspre nord. Clnd viteza trenului se dublează, călătorul 

simte vlntul sufllnd dinspre nord-est. Care este viteza ş i d ircC'ţ ia reală a vîntului (fa ţă 

de Pămlnl)? 

R: v0 = v Vf = 14,1 m/s dinspre N - V. 

12. într-un atelier de repal'aţii di11tr-o gară lovitu rile unui ciocan se succed la un inter
val de timp T = 1,00 s. Ce interval de repetiţie a loviturilor va înrei?istra un că lător 

dintr-un tren care se depărtează, .respectiv se apropie de gară cu viteza i• = 72 km/h? 
Sunetul se propagă rertiliniu uniform cu viteza c = 3~0 m/s. 

R : T' = T c/(c 'f'. v). == J ,06 s, r~pectiv 0,95 s. 
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13. lin r.orp porneşte uniform accelerat fără vi teză iniţială şi parcurge astrei un drum 
di. = 6,0 m, după care merge uniform tncetinit şi parcurge astfel un drum ds = ~ .o m 
plnă la oprire. Ştiind timpul total T = 10,0 s al mişcării, să se calculeze acceleraţiile 
în acele două mişcări. · 

R: aJ.t = ± " 2
T

2 
(d1 + d2)~ = 0,33 m/s!, r espectiv - 0,50 m/s! . ..,,, , 

l _!. De un tren de masă M = 100 t, care merge rectiliniu uniform, se. desprinde la un 
moment dat ultimul vagon de masăm = 10 t. Acesta parcurge o distanţă d = 9,0 km 
pînă se opreşte. La ce distanţă de vagon se va găsi în acest moment trenul, dacă 
forţa de tracţiune a locomotivei a rămas aceeaşi? Toate forţele de frecare sînt pro
porţionale ru grr11tate.a. 

M' 
R: s = d = I 0,0 km. 

111/ - m 

15. Peste un scripete ideal este trecut un fir cu două rorpuri de mase m:i, ~ la eapele. 
Care este raportul maselor m 2/m:i dacă după un anumit timp corpul cu masa m. a 
roborit cu n = 5-a parte din distanţa pe care el ar parrurge-o în răderea Jib;ră 
în acelaşi interval de timp? 

R: m2/m:i = (n + l)/(n - J) = 1,5. 

16. Un corp este aruncat vertical în sus cu o viteză iniţială v0 = 10 m/s. Care este vite
za v1 a corpului la t impul ti. atunci cînd corpul se află la o înălţime egală cu 0 frac
ţiune k = 0,19 din înălţimea maximă la care el poate ajunge? Să se reprezinte pe 
aceeaşi diagramă viteza şi coordona'. . corpului în funcţie de timp. 

R: V1 = ± v0 V 1 - k = ± 9,0 m/s; 

11 = Vo - V I = l,02 S Şi 19,4 S. 
g 

17. Să se împartă înălţimea h = 100-m de la care cade liber un corp în n = 10 inter
vale de lungimi si(i = J, 2, ~ •... 10), parcurse în acelaşi timp fiecare. 

2i - 1 
R: si = --- h(= 1, 3, 5, 7, .. „ 19 m). 

nz 

18. Două corpuri sînl aruncate vertical în sus, cu aceeaşi viteză iniţială v
0 

= 4,9 m/s, la 
un interval T unul după altul. Să se determine " astfel ca cele donă corpuri s;·b se 
intîlnească la o înălţime egală cu o fracţiune k = 0,36 diu înălţimea maximă la care 
ele pot ajunge. 

R 2v0 v--
: T = - 1 - k = O,R s. 

g 

19. be la o înălţime h = 4,9 m cado liher un co1•p. Cu ce viteză ini\. ială v0 trebuie aruncat 
în jos de la aceeaşi înălţime un al doilea corp, la un interval T = 0,5 ş după primul, 
pentru ra cele două corpuri să se înttlneasr.ă chiar la suprafaţa Pămintulu i? 
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R: Vo = g-r. 2 V 2h/g - T • ---- - = ·7,35 m/s. 
2 · V2hfg--r: 



:?O. Do111l corpuri s lnt a runcat e vertira l ln sus r 11 vitezelr in iţia le i •01 = titî 111/,; ~ i c;02 :-o 

= 40 m/s, corpul 2 la un interval „ după primul. Care s lnt limitei'· permi~r a lP lu i „ 
pentru ca cele două corvuri să se poRtă lnUlni în arr? (Se va lua g= l u 111/s•.J 

R1 2 Vo i - Vo2 = 4,0 s < -: < 21101 12s. 

R g 

:?1. Un rorp este aruncat vertical în sus cu viteza iniţială v01 = 9,8 m/s. După 1111 timp 
„ = J ,O s se aruncă după el un a l doilea corp. Să se aCle viteza ini ţială v02 a acestu ia 
astfel ca cele două corpuri să se tntllneascil în momentul cînd corpul 2 este la înă l

ţimea sa maximă. f)ă se reprezinte coordonatei!' în funcţir dr timp pe iweeaşi 

diagram<i. 

R: i·0 ~ = 7,11 m/s. 

22. În drumul unui glonţ tras orizontal s-a aşezat un paravan de carton Ja distanţa d . 
Ştiind diferenţa de înălţime h dintre puşcă şi orificiul făcut de glonţ în paravan, să 
se afle viteza v0 a glonţului şi unghiul oe sub care loveşte glonţul paravanul ( faţă de 
direcţia orizontală). 

2h 
1t: , .• = d V gf21t; tg °' = - . 

d 

:?li. Un corp a fos t aruncat or izontal dintr-un turn şi a d\w t p t> pămint după 't" = 0,50 s 
la distanţa d = 5,0 m (pe orizontală). Să se a fle: în ălţimea de la l'are a fos t arunrat 
corpul , v i leza iniţială v0, viteza fi nală v' ş i unghiul format de ea cu orizontala. 

R1 h = _..!_gT2 = 1,22 m; v0 = d/'t" = 10 m/s; 
2 

v' = V 11~ + 2gh = 11 , 1 m /s: 

lg«' = V2gh/v0 ; «' = 26°2 1'· 

24. Un corp es te aruncat cu viteza v0 = J O m/s sub un unghi «o= 45° faţă de orizon tală. 
Corpul love? te un perete situat la o dis~a.nţă d = 3,0 m .. Să .şe afle: pe ce p~rţiun e, 
asl'endentă sau descendentă a traiector1e1, se produce c10cnirea ; la ce înăl ţime se 
produce ciocnirea ; viteza v' ln momentul ciocnirii? 

gd2 
R: ascendentă (b = 10 m); h = d lg «o - = 2,1 m; 2vfi cose °'o 

v' = V v~ - 2gh = 7 ,6 m/s . 

25. într-o sanie care lun r.r:il liber, fără frecări , pe un plan înclinat de unghi «faţă de 
orizontală, est e suspendat de tavan printr-un fir un corp . Cu ce unghi 6 faţă dever
ticală dev iază rirnl in poziţia de echilibru relativ a corpului? 

R: 0 = oe (firul ya fi perpendicular' pe planul lnclinat) . 

26. Tîouil 1•orpur i de mase m1 = 3,0 kg, m9 = 2,0 kg slnt aşezate pe un plan orizonta l 
şi lci;:a te intre ele prin tr·un Cir orizontal care rezistă pînă Ia o tensiune maximă 
T 1w1

x = I 00 N . Coeficientul de frecare la alunecare este acelaşi pentru ambele corpuri. 
Cu ce forţă orizontală maximă putem trage corpul m1 pentru a nu se rupe Cirul in 
t i111p11l mişcării ? 

T m, + m2 . N R: Fmax == max-----= 250 • 
m2 
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27. Ştiind l'ă penll'll 11 menţine ln echilibru un corp pe un plan !nclinat de unghi °' = 30°, 

trebu ie aplicată corpului o forţă minimă normală pe p lan de /1 = 2,5 ori mai mari' 
decî t o forţă minimă orizontală , să se calculeze coeficient\1! de frecare dintre corp si 
plan. ' 

1·os °' R: IJ = 
11 - sin :it 

0,43. 

.~8. De-a lungul unui plan înclinat de unghi °' = 45° este lansat !n sus un corp cu viteza 
iniţială v0 = 10,0 m/s. ·Coeficientul de frecare Ia alunecare µ = 0,20. Să se afle: 
înălţimea h la care se ridică corpul, v iteza v' cu care revine corpu l înapoi la baza pla
nului, timpul de urcare şi timpul de roborh·P. 

R: h = v~/2g( I ~ µctg «) = 4,2:; m; 1'' = ;•0r(tg ct - ii) : (tg oe + µ)]1'" = 8, J,6 111/s; 
tu = v0/g (sm °' + µcos «) = 1,2 s; 1,. = \L'n/g) (sin2 °' - µz cos2 «i- '!" = l ,5 s . 

29. O pană cu unghi de deschidere °' = 30° este bătută într-un buluc de lemn. Care tre
buie să fie coeficientul de frecare minim în tre panii şi butur pentru t:a pana să nu sară 
înapoi? · 

R: µ = . IK ! = ll,27. 
2 

30. Două corpuri de mase ni.i = 3,0 kg, ma= 2,0 kg sînt aşezate pe un plan înclinat 
de unghi °' = 30° şi cuplate în tre ele printr-o tijă fină paralelă c11 planul înclinat. 
Coeficienţii de frecare la lunecare slnt respectiv µ1 = 0,20 ş i µ 2 = 0,30. Să se calculen· 
acceleraţia s is temulu i şi tensiunea din tijă . 

T = 171im2g (µ2 - µ1) cos ct 

nt1 + m2 

31. Se trage un p roiectil în direcţie verticală, de la suprafaţa Pămtntului. Să se calculeze 
înălţimea maximă h la care urcă proiectilul, dacă viteza 1 ui iniţială este v0 = 10 km/s şi 
raza Pămtntului R = 6 400 km. Se neglijează frecările şi rotaţia Pămîntului. 

( lndicaţie. S3 consideră sistemul proiectil-Pămtnt un sistem izolat şi se aplică legea 
conservării energiei.) 

R: h = v3R/(2g0R - v3l = 2, 5 · 104 km. 

32. De la distanţa h de la suprafaţa Pămintului se lasă să cadă liber un corp. Care rsle 
viteza lui la suprafaţa Pămintului,dacă sînt cunoscute g0 , Rp şi h (h ~ Rp) ·~ 

(Indicaţie. Se aplică legea conservării energiei, pentru sistemul corp-Pămlnt. ) 

2 }( ,. 
R.: v = 2hg0 · - -

Rp + h 

aa. l.' n vagon 1·u masa M = 10 to ll tl, supus acţiunii unei forţp d1· Mnare corwtanrn, 
coboară pt> un plan lnr.lina t cu unghiu l « (sin°'= 0,05). Vagonul nu are viteiă iniţialii 
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şi, atinge viteze 11 = f2 m/s , după t'P ll parrurs dh;tau\a d = 200 m. Să se calculez" 
forţa de frînare (g = 11) m/s!). 

at. Un automobil cu masa M = 800 kg coboa1·ă cu viteza iniţială v0 = 60 km/h, pe un plan 
înclinat cu unghiul « faţă de orizontală (sin :x = 0,04}. Forţa de tracţiune a moto
rului este constantă. Automobilul soseşte la baza p lanului cu viteza v1 = 90 km/h, 
după ce a parcurs distanţa d = 200 m. Forţa de freca.re dintre cauciucurile automobi
lului şi drum este Fr = 1 OOO N. Să se calculeze forţa de tracţiune F(g = 10 m/s!). 

R F = M (v~ - îl~) ' F - t.Mg = 1 400 N 
: 2d T f 100 • 

85. Un ciocan cu masa m = 1 kg loveşte cu. viteza v = 5 m/s un cui care pătrunde în 
lemn cu x = l cm. Să se calculeze forţa de rezistenţă a lemnului (g = JO m/s2

). Se 
va neglija greutatea ciocanului în raport cu celelalte forţe. 

mv~ 
R: Fr = -- = 1 250 N'. 

2x 

36. Un pendul gravitaţional simplu de masă m = lOU g şi de lungime l = 80 cm se înde
părtează de poziţia de echilibru cu un unghi « = 30°. a) Să se calculeze viteza şi ten
siunea din fir cînd pendulul trece prin poziţia de echilibru. 

b) Să se demonstreze că pentru o anumită valoare a unghiului«, tensiunea din fir , 
la trecerea pendulului prin poziţia de echilibru, este egală cu dublul greutăţii . Să 

se calculeze în acest caz această valoare «1 a unghiului «. 

• mvt 
R: a) ve = 2gl {l - cos «); v = 1,115 m/s; T = mg + -- = 1,24 !'\: 

l 
b) T1 = mgcos a 1 + 2 mg (1 - cos «1) = 2 mg; ct1 = 60°. 

37.-.De ce deviază ramura unui copac alunei cînd de pe ea îşi ia zborul o pasăre? 

88. 

R: conser varea impulsului. 

De un aerostat, aflat în repaus în atmosferă, este legată o scară de sfoară pe care 
stă un om. Masa aerostatului cu scară este M, iar a omului m. Ce viteză va avea aero
statul,dacă omul începe să urce pe scară cu viteza u fa/ă de scară? Cită energie cinetic.'\ 
dezvoltă omul punîndu-se în mişcare? 

R: v' = __ m __ u; ::.Ec = __!_ mM ul. ' 
m+M 2 m+M 

:l!I. Ooi palinalori de mase m1 = 70 kg şi m1 = 50 kg, ţinînd de capetele unei sfori, stau 
pe gheaţa l11doasă unul în faţa celuilalt. Primul din ei începe să tragă de sfoară scur· 
tind-o cu viteza u = 1,20 m/s. Cu ce vi teză se vor mişca patinatorii? (Se neglij ează 
frecările.) 

1~U R: V1 = ---='---
m1 t m2 

0,50 m/s; v1 = 
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m,_u 
----"-~ = - 0,70 m/s. 
m 1 + m1 

. J 

-IO. Trei bărci merg una după alta cu vilt:za v fiecare. ln fiecare barcă se a fl li cî fe 11n 

om,astfelîncîtmasabărciişia omului P.ste M,iartn barca din mijloc mai rxisf il do i 

saci de masă m fiecare. Din b:irca din mijloc stnt aruncaţi cei doi s:il"i, 1111111 spre 
lmrca din faţă, celă lalt spre barca din spate, r u aceeaşi viteză relativă 11 {11/<i de barrii 
îna inte de aruncare. Care vor fi vitezele finale al.e bărcilor, dacă sacii sînt aruncaţi: 
a) simultan; b) succesiv? · 

ni III 
R: a) 111 = 1· + - - - u , v2 = 11, 113 = v - 11 : 

M+m M+m 

rn m•u 
b) V1 = V + U, V2 = 11 + - - - -

M + m M{M + m) 

m(M + 2m) 
V3 = t1 - ------ U 

(M + m)2 

m(M + 2m) m2u 
sau v1 = v + -----u; v2 = v - -----

(M + m) 2 M(M + ' m) 

m 
îl~ = t• - u. 

M + rn 

41. Două :ţ>ile de mase m1 = 0,173 kg, m2 = 0,200 kg se mişcă pe d irecPi perpendiculare 
cu vitezele v1 = 10,0 m/s , respectiv v2 = 5,0 m/s. După ciocnire bila m2 se opreşte. 

Care va fi viteza primei bile după ciocnire? 
3ă se traseze diagrama conservării impulsului total. 

4.2. Faţă de ca.re puncte se conservă momentul cinetic al unei particule care Jove:şte oblic 
şi perfect elas tic un p erete (fig. 5.8}? Care este momentul cinetic în raport cu nor
mala la perete în punctul de contact? 

R: faţă de punctele normalei la perele în punctul de contact ; zero. 

43. La pendulul conic {fig. 3.61), faţă de care punct se conservă momentul cinetic al 
particulei şi ce valoare are? Care este variaţia pe unita tea de timp a momenlulu i 
cinetic faţă de punctul de suspensie? 

--- .... 
R: Iaţă de centrul cercului; L = mvr = ml sin2 « V g~ cos «; L este vertical; 

..... _,.. ..... 4 

I t:.L/ ru I = I M I = mgr = mgl sin «; t:.L/ ru = M este tangent la cerc. 

44. O particulă se mişcă liber, fără frecare, sub acţiunea forţei de greutate, pe suprafaţa 
interioară a unei sfere. Să se arate că momentul cinetic a l particulei faţă de diame
trul vertical a l sferei se conservă. 

45. Două particule de aceeaşi masăm se mişcă rectiliniu uniform cu viteze egale în sensuri 
opuse pe două drepte paralele. Să se arate că momentul cinetic total în raport cu orice 
punct din spaţiu, nu depinde de alegerea acestui punct. 

.... -+ ~ 

R: L = (r1 - r, ) X mv. 

46. O bilă de masă m = 0,100 kg, legată de un centru fix printr-un fir de lungime l1 = 
= 0,60 m, execută o mişcare circulară uniformă pe un plan orizontal neted fără 

frecări cu turaţia n1 = 1,00 rot/s. Ce turaţie va avea bila, dacă firul se scurtează 

pină la lungimea 12 = 0,30 m? Ce lucru mecanic a efec~uat forţa care a scurtat firul ? 

2 2 1 2 2( 2 2 ) R: ns= n1li/l2 = 4,0 rot/s; W = 2 m4x2n1l1 l1/l2 - 1 = 2,12 J . 
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Fig. It- 47. P1mtr11 problema 47. 

Fig, R-48, l'entru problema 41! . 

47. Un cilindm dc masă m1 are înfăşurat ln jurul sllu un fir de rare es te suspendat ln 
capătul liber un corp cu masa ms (fig. R-47). Calculaţi tensiunile din fire şi accele
raţia cu care coboară cilindrul cunosctnd raza R şi momentul de inerţie al cilindrului I . 

Indicaţie. Cunoscînd ml> m2, R şi I se determină a, T1 şi T 2 din relaţiile: 

m1a = 1nJfJ + T 2 - T1 ; O= m2g - T 2 ; m1g R = (I + m1R 2)c, a= cR. 

Ri T1 = g ( mii + ~) ; T 2 = m2g : 
I + m.R2 

-18. Pe un plan înclinat de unghi oc este aşeza t un corp rotund, omogen, de masăm, razii 
R şi moment de inerţie I. Corpµ! rotund este legat de un alt corp de masă m

8
, prin 

intermediul unui fir inextensibil trecut peste un scripete cu inerţia neglijabilă (fi~ . 
R - 48). a ) Care este coeficientul de frecare minim necesar pentru ca să nu a l11 -
nt-rll corpul? b) Să se calculeze acceleraţia mişcării corpului şi tensiunea din fir. ApJ i. 
ca ţie num~rică: corpul este o sferă; m1 = m2, oc = 30°, µ = 0,20. 

l mlicafÎ•'. Oi11 relaţi ile : m,.gsin oc-T-Fr=m1ai; T-msg=m2a 2 ; a2 -a
1
=cR : 

!Fr - 1') R =· &!, St' scot Fr, ai şi T. Din condiţia Fr < µgm cos oc rezultă 
µmin ~ µ. 

R: a) µmin = 0,154 < µ, deei nu avem alttn1•1·a rr· : 
b) a = 0,205 g; T = o,t.i .m 1p,. 

-19. Un fir trecut peste un scripete de inerţie neglijabilă a.re la un capăt un cilindru plin de 
masă m1 şi rază R iar la celălalt un corp de masă m2 (fig. R-49). Să se afle accele
rnţia mişcării corpului m,, ln cazul clnd cilindrul nu alunecă pe suprafaţa orizon
tală. 
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j l 11dicaţiP. DarA dli)Hlrul se rostogoleşt'"' pe plan alunel se puat.P. scrie: 

T + Fr -- (1 /2)m.a: mţţţ - 7' = m;n; (T - Pr) H .:: (1/2) m,R2 ~ 
m2 

şi de alri rer,uW\ a.) 

R: a = ___ g ___ m/s2 

+ 3 . "'i 

1S m2 

r.o. Un om ru masa m1 se deplasează pe circumferinţa de rază r a unui disc orizontal, 
aflat iniţial tn repaus. Discul are masa m2 şi raza R şi se poate roti uşor tn jurul 
unui ax vertical care trece prin centrul său. Cu ce viteză unghiulară w se roteşte 
discul,ctnd omul se deplaseazl1 cu viteza v faţă de disc? 

(Indicaţie. Se scrie conservarea momentului cinetic pentru cele două rorpuri: L = 
=I w + I 1 w unde L = m,. rv; I w = momentul cinetic a l discului: /

1
w = momen

tul cinetic pentru om. De a ici rezultă valoarea lui w. ) 

R: w = ___ m,._r_v __ _ 

61. Cinci forţe act.ionează asupra unui punct material". Punctul de aplicaţie comun al for
ţelor se află într-unul din vtrfurile unui hexagon regulat, iar extremităţile lor în cele
lalte vîr!uri. Să se afle rezultanta forţ.elor , luînd mărimea, celei mai mari dintre ele 
egală cu 1 N. 

R: R = 3 N. 

52. Două resorturi R1 şi R 2 de mase neglijabile şi de lungimi egale, se alungesc respecliv 
cu 6l1 = 1 cm, sub acţiunea unei forţe deformatoare F 1 = 0,1 N şi cu 6l2 = 120 mm, 
pentru o forţă F 2 = 1 N. Se suspendă resorturile în două puncte C1 şi C2 aflate în 
acelaşi plan orizon tal. Se fixează o tijă rigidă, de masă neglijabilă, la extremi
tăţile l ibere A1 şi A2 , ale resorturilor. Apoi se atirnă o greulate G într-un punct 
D ·al tijei. 

a) Să se d1•lrrmine pozi ţ ia punctului D, r.araclcrizată prin raportul DA 1/DA2 , pentru 
ca tija A1 A2 să rămînă orizontală. 

b) Să se determine alungireu suplimentarii. Al a rescrturilor1dnd greutatea G creşte cu 
L\G = 1 N. 

R1 a) DA 1/ DA 2 = k2/k1 -...: 5/6; 

b) 6l = 
AC 
~-- = 5,45 r.m. 
''1 + "· ' 

53. Un cilindru grada t are grosimea e = 2 mm, în ălţimea h = 20 cm şi diametrul interior 

D1 = 4 cm. Baza cilindrului are diametrul D2 = 6 cm şi grosimea e = 2 mm. 
a) Să se determine poziţia centrului de greutate al cil.indr11lu i gradat, în raport c·u 

punctul aflat la jumătatea înălţimii d lindr11l11i. 
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b) Se umple cilindrul cu ap~ pină la jumălale, să se determine şi în acest caz poziţia 
centrului de greutate al cilindrului în raport cu acelaşi punct. 

R: a) :t = G, h + e = 0,98 
G1 + G2 2 

cm; 

b) y = 1 [(c1 + G,) x + c.!!_] = 2,84 cm. 
G1 +Ga + Ga 4 

54. Un tub cilindric care conţine o anumită cantita te de mercur, pluteşte în apă scufun
dlndu-se cu h = 10 cm din lungimea sa. În tr-un lichid de dens itate necunoscută, tubul 
pluteşte scufundîndu-se cu h' = 12,5 cm din lungimea sa. Să se determine densitatea 
relativă a lichidului, fată de apă. 

h 
R: d= - =O 8. 

h' ' 

55. Pc un cărucior se află w1 vas cilindl·ir în care se găseşte apă pînă la înălţimea /t, faţ.;1 

de baza cilindrului. În peretele cilindrului, pe părţi diametral opuse.sînt făcute două 
orificii identice, cu secţiunea S = 10-3 rn2 • Un orificiu se află la înăltimea hi = o 25 m 
iar celălalt la înălţimea h2 = 0,5 m, faţă de baza cilindrului. ' ' ' 
Sii se determine sensul şi intensitatea forţei ce trebuie aplicată cll.ruciorului, pentru ca 
acesta să rămînă în r epaus, cînd se deschid or ificiile şi prin acestea începe să curgă 
apă. 

R: F = 2pSg(h2 - h.i,) = ft,9 N. 

66. Un ceas cu pendul care bate secunda (T0 = 2 s) la suprafaţa Pămîntului este mutat la 
o altitudine h = 200 m în aceeaşi localitate. Ce influenţă va avea această mutare 
asupra mersului ceasului? Cu cite secunde se va modifica mersul lhl în D = 24 ore? 
Raza Pămîntului R = 6 400 km. 

. . 
R: T = 2n(1 + ~)\11 =(1 + ~) T0 ; 

ru = D (~ - 1) = - 2,7os; tntîrziere. 

57. Drnsitatea unui corp de raid dimensiuni este p = 2,6 · 103 kg/m3 • Acest corp csle 
suspPnual de un fir şi determinat să oscileze într-un mediu cu densitatea p0 = 1,3 
lcg/m3 . Aflaţi ce relaţie ex.istă intre perioada de oscilaţie 7' a pendulului care oscilează 
în acest mediu şi perioada lui de oscilaţie în vid T0• Se neglijează forţele de frecare. 

R: T = To "' /;-• v-;=-; 
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58. Şt iind că energia totaU"t a unui oscilator armonic este E = ..!. kA2 şi energia poten-
2 

t ială Ep = _!_ kyz, să se reprezinte într-un sislem de axe E şi y graficul energiei 
' .2 

ci1wtice şi potenţiale a oscilatorului armonic. 

69'. O oscilaţie armonică y =A sin w t se propagă ca o perturbaţie transversală cu viteza 
v = 7,5 · 10~ m/s de la origine de-a lungul axri :r:, A= t. 10-x m şi w = n/2 rad/s· 
Să se determine: a) perioada T, frecvenţa v şi lungimea de undă A; b) ecua·pa undei; 
c) imaginea momentană (un desen la sca ră) aperlurbaţiei <ţupă t1 = 4s; t2 =Gs;1

3 
= 

= 9 s. 

60. Legea de propagare a undei plane într-un mediu elastic, omogen şi izotrop este u = 

=A sin 27t (~ - ~ ). a) Cum se reflectă planeitatea undei ln această expresie? 

b) Ce condi ţie t rebuie pusă in tervalului de timp t,penti·u ca expresia matematică a 
legii să aibă sens fizic? 

R: dacă unda pleacă din x = O la t = O atunci .!.... - .=_ ;;;:i: O sau t ;;;:i: .=_ . 
. T A V 

61. Două surse de oscilaţie S1 şi S2 emit unde de ampliiudine A 1 = 2 mm şi respectiv A2 = 
= 5 mm. Frecvenţa undelor emise este v = 160 Hz, iar viteza lor de propagare în 
mediul considerat este v = 320 m/s. Să se afle amplitudinea de oscilaţie a unui punct 
situat la distanţa x 1 = 6,5 m de prima sursă şi x2 = 32/3 m de a doua sursă, ştiind 
că cele două surse oscilează în fază. 

R: A= 6,8 mm. 

62. O săniuţă de ll_lasă m lunecă liber pe un plan înclinat de la o înălţime h, apoi se opreşte 
undeva pe planul orizontal. Cc lucru mecanic trebuie ef~cluat,pontru a aduce săniuţa 
inapoi la Jocul de plecare? 

R: 2mgh. 

63. De ce vina de apă dintr-un rob inet (în curgere lentă şi lină, nellll'bulenli't) se îngustează 
treptat p e măsură ce coboară ? 

R: Sv = const, v creşte, deci S scade. 

64. Putem măsura masele cu un dinamometru, dacă avem Ia dispoziţie şi o cutie cu etaloane 
de masă? 

R: da (prin metoda substituţiei). 

65. Un corp este tMt unifo1•rn pe un plan orizontal cu unghiul de frecare <p, cu ajutorul 
unei forţe care face unghiul a. cu orizontala. P entru ce valoare a unghiului cit forţa de 
tracţiune va fi minimii? · 

R: a. = op (unghi de frecare). 
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66. Uoi pescari trebuie să treacă peste un rlu exact ln punctul opus. Amîndoi vîslesc cu 
aceeaşi vi leză Vb = 2,0 m/s faţă de apă, iar viteza apei este peste tot va = 1,2 m/s. 
Primul orientează ba rca astfel tnclt înaintează rectil i11 iu şi ajunge exact tn punctul 
opus tnlr-un timp t1 . Celăla~t orientează barr.a perpendicular pe ţărm, ajunge ltngă 
celălal t mal, apoi visleşle de-a lungul acestui mal plnă ajunge în acelaşi punct final 
ln timpul t1 • Care r.:;te raportul t1/t2 ? 

R: l1/ l2 = "\ / v b - Va = 1/2 . 
V Vb + Va 

67, Un pescar mergtnd cu barca în .susul rîului scapă,în dreptul unui pod, un colac în ap1!.. 
După un timp "' = 1/2 h îşi dă seama de aceasta şi se întoarce înapoi, găsind colacul 
la distanţ.a d = 5,0 km mai'departe de pod. Care este viteza apei, dacă pescarul 
vîsl eşte mereu cu aceeaşi intensitate? Care sistem de referinţă este mai potrivit? 

R: SC lt:gat de apă; v = d/2„ = 5,0 km/ n. 

1ţ8. F.xperien ţa arală că particulele mici care cad liber în aer întîmpină din p·arlea aerulu i 
o forj.ă de rezistenţă (de frecare) proporţională cu v iteza particulei şi orientală în sensul 

~ ~ . 
opus vit ezei: F r = -!ev, unde k este o constantă de proporţionalitate. Viteza acestor 
particule :lf inge destul ele repede o va loare maximă (limită)' constanld. Să se calculeze 
aceasli1 d leză limită de cădere liberă, dacă masa particulelor este m=10 mg şi constanta 
1!1! propor !.ionali ta te k = 2,0 · 10-3 N • s/m. 

R: c = mg/k = 4,9 cm/s. 

69. O hilă de masă m = 100 g este suspendată printr-un fir de tavanul unui vagon. Cînd 
vagonul merge uniform frînat, f irul cu bila se a flă în echilibru relativ, deviat cu 
unghiul 6 = 60°, faţă de verticală. Să se a fle accelera ţia vagonului şi tensiunea 
din fir. 

R: a = -gtg 6 = - 17 m/s2 ; T = mg/ccs6 = 1,96 N. 

70. Un tren începe să frîneze uniform, parcurgînd astfel o distanţă s = 180 m pînă Ia' oprire. 
Un penelul simplu suspendat în vagon este deviat (la echilibru relativ) cu unghiul 6 = 5~ 

în timp.ul. Mnării. Care a fost viteza iniţială a trenului? • 

R: v0 = V2gs · tg6 = 17,6 m /s. 

71. Un corp est e aruncat (în · vid) cu v iteza iniţială v0 = 20 m /s sub un unghi cx
0 

= · 45• 
faţă de orizontală. După cît timp şi la ce înălţime vectoru l viteză formează un unghi 
ex = 30° cu orizontala? 

V 
R : l = ...2. cos cx0 (tga;0 - tga;) = 0,63 s; 

g 

1 2 
y = - vo cos2 «o(tg2«0 - tg2a;) = 6,8 m. 

2g 

72. Două corpuri sînt aruncate simultan din acelaşi punct cu aceeaşi viteză iniţială 
v0 = 10 m/s sub unghiurile «i = 30°, respectiv «2 = 60°. Care este distanţa d dintre 
corpuri dup~ 1 = 2,0 s? 

R: d = 2v0t s in(«2 - cx1 )/2 = 11,3 m. 

73. O \inb\ de pe un deal se vede sub unghiul~ faţă de orizontală. Distanţa pe orizonta lă 

piuă la ţintă este d. Ştiind viteza iniţială v0 a obuzului, să se afle unghiul cx0 de tragere. 
Care este viteza minimă necesară pentru a atinge ţinta ? 

R: tg~ = .......!!.. ± -.--- tg~ - 1; v0 :;;,. -- (sin ~ + -1). v2 V v~ 2v~ V gd • 

gd g2d2 gd cos ~ 
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7-1. l "n corp es te aşezat pe un plan înclina t de unghi ex = 60°, fără frecări. Cu re acTt'lrra\it> 
va luneca libe1· corpul de-a lungul planului înclinat, dacă acesta este împins ru o act·e
Jeratie orizontală a' = 5,0 m/s2? 

R: a = g s in ex T a'rosa; = 6,2 m/s2 sau 10,7 m/st. 

75. lntr-un lift care se mişcă cu o acceleraţie a' = 2,2 m/s2 indreptată în sus, estt> fixat 
pe podea un plan înclinat neted fără frecări, care formează un unghi a; = 30• 1·u po. 
deaua. Cu ce acceleraţie va coborî liber de-~ngul planului, un corp de masă m = 1,0 kg 
aşezat pe acest p lan înclinat? Care va fi apăsarea pe plan·? 

R: mgsinex = m(a - a'sina;); N - mgrns a; = macos a;,dt> undti 
a = (g + a') s in a; = 6,0 m/s~: N = m(g + a')cosa; = 10,4 i\ . 

7(i, De o parte şi de al ta a unui dublu plan înclinat (unghi diedr11 fc·u unghh.1,rile a;
1 

= 3u& 
şi a;2 = 60° faţă de orizon tală, sint aşezate două corpuri de masă fni, resp1wtiv m

2
, 

legate printr-un fir t recut pesle un scripete idea l d in vîl'ful planului. Se negl ijează 
frecările. Diferenţa de nivel dintre corpuri este•iniţial h = 1,00 m. Dnpil "'r = 0,70 s 
r.ele. două r.orpuri ajung la acelaşi nivel. Care este raportul maselor't 

R I 
g"t"~(sinat1 + sin~)sina;1 + 2h 

3 : m2 m1 = = ,O. 
gr(sinat1 + sincx1)sin~ - 2h 

77. De ce la elicoptere, pe Ungă elicea mare cu axa verticală, mai e:x.istă încă o elice mică 
la coadă, cu axa orizontală? 

R: pornind elicea mare, corpul elicopterului s-ar roti în sens invers (conser
varea momentului cinetic), ceea ce este împiedicat de elicea mică. 

78. in tr-o barcă a flată pe un Iar s tau la capete doi elevi. Masa lor şi a bărcii este M . Pri11111l 
elev aruncă celui de-al doilea / o minge de masă m cu viteza u faţă de apă. Cu ce 
viteză relativă va lov i mingea pe al doilea elev? 

'. M + 111 
R: Vrei = u ---

M 

79, Un corp de masă m1 loveşte cu viteza v1 un a l t corp de masă m2 aflat în repaus. După 
ciocnire direcţiile de mişcare ale corpurilor formează unghiurile 61 , respectiv 61 cu direc-

~ . 
ţia ini ţială de mişcare (v1 ) a primului corp. Să se afle vitezele finale. 

v1 sin 61 

sin( 61 + IJ1) 

80. Pe o masă este întins un lanţ. Un capăt al lanţulni, de care este prins un corp greu de 
dimensiuni neglijabile, atîrnă liber peste margin~a mesei. Cind pnţiunea de Janţ de 
pe masă are lungimea 10, lanţul începe să lunece. Să se calculeze vii.aza lanţului în mo
m11n tul clnd el părăseşte masa. 

R: I)= Vil~ 

Indicaţie : dacă m este masa lanţ.ului şi M masa corpului greu alunei iniţial: ,l/;; ; 

l - lo lo . . te ţ• l ( M + l - l~ ) glo + + m -
1
- ·- g = µm l g. Scăderea energiei po n 1a e m l 

+ m .!!!. g . .!!!. este egală cu energia cinetică (M + m)1JZ/2 P.lus lucrul mecanic al forţ~• 
I 2 

f lo lo de recare µm - g • - , 
l 2 
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