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Capitolul I 

Suprafeţe poligonale. Arii 

Noţiunea de arie a unei figuri plane, ca şi aceea de lungime a unui 
segment, îşi are originea tn necesitatea practică de a compara mulţimi plane. 
Noţiunea de lungime a permis compararea segmente]O(' tn sensul de a decide 
dacă un segment este „mai mare" decit alt segment. Aria va permite compa
rarea (măsurarea) unor alte tipuri de mulţimi plane, numite uneori şi supra
feţe, in acelaşi sens, adică de a decide că o suprafaţă plană este „mai mare" 
decit alta. Pentru definirea ariei, la început ne vor fi necesare cunoştinţe 
de geometrie referitoare la poligoanele convexe şi interioarele acestora. lntru
cit o prezentare riguroasă a t ut uror noţiunilor şi proprietăţilor care apar 
tn acest capitol este laborioasă şi dificil de făcut cu cunoştinţele pe care le 
avem din clasa a IX-a, o parte a acestor proprietăţi va fi acceptată fără 
demonstraţii sau cu demonstraţii facultative. 

§ 1 . Suprafeţe poligonale 

ln cazul unui poligon convex, reamintim că interiorul acestuia (manual 
el. a IX-a, cap . I,§ 6) este intersecţia semiplanelor deschise limitate de supor
turile laturilor poligonului şi care conţin virfurile nesitue.te pe lat urile respective 
(fig. 1.1). Pentru poligonul convex L = P1P2„.P 11 situat în planul rp, inte
riorul poligonului se· notează prin lnt P1P 2 •• • P11 = lnt L. Mulţimea LU Int L 
se numeşte suprafaţă poligonală 'com>exă şi se notează [L] = L U lnt L. 
Poligonul L se numeşte frontU3ra suprafeţei poligonale [ L ]. 

Suprafeţele poligonale convexe 
permit definirea unei noţiuni mai ge
nerale: 

•I Se numeşte supra-
faţă poligonală o mulţime de puncte 
din plan, care este reuniunea unui 
număr finit de suprafeţe poligonale 
convexe, acestea avînd două cite două 
interioarele disjuncte (fig. 1.2). Fig. 1.1,. 
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Fig. 1.2. 
d e 

Dacă S este o suprafaţă, poligonală şi [L1], [L2], „., [L1J slnt suprafeţele 
poligonale convexe respective, adică 

S = [L1] U [L2] U .„ U [L1iJ şi Int Li n Int L; = 0 pentru i :F j, 

atunci vom spune că mulţimea {[L1], [L2], „., [Lu]} constituie o descompunere 
a s_uprafeţei poligonale S (fig. 1.2). · 

Pentru supr&f eţele poligonale convexe s-a definit frontiera şi interiorul. 
Vom defini aceste noţiuni şi pentru celelalte suprafeţe poligonale. Un punct P 
al unei suprafeţe poligonale S se numeşte punct interior al lui S, dacă există 
un disc cu centrul P, inclus tn S. Punctele lui S care nu stnt puncte interioare 
ale lui S formează frontiera lui S. Astfel, suprafeţele poligonale din figura 1.2 
au următoarele frontiere: a) poligonul A 1A 2A 3A4A 6A 6 ; b) poligonul A1A2.„A10 ; 

c) poligoanele A1A2AsA4A0A 6 şi B1B2B3B4B6B 6 ; d) poligoanele ABC şi 
MN PQ; e) poligoanele A1A2As0, B1B 2Bs0, C1C2C30, D1D2D30. 

Dacă frontiera suprafeţei poligonale este un poligon, atunci suprafaţa va 
fi numită după numele poligonului; astfel se va spune: suprafaţă patrulateră, 
pentagonală etc. tn loc de su praf aţă poligonală cu frontiera patrulater, penta
gon etc. 

Din definiţie rezultă că orice suprafaţă poligonală se descompune tn 
suprafeţe poligonale convexe. ln continuare vom arăta că orice suprafaţă 
poligonală convexă se descompune tn suprafeţe triunghiulare . 

'l' c o r e m A. O suprafaf (n. > 3) 80 

de t 1 f; I 

Demonstraţie. Se va arăta întîi că o suprafaţă poligonală convexă cu n laturi se 
descompune într-o suprafaţă triunghiulară şi o suprafaţă poligonală convexă cu n - 1 
laturi. Se consideră poligonul convex L = P1 P 9 „. Pn şi dreapta P 1 P 3 (fig. 1.3). O dreaptă 
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care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult două puncte comune cu L, prin 
urmare dreapta P1P 8 intersectează poligonul L numai tn P 1 şi P 3• Rezultă că punctele 
P., Pa, „., Pnstnt de aceeaşi parte a lui P 1P 8, ceea ce înseamnă că P1P3P, „ . Pn este un 

poligon convex .. Deoarece P8 se află tn interiorul unghiului 6:Pn rezultă . că Pa şi 
Pn se află de o parte şi de alta a dreptei P1P8• Deci punctele P 9 şi P,, Pa, .„, Pn se află 
ln semiplane opuse faţâ de P 1P 8, adică interiorul triunghiului P 1P 9P8 şi interiorul poli
gonului P1 P8P4 „. Pn se află tn semiplane opuse, avînd astfel intersecţia vidă. Pe de 
altă parte este evident câ [L] == [P1 P1P8 ] U [P1P3P, „ . Pn]· 

Aplictnd succesiv acest rezultat suprafeţelor poligonale [P1 P8P,„.Pn], [P1 P,P 5„.P71] 

etc., care au fiecare ctte o latură mai puţin dectt precedenta, se obţine teorema. 

Din demonstraţie rezultă că suprafaţa poligonală convexă [L] = 
= [P1P 2.„Pn] se descompune tn suprafeţele triunghiulare [T2], [T3], „., [T71_ 1] 

(fig. 1.4) unde se notează cu Ti triunghiurile P1PiPi+1' i = 2, 3, „., n - 1. 
Este evident că pentru o suprafaţă poligonal~ convexă e:x:istă mai multe 
descompuneri tn suprafeţe triunghiulAre. 

I ponte Ii desoompusli tn triun 
h l (fi . 1.5). 

Fig. 1.5. 

E 
, 1. Să se arate că suma măsurilor unghiurilor unui poligon convex cu n vtrfuri este 

Sn = {n - 2) • 180°. 
2. Cite laturi are un poligon regulat, dacă mâsu'ra unui unghi al său este 135°? 
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Fig. 1,6. 

p,' 
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8. Dacă L = P1 P8 •• • Pn este un po
liJJOn convex şi Pi un punct pe semidreapta 

opusă lui (.P1P1_1, atunci .$P1+1 se nu
meşte unghi exterior al lul L (fig. 1.6). Să 
se arate că suma măsurllpr unghiurilor ex
teripare ale µnul poligon convex este egală 
cu 960". 

4, Măsura unui unghi al unui poligon 
regulat este de ~ ori mai mare dectt măsura 
unul unghi exterior. Ctte laturi tţre poli
gonul? 

6. Ctte laturi are un poligon cnnvex, dacă toate unghiurile sale exterioare stnt 
obtuze?' 

6.• Să se arate că tntr-un patrulater convex, bisectoarele a două unghiuri consecutive 
formează un unghi a cărui măsură este egală cu semisuma măsurilor celorlalte două 
unghiuri. 

~ 2. Mulţimi congruente şi mulţlml asemenea 

Fig. 1.7. 

Vom extinde ln acest paragraf, 
noţiunile de congruenţă şi asemănare, 

care ln clasa a I X-a au fost definite 
numai pentru mulţimi particulare de 
puncte (segmente, unghiuri, triun
ghiu:ri). · 

Să ne im1ginăm o placă situată pe o suprafaţă plană , care alunecă pe 
aceasta şi să notăm prin M şi M' mulţimile de puncte ale suprafeţei plane 
situate sub placă pentru două poz°iţii oarecare ale ei (fig. I. 7). Observăm că 
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenţă biunivocă intre mulţimile 
M şi M' prin intermediul punctelor plăcii. ln timpul acestei „alunecări", 
placa am considerat-o rigidă, adică distanţa dintre două puncte fixe A şi B 
ale ei este constantă, deci şi distanţele dintre imaginile acestor puncte situate 
tn mulţimile M şi M' slnt egale. Această proprietate este cuprinsă şi tn aplica

ţia următoare : 

A p Ii ca ţie. Să se arate că dacă [AB] ==[A' B'] atunci există o fu!Jcţie 
bijectivă f: [AB] -+[A' B'] astfel că oricare ar fi două puncte P, Q E [AB], 
PQ = f(P)f(Q) şi reciproc. 

• Problema notată cu steluţă se adresează cercurilor de elevi. 
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a) b) 

Fig. 1.8. 

Rezolvare. 1) Se presupune că [AB] ai [A'B'] şi fiecărui punct Pe [AB] i se 
asociază punctul P' e [A'B'] pentru care AP = A'P'. Din teorema de construcţie 
a unui segment (manual ci. a IX-a) rezultă că funcţia f: [AB] -+ [A'B'] definită prin 
f(P) = P' este o bijecţie între [AB] şi [A'B'] . Trebuie arătat că f(P)f(Q) = PQ pentru 
orice P, Q e [AB]. Putem admite că Pe [AQ]. Atunci avem · 

PQ = AQ - AP = A'Q' - A'P' = P'Q' = f(P)f(Q) . 

2) Să d~monstrăm că, reciproc, dacă funcţia bijectivă f: [AB]-+ [A'B ' ] are 
proprietatea că f(P)f(Q) = PQ pentru orice P, Q e [AB], atunci AB = A'B'. De
oarece funcţia f este surjectivă, există punctele C, D e [AB] astfel ca f(C) = A' şi 
f(D) = B' şi conform ipotezei A'B' = CD. Pentru a arăta că C =A sau C = B , pre
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A' B' şi pe de altă parte AB = 
= f(A)f(B) ~-A'B' (căci segmentul (f(A)f(B)) este inclus tn (A 'B') ). Am obţinut o 
contradicţie, deci C =A sau C = B . fn mod analog, dar.ă C =A se arată că D = B, 
iar dacă C = B atunci D = A. Deci f(A) = A' şi f(B) = B' sau f(B) = A' şi f(A) = B' 
(fig. 1.8). Dar atunci A'B' = f(A)f(B) = AB, prin urmare (AB) s (A'B' ). 

O ~ t 1 t l J Mulţimile M şi M' se numesc congruente ~î se notează 
M e=; M' dacă există o funcţie bijectivă f : M -+ M' astfel ca pentru oricare 
două puncte P, Q E M, PQ = f(P)f(Q). Funcţia f cu această. propri'etate 
se. numeşte izometrie. · 

Mai scurt, se poate spune că două . mulţimi slnt congruente dacă există o 
corespondenţă biunivocă intre ele care păstrează distanţele. 

Următoarea pr?prietate, 
/ evidentă intuitiv, se admite fără demonstraţie: 

„dacă două suprafeţe poligonale slnt congruente şi una din eh~ este descompmă 
ln sup-:afeţele triunghiulare [T1), [T2], • • • , [Tn] , atunci şi cealaltă admite o 
descompunere ln acelaşi număr de suprafeţe triunghiulare [T;J, [T;], .„, [T~] 
astfel ca [ Ti] == [T;], i = 1, 2, .„, n. 

In continuare se va extinde noţfonea de asemănare a două . mulţimi, 
care a fost definită in clasa a. IX-a pentru poligoa.ne convexe. ln mod intuitiv, 
aceasta se poate face prin observarea a două hărţi ale aceleiaşi regiuni, exe
cutate la scări diferite. Dacă se compară distanţele dintre oricare două puncte 
ale uneia dintre hărţi cu distanţele dintre punctele corespunzătoare ale celei
lalte se constată că raportul acestora este constant. Această observaţie este 

exprimată şi in următoarea: 
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ro 4' l ta t • Daoli D.ABC ......, D.A 'B'C', atunci există un număr 
k >O şi o funoţie bijectivii f : .ABC -+ A' B'C', astfel lnctt oricare ar fi douA 
p 

Demonstraţia se las~ ca exerciţiu facultativ. 
In haza proprietăţii· de mai sua, se justifică definiţia: ce urmează. 

, .. 

Fig. 1.9. 

Mulţimile M şi M' se numesc asemenea şi se notează M.....,M' 
d~că există un număr' k »O şi o funcţie bijectivă f : M .-. M' astfel ca pentru 
or1ca~e două puncte f, _Q E M, PQ = k • f(P)f(Q). Funcţia ·r cu această 
proprietate se numeşte asemănare, iar numărul k se numeşte raport de ase
mănare (fig. 1.9). 

Ca şi tn cazul mulţimilor congruente, se va admite următoarea proprie
tate: „dacă două suprafeţe poligonale stnt asemenea, k fiind raportul Je 
asemănare şi una din ele se descompune tn suprafeţele triunghiulare ( T ] 
[T] 

, , 1 I 

1 , .„, [Tn] atunci şi cealaltă admite o descompunere tn acelaşi număr de 
s~p1-'afeţe triunghiulare [T;], [T;], „., [T'n] astfel ca [Ti]......, [Tj], i = 1, 2, ... , n, 
raportul .de asemănare fiind t~t k (fig. 1.10). 

[Ti/-(Ti') 

Fig. 1.10. 

Exerciţii 

1. Să se arate că oricare două 
semidrepte slnt mulţimi congruente. 
Aceeaşi pr~prietate pentru drepte. 

2. Să se arate că raportul 
perimetrelor· a două poligoane 
ase.menea este egal cu raportul 
lor de asemănare. 

§ 3. Ari suprafeţelor poligonale 

Deoarece, după cum s-a arătat la începutul acestui capitol, aflare.a ariei 
unei mulţimi de puncte este o operaţie de măsurare, este necesară introdu
cerea unei unităţi de măsură. 

O suprafaţă pătrată de latură 1 se va numi unitate de suprafaţă. 

8 

Se poate măsura tn mod direct o Fig. J.11.,

1 

ttj ,J 
suprafaţă poligonală E, dacă E se des-
compune într.un număr finit de unităţi 
de suprafaţă (fig. 1.11). Pentru al-te 
mulţimi, procedeul direct de măsurare 
nu se poate aplica. Deoarece orice Ei 

suprafaţă poligonală se desco~pune tn suprafeţe triunghiulare, rezultă că 
este esenţial să se poată calcula aria unei suprafeţe triunghiulare. lnainte 
tnsă, este necesară. definirea ariei. Pentru mulţimea J. a suprafeţelor poligo
nale, aria se defineşte prin următoarea teoremă care se va admite fără demon
straţie: 

rem n 1. ('I1eorom11 de o xi a ten ţ 
E:dstil o f uncţlo a : 8 .... R+ c re !'f' urm to rel 

t) d&~ii triunghiurile T1 ,t T1 în~ 
2) d cA 8 1 şi 81 stnt sup r ~ poli o 

a(S1 U Sa)""" a(S1) + a(Sa), 
T 

r Ie.) 

Prin definiţie, funcţia cu proprietăţile (1) - (3) se numeşte funcţie arie, 
iar _numărul G(S), aria suprafeţei poligonale S. DPoareoe două suprafeţe poli
gonale congruente se descompun ~n suptafeţe triunghiulare congruente două 
cite două, din prop1'Îetăţile (1) şi (2) rezultă că duuă supraf P.ţe poligonale con
gruente au arii egale. ln condiţia (3) intervine U, o suprafaţă pătrată de latura 1. 
Ea este fixată, deoarece tn tratarea noastră, funcţia-distanţă este aleasă tn 
mod unio (prin fixarea de la început a distanţei 1, a „etalonului"). ln practică 
lnsă, e necesar să se inloouiască U cu diferite „unităţi de suprafaţă": 1 cm2, 

1 dm2, 1 ·m2, 1 dam2 etc. Atunci se obţin diferite funcţii-arie şi in acest ca.t. SA 

indică fmwţia respectivă printr-un indice, de exemplu: acm•, iar ln loc de 
O'cm•(S) = 5,7 se scrie G(S) = 5,7 cm2 (in acord ou notaţia AB = 5 cm oare 
exprimă oă ABcm = 5). 

ln continuare vom arăta cum se calculează valorile funcţiei pentru unele 
suprafeţe poligonale dintre care un rol deosebit ii are aria suprafeţei triun
ghiulare. Pentru simplificarea exprimării voin spune: „aria triunghiului, 
pătratului etc.", in loc de „aria suprafeţei triunghiulare, pătrate etc." iar 
pentru simplificarea notaţiei , dacă [L] este o fl'lprafaţă poligonală in loc de 
„G([L])" se va scrie „O'[ L ]", de exemplu a[ABC] reprezintă aria suprafeţei 
triunghiulare [ABC]. 

I ) ct\ 1JJ<'D p t t 1AB l tu cl 

Demonstraţie. Se va face in trei etape: 

a) Dacă l = _!, n E N*, atunci a[ABCD] = _!. Pe semidreptele (AB 
n n2 

şi (AD (fig. 1.12) se iau punctele B' şi D' astfel incit AB' = AD' = 1 şi 
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o' Fflf. 1.12. se construieşte pătratul AB'C' D' pen-
A --....:::...----~ 

tru care a[AB'C'D'] = 1. Se impart 
segment.ele [AB'] şi [AD'] în n seg
mente congruente şi prin punctele de 
diviziune se .duc paralele la AD res-
pectiv A B, formindu-se astfel n2 pă

trate congruente. Deoarece oricare 
a' C' două dintre aceste pătrate au inte
rioarele disjuncte, din proprietatea (2) rezultă că a[AB'C'D'] = n2 

• a[ABCD] 
1 sau a[ABCD]= - . 

n2 

m m2 

b) Dacă l = - , m, n E N*, atunci a[ABCD] = - . Se împart seg-
n ~ 

mentele [AB] şi [AD] (fig. I.13) 1~ m segmente congruente şi ducîndu-se 
paralele cu laturile pătratului, prin punctele de diviziune, se obţin m2 pătrate 

congruente ·cu latura de lungime_!_. Din proprietăţile (1) şi (2) şi cazul a) 
n 

rezultă că a[ABCD] = m2 
• _!_. 

n2 

c) Dacă l E R+ - q+ atunci a(ABCD] = l2. Se raţionează prin reducere la absurd. 

Să presupunem, deci, că a[ABCD] = ct şi ct < 12• Atunci ,, ; <:: l şi există un număr raţio

nal (3 astfel înctt t/;-< (3 < l. Vom construi pătratul AB'C'D' cu AB' = (3, B' e (AB), 
D' e (AD) (fig. 1.H). Avem a(AB'C'D'] = (32• Deoarece [ABCD] este reuniun~a suprafe
ţelor poligonale [AB'C'D'] şi [B' BCDD'C'], cu interioarele disjuncte, rezultă că a(ABCD] = 

= o[AB'C'D'J + a(B'BCDD'C'] > a(AB'C'D'] sau ct > (32, adică V;> (3, ceea ce este 
în contradicţie cu modul de alegere a lui (3. Dacă se presupune ct > 12, se obţine o contra
dicţie în mod analog, de unde rezultă că a(ABCD] = l2 , 

o e ..o „ D • ...>C r J J t t bi şi AB = a, BC = b, 
at „: ~L t r r I] b 

Demonstraţie . Se construieşte pătratul AB'C'D' (fig. I.15) astfel incit 
AB' =a+ b, B E (AB'), D ,E (AD') , deci a[AB'C'D'] =(a+ b)2 = 
= a2 + b2 + 2a · b. Fie {E} = CD n B'C' şi {F} = BC n D'C'; atunci 

Fig. 1.18. 

A.-.....-~-~-D 

8; c' 
o E 

8 c B c 
b b 

A a 8 b 8' 
10 

c D c - - . - - - --. 
I 

A B 

Fig. 1.16. .Fig. 1.17. 

.DCFD' şi BB'EC sint pătrate, DC= a, BC = b, iar dreptunghiul 
CEC'F este congruent cu ABCD şi a[AB'C'D'] = a[DCFD'] + a[BB'EC] + 
+ 2a[ABCD] = a2 + b2 + 2a[ABCD]. Din cele două expresii ale lui 
a[AB'C'D'] rezultă că a[ABCD] =a· b. 

Consecinţă. Dacă ABC este un triunghi dre~tunghic c~ unghiul drept 

tn A atunci a[ ABC] = _!_ AB ·AC. 
2 

Demonstraţie. Se consideră punctul D astfel ca ABCD să fie dreptunghi. 
Suprafaţa dreptunghiulară [ABDC] se descompune tn două suprafeţe triun
ghiulare congruente [ABC] şi [BDC] (fig. I.16). Deci 

1 1 ' 
a[ ABC] = - a[ABDC] = - AB ·AC. 

2 2 

T e o r e m n 4. Aria unui · .... 11gbi estu _!_ d n produsul lungimii unoi 
2 

1 t r u 

Demonstraţie. Se consideră triunghiul ABC în care se presupune că 

unghiurile A şi B sînt ascuţite, deci C', piciorul înălţimii dio C, este pe seg
mentul (AB) (fig. 1.17). Atunci: 

a[ ABC] = a[ ACC'] + a[BCC'] = _!_AC' • CC' + _!_ C' B • CC' = 
. 2 2 

=~AB·CC'. 
2 

Deoarece orice triunghi are două unghiuri ascuţite şi produsele dintre 
lungimea unei laturi cu înălţimea corespunzătoare egale, rezultă teorema. 

Observaţie. Dacă o suprafaţă poligonală S se descompune în suprafeţele poligonale S1, 

S2,„.,Sn, atunci ea se descomp une şi în suprafeţele poligonale S1 U S2 U ... U Sn-1 şi Sn. 
Din . proprietatea (2) a teoremei 1 rezultă că : 

a(S1 U S2 U „ . U Sn) = a(S1 U S2 U „ . U Sn-1 ) + a(Sn). 

Aplicînd succesiv această proprietate se obţine: 

a(S1 U S2 U ... U Sn-1) = o(S1 U S2 U . „ U Sn-2) + a(S11-1'),„„ 
a(S1 U S2 ) = a(S1 ) + a(S2), ceea ce implică 
a(S) = a(S1 U S 2 U „ . U Sn) = o(S1 ) + o(S2) + „. + o(Sn). 

11 



Fig. J.18. 

Consecinţe. 

Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera
llzatll ln acest mod (fig. 1.18). 

Dacii. pentru aceeaşi suprafaţA p'oligonalll S 
11a tnai considerll o descompunere ln suprafeţele 
poligonale s;. s2. „., s~. atunci în mod analog 

se obţine a(S) = a( s;). + a( S2) + ... + a( s~). deci 

a(S1) + a(Sz) + „. + a(Sn) = 

= a( S~) + a(S~) + „. + a( S~). 

1. Dttcă ABCD este un paralelogram şi d(AB, CD) · h atunci 
a[ABCD] = AB · h (fig. 1.19). 

2. Dacă ABCD ·este trapez, AB li CD şi d(AB, CD)= h, atunci 

a[.ABCD] = AB-t: CI!_ • h (fig. 1.20). 
2 

~· Dacă 'P1P2 „. P n este un poligon convex regulat, O fiind centrul 
său ŞI P1P2 = l, d(O, P 1P 2) = !l, atunci: 

a[P1P2 „. Pn] = + n ·a· l (fig. 1.21). 

~?monstraţiile .~ezul~at~lor de mai sub constituie exerciţii simple, con
strucţule necesare fund mdicate tn figurile respective. 

· 4. Oacă. 6.ABC"" 6.A'B'C', k fiind raportul de asemănare atunci 
a[ABC] k2 (f' ' 

a[A' B'C'] = Ig. I .22). 

Dr------------~C 

A 

Flg.1.19. 

Fig. l.il. 

Ffg. l.22. A 
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-A------------!...----\8 

Flg.1.20 
c 

c' 

D' B' 

Fig. 1.28. 

Demonstraţie. Fie CD ..L AB, DE AB, C'D' ..L A'B', D' E A'B'. Avem 
6,ACD,....., 6.A'C'D' şi 6,BCD,....., 6.B'C'D' deoarece aceste triunghiuri au 
resI?ectiv cite două unghiuri congruente. Rezultă 

deci a[ ABC] 
---= 

1 
-AB ·CD 
2 - -- =k2. 

a[A'B'C'] 1 
-A'B ' · C'D' 
2 

Rezultă acum, ţinind cont de propriet'ăţile de descompunere că: 
5. Raportul ariilor a două suprafeţe poligonale asemenea este egal cu 

pătratul raportului de asemănare (fig. I.23). . 
Aplicaţii. Proprietăţile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relaţii geo

metrice şi la rezolvarea unor probleme, chiar dacă aria nu apare tn mod expli· 
cit. Vom arăta mai intti două demonstraţii ale teoremei lui Pitagora, bazate 
pe arii. 

1. Se dă triunghiul ABC, dreptunghic tn A, BC =a, CA = b, AB = 
= c, b > c (fig. I.24). Construim pătratele ACDE şi EFGH C\l laturile b 
respectiv c, E ~ (AB, F E (ED), şi punctul K astfel ca. D E (f X) şi 
DK = c. Atunci 6.ABC == 6.DKC == 6.HGB == 6.FGK ŞI BCKG este 
un pătrat de latură a. Rezultă: 

b2 + c2 = a[ACDE] + a[EFGH] = a[ACDFGH] = a[CBGFD] + 
+a[ ABC] + a[HGB] = a[CBGFD] + a[DKC] + a[FGK] = a[BCKG] = a2

• 

,.. 
2. Fie [AD] înălţimea triunghiului ABC cu m(A) = 90° (fig. 1.25). Deoa

rece 6.ABC,....., 6.DAC ....__, 6.DBA, avem conform consecinţei 4 

a[ABC] a[DAC] a[DBA] a[DAC] + a[DBA] 
- - - = = = . 

a2 h2 ca b2 + cz 
K 

A 

~ 
B O a C 

A c B E c H Fig. 1.24. Fig. 1.25. 
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B 

A A D E 

Fig. J.26. FI~. 1.27, 

Fllf, 1,98 

A 

c I D B Fig. 1.29. 

Dar a[ABC] = a[DAC] + a[DBA], deci a2 = b2 + c2
• 

3. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan S limitat 'de AB şi numărul 
k >O. Locul geometric al punctelor ME S, astfel ca a[ABM] = .k, este o dreaptă 
paralelă cu AB (fig. 1.26). 

Intr-adevăr, d(M, AB) = ~ este constantă. 
AB 

4. Să se construiască un triunghi de aceeaşi arie cu un patrulater dat ABCD. 
Intersectăm tn E dreapta AD cu paralela la BD, dusă prin C (fig. 1.27). Con
form cu 3, a[BDC] = a[BDE], deci 

a[ABCD] = a[ABD] + a[BDC] = a[ABD] + a[BDE] = a[ABE]. 
5. Se dau: un triunghi ABC şi un punct DE (AB). Să se construiască 

o dreaptă care trece prin D şi care imparte suprafaţa [ABC] in două supra
feţe de aceeaşi arie (fig. 1.28). 

Notăm cu B' mijlocul lui [AC] şi intersectăm tn P dreapta AC cu para-

lela la DB', dusă prin B. Atunci a[ADP] = a[ABB'] = a[ABC]. 
2 

~erc:1p1 

1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 7 şi d(D, AC) = 2. Să se afle d(D, AB). 
2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a şi CA = b, a şi b fiind numere date, să se 

afle un triunghi de arie maximă. 

8~ Se consideră un pătrat ABCD şi punctele E, F, G, H, I, K, L, M care împart 
fiecare latură !n trei segmente congruente (fig. 1.29). Să se arate că PQRS este un pătrat 

ş i că aria lui este egală cu .! a[ABCfll 
9 

14 

4. Diagonal!lle trapezului ABCD 
(AB li DC) se taie ln O. a) Să se arate că 
triunghiurile AOD şi BOC au aceeaşi arie. 
b) Paralela prin O la AB taie AD şi BC ln 
M şi N. Folosind proprietatea a) să se arate 
că (MO) s (ON). 

6. E fiind mijlocul laturii neparalele 
[AD] a trapezului ABCD, să se arate că 

o[ABCD] = 2a[BCE]. 
/"o. 

6*, Se dau: un unghi BAC şi un 
punct D ln interiorul lui. O dreaptă pFin D 
taie laturile unghiului ln M şi N. Să se deter
mine dreapta MN astfel Incit aria triun
ghiului AMN să fie minimă. 

7•. Să se construiască un punct P tn 
interiorul triunghiului ABC, astfel Incit tri
unghiurile PAB, PBC, PCA să aipă arii 
egale. 

\/ 

G 

I I A' c 

\ I ,, 
~ 

I I 

I I 

I \ 
I \ 
I \ 

D H E 

Fig. 1.80, 

8•. Să se descompună o suprafaţă triunghiulară ln trei suprafeţe de aceeaşi arie, prin 
paralele la o latură a triunghiului. 

9*. Rezolvaţi problema analoagă pentru un trapez. 

" 10. Prelungim razele duse la vlrfurile unui triunghi echilateral, înscris într-un cero 
e(O, r), pînă la intersecţia cu cercul care trece prin vlrfurile unui pătrat circumscris 
cercului e(O, r). Să se arate că punctele astfel obţinute slnt vîrfurile unui triunghi de 
aceeaşi arie cu hexagonul lnscris ln e(O, r). 

11. Să se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor. 

Indicaţie. Pe Ipotenuza [BC] şi pe cateta [AB] construim pătratele BCED şi ABFG 
(fig. 1.30) . Perpendiculara din A ·pe BC taie BC ln A' şi .DE ln H. Trebuie să arătăm că 
a[ABFG] = a[BA'HD] sau a[ABF] = a[BDH], a[ABF] = a[CBF_l, a[BDH] = a[BDA] 
şi r::, CBF = /'::;DBA. 

§ 4. Suprafeţe măsurabile . Aria discului 

Vom asocia acum clte o arie şi unor mulţimi care nu stnt suprafeţe 

poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi funcţia-arie la o mulţime de figuri 
(o figură este o mulţime de puncte din plan), această mulţime conţinind 

mulţimea suprafeţelor poligonale precum şi alte mulţimi de figuri ca discurile, 
sectoarele şi segmentele de cerc etc. 

1 1 , 1 ( r O mulţime Jll se numeşte suprafaţă măsurabilă dacă 
există un număr unic a(../ll) mai mare sau egal cu aria oricărei suprafeţe 

poligonale incluse în Jll şi mai mic sau egal cu aria oricărei suprafeţe poli • . 
gonale care include pe Jll (fig. 1.31). Numărul a(Jll) se numeşte aria lui JJ/.. 
Se va nota cu S* mulţimea suprafeţelor măsu~abile. 
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Te o r o m a 1. Un 
e se ealcnlcazl sttel : · 

l'fir. J.82, 

Fig. 1.81. 

·a„ [J~..,, . )J este o e 

B, 

mAsurauu ' "Aret 

Demonstraţie. Fie A1A 2 .• . An un poligon înscris în i,:ercul e (O, r) şi B 1B 2 • •• Bm un 
poligon circumscris aceluiaşi cerc (fig. I.32) . Se notează li T ÂiÂi+i· h; = d (O. AiAi+i) 
pentru ie {1, 2. „ „ n - 1}, ln = AnA1• lin = d (O. AnA1 ) , S i = BiBi+1 pentru ie {1,2„ . . 
„„ m - 1} şi sm = BmB1 . Atunci 

'1 n 
af A1Aa „. An] = a[OA1A2] + a[OA2A3 ] + .„ + a[OAnA1] = - )"' hilt. 

. 2 t='f 
1 n 

Deoarece hi < r, a[A1 ..• An] < - r )"' l; , iar din modul de definire a lungimii cercului 
2 t=( 

n E li < 27tr, deci 
1- t 

(1) a[A1A 2 •• • An] < 7tr1. 

în mod asemănător şi ţinlnd cont că d(O, BtBi+1 ) = r, rezultă 

deci 
(2) 

o 

Fig. J.88. 
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1 m r n r 
a[B1B 2 .„ Bn] = - '°" rsi = - )' " i > - · 21tr, 

2 f.:1 2 t=( 2 

a[B1B2 „ . Bn] > 7tr 8'. 

Numărul 7tr2 verifică, deci, condiţiile din definiţia unei su
prafeţe măsurabile. Vom arăta mai jos că 7tr2 este singurQl 
număr care verifică aceste condiţii şi cu aceasta teorema va fi 
demonstrată. 

Vom folosi condiţiile (1) şi (2) numai pentru poligoane 
regulat e A 1A 2 ••• An, B 1B9 „ . Bm şi n = 2m. În acest caz 
avem (fig. 1.33) 

A2 a[A1 A 2 „. A 2m] = 2ma[OA1A 2] = ma[OA1A 2A 3] = 

= m ( A1A~·· OQ + A1A2
2
• A2Q) = 

A 1A 3 • OA2 Pmr 
= m - -- = - - , 

2 2 
· smr Pmr 

a[B1B2 .„ Bm] = mo[OB1 Ba] = m - - = - - , 
2 2 

unde Pm. Pm slnt perimetrele poligoanelor A1A 8 • .• Âzm-1> B1B 2 ..• Bm. Prin urmare, din 

(3) Pmr < x < Pmr m e N• 
2 2 ' 

trebuie să deducem că x = 7tr2• 

Din (3) rezultă 

(4) 2.1. 
Pm < - < Pm, m e N •. 

r 

Ştim din definiţia lungimii l a cercului că l este .s ingurul număr mai mare dectt perimetrul 
oricărui poligon înscris în cerc şi mai mic declt perimetrul oricărui poligon circumscris 
cercului. Această caracterizare a lui l r~mlne valabilă dacă înlocuim poligoanele de mai sus 
cu poli~oane regulate oarecare, înscrise în cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (4) 
rezultă că 

2x = l . 
r 

d 
. r • l r • 27tr 1 ' • 

ec1 x = -- = ·· -- = 7tr2 ş1 teorema 1 este demonstrată . 
2 2 

Se numeşte sector de cerc determinat de arcul ÂB al cer

cului @(O, r) reuniunea segmentelor [OM ], unde ME .ÂB. 
Pe figura 1.34, punctele A, B E @(O, r) determinînd arcul mic ÂB şi 

arcul mare AB, vor determina două sectoare de cerc, corespunzătoare celor 
două arce. 

J. u r " m a 2. Sectorul de cerc determinat de arcul AB ol cercului · 
'(0, r) este o suprafaţă mllsurabilli şi oria lui este egală cu 

1 rlAr., 
') 

....-.. r' ....-.... 
m(AB) = - · fJ.(AB). 

Demonstraţia acestei teoreme este analoagă demonstraţiei teoremei' 1. 
Numărul a(..Jll) asociat unei suprafeţe măsurabile permite definirea unei 

funcţii a : ~* --. R+, care verifică proprietăţile (1)-(3) ale teoremei 1, § 3, 
cu specificarea că ·noţiunile de interior, frontieră ale elementelor lui j/1. 11e 
definesc tn mod analog. 

1 Aplicaţie. Calculul ariei unui segment de cerc 
(intersecţia unui disc [t2(0, r)] cu un semiplan 
închis limitat de o secantă a lui (2(0, r)) (fig. I.35). 

Faptul că segmentul de cerc este o su praf aţă 
măsurabilă se demonstrează ca şi tn cazul discului. 
Notăm cu a 8 , a~ ariile segmentelor de cerc determi

nate de arcul mic AB respecti~ arcul mare AB .,.,.,......._ 
(fig. J.35) şi fie IX = µ(AOB) . Conform teoremei 3 

a(sector mic AB) = a8 + a[AOB]. 

2 - Geometrte şi trlgonometrie, ci. a X-a 

B 

A 

J.'ig. J.84. 
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Fig. 1.85. 

Ţinlnd cont de 

- rl a(seotor mic AB)::;::: 2 or;. a[AOB] . 

-

obţinem 

(5) 

2r sin ~ • r cos oi. 

2 2 r 2 sin oi. 
----

2 

rS I 
a

8 
= - (ot - ~n ot} 

2 

2 

şi tn mod analog 
rB • 

a~ -:- - (2n - ot + sin ot}. 
2 

NoUnd or;'= 2.,. - «, formula lui a 8 ia forma (5): 

' r
9 

I • ') a
8 

= - (« - sin « . 
2 

Observaţie . Se va admite că punctele şi segmentele stnt mulţimi măsurabile şi au 

aria nulă. 

J-v"rrjtjj 

1. Construiţi un cerc concentric cu cercul dat e(O, r), astfel încît să împartă discul 
[e(O, r)] tn două părţi de arii egale. . 

2. Suprafeţele haşurate pe figura 1.36 {lunulele lui Hipocrat) st~t determinat~. de 
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic ABC. Arătaţi că suma a rnlor 
lor' este egală cu aria tri.unghiului ABC. 

8. Din punctul C, situat pe semicercul de dia~~tru [AB], se. coboa~ă perpendi.cul~r.a 
CD , De AB (fig. 1!37). Aria suprafeţei haşurate, 11m1tată de sem1cercur1 (secera Im A1h1-
mede), este egală cu aria discului de diametru [CD]. . 

4. Se consideră un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (f!g. I.38) . Aria supra
feţei haşurate, determinată de cercurile e{A, a), e~ a), e(C, a) ş1 e{A, 3a), este egală 
cu aria sectorului de cerc, determinat de arcul mic EF al cercului e(C, a). 

6. Să se arate că aria „coroanei circulare" cuprinse între cercurile e{O, _r1l şi <!!(O, r3) 
(r

1 
< r

2
) este egală cu aria unui disc care are ca diametru o coardă a cercuim e(O, r2), tan-

gentă cercului e(O, ri) . . 
6. Fie [OA], [OB] două raze perpendiculare ale unui cerc de centru O. Pe arcul mic 

ÂB se iau punctele C şi D astfel lnctt.Ac a BD şi fie E~ F proiecţiile lui C, D pe OB. Să 

A '----------'---' B 
D 

Fig. 1.86. Fig. J.87. Fig. I.88. 
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se arate că aria suprafeţei mărginite de segmentele [DF], [FE], [EC] şi de arcul CD este 

egală cu ariiţ sectorului determinat de arcul CD al cercului e(O, OA) . 

E>r rdt.il recapltul ttv 

1. Aria pătratului construit pe tangenta comună a rercurilor, care au ca diametre 
catetele unui triunghi, este egală cu aria triunghiului. 

2~ Să se afle . aria octogonului regulat înscris într-un cerc de rază r. 
3'; Să se arate, folosind arii, că suma distanţelor unui punct variabil, situat tn inte-

riorul triungliiului echiltateral ABC, la laturile lui este constantă. · 
~ 

4*. Se consid_eră un triunghi dat ABC şi un punct variabil M e (BC). Să se arate că 
tntre distanţele x = d{M, AB) şi y = d{M, AC) există o relaţie de forma kx + ly = 1, 
unde k şi l sint 'constante. 

6. Fie M şi N mijloacele laturilor [BC] şi [AD] ale patrulaterului convex ABCD şi 

{P} =AM n BN, {Q} = CN n MD. Să se arate că aria patrulaterului MQNP este egală 
cu suma ariilor triunghiurilor A BP şi CDQ. 

6. Într-un pătrat de latură' 1 se uneşte mijlocul fiecărei laturi cu extremităţile laturii 
opuse. Să se afle aria octogonului interior convex care se formează în acest' fel. 

7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se împarte prin punctele M, N în 
trei segmente congruente. Să se arate că AMCN este un paralelogram şi să se calculeze 
raportul dintre a[AMCN] şi a[ABCD]. 

8. Se dau punctele A, B, C, D astfel Incit A B n CD = {P}. Să se afle locul geometric 
al punctelor M astfel ca a[ABM] = a[C,PM]. 

Indicaţie. Problema revine la determinarea locului geom~tric al punctelor M pentru 
care r aportul distanţelor lui M l a dreptele AB şi CD este o constantă dată. Lo cul 
cerut se compune din două drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P. 

9. Problema analoagă cu problema 8 în cazul AB li CD. 
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Capitolul li 

Aplicaţiile trigonometriei în geometrie 

· Geometria este una dintre· disciplinele matematice tn care trigonometria 
tşi găseşte aplicaţii imediate, dat fiind că intre aceste discipline există o împle
tire strtnsă (geometria a fost utilizată într-o măsură considerabilă în elabo
rarea trigonometriei). 

Dacă ABC este un triunghi , numerele a= BC, b =AC, c = AB, 
A A A „ 

A =µ.(A), B = µ.(B), C = µ.(C) se numesc elementele triunghiului ABC. 
Dacă a, b, c, .A, B, C slnt elementele triunghiului ABC, aceste numere stnt 
·elementele oricărui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente, 
avtnd aceleaşi elemente, le considerăm egale sub aspect metri'c. 

Problema principală a capitolului de faţă constă în rezolparea metrică a 
triunghiului adică în determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosc 
trei din ele. De menţionat este faptul că, deoarece în orice triunghi ABC, 
A + B + (; = 7t, printre cele trei elemente cunoscute figurează neapărat 
lungimea. unei laturi. 

§ 1. Coordonate polare în plan 

ln sist~ul de coordonate din plan de reper (0, A, B), . fie punctul 
F(x, y) diferit de originea 0(0, O) a axelor de coordonate. Dacă notăm ou r 
distanţa OP, atunci r = Vx2 + y2

• Deoarece P =/:O, rezultă r =F O. 

Punctul ·M ( ~ , ~) este situat pe cercul unitate C =@(O, 1 ). lntr-adevăr 

xz + yz = --- = 1, adică OM= 1. 
r2 

Rezultă că M este punctul de intersecţie al semidreptei (OP cu cercul 
unitate C. 

Deoarece M E C, există numărul unic t E [O, 27t), astfel incit 

.:'.. = cos t, Jl = sin t. 
r r 
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Aceste egalităţi se pot scrie sub· forma 

(1) {X.= r C~B t, 
y = r sm t. 

Dacă P =O, adică x =O, y =O, atunci r =OP= O şi formulele (1) 
et.nt v~labile, oricare ar fi t E [O, 27t). 

Se observă că atlt numerele (x, y) eit şi numerele (r, t) determină poziţia 
punctului P tn: plan. · 

Numerele (r, t) ce i~tră tn formulele (1) se numesc coordonatele polare ale 
punctului Pj r. se numeşte raza polară a lui P, iar t se numeşte argumentul 
polar al lui P. · 

Dacă se cunosc numerele x, y, nu ambele nule, coordonatele carteziene 
ale punctului P, raza polară r a lui P se determină din r = V x2 +y2 , iar 
argumentul polar t se determină din una din egalităţile (1), ţintndu-se seama 
de cadranul în care se află punctul P. Dacă x =/: O, putem folosi şi formula 

(2) tg t = 1L. 
X 

deci tn acest caz 

(2') t :!::: arctg 1L + k7t, 
X 

unde. k =O dacă P(x, y) se află în cadranul I, k = 1 dacă P este în ca

dranul II sau II I şi k = 2 dacă P se găseşte tn cadranul IV ( deoarece 

arctg ~ E ( - ; • ; )) · 

Dacă x = O, y = O, avem r = O şi argumentul polar este nedeterminat. 
Exemple. Să se determine coordonatele polare ale punctelor : 

a) P(5, O); b) Q(O, -8); c) R(4, 3); d) s (V3, -1). 

Soluţie . a) r = VV + 02 = 5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci
selor pozi'tive, rezultă t =O. Aşadar coordonatele polare ale lui P stnt (5, O). 

b) Punctul Q(O, -8) fiind pe semiaxa ordonatelor n·egative, rezultă 
3n: . 8 t = - ŞI r = . 
2 

)A 5 . 3 D 3 . c vem r = şi tg t = - . eoarece R(4, ) este situat in cadranul I, 
4 

rezultă t = arctg .! ~ 0,645. 
4 

d) In acest caz r = 2 şi tg t = - V 3 • Punctul S fiind situat în 
3 

cadranul IV, rezultă t = - ..::.. + 27t = H n: • 
6 6 
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2 3 

Fig. JI.2. 

R(t.,3) 
2 3 

s 
-2 

Fig. 11.1. 

In figura 11.1 sînt reprezentate 
cazurile c) şi d). Pe cercul unitate a 
fost marcat' punctat arcul care are 
lungimea t (in cazul c)). 

De reţinut este faptul \)ă fltunci 
ctnd punctul P(x, y) are ordonata 
strict pozitivă, adică y > O numărul t 
reprezintă măsura in radiani a unghiu-

lui fOJ. (figura 11.2). 

Ex rrlt li 

1. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, - 8), b) N(-3, - 4), 

c) P(O, -5), d) Q (1 , V3), e) R( - 2, 1) , f) S(-3, O) . 

2. Să se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordqnate polare: 

' 3 ' 13 3 
a) (2 ~ b) (s, 2n - arcsin ~1, c) (7, ftr.) , d) (5, r.). 

8. Să se determine coordonatele polare al~ punctelor situate pe dreapta de ecuaţie 
3x _ 4y = o, care au distanţa la originea axelor de coordonate egală cu 2. 

2. T or ma tnucurllor I t or ma cosinusului 

Vom stabili tn continuare două relaţii fundamentale intre elementele 
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metrică a triunghiul~.i. 

Pentru simplificarea limbajului f acero următo~re~e· con-:enţll: nu.merele 
a, b, c le vom numi laturi, iar numerele A, B , C unghiu'ri ale tr1unghrnlu1 ABC. 

T J nu 1 

ăV m: 

(2) 
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Demonstraţie. In planul triunghiu
lui ABC (figura, 11.3), alegem un sis
tem de axe de coordonate cu originea 
in punctul A , dreapta AB, axa abscise
lor şi dreapta perpendiculară tn A pe 

. AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost 
ales tn aşa fel inctt abscisa lui B şi ordo
nata lui C să fie numere strict pozitive. 

Dreapta paralelă prin A la BC se 
i11tersectează cu paralela prin C la AB, 

I 

/o c -;-----
/ 

I 
I 

I 
I 

A c B 

F ig. 11.8. 

1n punctul D. Inseamnă că AD = BC = a, iar unghiurile fiÂD ş1 ABc 
fiind suplimentare, rezultă !J:(JiÂD) = 7t - B. . 

Utiliztnd formulele (1), § 1 ordonata punctului C este Yc = b sin A, iar 
ordonata punctului D este Yn = a sin (7t - B) =a s'i'n B. Punctele C şi D 
fiind pe aceeaşi paralelă la axa absciselor, au 9rdonatele egale. Din Yc = Yn 
rezultă b sin A = a sin B sau 

a b 
sin A= sin B 

ln mod analog avem a sin C = c sin A de unde rezultă imediat egalită
ţile (2). 

u e ma 2. DacJ1 numerele strict pozitive a11 b11 ci. A 11 B 1, C1, veri· 
f lcA roJaţillc 

(3) 

tunel exfst6 · un triunghi ABC Ble cărui elemente stnt respectiv cele şase 
n 

Demonstraţie. Deoarece din a doua relaţie (3) rezultă B1 + C1 < 7t, 

" " putem construi un triunghi ABC, astfel ca BC = a.1, µ.(B) = B 1, µ.(C) = G1 • 

"' Atunci µ(A) = 7t - B1 - C1 = A1 şi din teorema sinusurilor deducem: 
' 

ai CA AB · 
sin A1 = sin B1 = sinCi' 

Comparind cu pripia relaţie (3), rezultă CA = b1, AB = c1 • 

Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul in care 

sin2 B + sin2 C = sfn2A 
este dreptunghic. 

Soluţie . Aplicind teorema sinusurilor, din 
a b c -- - = --- = -- = m 

sin A sin B sin C ' 
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rezultă: sin B = .!!.. , sin C = !... , sin A=~. Inloouind tn relaţia din enunţ, 
m m m 

se obţine 
ba+ ca = ,aa 

şi conform reciprocei teoremei lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic. 
2. Să se demonstreze că triunghiul ABC tn care 

b ·' A [n: ) a = 2 sm '2 , A E s , n , 

· este isoscel, 
Soluţie. Conform teoremei sinusurilor şi relaţiei date, se obţine sin A = 

2 ' Bi A. d d A . B . B ' n:-A · = sin s n - , e un e cos - = sin sau s1 n =sin --- ; deci 
2 2 2 

n:-A n: - A n+A B = - - sau B = n - -- = --- . 
2 2 2 

I i C A 
n: - A n:-A 

n pr mul caz = n - - B = n - A - - - = - -- = B şi triun-
2 2 

ghiul ABC este isoscel. 
Cazul al doilea nu este posibil deoarece A + B = n: + aA E [n, 2n), 

2 

oricare ar fi A E [ ; , n J . 

Te ore m e 8. (Te ore ma co 1 Inu sulu 1.) ln orice triunghi ABC 
avem : 

(4) I a1 
- b1 + c1 

- 2bc cos A I 
Demonstraţie. Se ia un sistem de coordonate cu originea în v1rful A al 

tri'unghiului ABC, axa abscf'selor dreapta AB şi axa ordonatelor dreapta 
perpendiculară în A pe AB (figura 11.4). Sistemul a fost ales P.stfel ca abscisa 
lui B şi ordonata lui C să fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele 
(c, O), iar punctul C, conform cu (1), § 1, are coordonatele (b cos A, b sin A). 

c 
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Aplictnd formula distanţei dintre două puncte rezultă: 

A 

BC2 = (c - b cos A) 2 + (b sin ·A)2 = b2 + c2 
- 2bc cos A . 

B 

Fig. 11.4 

Dar BC2 = a2 şi teorema este demon- . 
strată. 

Formula (4) rămîne adevărată dacă 

schimbăm pe a Jn b, pe b tn c, pe c în a, 
pe A in B, pe B tn C şi pe C în A, 
adică avem : 

(4') 

(4") 

b2 = c2 + a2 
- 2ca cos B, 

c2 = a2 + b2 
- 2ab cos C. 

Relaţia ( 4') s-a obţinut din ( 4) prin aşa-numita per: mutare circula,rd. tot 
aşa s-a o~ţinvut (4") din. (4')._ In general, dacd o relaţie tntre a, b, c, A, B, c 
este a~eparata pevn~ru .orice triunghi, atunci stnt adepărate şi relaţiile deduse din 
ea prin permutări circulare. 

• D ~ n merele strlet pozitive a1, b1, c1 şi A1 E (0, n) 

(5) af = b~ + cf - 2b1C1 cos Â11 

. n istA un triunghi ABC eu 
;o., 

ne - a1 , c A b1, AB ~ Ci, (!(Â) = A1. 

Demonstraţie. Se poate construi un triunghi ABC astfel CA b ;o., , ca = 1 • 

AB = c1, µ(A) = A1. Apliclnd te6rema cosinusului in acest triunghi, se 
obţi'ne: 

BC2 = br + c~ ~ 2b1c1 cos A1 

şi com_partnd cu (5), rezultă BC = a1 • 

Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul ABC est.e dreptunghic tn A dacă 
şi numai dacă 

cos B + cos C = !!_ + c • 
a 

Soluţie. Dacă A = ~ ; cos B + cos c = !... + !!._ = b + c . 
2 a a a 

Mai rămîne de demonştrat oă: 

cos B + cos C = b + ~ ::::;. A = ~ . 
a 2 

Din teorema cosinusului rezultă: 

B 
az +ca - bll • 

cos = Şl 
2ac 

C
. a2 +ba - ca 

cos = --'-----
2ab ' 

Inlocuind in relaţia dată se obţine : 

a11 + c2 
- b1 + a2 + b1 

- c1 = b + c 
2ac . 2ab a 

sau a~ = b2 + c2
, 

relaţie care caracterizează triunghiul dreptunghic. 

2. Să se arate că, dacă a = 41, b = 28 şi' c = 15 triunghiul ABC este 
obtuzunghie. 

. Soluţie. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi. obtuz. 
Din . , 

cos A = ~z + ca - a;2 = - ~ 
2bc 5 ' 

deoarece A E (0, n) şi cos A <O, rezultă 

Deci triunghiul este obtuzunghie. 
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1. Să se arate că tn orice triunghi ABC avem: 
a) b cos C + c cos B = a ; 
b) b cos B + c cos C = a cos (B - C) . 

2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
bz - c2 

a) b cos C - ·c cos B = ; 
a 

b) 2(bc cos A + ac cos B + ab cos C) = a 2 + b2 ;t c2
• 

8. Folosind teorema cosinusului, să se arate că 

4m~ = 2(b2 + c2 ) - a2
, 

unde ma este lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a. 
4. Să se arate că tr.iunghiul ABC în care 

a+ c B --- = ctg - , 
b 2 

este dreptunghic. 
6. Să se arate că, dacă tn triunghful ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci 

a2 + b2 = 2c2. 

§ 3. Rezolvarea triunghi urilor 

ln continuare ne ocupăm cu rezolvarea metrică a triunghiului in diferite 

cazuri. 
Cazul L. U.L. Se dau două laturi şi unghiul cuprins intre ele, de exemplu 

a, b, C. 
In acest caz triunghiul poate fi construit, deci existenţa lui este asigurată. 

Teorema L.U.L. ne arată că, priviţă metric, problema dată are soluţie unică. 
· Elementele necunoscute se determină astfel: din 

c2 = a 2 + b2 
- 2ab cos C 

se determină c, iar A se află din teorema sinusurilor. 
Cazul U.L. U. Se dau o latură şi unghiurile alăturate ei, de exemplu a, B, C. 

In acest caz triunghiul ABC există dacă şi numai dacă B . + C < 7t. Unicitatea 
soluţiei rezultă din teorema U.L.u. · 

Numerele b şi c se calculează cu ajutorul teoremei sinusurilor, ştiind că 
A = 7t - B- C. 

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c. 
Din geometrie se ştie că triunghiul •ABC există dacă şi numai dacă 

a < b + c, b < c + a şi c < a + b. 
Numărul A se calculează din 

( 1) cos A = ~2 + c2 - aa • 
2bc 

iar numărul B, în mod analog sau din teorema sfousurilor. 
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Condiţia de existenţă se poate obţine şi cu ajutorul teoremei 4 § 2. într-adevăr 
pentru numerele strict pozitive a, b, c, avem ' ' 

I 
a + b > c 

_ 1 < b
2 + c2 ~ a2 < 1 - { (b - c ~ a) (b - c + a) < o -

2bc (b + c +' a) (b + c - a) > o c + a > b 
. b + c > a. 

. Aşadar există A , verificînd formula (1) dacă şi numai dacă a + b > c, b + c > a, 
c + a > b. 

Cazul L.L. U. Se dau două laturi şi unghiul opus uneia din ele, de exemplu 
a, b, A. 1 

In acest caz, ţintnd seama de teorema 4, § 2, triunghiul ABC există dacă · 
şi numai dacă ecuaţia . 

(2) a 2 = b2 + c2 
- 2bc cos A 

cu necunos9uta c are cel puţin o soluţie strict pozitivă. 

Problema are două, una sau nici o soluţie după cum ecuaţia (2) admite 
două, una sau nici o rădăcină strict pozitivă. 

Rezolvarea şi discu.ţia cazului se poate face şi pe baza teoremei 2, § 2. 

Exemple. I. a = V2, b = 2, B = .2: . 
4 

Sol(lţie. Din b2 = a 2 + c2 
- 2ac cosB, rezultă 

c2 - 2c - 2 =O. 

Această 'ecuaţie· are unica rădăcină pozitivă c = · 1 + V3, deci există o 

singură soluţie. Din cos A · ~2 + c2 

- a
2 rezultă cos A = Va deci A - 2: 

2bc ' 2 ' - 6 

şi C = 7t - A - B = 7
7t • 

12 

2. b = ]/5, c = Vî7 , B = arc cos _4_Vf7 · 
17 

Soluţie . Din t eor.ema cosinusului, rezultă 

a 2 
- Ba + 12 = O. 

• 

S-a obţinut o ecuaţie cu soluţia a1 = 2 şi a2 = 6. Cu aceste date există două 
triunghiuri. 

· . 2V5 
Dacă a 1 = 2, atunci C1 = 7t - arccos - 5- -, A1 = 7t - C1 - B. 

D 6 · 2 V5 acă a 2 = , atunci C2 = arccos -
5
- , A 2 = 7t - C 2 - B. 

Din tabele sau cu ajutorul calculatorului găsim 

C2 ~ arccos 0,894 ~ 0,46 şi C1 = n - C2 ~ 3,14 - 0,46 = 2,68, adică 
A A 

m(C2) = 26°30' şi rri(A1) = 163°30' . 
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Aplicaţii. 1. ln cazul L.L.L., determinarea lui A in funcţie de a, b, c se 
poate face şi folosind. una din formulele . 

(3) A v;(~ cos - = 
2 bc 

. A V (-;;-..:__ b) (p - c) 
Sin - = • 

2 bc 

unde 2p = a + b + c. 
lntr-adevăr din teorema cosinusului rezultă 

bB + cs - as 
cos A = ----- · 

2bc 

Dar cos2 ~ = 1 + cos A . lnlocuind se obţine: 
2 2 

' A 1 ( b2 + cz _as) (b + c + a) (b + c - a) 
cos2 - = - 1 + - - - = · 2 2 2bc 4bc 

Din a + b + c = 2p, rezultă a + b + c - 2a = 2p - 2a. Deci 

b + c _ a = 2(p _ a} şi cos2 ~ = l!_(P b~ a)_. Ultima egaJitate scrisă este 

echivalentă ·cu prima egalitate din enunţ, deoarece A E(O, 7t) şi cos 4 >0. 
• 2 A 

A doua egalitate din enunţ se demonstrează pornind de la sm 2 = 

_ 1 - cos A Şi ,făcind calcule similare cu cele de la demonstraţia primei 
2 

egalităţi. B 

Rămine ca exerciţiu să se scrie for)llulele analoage cu (3) pentru cos 2 • 
C . B . C 

· cos - sm - sm - • 
2 ' 2 ' 2 

„ 2. ln orice triunghi ABC avem: 

(4) 
2bc A l = --- cos-. 

a b + c 2 

"' la fiind lungimea bisectoarei unghiului A. ,,... 

Soluţie. Fie D punctul de intersecţie al b~sectoar~i unghiului A cu latura 
[BC] (fig. II.5). Aplicind teorema bisectoarei se obţme 

A 

Fig. 11.5. 
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BD = __c::__ · 
b+c 

ln triunghiul ABD, conform teoremei 
sinusurilor, rezultă: 

la BD - - =--· 
sin B . A sm-

2 

lnlocuind pe BD se obţine relaţia dfl demonstrat. 
In mod analog avem: 

l 2ac B 2ab C 
b = -- COS - 4 le = - - COS 

a+ c 2 · a + b 2 

E> ·1 li 

1. Să se determine toate elementele triunghiului A!JC ştiind că': 

5 63 3 
a) a= 14, c ~ 13, B = arccos - ; b) b = 15, A = arccos - , C = arccos - · 

13 65 5 • 

c) a= 15; b = 4, c = '13; d) a = 5, c = 6, C
0

= arccos ! · 
5 ' 

, /- n 2V10 e) a = v 2, b = 2, A= 6 ; f) a = 5, b = 7, A = arccos -
7
- ; 

g) a = 1, b = 2, A = ~. 
3 

2. Să se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date: 
a) A~ B şi p; 
b) a + b = m, A şi B ; 
c) a, A şi b - c = d . 

8. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

A-B C a - b · 
tg tg - = - - - (teorema tangentelor). 

2 2 a+ b 

4. în triunghiul ABC se dă m(Â) = ,60° şi !!._ = 2 + i/3. Să se calculeze tg B-C 
c 2 

şi unghiurile B şi C. 

5. Într-un patrulater convex ABCD se dau: AD = 7 (i/6 - i/2}. CD = 13, 
33 . n 5 

BC = 15, C = arccos - ş1 D = - + arccos - . Se cer celelalte unghiuri ale patru-
65 4 13 

\ Jaterului şi AB. 

§ 4. Formule pentru arta triunghiului 

Fie S aria triunghiului ABC. Avem mai intti formuJele (Cap. I, § 3, 
teorema 2) : A 

(1) 2S =aha = bhb = chc, 

unde ha, hb, he sint înălţimile triunghiului. 

în triunghiul ABC (fig. 11.6), fie ha = 
= AD. Din triunghiul dreptunghic ADC 
deducem ha = b sin C, deci 

(2) S = absin C. 
2 Fig. 11.6. 

29 



Formula (2) se citeşte astfel: 

Aria unui triunghi este egală cu jumătatea 
tnmulţit cu sinusul unghiului dintre ele. 

produsului a două laturi 

Din (2) rezultă; I 

S 
ab

2
.c C .cc = - · sin - cos - = ab sin - cos -

2 2 2 2 2 

şi ţintnd seama de formulele (3) de la § 3, gă~im formula lui Heron: 

(3) S = V p(p - a) (p - b)(p - c). 
' 

Exprimtnd pe b din teorema sinusurilor şi înlocuind tn (2), se găseşte: 

(4) S = ~~sin B sin C • 
2 sin A 

Scrieţi formulele analoage cu (2) şi (4), care se obţin prin permutări cir
culare . 

Aplicaţie. Aria suprafeţei poligonale determinată de un poligon regulat 
cu n laturi este dată de: 

(5) S n R2 • 2n 
n = - sin - . 

2 n 

unde R este raza cercului circumscris poligonului. 

Soluţie. Fie AB = ln lungimea laturli poligonului regulat (fig. II. 7), 
M mijlocul laturii [AB] şi O centrul cercului circumscris. Avem 

Sn = n · a[ABO] = n lnOM. 
2 

./"... 2 n • ,/""... 1t I · 1t r 
Dar µ(AOB) = - , deci µ(AOM) = - . nseamnă că ln = 2R sin - şi 

n n n 

OM = R cos ~. Inlocuind, se obţine formula (5). 
n. 

Exerciţii 

1. Să se calculeze aria triunghiului -1BC atunci ctnd: 

Fig. 11.7. 
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) B . 24 c . 12 a a = 17, = arcsm - , = arcsm - ; 
25 13 

A A 

b) b = 2, m(A) = 135°, m(C) = ,30°; 

c) a=7,b=5,c=6; 
A 

d) m(A) = ·18°, b = 4, c = 6. 
2. Ctte triunghiuri distincte sub aspect metric există 

astfel ca 
a = 15, c = 13, S = 24? 

8. Să se afle aria triunghiului ABC dacă: 

- A 
a= V 6, m(A) = 60°, b + c = 3 +Va . 

4. Să se afle aria patrulaterului din exerciţiul 5; § 3. 

6. Dacă S este aria poligonului regulat cu n laturi, să se calculeze : S3 , S 4, S 0 , S8, 

S
19 

şi S20, în funcţie de R, raza cercului circumscris poligonului. 

6*. Să se calculeze aria poligonului regulat ABCDE„. M tnscris în cercul de ra~ă R, 
ştiind că 

1 1 1 - - =--+- . 
AB AC AD 

§ 5. Raza cercului circumscris {I raza cercului înscris tn triunghi 

Te oreiµ a I. ln orice triunghi ABC, raza R eeMului circumscris 
11 e:r:nrlmă prin 

(1) ' R= a o;= b 
2 sin A 2 sin B 

A 

Demonstraţie. TriiJnghiul ABC are un unghi ascuţit, fie a.cesta A . Notînd 
cu D punctul diametral opus lui B tn cercul circumscris triunghiului (fig. 11.8), 

A ~ ,/"'.._ 

avem: A &1 BDC şi m(BCD) = 90°. Aşadar 

. " . ,/""... BC a 
sin A = sin BDC = -- = -

BD 2R 

şi se obţine prima egalitate (1). Celelalte rezultă din teorema sinusurilor. 

Egalităţile (1) scrise sub forma 

2 a b c . 2R 
( ) sin A = sin B = sin C = 

le utilizăm în continuare sub denumirea 
de teorema sinusurilor. 

· " u " m a "· JJ1 orice triunghi 
ABC, raza r a cercului înscris so exprimă 
p 

(3) r s 
p 

D 
c 

A 

Fig. U.8. 
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Fig. 11.9. 

Demonstraţie. Punctul I de intersecţie 
al bisectoarelor (fig. 11.9) este centrul cer
cului înscris şi este situat tn interiorul 
triunghiului. 

lnălţimile triunghiurilor JAB, IAC, 
I BC stnt egale cur, iar suma ariilor acestor 
trei triunghiuri este egală . cu S, adică 

ar+ br + cr = S 
2 2 2 ' 

de unde rezultă formula (3). 

Aplicaţii. 1. Să se arate că pentru raza R a cercului circumscris triunghiu
lui avem şi formu!a 

(4) R = abc. 
t.S 

Soluţie. Ţinînd seama de teorema 1 şi de formula (2), § 4 se obţin succesiv: 

R = c = --~ = abc • 
2 sin C 2ab sin C 4S 

2. In orice triunghi ABC avem 

4R ·A·B· C r = sin - sin - sin - • 
2 2 2 

Solut ie. Aplicînd formulele (3), § 3 se obţine: 
• 

sin A sin B sin C = (p - a) (p - b) (p - c) = -~ = S • 4/S = r • ....!.. . 
2 2 2 abc pabc p 4abc 4R 

de unde rezultă relaţia cerută. 

3. ln orice triunghi ABC există relaţia 

S = 2R2 sin A sin B sin C. 

Soluţie. Folosind formula (4) avem: 

S __ abc = 8R3 sin A sin B sin C 2 2 • • • 
- -------'--==----:.___ = R sin A sin B sin C. 

4R 4R 

Exerciţii 
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1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

a) r = (p - a) tg A ; b) S = ·p(p - a) tg ~; 
2 2 

) '-R A B C d) R A . B . C c p = „ cos - cos - cos - ; p - a = 4 cos - sm ~ sm - • 
2 2 2 2 2 2' 

e) m~ = R2(sin 2A + 4 cos A sin B sin C); f) ha ·= 2R sin B sin C. 
2. Dacă I este centrul cercului lnscris în triunghiul ABC, să se arate că 

R 
. B . C 

Al = 4 Sin - Sin - • 
2 2 

8. 8ă se demonstreze teorema 1 din acest paragraf utilizlnd metoda analitică. 

. Apllcaţ I practic 

Multe probleme topografice (de întocmire a planurilor porţiunilor de 
teren) au ca model matematic rezolvarea. triunghiului. Dăm citeva exemple. 

1) Distanţa dintre două puncte accesibile, între care se află un obstacol. 
Pentru a calcula distanţa de la A la B (fig. 11.10), se alege un punct C din 
care se văd punctele A şi B. Cu ajutorul unor aparate, prin măsurare, se 

./"""... 
obţin numerele AC = b, BC = a, !L(AC B) = C. Distanţa de la A la B se 
calculează din triunghiul ABC: 

AB2 = a 2 + b2 
- 2ab cos C. 

2) Distanţa dintre două puncte inaccesibile. Pentru a calcula distanţa de 
la A la B (fig. 11.11), se aleg două puncte C şi D din care se văd punctele A 
şi B şi astfel ca distanţa CD să se poată determina. 

/"".. ./"""... 
Prin măsurători se obţin numerele: CD = a, 1.1.( AC B) = a:, !L(BCD) = ~ • 

--"" ./"""... 
µ(ADC) = y, µ( ADB) = ~. 

Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obţin: 

BC = asin (y+ 8) 
sin(~ + y + 8) 

AC= asiny 
si n (« I- ~ + y) 

Distanţa dintre punctele in_accesibile A şi B se obţine din triunghiul ABC, 
cunoscindu-i două laturi şi unghiul cuprins între ele. 

b 

c 
B 

Fig. 11.10. 
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3) Determinarea înălţimii unui turn inaccesibil, situat pe un deal. Fie 
turnul marcat prin segmentul [AB] (fig. Il.12). Alegem un punct accesibil C 
şi lucrăm în planul determinat de punctele A, B, C. Luăm încă un punct 
accesibil D E BC şi notăm cu E punctul de intersecţie al verticalei prin A 
cu orizontala prin D. 

Prin măsurători se obţin: 
./""o... ./""o... ./""o... 

CD= a, µ(EDB) = cp, µ(ADB) = ~ şi µ(ACB) e:::: ex. 

In triunghiul ACD, avem: 
AC a 

sin (3 =sin (ex - (3).' 
d · A a sin (3 ec1 C = --- - . 

sin {ex- (3) 

Din triunghiul ABC se obţine: 

Aşadar 

AB AC 
d . AB - sin ex AC ec1 - - - . 

sin ex cos q> 

AB _ asin exsin(3 
- sin (ex - (3) ros cp • 

Excr"l~i i 

1. O persoană care se află pe malul unui rîu vede un arbore de pe malul opus sub 
un unghi de 60°, iar ctnd se depărtează cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de 
15°. Să se calculeze înălţimea arborelui şi H!.pmea rlului. 

2. Ne aflăm pe malul unui rîu, care nu poale fi traversat şi vrem să măsurăm distanţa 

dintre doi copaci A şi B situaţi pe celălalt mal. 1n acest scop, se măsoară distanţa de 30 m 
dintre două puncte C şi D situate pe malul nostru şi următoarele patru unghiuri: 

........... ........... ........... ........... ' 

m(ACD) = 120°, m(BCD) = 60°, m(BDC) = 105°, m(ADC) = 30°. Care este distanţa de 
la A la B? 

E:xcrclţil recapitulative 

1. Folosind teorema sinusurilor, să se arate că într-un triunghi unei laturi mai mari 
se opune un unghi mai mare. 
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2. Să se arate că ln orice triunghi ABC avem: 

) acosA-bcosB, + C - O ...t.b a cos - ,a r· 
a cos B - b cos A 

b ) sin (A - B) sin C 

1 + cos (A - B) cos C 

a2 - b2 

as+ b2 

c*) (a+ c:) cos - + b cos A + - = 2c cos - cos - • B ( 3B) B B 
4 4 2 4 

1 . . /\ ' A ... 2 v·2 Să 
8. n tr1unghml ABC, m(A) = 45°, AB = a, <.; = - -

3
- .a. 

lg B = 2. 

se arate că 

4. Fie A', B', C' punctele de tangenţă ale cercului înscris unni triunghi ABC cu 
laturile acestuia. Să se arate că 

a[A'B'C'] r 

a[ ABC] 2R 

5*. Să se arate că în orice triunghi ABC 

. A a 
sin - .;; ---=- . 

2 2V bc 

6. Să se rezolve triunghiul ABC, cunoscîndu-i elementele A, B şi aria S. 

7. Să se rezolve triunghiul ABC cunoscînd 

corespunzătoare la turii a, ma= _!_ VT5 L3. 
2 

A 4 . d' a = 13, = arccos - şi me 1ana 
5 

8. Să se calculeze unghiurile triunghiului ABC ştiind că B - C = · 27t şi R = Br, 
3 

unde R şi r slnt respectiv razele cercului circumscris şi înscris triunghiului. 



Capitolul III 

Aplicaţiile trigonometriei in algebră 

ln clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe şi operaţiile cu ele. 
Aceste numere au aplicaţii variate in geometrie 1 mecanică, fizică, elect~o
tehnică etc. Pentru a uşura anumite calcule, vom defini forma trigor..ometr1că 
a numerelor complexe. Reamintim că mulţimea numerelor complexe se notează 
cu C ={x+iylx, yER, i 2 =-1}. 

§ 1. Forma trigonometrică a unul număr complex 

Să considerăm un sistem de coordonate în planul rp, reperul fiind (O, A, B) 
(fig. 111.1). Fiecărui număr complex z = x + iy (x, Y E R) ii asociem un 
punct unic ME rp de coordonate (x, y), faţă de reperul ales, numit imaginea 

numărului complex z, .. . · . 
Am definit in acest fel o funcţie bijectivă f : C -+ rp. Dacă imagmea lui 

z = x + iy este punctul M, atunci numărul complex z se numeşte afixul 

punctului M. 
Dacă coordonatele polare ale punctului M sînt r şi t*, atunci conform 

formulelor 

x = rcos t*, y = rsin t* . 

((1) C II § 1) numărul complex z = x + iy se scrie: , ap. ' ' 

(1) 

M(1t,y} ,,, 
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z = r (cos 

- BfO,IJ 

o A(l,OJ 

t* + i~in t*), r ~ O, t* E [O, 27t). 

Deoarece r = OM = V x2 + y_2 ş1 
Iz I = V;;2 + y2

, rezultă că 

(2) r = Iz I, 

Fig. 111.1. 

deci raza polară a imaginii lui z este 
egală cu modulul lui z. Argumentul 
polar t * al imaginii . lui z se numeşte 
argumentul redus al lui z şi se notează 
cu arg z, 

ln concluzie, orice număr complex z poate fi scris sub forma (1), numită 
forma trigonometrică a lui z. Dacă z =F O, modulul şi argumentul redus ale 
lui z sînt determinate unic. Dacă z = O, modulul este egal cu O şi pentrn 
argumentul său redus se poate lua orice număr din [0,27t). 

Dacă schimbăm pe t* in t* + 2k.7t, k E Z, formula (1) rămine valabilă . 

Aşadar există mai multe valori t pentru care 

(3) z=r(cost+isint), r ~ O. 

Se pune intrebarea dacă pentru un număr dat z =F O formula (3) este adevă
rată şi cu valori t diferite de arg z + 2k1t, k E Z. 

Fie numărul z =F O, scris sub forma (3) . Se ştie că oricare ar fi numărul 
real t, el poate fi scris ca t1 + 2krc cu t1 E [O, 27t) şi k E Z. Din (3) rezultă z = 
= r[cos(t1 + 2k7t) + i sin (t1 + 2k7t)) .= r (cos t1 + i sin t1) de unde r = Iz!, 
t1 = arg z şi am ajuns la concluzia că t = arg z + 2k1t. 

Orice număr real t, pentru care relaţiile (3) au loc, se numeşte argument 
al lui z. Mulţimea argumentelor lui z se notează cu Arg z. Conform celor ară
tate mai sus putem scrie: 

(4) Argz= {tit =argz+2k7t, kEZ}, 
deci diferenţa a două argumente ale unui număr comptex z "=F O este un 
multiplu de 21t. 

Exemple. 1. Fie numărul complex z = 1 - i. Să se determine I z ), arg z 
şi Arg z. 

Soluţie. Deoarece x = 1 şi y = - 1, imaginea lui z se află in cadranul IV, 

A.pică t* = arg z E ( 
3

2
7t , 27t) şi 

r = I z I = V x2 + Y2 = V 2-, tg t * = JL = -1; 
:r; 

deci t* = ?Tt (pe fig. III.2, t* este lungimea arcului mare Âc). Arg z = 
4 

= { 
7
: + 2k1t I k E Z} . 

2. Fie z = -i, să se determine Iz I şi Arg z. 
Soluţie. Iz I = r = vo2 + (-1)2 = 1. Deoarece X =o şi y = -1, 

imaginea lui z se găseşte pe semiaxa negativă a axei ordonatelor, deci 
3Tt • 

argz = - ş1 
2 8(0,IJ 

Arg z = { 
3
; + 2krt I k E Z} . 

3. Conjugatul z = x - iy al nu
mărului complex z = x + iy, cu y -:P 

:/: O, are argumentul redus 

(5) arg z = 27t - arg z Fig. Jll.2. 

A (1,0) 

( 1,-1) 
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Fig. lll.8. 

(fig. 111.3). Intr-adevăr, dacă Iz I = 

. r şi ar~ z = t* atunci z = r cost* -

- ir sin t* = r (cos (27t - t*) + 
+ i sin (27t - t*)], deci 2n - t* E 
E Arg z şi cum O< 2n - t 111 < 27t, 

2n - t"' = arg z. 
4. Să se scrie sub formă trigono-

metrică numărul complex z = 1 + 
+ cos a + i sin a, unde a E (O, 27t). 

Soluţie. r = I z I = 

= v(1 +cos a)2Tsifi2a = 

= V2(1 +cosa)= 

V I I 
~a 

= 4 cos2 a
2 

= 2 cos a
2 

şi dacă a :fi 7t, tg t* = ---= 
1 +cos a 

2 sin!!:.. cos!!:... 
____ 2 __ 2_ = tg!!:.. t* = !!:.. + k1t, k E Z. 

2 ' 2 
2 cos2 !!:... 

2 

1° Dacă aE(O, n), atunci 1 + cosa>O, sina>O; şi imaginea lui z se află 
in cadranul I, deci 

t* E (o, ; ) şi cum ; E (o, -~} obţinem că t* = ; 

ŞI 

2° Dacă a E (n, 27t), 

se află tn cadranul 

a . 
t* = - + 1t ŞI 

2 

z = 2 cos - cos - I sm - , a ( a +. . a) 
2 2 2 

atunci 1 + cos a >O, sin a < O ŞI imaginea 

(
3n ·) a (n IV, deci t* E . "2, 2n . Deoarece 2 E 2, 

z=2jcosij[cos(; +n) +isin(; +7t)]· 

3° Dacă a = 7t, z =O şi arg z nu este determinat. 

lui z 

1t). 

0, Să se determine mulţimea punctelor din plan al căror afix z verifică 
condiţiile: 
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a) Iz I ~ 2. 

b) O< argz < ~ , z #O. 
4 

(2,0) 

Fig. Jll.4. Fig. JII.IS. 

a) Dacă z = x + iy, inegalitatea a) este echivalentll. cu relaţia 

V x2 + y2 < 2, deci mulţimea cerută este 

{M(x, y) I x2 + y 2 < 4}, 

adică discul [t2(0, 2)] (fig. 111.4). 
. .......... 

b) Mulţimea căutată este {M(x, y) Ix >O şi O< y < x} = Int AOC, 

unde C (cos 2:, sin 2:) (fig. 111.5 ). 
4 ~ 

Exerciţii 

1. Să se determine mulţimea punctelor din plan ale căror afixe z satisfar.: 
3n 

a) Iz I = 1; b) n < arg z ~ - ; z # O; 
2 

4n 
c) arg z > - , z # O; d) I z + i I ~ 2. 

3 . 

2. Să se afle forma trigonometrică a următoarelor numere complexe: 

z1 = s; z2 = va + i, Z3 = -1 + i vs; z, = - i; 

zfi = -2; zo = -- V2 - i V2; z7 = 3 - 2i, z8 = 1 + i tg a, unde a s 

e [O, ; ) U ( f, n). 
8. Să se determine · modulele şi argumentele numerelor: z1 =cos a - i sin a, z2 = 

=sin a+ icos a, z3 = sin a+ i (1 + cos a), z, = cos a + sin a + i (sin a - cos a), unde 
ae R. 

§ 2. Operaţii cu numere complexe 
scrise sub formă trigonometrică 

Operaţia de adunare şi scădere a numerelor complexe scrise sub formă 
trigonometrică nu prezintă un interes deosebit din punct de vedere al calcu
l ării (se adună sau se scad părţile reale., respectiv părţile imaginare). 
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ln 11
••• nurn '"r como I x 

Fie z1 = r1 (cos t1 + i sin t1) şi z2 = rz (cos tz + i sin tz) 
complexe. lnmulţind cele două numere complexe avem: 

două numere 

z1z2 = r1r 2[(cos t1 cos t~ - sin t i sin tz) + 

+ i(sin t1 cos t2 + cos t1 sin tz)] = 

= r1r 2[cos (t1 + t2) + i sin (t1 + tz)], deci 

(1) \z1z2 = r1r2[cos(t1 +ta)+ i sin (t1 + tz)]\ 

Rezultă că I z1z2 I = rir2, adică 
( 2) . I Z1Z2 I = I Z1 I . I Z 2 J, 

şi t1 + t 2 este un argument al lui z1z2, deci 
(3) Arg (z1z2) = {arg z1 +arg z2 + 2krc, k E Z} 

sau 
(3') arg (z1z2) = arg z1 + arg Zz - 2krc, 

unde k E {O, 1} se alege astfel ca membrul II să aparţină intervalului [0,2rc) . 

Astfel am arătat că: 
„i a doud numere comple:ce este egal cu produsul modu 

Zelor celor două numere, iar un argument al produsului este suma a ctte unui 
' _. r::r1;, vr f 

Dacă z1 = O sau z2 = O, argumentul respectiv nu este determinat, dar 
atunci z1z2 = O şi nici arg (z1z2) nu est e determinat. 

Rezultă interpretarea geometrică a produsului z1z2 : dacă M1, M 2 sint 
imaginile lui z1, z2 şi P11 P 2 intersecţiile cercului @(O, 1) cu (OM1, (OM2, 

se ia arcul p--;}
3 
=Al\ in sensul creşterii argumentelor şi se determină 

·punctul M
3
E (OP3 astfel ca OM3 = OM1 • OM2. Atunci Ms este imaginea 

lui Z1Z2 (fig. 111.6). 

Fig. lll.6. 

Arătaţi că 6.0AM1 ""' 6.0M2M8. 
Formula (1) se poate generaliza pentru 

n numere complexe: Dacă 
z1 = r1(cos t1 + i sin t1) , z2 = rz(cos tz+ 

+ i sin t2}, ••• , Zn = rn(cos tn + 
+ i sin tn), atunci 

(4) . Z1:Z2 "•••" Zn = 

·= r1r2 · ... · rn[cos (t1 + tz + ··· + tn) + 
+ i sin (t1 + tz + ... + tn)]. 

Demonstraţi formula (4) prin inducţie 
matematică I 

( 

Exemplu. Să se determine modulul şi argumentul redus al produsului 

( - 1 + i .va> (2 - 2i). 

Soluţie. z1-:- -1+iV3= 2 (cos 
2

3
7t + i sin 

2
;) şi z 2 = 2 - 2i = 

2 V -2 ( 77t + . . 77t) d . . cos ţ; i sm ţ; , ec1 

z1z~ = 4 V2 [cos ( 
2

3
7t + 2f) + i sin ( ~7t + 7

4
7t)] = 

4 V -2 ( 29n +. . 297t) = COS - - I Sln - . 
12 12 

Astf~l I z1z2 ·1 = 4 V2 şi arg z1z2 = 29
7t - 2rc = 5

7t • 
12 12 

Ridicarea la putere .a unul numlr como! x 

Fie z = r(cost + i sin t) un număr complex şi nEN*. Aplicînd formula 
(4) in cazul z1 = z2 = .. . = Zn = z, obţinem 

zn = r • r • .. . · r[cos (t + t + ... + t) + i sin ({ + t + ... + t)] = 

11 ori 

5) 

Se observă, că 

11 Ort 

= rn(cos nt + i sin nt), adică 

I zn = rn {cos nt + i sin nt) 

n ori 

I zn I = Iz ln şi Arg zn = {n arg z + 2krc I k E Z}. 
Exemplu. Să se calculeze (1 - i)24. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului z = 1 - i este z = 

= v:~qcos ': +i sin 
7
47t)· deciaplictndformula(5)avemz24 =212 (cos42rc+ 

+ i sin 42rc) = 212 (cos O+ i sin O) = 212• 

ln cazul r = Iz I = 1 formula (5) ne dă 

(6) I (cos t + i sin t)n = cos nt + i sin nt 
I 

Formula (6) valabilă pentru orice n E N*, se numeşte formula lui Moiyre. 
Aplicaţie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3t 

şi sin 3t. Avem in virtutea lui (6) : 

(7) (cos t + i sin t)3 = cos 3t + i sin 3t. 

Calculind direct putem scrie 

(cost+ i sin t)3 = cos3 t + 3 i cos2 t sin t + 3i2 cos t sin2 t + i3 sin3 t = 

= cos3 t - 3 cos t sin2 t + i (3 cos2 t · sin t - sin8 t). 
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Ţintnd seama şi de (7) se obţine: 

COS 3t = COS3 t - 3 CO& t sin2 t = 4 COS
3 t - 3 COS t 

sin 3t = .3 cos2 t sin t - sin3 t = 3 sin t - 4 sin3 t. 

lmpllrţlrea a doull numere complexe 

( tl + i sin t1) 11i z2 = r2'_(cos t2 + i sin 't2) =I= O dou~ Fie ;:1 = r 1 cos „ 
numere complexe şi 

(8) ~ = z =· r ( cos t + i sin t). 
Zz 

Atunci zz2 = z11 deci conform formul elor (2) şi (3') 

rr2. = r 1 şi t + t2 = ti + 2krc, unde k E Z. 

Aşadar 

r = .:i. şi t = (t1 - t 2) + 2krc, k E Z 
rz 

şi tnlocuind aceste valori tn (8) obţinem 

(9) ~ = ~[cos (t1 - t2) + i sin (t1 - t2) ]. 
Zz rz 

Putem scrie: 

(10) I zi 
1 I zi I Arg..!!. = {arg z1 - arg z2 + 2krc I k E Z}. 

~I= \;I' Zg 

Astfel am arătat că: 
Modulul cîtului a două numere complexe, diferite de zero, este egal cu cîtul 

modulelor celor două numere, iar un argument al cîtului este diferenţa a ctte 
unui argument al numerelor date. . . . „ • 

Din construcţia imaginii produsului .rezultă şi construc~ia imagmn citului . 

Pe figura IIl.7 M 1, M2; Q sînt respectiv imaginile lui z1, z2, :: • 
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,.,, Exemplu. Să se determine modulul şi 

a. 

I t<'ig. 111.7. 

V o (1 + i) 8 

argumentul redus al numarulm z= (Va_ i)â · 

Soluţie . , 

z = 
[V2 (cos i + i sin i ) j 8 

[2 l cos 
1 ~~ + i sin 

1 ~7:_)J3 
2• (cos 27t + i sin 27t)

1 

23 cos -- + 1 sm --;J ( 
1l7t . . 1l7t) 

2 __./ 2 

. 2 [cos (-
7

2
7t) +i sin (-

7

2
7t )J = 2 (cos; + i sin;)= 2i. 

Astfel I z I = 2 şi arg z = .!:. • 
2 

cxercl~ll 

1. S/1 se calculeze produsul (2 Vs+ 2i) (- 1 + i) {- 1- i V3) sub form11 tri, 
gonomot.rică . 

2. Sl\ se determine modulele şi argumentele reduse ale următoarelor numere complexe: 

( ·v-)16 
n) (2 + iV12)6

; b) (-1+i)9 ; c) 
1 ~~ i 3 

· ; 

( 
4 )

12 

ci) t/fil - 1 ; e) 
(Va - i)l6 (Vs + i)lO 

(1 + i)G + (1 - f)O : 

f) ( ~ - i r:a r. 
8. Să se calculeze: 

al (- 1 + i V3J6o; b) (Vi + i ~2)12; 
c) (1 - cos a+ i sin a)n, a e R, ne N*. 

4. Ştiind că z + ~ = 2 cos a, a e R, să se calculeze 
z 

1 zn+-. 
.zn 

6. Să se demonstreze că formula lui Moivre este adev11rată şi tn cazul ctnd n este un 
num11r lntreg negativ. 

6. 811 se demonstreze 

( 1 + itgt Jn = 1 +it~~' t eR - { (2k + 1) 7t
2

, k ez} şineN•. 
·1-itgt 1-itgnt 

§ 3. Rădăcina de ordinul n dintr-un număr complex 

1 Fie z un număr complex nenul şi n E N, n ~ 2. Se numeşte 
rădăcină de ordinul n a lui z orice număr complex Z, care verifică ecuaţia 

(1) zn =z. 

T Jr e m 4. Fie z = r (cost+ + i sin t*) un număr complex, arg z = t•. 
rul z are n rădăcini distincte de ordinul n, şi nnume: 

(2) 1„/-( t*+21m .. t•+2k7t) Z11. =v r cos +1 sm---, 
n n 

k E {O, i, „., n - 1}. 
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Demonstraţie. Scriind pe Z sub formă trigonometrică Z = R (cos T + 
+ i sin T), R >O, T E R, ecuaţia (1) este echivalentă cu relaţiile: 

(3) 
(4) 

Rn =r, 
nT = t* + 2kn, k E z. 

Deoarece r este un număr real pozitiv, rezultă că ecuaţia (3) are o· soluţie 

unică: R = IY~ Din (4) rezultă că 

(5) T = .-0 2kn: , k E Z. 
n 

Am obţinut mulţi mea rădăcinilor de ordinul n ale lui z: 

(6) Z in/-f t• + 2kn: + . . t* + 2/m) k E z 
k = v r cos i sm , • 

n n 

Se pune problema: cite dintre valorile Zk stnt distincte ? Pentru k E {O, 
, ... , n - 1} obţinem argumente reduse diferite: 

(7) To=~• Ti·= t•+2n:' Tz=t•+t.n:, •.• , 
n n n 

Tk = t• + 2kn: 
1 

„., Tn-l = t• + 2 (n - 1)n:, 
n n 

1, 2 

deoarece pentru Vk E {O, 1, 2, .. . , n - 1 }, Tk E [O, 2n), iar diferenţa dintre 
Ti şi T11. nu este multiplu întreg de 27t, dacă i =F k. 

Pentru k = n obţinem 

Tn = t• + 2nn: = ~ + 27t, 
n n 

care diferă de T 0 cu 21t', deci Zn = Z 0 • Dacă k este un întreg oarecare, îl 
scriem sub forma k = q • n + r cur, fi E Z şi O ~ r < n şi observăm că 

Th. = t• + 2(qn + r)n: = t• + 2rn + 2q7t, 
n n 

deci Zh = Zr şi astfel am demonstrat că printre numerele complexe (6) există 
·exact n nu mere distincte: 

Zo, Zi, ... , Zn-1· 

In particular, diJ.că z = 1, rădăcinile ecuaţiei 

(8) z'1= 1 

se numesc rădăcinile de ordinul n ale unităţii. ) 
Deoarece 1 = cos O + i sin O, rădăcinile de ordinul n ale tlinităţii, pe 

care le notăm cu e:ll., sint: J 
(9) e:lt =cos 2ktt + i sin?:.~ k E {O, 1, 2, ... , n - 1}. 

n n 
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Problemi rezolvatA. Imaginile ră-
dăcinilor de ordinul n(n ;;;: 3) ale unui 
număr complex z =F O sînt (JÎrf urile unui 
poligon regulat cu n laturi, înscris în 

t 

cercul de centru O şi de rază I z ln. 
Rezol(Jare. Fie z = r (cos ~· + 

+ i sin t*) un număr complex seri~ -+--+---~~~=:::::::P'--~
(r,o) sub formă trigonometrică, t* = arg z, 

Iz 1·= r. Imaginea lui z. este un 
punct P.. pe cercul @(O, r) (fig. 111.8). 
Fie Mo, M11 Mz, „ ., Mn-i imaginile lui 

Z - 111,r:: ( t• + 2kn: +. . t• + 2/m) 
k = v r cos - 1 sm --- , 

n n 

k E {O, 1, 2, ... , n - 1 }. Fig. m.s. 

Deoarece OMk = I Zit I = ['.}'r, aceste puncte apar·ţin cercului e (O, l/"r). 
Pe de alt.ă parte imaginile Mi,,, Mlt.+1 ale numerelor complexe z;;, Zit+i sint 
două puncte pe acest cerc, pentru care 

deci 

t* +2kn: t* -t-2(k+l)n: arg zk = • arg zk+l = - '---'----'--
n n 

Diferenţa celor două argumente este măsura unghiului. 

~ 

M1tOMii+i• 

..-... ,-. ,-.., - ...--.. 
şi astfel arcele mici M0 M1, M1M2, M2M3 , .„, M1tM1t+ii ... , Mn_1M0 sint con-
gruente şi le corespund coarde congruente: 

(MoM1) - (M1 Mz) == „. == (MnM1t+1) == 
i== ···Ei (Mn-1Mo), 

deci problema este rezolvată. 
Se observă că tn cazul rădăcinilor de 

ordinul n ale unităţii e:0, e:1, .„, e:n_1, imaginile 
acestora sint virfurile unui 'poligon regulat 
cu 1i laturi, înscris in cercul @.(O, 1), unde 
vtrful M 0 are coordonate (1 , O), deoarece e:0= 1 
(fig. III .~ tn cazul n = 6). 

EJ 

Fig. ID. 9. 
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Exemple 1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 3 ale lui -8i. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului complex 

8. t 8 { Srr + . . 3rr) - 1 es e cos 2 1 sm 2 . 

Astfel 

Z . 19/-8 [ ( 7t 1 2kn.) + . . ( 7t 2kn )] { 11. = v cos 2 , -
3
- 1 am 2 + -

3
- • k E O, 1, 2 }. 

Zo = 2· (cos~ + i sin!:.)= 2i, Z1 = 2 (cos 7
rr + i sin 7

rr) = 
2 2 . 6 6 

V·-3 . z 2 ( 1ht + . . 11rr) v-3 . = - - 1, 2 = cos -
6
- 1 sm -

6
- = - 1. 

2. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 6 ale unităţii. 
Soluţie. Avem de rezolvat ecuaţia Z 6 = 1. Rădăcinile ecuaţiei Rînt: 

e:11 = cos k
3
rr + i sin k

3
rr , unde k E {O, 1, 2, 3, 4, 5 }, 

· adică 

1 rr + . . rr 1 + . Va e:0 = , e:1 = cos T 1 sm T = 2 1 - 2- , 

2rr + . . 2rr 1 + . V3 e:2 = cos - 3- 1 sm 3 = - y 1 T , 

+ . · 1 4rr . . 4rr 
e:a = cos rc 1 sm rc = - , e:4 = cos - + 1 sm - = 

3 3 

1 . Va 5rr + . . 5rr 1 . v· ă = - 2--:- I .f., E5 = cos ··3- I sm 3 = 2 - I 2. 

Exerci ţ ii 

' 
1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul n ale lui z tn următoarele cazuri: 

a) n = 2, z = i; b) n = 6, z = -i; c) n = 4, z = v·ă + i; d) n = 3, z = _!.._~ • 
' . 1 - i 

2. Să se determine rădăcinile de ordinul 3, 4 şi 8 ale unităţii. 
8. Să se demonstreze că rădăcinile de ordinul n ale unităţii slnt egale cu puterile unei 

rădăcini particulare c1• (O astfel de rădll.cină se numeşte rddăcind primitivă de ordinul n a 
unităţii.) 

4. &0 = 1, &1> ta fiind rădăcinile de ordinul trei ale unităţii, să se arate că: c2 = &1, 

(e1)2 = (c1)-l = ea şi (e:a)a = (ea)-1 = &1· ' 
o•. Ştiind că numărul complex Z verifică ecuaţia V = z, să se:2ate că nume

rele -Z, iZ şi -iZ verifică aceeaş\ ecuaţie. Aplicaţie: Să se calculeze ( - 2i)' şi sli 
se deducă rădăcinile de ordinul patru ale numărului - 7 + 24i. 

6"'. Să se arate că, dacă numerele naturale m şi n stnt prime Intre el , atunci ecuaţiile 
zm - 1 = O şi .zn - 1 · = O au o singură rădăcină comună. 

46 

( 4. C:'"U"'ţll blnome 

fi i le O ecuaţie de forma 

(1) ;,n + c = O, c E C, n E N, n > 2 

se numeşte ecuaţie binomă. 
Pentru a rezolva ecuaţia (1) vom scrie numărul -c sub formă trigono

metrică. Astfel ecuaţia (1) este echivalentă cu 

zn = r( cos t. -1- i sin t), 

deci rădăcinile ecuaţiei (1) stnt rădăcibile de ordinul n ale numărului com
plex - c. Astfel, ecuaţia dată are n rădăcini diferite. 

Exemple. 1. Să se rezolve ecuaţia binomă z8 
- 8 =O. 

Soluţie. Forma trigonometrică a numărului 8 este 8(cos O + i sin O). 
Rădăcinile ecuaţiei stnt: 

zh = 2 (cos ~:rr + i sin ·
2
:::), k E {O, 1; 2}; zo = 2, 

Zi= -1 -1- i V3; Z2 = -1 - i ~3. 
2. Să se rezolve ecuaţia 

z8 + (1 - i) z4 
- i =O. 

Soluţie. Ecuaţia dată este o ecuaţie de gradul doi 1n z4
• Obţinem: z4 =i 

sau z4 = -1. Soluţiile acestor ecuaţii binome stnt: 

V;2 c ± . 1 ± i), ! ( ± v 2 - v2 ± i v 2 + V 2) · 
3. Scriin~ rădăcinile ecuaţiei z6 - 1 = O sub formă trigonometrică şi 

' ' 1 l b . ă ă fl 27t • • 
2rr rezolvtnd această ecuaţie ş1 pe ca e a ge ric , s se a e cos - ş1 sm - • 

' 5 5 

Să se deducă valorile lui sin 2:. , cos 2:. , sin 2:. , cos ~ şi să se calculeze 
10 10 5 5 

lungimile Îaturilor unui decagon regulat şi ale unui pentagon regulat, tnscrise 
1ntr-un cerc de rază R. . 

Soluţie. Rădăcinile ecuaţiei z6 - 1 = O atnt 

2krr + . . . 2kn k {O 1 2 3 4} e11. = cos - 1 sm -, E , , , , . · 
5 5 

Pe de altă parte z5 - 1 = (z - 1)z2 (z2 + .!.. + z + .!.. + 1) ~i nottnd z + 
. za .z 

+ .!. = y (tn conformitate cu metoda de rezolvare a ecuaţiilor reciproce), 
z 

găsim z2 + .!.. = y 2 
- 2. 

.z2 

2 + 1 o -1. ± V.5 Y Y - = , Y1,a = --2--' 
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deci 

2 + aVS + i z - - 2-- z + 1 = O, unde rt. = ± 1. 

- ai/5 + 1 ± i V JO - 2a vs. E1 = V5 - 1 + i Via+ 2 Vs· 
. 4 4 4 4 

de unde 

21t cos 
5 

VS - t sin ~1t • V to + 2 V s 
4 5 1, 

rr · (7t rr) · 2rr cos Io= sin 2 -to =sin 5 = 

· 7t 21t vs -_ 1 . 
Sin I O = COS S _ 

11 
, 

----

vi - cos 2
7t . 

sin7= _ s = V10 - 2V5 __ 
J 2 4 

cos~="' / 3 + Vs= V5 + _!_. 
s V s 4 , 

l
10

=2R sin' ~ =RV5..=_!_ l 2R · 7t R l/10 -2 V5 , s = sin - = _ _ _ 
10 2 5 2 

Exer 1~11 

1. Să se rezolve urmi\Loarele ecuaţii binomf': 
a ) z3 

- 27 = O, b ) z4 + 625 = O, c) z:1 -! t = O, d) (2 - 3i) z~ + 1 + Si = o. 
2. Sii se rezolve ecuaţ iile: 

a} z6 - 9z3 + 8 = O, b} z8 - '.:!z4 + 2 = o 
r) z4 + 6 (1 + i} z2 + 5 + 6i = O, d} z6 

-· 7iz3 + 8 = O. 
3. ~i\ s~ rezolve ecuaţia z = z11---1 , n > I , n E N, und ez este conjugatul lui z. 

t .Indicaţie. I zn---t ! = Iz l".---1 ş i deoarece I .Z I = Iz I. rez ultă Iz I = O sau Iz I = I. 
n cazu l z -/: O, inmul ţ 1 m ecuaţia dală c·11 z ş i obţinem 2n = 1. 

§ 5. Ap Ic ţ I al 
tn 

Probleme rezolrate. Dacă punctele M 1 , M 2 au afixele z11 z2 , atunci mijlocul 

M al segmmtulu. i lM1 M 2] are afixul z, + ~. 
2 

R ezol1-1are. Fie z1 = X1 + iy1 , z2 = x 2 + iy2• Deoarece coordonatele lui 

~11 fM2 sînt (x1, Y1), (x2, y2), Mare coordonatele (x1 ~ x2 , ~!___1 __ 1l~} ]Rezultă 
ca a ixul lui M este 

Xi .±...~ + i Y1 + Y2 r::1 + iy,) __ + (x2 +_iY2~ - Z1 + Zz_ 
2 2 2 - 2 
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y1g. m.1 o. Fig. lll.11. 

Problema 2. Dacă punctele M1, M2 , M3, M4 sint coliniare şi segmentele 
[M1M

3
], [M

2
M4] au acelaşi mijloc, atunci M1M2MaM4 se numeşte parale

logram degenerât (fig. III.10). Să se demonstreze că imaginile numerelor 
complexe z1, z

2
, z

3
, z4 sînt 1-1îrfurile unui paralelogram M1M2MsM4 (propriu 

sau degenerat) dacă şi numai daci 

(1) 
Rezolvare. Dacă M1M2 M3M4 este un paralelogr.a,.m propriu sau dege

nerat (fig. 111.11) [M1 M3] şi [M2 M4] au acelaşi mijloc. Deci afixele zi ale punc-

telor Mi verifică relaţia 
z1 + Z3 Z2 + Z4 = -·--

2 2 

şi rezultă (1). Reciproc, din (1) deducem că [M1M2] şi [M2M4] au acelaşi 
mijloc. Dacă punctele Mi nu sint coliniare M1 M2M3M4 este un paralelogram 
propriu-zis, iar dacă slnt coliniare, atunci conform definiţiei, M1 M2M3 M4 

e3te un paralelogram degenerat. 
Observaţie. Dacă M, M' sînt imaginile lui z, z', atunci imaginea sumei z + z' este cel 

de-al patrulea vîrf Pal paralelogramului (eventual degenerat) MOM'P (fig. III. 12), iar imc 
ginea diferenţei z - z'. este vlrful Q al paralelogramului OM'MQ (fig. 111.13). 

Deoarece MM' = OQ, avem şi următorul 

(2) 

I 
I 

D(OI Fig. 111.12. JII.13. 

4 - Geometrie şi trigonometrie, ci. a X-a 

I 

Mfz) 

I 
I 

I 
I 

I 

Ofo) 

I 
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Exercit li 

1. Să se arate că mijloacele laturilor unui patrulater oarecare stnt vlrturile unui 
paralelogram . 

2. Fie M 1M 2M 8M, şi N 1N2N3N4 două paralelograme şi Pi mijloacele segmentelor 
[MiN1], ie (l , 2, 3, 4). Să se ara te că P1P2P 3P 4 este un paralelogram sau un paralelogram 
degenerat. 

8, Fie funcţia f: C-+ C, f(z) = az + b(a, b e C, a .;. O). Dacă M1 şi M
2 

sînt de afixe 
Zi şi z2, iar M; şi M; de afixe f(z1) şi f(z2) , să se arate că 

(3) M;M; = I a I · J1!1Ma. 
Avem 

(4) M;M; = M 1M 2 , dacă şi numai dacă I a I = 1. 

(Egalitatea (3) defineş te asemănarea, iar egalitatea (4) defineşte izometria.) 

4. Arătaţi că funcţia z-+ z, .z e C defineşte o izometrie. (Vezi exerciţiul 3.) 

5. Fie M1, M2 de afixe Zi , z2 =/:O şi z2 = «zi . Să se arate că semidreptele (OMi. (OM
8 coincid (respectiv slnt opuse) dacă şi numai dacă oe> O (respectiv oe < O). 

6. Se consideră punctele M„ M 2 , M 8 de afixe zi, z2, z
8

, M1 .;. M2
• Să se arate: 

a) M 3 e (MiM2 - za - zi . > O. 
Z a - Z1 

b) M3 e M 1M 2 - ~3 - Zi e R . 
• Za - Z1 

Indicaţie. Se construiesc imaginile lui za - z1 şi z3 - zi ln conformitate cu problema 2 
rezolvată Şi SC ţine cont de exerc. 5. 

7•. Demonstraţi teorema lui Pompeiu: Dacă punctul M din planu) triunghiului echi~ 
lateral M1M2M3 nu aparţine cercului circumscris triunghiulut M

1
M

2
M

3
, atunci există 

un triunghi avlnd lungimile latu!'ilor MM
1

, MM
2

, MM
8

• 

Indicaţie. Putem presupune el!. afixele lui M1 , M 2, M
8 

slnt 1, e, c2 unde e;s = L Se 
foloseşte egalitatea (z - 1)(c2 - c) + (z - e)(1 - c8) = (z - e1)(1 - c), valabilă pentru 
orice z e C. 

Ex.ercltll recapitulative 

1. Să se reprezinte mulţimile punctelor din plan ale căror afix satisfac relaţiile 
a) I z I ~ 1; b) 1 < I z - ·1 I < 2; c) I z - i) I < 1; d) O < arg z < ~ ; e) I z - z

1 
I = 

6 
= I z - za I, unde zi şi za slnt afixele a două puncte fixe din plan. 
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it. Să se efectueze calculele : ) 

a) E = V3+i ~ 
• l ([/3 - i)& ' 

b) Ea i: 1 + 3(cos t + i sin t) + 3(cos t + i sin t)1 + (cost + ,i_si .')'. 

8. Fie expresia E(z) = z• - z8 + .z2 + 1 - i; să se calculeze E(·1 + i) . 

fi ·ţ · celui de al treilea vlrf a l t riunghiului echilateral, afixele a două 4, Să se a e poz1 1a 
vlrfuri fiind z1 = ··1 ; za = 2 + i. . . 

"'• Fie z z z trei numere complexe, nenule, distincte două ctte două ş1 d
1
e motdu.l~ 

u • i. a. a i z + z z stnt numere rea e, a unei egale. Să se demonstreze că, dacă z1 + z2z3; za + Z3Z1 Ş 3 1 s 

Z1Z2Za = 1. . . . ( ) 
d G lţl.mea rădăcinilor de ordinul n ale umtăţn, G = to, t1, ta, „ ., tn- 1 • 6. Notln cu mu 

să se demonstreze că 

a) Ci. c; e G, Vi, j e {O, l, 2, „., n - I}, 

b) cj1 eG,Vie{O, 1, 2,, .. . , n - 1}. . . 

7, Să se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relaţia: 

1 ~ + ~ 1 = 1. 
li z . 

. · a c = o a b c e c şi arg a + arg c = 2 arg b şi. I a I + 
+ Ic~ :: ~~e l~~uăa~1: a~:t:c!ze~1aţia d'ată a~e cel puţin o rădăcină de modul umtar. 

9• F" trei numere complexe nenule, astfel ca I z1 I = I Zz I = I Za I· 
, 'le zi> zu, Z3 . r.i tf 

1 
_ z = r.iz 

t x e ist !!. numerele complexe oe ş1 '"' as e ce Za - otz1, a '"' 1 a) Să se demons reze C11 x 

şi I u. I = I f3 I = 1. . 2 r.ia r.i _ _ f3 + 1 = o tn raport cu una dintre 
b) Să se rezolve ecuaţia « + '"' - °''"' « 

necunoscute. 1 d 1 netele a) şi b) să se demonstreze că dacă c) Folosind eventual rezulta te e e a pu . 
2 2 2 + atunci avem 211 = z2 = z8, sau numerele z1, Zz ş1 Za Zt + z2 + zs = Z1z2+ ZzZ~ _z1Z3, . „ 

slnt afixele vlrfurilor unui trnmgh1 echila teral. 

. . 
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Capltolul IV 

Incidenţa, ordonarea şi paralelismul in spaţiu 

1 Axiomele ~eome.trlel Tn o tu 

Noţiunile fundamentale ale geometriei in spaţiu sint: punctul, dreapta , 
planul, distanţa şi măsura unghiurilor, noţiuni intilnite in geometria plană, la 
care se mai adaugă noţiunea de spaţiu. In geometria plană există un singur 
plan, in geomet.ria in spaţiu vom avea mai multe plane. 

Axiomele de incidenţa in spaţiu sînt următoarele: 

• • '-'t' y.1u1. '-'il"~ Al& Ir • UUvvv, "" I • " ză cu J. 
I. 2. Dreptele şi pla"nele slnt submulţimi ale lui &. . 
I. 3. Orice dreaptă conţine cel puţin dou puncte distincte. Orie 

plan conţine cel puţin trei puncte necoliniare. Există patru puncte nesituat 
lntr·un acelaşi plan. 

I. 4. Prin orice două puncte distincte A şi B trece o sing11ră dreaptă, 
oare se notează cu AB. 

I. G. Prin orice trei puncte trece cel puţin un pl n. . 
I. G. Dacii .... 1 ~ 1 · noi intersecţia 

fo ;;~ I H'T ln acest Caz cele două p)ane Se zic Secante. 
Dacă anumite puncte sau drepte sînt situate într-un acelaşi plan, spunem 

că ele sînt coplanare. 

Obser!Jaţie. Din axiome deducem uşor că există cel pu/in un plan, şi există cel pu/in 
o dreaptă. Într-adevăr, ştim că există patru puncte distincte A, B, C, D (axioma I.3). Din 
1.5 respectiv 1.4 rezultă că există cel puţin un plan conţinînd punctele A, B, c. şi cel puţin 
o dreaptă ce conţine punctele A şi F. 

Axioma 1.5 arată că trei puncte date aparţin cel puţin unui plan. Teorema 
ce urmează completează axioma 1.5, stabilind că dacă punctele sînt necoli
niare, atunci planul este unic. 

l punct trec n ln ur 
p I .... ) 

Demo!l-slraţie. Ţinind seama de axioma 1.5 este suficient să arătăm că nu 
pot exista două plane distincte conţinind pu.nctele A, B, C. Presupunem 
contrariul. Atunci există planele distincte oe şi ~astfel ca A,B,C E oe şi A,B,C E ~· 
Rezultă că oe n ~ est·e o dreaptă, in contradicţie cu ipoteza. 
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A 
o 

Fig. JV.1. 
Fig. JV.2. 

. F' A . B cele două puncte distincte ale lui d conţinute tn 
Demonstraţie. V ~ e ş1 t 'C ~ oe căci in caz contrar întregul spaţiu ar fi 

planul oc. Putem gas1 u~ p.unc ' . . din axioma 1.5 că există un plan ~ 
inclus in «, in contradicţie cu 1.3: Ştim C ~ nlanele « si A stnt distincte. 

· t le A B C ŞI cum "" «, r , t' 
care conţine pun~ e . . .' '. 

1 
. A d . n A este 0 dreaptă (axioma 1.6), 

Dar A şi B aparţin ŞI lm oe ŞI m t"• ecI « . t' d . 
. n A AB _ d prin urmare c «. iar tn virtutea lm 1.4, 0t t' = - ' 

. . p . d pta d există două puncte distincte B şi C (I.3), 
Demonstraţie. e rea v v · t · două puncte 

(f' . IV 1). Planul (ABC) include întreaga dreapta d, cam. conyinAe . d 
ig. · (ABC) te un plan ce conţine pe ŞI · 

ale lui d (teorema 2). Aşadar, e.s A . d Planele« şi (ABC) avînd 
Fie « un plan oarecare , care conţme pe ŞI . 1 ltv V - (ABC). 

. . A B C din teorema rezu a ca « -
în comun punctele nocohmare ' ' ' . t l A 
Aşadar (A BC) este unicul plan conţintnd dreapta d ş1 pune u . 

& 

A :F o ŞI se aplică teorema 3 Demonstraţie. Se ia un punct A E d'' 

dreptei d şi punctului A. 

ţ. tă într un plan ct. alunei inter-i ă dreaptă d nu este con mu - ' 
O l. Să se ar~te că c. ac, oi . fi e este formală dintr-un singur punct. 

secţia d n ct. este fi e rnulţ1mca v d~, " U\ c·el rnţin un punct nesituat în planul oe. 
2. Să se arate că oricare ar r1 planul ct. , ex1s , . I 

O 3. Există două drept e fl\ră punct comu n. d există cel puţin două plane care 
4. Să se arate d1 riinrl dată o dreaptă oarecare , . 

conţin dreapta d. . . . . A ed. Pri n d şi A trece pla~ul ct. = (Ad). 
Indica/ie. A.rătaţi că există u; r~n~t (Bd) sînl distincte şi fiecare conţine dreapta d. 

Există.B e ct. (axioma 1.3). Planele ş I l t c'ite două să se intersecteze. Să 
d d' d" astre ca ua e ' ' · O 6. Se consideră dreptele , , ' au sînt aşezate într-un acelaşi plan· 

. l t . d eple au un punct comun, s ) Să se arate că atunci ce e rei r . . . unct nesituat în planul (ABC · se 
6. Fie A, B, -C trei puncte necol1!11!'1re ş 1 . D .U.n .J B C . D C A; b) intersecţia plane-

t . ) n tele D A B nu slnt cohmare ş1 mc1 ' , ' ' ' ara e. a pu c ' ' d' t ·ngur punct 
lor (DAB), (DBC), (DCA) este f~~ma~ă m ~-un si · tele E F, G, distincte de A, B, C, D 

7. Folosind notaţiile exerc1ţ1ul~1 6, se ia1G1 ~m{cP} GE'n CA = {Q}, EF n AB = {R}. 
E AD FeBD GeCD · f1eBC nF - · ' ) 

astfel ca E ' p' Q R Înt coliniare (teorema lui Desargues · 
Să se arate că punctele , , s 
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8. Se consideră dreptele d şi d' , nesituate lntr-un acelaşi plan şi punctele distincte 
A , B, Ce d şi D, E e d'. Ctte plane diferite putem duce astfel tnctt fiecare să conţină trei 
puncte necoliniare dintre punctele dnte? Generalizare. 

-' • ..,. • ..., •u•t111Hln pu.ncwlor şi mulţimea 
dreptelor situate Îll planul « 11atisla.c o.xlomolo de int'idonfli ( r motri<•i 
• 1 \ 

Demonstraţie. Este clar că primele trei axiome de incidenţă ale geometriei 
in plan stnt verificate. Rămtne de arătat că dacă A, B sint puncte distincte 
ale lui oe, atunci există o singură dreaptă d situată in oe, cu proprietatea 
A ~ d, B ::: d. Axioma 1.4 ne asigură că AB este singura dreaptă cu A E d, 
B E d. Dar C1a este situată in oe tn virtutea teoremei 2. 

Admitem axioma riglei, axiomele unghiului şi axioma de congruenţă, chiar 
sub forma fn care ele sînt enun/ate tn geometria plană. Admitem axioma de 
separare pentru fiecare plan. 

Acest ea stnt axiomele geometrici absolute fn spaţiu. 
Rezultă că in fiecare plan 'stnt valabile axiomele geometriei absolute 

plane, deci stnt adevărate toate teoremele demonstrate în Capitolul I al 
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, două segmente congruente nu tre
buie să fie aşezate in acelaşi plan, nici' două unghiuri congruente. Axioma de 
congruenţă se referă acum la două triunghiuri ABC şi A 1 B'C', situate in 
acelaşi plan sau tn plane diferite. Teo1•emele de congruenţă ale triunghiurilor 
se extind imediat la două triunghiuri in plane diferite. 

ln ceea ce priveşte relaţiile „dreapta d separă punctele A şi B" şi „dreapta d 
nu separă punctele A şi B" , ele au sens numai in cazul cind d, A şi B sint 
situate tn acelaşi plan şi bineînţeles A, B e d (prima r elaţie înseamnă că 

[AB] n d "' 0 I a doua înseamnă că [AB] n d = 0 ). De acest fapt trebuie 
să ţinem seama in enunţul axiomei de separare, cind ne referim la geometria 
in spaţi.u: 

de SCJH!J'nre. }'ic do dre.,Jltă lnr.Jusl\ in 11l:m11l a i;;i A, n, r c a-rl. 
Da.că drcaptn. d scpnră punctele A şi 1J i;;i m1 1:<·1iarr 13 i;;i c, atund Clreu.pt.n d 
sep ră A şi -. 

Două drepte se numesc paralele dacă sint coplanare şi nu au 
punct comun. Dreptela pan.lele d şi d' se notează: d li d' . 

Observăm că în spaţiu există perechi de dl'epte fără punct comun care nu 
sint paralele. De exemplu, dacă A, E, C, D :ilnt puncte necoplanare, atunci 
dreptele AB şi CD nu au punct comun şi nici nu sint paralele (fig. IV.3)~ 

0 :-icare ar fi dreapta d şi punctul A nesituat pe d, există o dreaptă d' para
lelă cu d, care trece prin A . J ntr-adevăr, folosind cunoştinţe din geometria 
absolută planii, construim 1n planul (Ad) o dreaptă d' care trece prin A şi 
nu are punct comun cu d (se duce AB _L d şi apoi 1n planul (Ad) o perpendi
culară prin A pe AB) (fig. IV.4). 
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Fig. IV.8. Fig. JV.4. 

Nu putem însă demonstra cu ajutoru l axiomelor enunţaLe pt~ă acu~, că 
dreapta d' e~te singura paralelă prin A la d. D.o acee~ ~dm_i:em o u~t1~ă axiomă, 
care împreună cu celelalte defineşte geometria euclidiana in spaţiu„ 

... . I I i( •• m ~ 1 ._ Jo -- ''-1 trece cel 
.i„ n -'' ...... ~ - - 1 a 

m t lt J 1 1 ... lnl "ll rl. 

Rezultă : Printr-un puncL exterior une i drepLe trece o singuri\ paralelă la 

dreapta dată. . . 
Reţinem că două drepte paralele d, d' slnt incluse într-un plan unic, care 

se notează cu (dd'). 

~Xf'l"Ciţlu 

{), Arlll a\.i C'i\ rxisl i\ 0 inl'initn lo do plHnP, r·nro rnnpn o drenplll tl al.i\ d. 

§ 2. Construcţii în spaţiu 

Să rezolvăm problema urmiHoare: 
Fiind date dreptele el , d' nesituate în acrlaşi plan, şi pune.tul _A. e d U d'' 

să se determine o dreaptă a, care să treacă prin punctul A şi sa intersecteze 

dreptele d şi d'. I d · t ţ' 
Presupunînd problema rezolvată şi noL1nd cu P, Q puncLe e e tn ersec ie 

ale dreptei a cu d, d' (fi g. IV.5) se 
observă că punctul P ap arţine ampla-
nului (Ad' ) cit şi dreptei d. Aşadar 
pentru a rezolva problemn vom proceda 
astfel: 

1) Determinăm planul (Arl') . 

2) Căutăm intel'secţ ia drepLei d cn 
planul (Ad'). Dacă punctul ele inLer
sectie nu există, problema nu are solu
ţie; dacă există, îl noLăm cu P . 

p 

-
d 

Pli:. IV.5. 
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3) Unim punctele A şi P cu o dreaptă. 
4) Căutăm intersecţia dreptelor coplanare AP şi d'. Dacă AP şi d' se 

taie, dreapta AP este soluţia problemei. Dacă nu se taie, nu există soluţie. 
. Aşadar, în funcţie de poziţia reciprocă a elementelor date (dreptele d, d' 

ş1 punctul A), ·problema noastră poate să aibă sau să nu aibă soluţie, şi anume: 
a) Dacă d taie planul (Ad') şi dacă punctul de intersecţie obţinuţ unit• cu A, 
ne dă o dreaptă ce are un punct _comun cu d', atunci această dreaptă este 
soluţi a căutată. b) In orice alt caz problema nu are soluţie. 

Astfel, răspunsul la problema propusă include un procedeu constînd din 
etapele 1) - 4) şi o discuţie. Vom vedea că multe probleme se rezolvă prin 
procedee asemănătoare, numite construcţii în spaţiu. 

A construi în spa'ţiu o figură înseamnă a o determina. 
Pentru punct e, drepte şi plane avem următoarele situaţii: Un punct 

este determinat dacă este dat ca atare sau dacă este intersecţia a două drepte 
date sau intersecţia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptă se consideră 
determinată („construită") dacă este dată ca atare sau dacă se cunosc două 
puncte ale ei sau dacă rezultă din intersecţia a două plane date. Un plan este 
determinat ·(„construit") dacă el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte 
necoliniare ale lui sau două drepte concurente (sau paralele) date sau o dreaptă 
dată şi un punct nesituat pe ea. · 

In problemele de „construcţii" sînt date prin enunţ anumite figuri şi se 
cere determinarea (construirea ) altor figuri, satisfăcind condiţii bine precizate. 

1. Se dau planele Cl şi ţ3 şi A, B e Cl. Să se construiască un punct M e Cl, e~al depărtat 
de A şi B, care să aparţină şi planului ţ3. 

2. Să se determine intersecţia a trei plane distincte Cl, ţ3 , y. 

R ezol!Jare. 1) Dacă Cl n ţ3 = 121, intersecţia cerută e mulţimea vidă. 2) Dacă Cl n (3 
es te o dreaptă d, intersecţia căutată este d n y, care poate fi un punct, mulţimea vidă sau 
dreapta d. 

IJ. Se dau: planul Cl, dreptele d1 , d1 şi punctele A, B e Cl U d1 U ţl1 . Să se afle un 
punct M e Cl astfel ca dreptele MA, MB să intersecteze respectiv pe d1 şi d9 • 

Fie ex un plan şi A, B duuă puncte nesituate in acest plan. Dacă 
segmentul [~B] ~re un punct co?1un cu ex se spune că planul oe separă 
punctele A ş1 B (fig. IV.6) sau A ş1 B sînt de o parte şi de alta a planului oe. 
I n caz contrar se spune că A şi B sînt de aceeaşi parte a planului ex. 

Fie A un punct nesituat în planul oe. Mulţimea formată din 
punctul A şi din toate punctele situate de aceeaşi parte a lui oe ca şi A, se 
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I 
I 

I 

A 

Fig, JV.6. 

A 

8 

Fig. JV.7. 

notează cu ( oeA şi se numeşte semispaţiu (deschis). Spunem că ex este fron
tiera lui ( !XA şi că ( exA este limitat de oe. . 

separ are a spaţiu I u I.) 
Oricare fi lanul ex mm.11toarele ropriotlJI au loe: 

i) Existi exact do i semisp Jil a 1 şi a1 limitate de planul a:. 

2) J. - ex = a1 u a,, 0'1 n O'a = rzj. 
3) Dacă P, Q E a 1 sau P, Q E a11 segmentul [l~Q] nu intersectenzl pla

nul ix. D că P E a1 şl li. E a2, segmentul [ P R] şi planul ex au un punct 
c 

Demonstraţie. Alegem punctele O e Cl, A e cl - Cl şi punctul B pe scmidreapln 
opusă la (OA (fig . IV.7) . Notăm a1 = (ClA şi a2 = (<:1.B. Vom arăta că un punct oarecaJ'c 
M e cl - <X se găseşte în a1 sau în a2, dar nu ln amîndouă . Considerăm în acest scop un plan ţ3 
care trece prin A, B şi M. Cum planele distincte Cl şi ţ3 au punctul comun O, ele se inter
sectează după o dreaptă d. Folosind ln cazul planului proprietăţile de separare învăţate ln 
clasa a IX-a rezultă că numai două situaţii stnt posibile: a) [AM] n d = 121 şi [BM] n d '# 121 
sau b) [AM] n d '# 121 şi [BM] n d = 121. ln primul caz M e al· şi M e Oz, iar în cazul aJ 
doilea M e a1 şi M e a8 şi proprietatea 2) din enunţ este demonstrată. 

Arătăm acum că 
1) A' e (ClA => {ClA = {ClA'. 
Luăm P e {ClA şi demonstrăm că P e '(ClA'. Presupunem contrariul, ceea ce înseamnă 
că există Q e [A' P] n Cl. Fie y un plan care conţine punctele A, A' şi P. Deoarece punctul Q 
este comun planelor « şi y, aceste plane se taie după o dreaptă a, care separă în y punctele 
A' şi P . Rezultă că [AA'] na '# 121 sau [AP] na '# 121, deci [AA'J n Cl '# 121 sau [AP] n 
n °' '# 121 . Dar ·nici una dintre aceste situaţii nu este posibilă căci A' e (ClA şi P e (ClA. 
Aşadar {ClA c (ClA' şi analog (ClA' c (ClA. 

Fie {ClX un semispaţiu oarecare limitat de planul Cl. Dacă X e a1 = (ClA, atunci 
din (-1) rezultă că {ClX = a1, iar dacă X e a2, atunci {ClX = a2 şi proprietatea l) este de
monstrată. 

Fie P, Q e a1. Atunci {ClA = (ClP şi din Q e {ClP rezultă imediat că [PQ] n Cl = 121 . 
Celelalte afirmaţii de la punctul 3) se arată ln mod analog. 

Semispaţiile a1 şi a2 se zic opuse. 
Reuniunea unui semispaţiu deschis (oeA cu frontiera sa, se nurr.cşte semi

spaţiu închis şi se notează [exA. 
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Exercl~ll 

O 1. Dacă punctele A şi B aparţin semispaţiului deschis a, atunci [AB] c a. Pro
prietatea este valabilă şi penlru un semispaţiu închis? 

2. Dacă punctul A nu este situat ln planul a şi B ea, atunci (BA c (aA . 

8. Să se arate că intersecţia unei drepte d cu un semispaţiu este fie dreapta d, fie o 
semidreaptă, fie mulţimea vidă. 

4•. Aril.taţi că dacll un plan a şi frontiera, unui semispaţiu a slnt plane secante, atunci 
intersecţia an a este un semiplan. 

o•. Intersecţia unui plan a cu un semispaţiu este fie planul a, fie un semiplan, fie 
mulţimea vidll . 

6•. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare şi a un plan care nu trece prin nici unul 
din punctele date, dar trece printr-un puncl al segmentului (AB). Dintre segmentele (AB), 
(AC), (AD), (BC), (BD), (CD) ctte pot fi interseclate de planul a? 

7•. Fie do dreapill ş i a,~ dou ă plane aslfel ca d n ~ = (l1 şi an~= 0 . !:?ă se arate 
că dacă A ed şi B ea, atunci d c (M şi ac (~B. 

8•. Fie (aA şi (~B două semispaţii astfel ca a :j:. ~ şi (aA c (~B sau (aA n (~B = 
(l1. Să se arate că a n ~ = 0 . 

Fie a.', W două semiplane închise limitate de o aceeaşi dreaptă d 
........... 

(fig. IV.8). Mulţimea a.' n W va fi notată cu a.'W şi va fi numită unghi diedru 
definit de semiplanele a.', W· Semiplanele a.', W vor fi numite feţele, iar dreaptâ 

........... 
d muchia unghiului diedru a.'W. 

........... 
ex'W se numeşte unghi diedru nul, dacă ex' = W şi unghi diedru plat dacă 

feţele lui sînt semiplane opuse. ln cazul din urmă, muchia d trebuie să fie 
dată separat. Dacă un unghi diedru nu este ni :ii nu] nici plat, e] se numeşte 
propriu. 

Să notăm cu a. şi ~ suporturile lui a' şi W (planele ce conţin semiplanele 
' ex' şi W) şi fie A E a.' - d, B E W - d. Prin interiorul unghiului diedru 

........... . . 
a.'W vom înţelege intersecţia semispaţiului deschis limitat de a., care conţine 

Fig. IV.8. 
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faţa W, cu semi spaţiul deschis limitat de ~' care 
conţine a.': 

........... 
Int a.'W der (a.B n (~A , 

Iln ini~i Fie a = [OA, b = [OB, c = [OC semi-
drepte necoplanare, avind origine comună O (fig. 
IV.9). Mulţimea 

........... ,,,...., ,,,...., ,,,...., 
abc =a U b U c U Intab U Intbc U Intca 

se numeşte unghi triedru. Punctul O este pîrful, semi-
""' ,,,...., ,,,...., 

dreptele a, b, c sî'lt muchiile, iar ab, bc, ca sint un-

. ........... ........... 
ghiurile lui abc. Reuniunea unui unghi al lui abc 

........... 
ou interiorul său se numeşte o faţă a lui abc .. ln-

........... 
teriorul lui abc se defineşte 

def {.CICA n (~B n (yC, unde 
.· (OCA), y = (OAB). 

Exerciţi i 

"""' astfel: Int abc def 

ex= (OBC), ~ = 
o 

Fig. IV.9. 

9, Să se arate că intersecţia unui unghi diedru cu un plan a poate fi: un unghi, reuniu
nea a două drepte, o dreaptă, mulţimea vidă sau un semiplan tnchis, şi nu poate fi nici o 
mulţime de alt tip. 

to•, Fie d muchia unui unghi diedru propriu ~', A ea' - d, B e W - d şi 
Â ........... 

p e Int tj31 • Să se arate că: 1) (Pd) n Int or.'W = (dP. 2) Dacă Med, Int AMB = 
,,..... 

= Int a'W n (ABM) . . 
11•. Se consideră notaţiile exerciţiului 10. Să se arate : 1) punctele A şt B slnt de o 

parte şi de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (AB) şi semiplanul (dP au un punct comun. 

12•. Dacă 
0

ahc este un unghi triedru, P e Int ;d;c şi A, B, C sinL puncte pe much.iile 
a, b, c, diferite de O, atunci semidreapta (OP şi Int ABC au un punct comun (fig. IV.9). 

JndicaJie. Fie a', W, y' semiplanele limitate de dreapta OA conţinlnd respectiv punctele 

B, c, P . Deoarece p e Int ~', segmentul (BC) şi semiplanul y' au un punct comun 
Q (exerc. 11) . Rezultă că P, Q slnt de aceeaşi parte a lui OA; pe de altll. parte, P, A se 

............. 
află de aceeaşi parte a lui OQ (deoarece (AP) n (OBC) = 0 ), aşadar P e Int AOQ etc 

§ 4. Mulţimi convexe 

Se numeşte mulţime conpexă orice mulţime de puncte .JJl care 
are proprietatea: 

(1) P, Q E .Jll, P :/:- Q ~ (PQ) c .Jll. 

J:~ •riţ li 

o 1. Să se arate că orice intersecţie de mulţimi convexe este o mulţime convexă. 
2. Să se arate că următoarele mulţimi sînt convexe: planele, semiplanele, orice semi

spaţiu deschis sau închis şi interiorul unui unghi diedru. 
8. Poate .fi un unghi diedru o mulţime convexă? 
4, Care dintre următoarele mulţimi sint convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul 

său, c) reuniunea· feţelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate feţele? 

0, Fie a un semispaţiu deschis Jimilat de planul a şi crtl o mulţime convexă inclusă 
tn planul a. Să se arate că mulţimea 9ll. U a este convexă. 
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Se numeşte sferă de centru O şi rază r(r > O) mulţi.mea punc
t~lor din spaţiu pentru care OM= r (fig. IV.10). 

Ea se notează -J.(0, r). Interiorul sferei J.(0, r) este mulţimea 

Int J.(O, r) der {M I OM < r}. 

Mulţimea J.(O, r) U Int J.(0, r) se numeşte corp sferic sau bilă. 

<> 6. Să ·se arate că intersecţia cS(O, r) cu un · plan ce trece prin O, este un cerc. 
7. Demonstraţi că Int cl(O, r) este o mulţime convexă. 

Vom defini în continuare o figură în spaţiu care generalizează supra- , 
faţa triu~ghiu~ară din plan. Dăm mai întii o anumită caracterizare a supra- . 
feţelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare. I 

!ntr-.adevăr, fie X e [ABC]. Deosebim cazurile: 1° X e [AB] (resp. X e [AC]), 
a~unc1 se 1a Y = B (resp. Y = C); 2° X e [BC], se ia Y = X; 3° X e Int ABC, atunci 
dm teorema transversalei rezultă că semidreapta (AX taie latura [BC] într-un punct y 
deo~rece X şi A sînt de aceeaşi parte a lui BC, rezultă [AX] n BC = 0 şi X e [AY]. 
Reciproc, ~acă X e [AY] şi Y e [BC], alunei ţinînd seama că [ABC] este o mulţime 
convexă, dm A, Y e [ABC] rezultă că [AY] c [ABC] şi astfel X e [ABC]. 

Lema poate fi formulată mai scurt: Suprafaţa triunghiulară [ABC] 
coincide cu reuniunea segmentelor [A Y], unde Y E [BC]. Luind acum. în.. 
locul segmentului [BC] o suprafaţă triunghiulară [BCD], nesituată înacelaşi 
plan cu A, se ajunge la noţiunea următoare: 

Dacă A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor 
[~M], unde M E [BCD] se numeşte tetraedru şi se notează cu [ABCD] 
(fig. IV.12). Punctele A, B, C, D se numesc rlirfurile, segmentele [AB], [AC], 
[AD], [BC], [BD], [CD] se numesc muchiile, iar suprafeţele triunghiulare 
[ABC], [ABD] , [ACD], [BCD] feţele tetraedrului [ABCD]. Reuniunea feţelor 

A 

B y 

Fig, IV.10. Flg. IV.11. 
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c 

4 

c 
Ffg, IV.1!?. 

o 

este numită suprafaţă tetraedrală, iar punctele 
lui [ABCD] care nu aparţin nici unei feţe for
mează interiorul tetraedrului , care se notează cu 
lnt [ABCD]. 

In definiţia tetraedrului vîrful A are un rol 
deosebit faţă de B, C, D. Teorema următoare ne 
arată că, totuşi, mulţimea [ABCD] rămine ne
schimbată dacă virfurile sint luate în altă ordine. 

'I G " 
1„•1„ 

lini 1'~ .A T? r., n r A Dr ni [P)f"'Dl 
/ 

A 

o 

c 
Fig. IV.13. 

Demonstraţie . Luăm P e [ABCD] ş i arătăm că P e [BACD]. Ştim că există 

M e [BCD] astfel ca P e [AM] (fig. IV. 13). Din lemă rezultă că exislă B' e [CD] cu 
M e [BB']. Aplicînd lema suprafeţei triunghiulare [ABB'] deducem mai înlli că Pe [ABB'] 
şi apoi că există Ne [AB'] cu Pe [BN]. Folosind lema şi în cazul lui [ACD], obţinem că 
N e [ACD]. Aşadar P e [BN] şi N e [ACD], ceea ce implică P e [BACD]. Analog, 
Q e [BACD] ~ Q e [ABCD] şi teorema este demonstrată. 

Ex„rr1tll 

8. Să se arate că unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obţin trei 
drepta concurente. 

IndicaJie. Se formează trei paralelograme cu cite o diagonală comună. 

9*. Să se arate că dreptele care unesc vlrfurile unui tetraedru cu cent rele de greutate 
ale feţelor opuse slnt concurente ln acelaşi punct ca şi cele trei drepte din exerciţiul 8. 

10•. Fie [ABCD] un tetraedru. Se consideră unghiurile triedre care au ca muchii 
LAB, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD ; [CA, [CB, [CD; [DA, [DB, [DC. S'.1 se. arale că inter
secţia interioarelor acestor patru unghiuri triedre coincide cu in teriorul tetraedrului 
[ABCD]. 

11 •. Să se arate că oricare ar fi punctul M în interiorul lelraedrului [A BCDl. 
există P e (AB) şi Q e (CD) astfel Incit M e (PQ). 

12*. Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor (PQ) cu 
P e (AB) şi Q e (CD), iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea s!'gmentelor închise 
[PQ], cînd P ~ [AB] şi Q e [CD]. 

13*. Demonstraţi că un tetraedru este o mulţime convexă . 

u•. Fie cm.1 şi cm.2 mulţimi convexe. Să se arate că reunind segmPntele [PQ], pt1nl r11 

care P e cm.1 şi Q e crTl3, se obţine o mulţime convexă. 

16*. Să se arate că interiorul unui tetraedru coincide cu intersecţia semispnţiilor 
deschise determinate de planele feţelor şi vlrful opus respectiv. Carar.terizaţ i tetr11Pdrul 
ca o intersecţie de semispaţii. 

§ S. Paralelism în spaţiu 

O dreaptă d şi un plan oe se numesc paralele dacă nu au nici un 
punct comun, ceea ce se notează d li oe sau oe li d. 
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d 
p d 

.Fig. JV.14. Fig. JV.15. 

Rezul~ă im~diat că o dreaptă d şi un plan oe ce nu trece prin d sint fie 
paralele, fi e se mtersectează i ntr-un singur punct. 

Existenţa unei drepte paralele cu un plan rezultă din proprietatea urmă
toare. 

prict.n.ten 1. J?acă o dreapl ii d estn purnlclă cu o dreaptă a inclusi\ 
~~lr-un p)nn oc, atunci d este paralelă cu planul « sau este conţinută tn a"est 

. Demonst~aţ~e. Putem. presupune că d ~oe (fig. IV.14) . Atunci planele « 
ŞI (da) sînt d1strncte, deci oe n (da) = a. Dacă d ar avea un .punct comun A 
c~ planul «. din A E oc şi A E (da) a r rezulta că A E oc n (da) = a, deci 
di eptele a ş1 d ar avea. un punct comun, ceea ce este imposibil. 

. . . ~ D ică o t.reapta d •ste paralrh. -.u un plan «,iar un plan ~ 
1 rece J>rlfl d ŞI tnlersectcnză planu}' oc, atunci « n ~ este O dreaptă paralelă 
C I ~) 

1 
D.emonslra~i~. Ştim că oc n ~este o dreaptă d'. Dreptele d şi d' sînt copla-

r.~re ŞI n~ au ni ci un punct co mun (căc i un punct comun al lor ar aparţine şi 
lui oe, dem am avea d n oc = 0 ). Rezultă că d li d'. 

l "ied o dreaptă par•tlrla 1·u un plan o: şi A E a. Atund 
P le 11 r ta d, dus1'i prin !, c::;le continulii ln plunul oc. 

Demonslraţ_ie. V ~!e a paralela prin A la d ş i b = oc n (Ad) (fig. JV.16). 
C.onform propr1 etaţu 2, b li d. Din nxioma paralelelor rez ultă a = b deci 
ac oc. ' 

ore ma J. ~nea două drepte distinetc d ' şi d" sint paralele tu o n 
treia dre ptli d, ntunm dreptele d' şi d" sint pnrnlcle intre ele (fig. IV.17) . 

F'lg. JV,16. 

G2 

Demonstraţie. Dacă d' şi d" ar avea un punct comun A, prin acest punct 
ar trece două drepte paralele la d, in contradicţie cu axioma paralelelor. 
Aşadar d' n d" = 0 . Trebuie să demonstrăm că d' şi d" sint conţinute intr-un 
acelaşi plan. Fie P E d" şi oc = (Pd'). Cum d li d' , proprietatea 1 ne arată că 
d c oe sau d li «. Dind" li d deducem că d" c oc (ceea ce in cazul d c oe rezultă 
imediat, iar in cazul d li oc in virtutea proprietăţii 3). Aşadar d' şi d" .stnt 

conţinute in planul oc. 

1 . . Fie d , d' două drepte paralele. Dacă dreapta d este paralelă cu un plan «, să se . 

arate că d' li °' sau d' c«. 
Indicaţie. Conform proprietăţii 3 există o dreaptă ac«, paralelă cu d. Folosiţi teo

rema 1 şi proprietatea 1. 
2. Se consideră o dreaptă d, paralelă cu planele °' şi ~. care se intersectează după 

dreapta a. Arătaţi că d li a. 
3. Printr-o dreaptă dată d duceţi un plan paralel cu o altă dreaptă d'. Discutaţi 

numărul soluţiilor. 

4. Să se determine reuniunea dreptelor care intersectează o dreaptă dată d şi slnt 
paralele cu o altă dreaptă dată d' (d nu este paralelă cu d') . 

6. Să se construiască o dreaptă care lnttlneşte două drepte date şi este paralelă cu o 
a treia dreaptă dată. Discuţie. 

6. Dacă un plan °' intersectează planele secante ~. y după drepte para lele, alunei °' 
este paralel cu dreapta ~ n y. 

7. Un plan variabil taie două d1·eple paralele în punctele !VI ş i N . Să se afle Jocul 
geometric al mijlocului segmentului [MN]. 

8. Se dau două drepte. Duceţi printr-un punct dat un plan para lel cu ambele d1•epte. 
Discuţie. 

9. Sll se construiască o dreapt,ll. care trece printr-un punct dat, este paralelă cu un 
plan dat şi intersecteazll o dreaptă datll. Discuţie. 

10. Se dau dreptele d1 , d2 , d3, astfel ca diil d1, d2 nu este paralelă cu d3 şi d3 ~ (d1, d, ) ; 
se ia pe d

3 
un punct variabil M. Să se arate că dreapta de intersec ţie a planelor (d1M) 

şi (d8!VI) descrie un plan, cînd !VI variază pe. d3 . 

lP. Să se arate că dacă triunghiurile ABC şi A' ll'C', situate tn plane diferit e, au 
AB li A'B', AC li A 'C' şi BC li B'C', a lunei d1·eptele AA', llB', CC' stnt concurente sau 

paralele. 

1 · Două plane a, ~ se numesc paralele şi se notează oe li ~, dacă ele 

nu au nici un punct comun. 

i: r i~ I Î 

o 12. Să se arate că dacă două plane sînt p aralele, orice dreaptă conţinută în unul 
din ele este paralelă cu celălalt plan (fig. IV.18). 

o 13. Dacă un plan intersectează două plane paralele, intersecţiile sînt drepte paralele 
(fig. IV.19). 

Indicaţie. Intersecţiile slnt coplanare şi nu pot avea punct comun. 
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/ _·_7 
_/ ____ / 

Fig. IV.18. Fig. IV.19. 

Demonstraţie . Presupunind că teorema este falsă, există planele distincte 
a.' şi a.", paralele cu un plan a., şi care se intersectează după o dreaptă d. Luăm 
punctele B E a., A E d şi un plan (3, care trece prin A şi B , dar nu trece 
prin d (fig. IV.20) şi notăm di = a. n (3, d' = a.' n (3, d" = a." n (3. Conform 
exerciţiului 13 : d' li di şi d" li di. 

Avem d' =f d", căci altfel a.' şi . a." ar avea· în comun dreptele d şi d' tn 
contradicţie cu a.' =f a.". Deci prin punctul A trec două paralele Ia di, ceea 
ce este absurd. Rezultă că teorema este adevărată. 

Existenţa planelor paralele era asigurată de teorema următoare. 

lJemonstraţie. Ducem prin A dreptele distincte a şi b, paralele cu planul a. 
(fig. IV.21). Planul (3 = (ab) este paralel cu a. deoarece în caz contrar dreapta 
a. n (3 ar intersecta cel puţin una din dreptele a şi b, în contradicţie cu a li a., 
b li a.. Aşadar am obţinut un plan (3, care trece prin A şi este paralel cu a.. 
Dacă ar exist a .încă un astfel de plan y, din teorema 2 ar rezulta că (3 li y, 
ceea ce est e absurd (căci A E (3, A E y). Teorema Este demonstrată. 

A 

,---------
/ 

a 
Fig. IV,20, Fig. JV.21. 
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Din demonstraţi e, rezultă şi con
strucţia unicului plan (3, care trece.prin 
punctul dat A şi este paralel cu planul 
dat a.. Ducînd prin A două drepte 
distincte a şi b, paralele cu a., se ob-
ţine planul (ab) = (3. . 

Dreapta a poate fi oricare dintre 
paralelele prin A la oe, deci toate aceste 
paralele sînt incluse în (3. Reciproc, 
orice dreaptă inclusă în (3 este paralelă 
cu « 

1
(vezi exerc. 1). Rezultă că reuni

unea dreptelor paralele cu un plan a., 
duse printr-un punct A, este un plan 
paralel cu oe (fig. IV .22). 

7 

..____/ -------· 7 
Fig. IV.22. 

14. Arătaţi că o dreaptă, care t,aie unul din două plane paralele într-un singur punct, 
taie şi pe celălalt. 

16. Arătaţi că dacă două plane sînt paralele, atunci un plan care intersectează pe 
unul din ele după o dreaptă, taie şi pe celălalt. 

16. Dacă o dreaptă este paralelă cu unul din două plane pa ralele, atunci ea este sau 
paralelă şi cu al doilea plan sau este con ~inu tă în acesta. 

17. P rin dreptele paralele d şi d' se duc respectiv planele a. şi a.', dis tincte de (dd') . 
Să 'se arate că a. li a.' sau (a. na.') li d. 

ari cu l t rU re pcetiv ~ele eţllt oo • 
rue te au rn 

.......... /"'-... 
Demonstraţie. Fie AOB, A'O' B' cele două unghiuri (OA li O'A' şi 

O B li O' B') despre care putem presupune că sint proprii şi nu sînt coplanare. 
Fie d = 00'. Considerăm cazul : A' E (dA , B' E (dB (celehlte cazuri se 
reduc uşor Ia acest caz). Putem ad mite că (OA) = (O' A'), (OB) == (O' B') 
şi B e AA' (fig. IV.23). Atunni 00' A I A şi 00' B' B sînt paralelograme, deci 
(AA') == (00') = (BB'), de unde rezultă că şi AA' B' B este un paralelo
gram şi (AB) == (A' B') . Teorema rezultă acum din congruenţa triunghiu
rilor OAB şi O'A'B'. 

Teorema 4 permite să dăm următoarea 

Prin unghiul a două drepte d şi d' vom înţelege oricare din 
/"'-... 

unghiurile MON, unde O este un punct oarecare al i;paţiului, OM li d, ON li d' 
/"'-... 

şi m(MON) E [0°,90°] (fig. IV.24). 
Unghiul a două drepte date nu este determinat în mod unic, dar toate 

aceste unghiuri sînt congruente intre ele (în virtutea teoremei 4). Aşadar 
măsura unghiului a două drepte are un sens precis. 
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Fig. IV.23. Fig. IV.24. 

Din teorema 4 rezultă de asemenea că măsura unghiului a două drepte d 
şi d' rămîne aceeaşi dacă înlocuim dreptele d şi d' cu oricare drepte respectiv 
paralele cu d şi d'. Acest fapt justifică definiţia următoare: 

l · to1t.io. Prin direcţia unei drepte d, notată cu dir d, înţelegem mulţimea 
formată dind şi toate dreptele paralele cu d (este o mulţime de mulţimi). Prin 
unghiul a două direcţii înţelegem unghiul format de cite o dreaptă din cele 
două direcţii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective). 

Să însemnăm cu CJ> mulţimea tuturor dreptelor şi să considerăm pe C]) relaţia 
„d1 li dz sau di = d2", care se va nota cu di ,.., d2 • Avem evid~nt d1 ,.., d1 şi d1 "" d

2 
- d

2 
,.., d , 

deci relaţia este reflexivă şi simetrică. Dar ea este şi tranzitivă: d1 ,.., d2 , d2 ,.., da~ d
1 

,.., da~ 
fntr-adevăr, dacă dintrt cele trei drepte două coincid, implicaţia este evidentă, iar dacă 
d1 , dz, d9 sînt distincte atunci d1 li d2, d2 li da, d1 ol: d3 ~ d1 li d3 în virtutea teoremei 1. 

Rezultă că am definit o relaţie de echivalenţă. Clasa de echivalen.4ă determinată de 
o dreaptă d este constituită din dreptele d' cu d' ,.., d, adică din d şi toate dreptele para
lele cu d ,_ deci coincide cu dir d. Aşadar, clasele de echiCJalenţd ale relaţiei „paralel sau egal" 
coincid cu direcţiile. 

De aici rezultă că doud direcţii ori stnt disjuncte ori coincid. Să arătăm acest rezultat 
fără referire la teorema generală a claselor de echivalenţă (de fapt, vom repeta demonstra
ţia generală în cazul nostru) . f n acest scop presupunem că dir d1 şi dir d2 au o dreaptă 
comună a şi arătăm că dir d1 = dir d2 • Fie d e dir d1. Atunci d ,.., d1; dar din a ,.., d1, 
a "" ds (căci a e dir d1, a e dir d1) , rezultă că d1 "" d2• Acum d ,.., d1, d1 "" d2 implică 
d ,.., dz. Aşadar de dir d1 ~de dir d2 şi analog d' e dir d2 ~ d' e dir d

1
• 

Exerc•\ii 

18, Se dau un plan ot, un punct A e ot şi o dreaptă d c ot. a) Să se construiască o 
dreaptil. d' astfel Incit: A ed' şi d' e dir d. b) Să se construiască o dreaptă prin A, 
inclusA. ln ot, care sA. formeze cu d un unghi de măs,urll dată a. Cite soluţii există? 

19•. Aril.taţi cil relaţia „ot li ~ sau ot = (3'' definită pe mulţimea planelor este o rela
ţie de eohivalenţll. Determinaţi clasele de echivalenţă. 

IJO•. Se consideri!. pe mulţimea tuturor dreptelor şi a planelor relaţia „x li y sau 
x = y", unde x şi y slnt drepte sau plane. Am definit o relaţie de echivalenţă? 
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21. Arătaţi că două segmente paralele cuprinse Intre plane paralele, slnt congruente. 

22. Să se arate că prin două drepte, care nu stnt conţinute lntr-un acelaşi plan, 
se pot duce două plane paralele tn mod unic. Să se studieze şi situaţia oind cele două drepte 
slnt coplanare. 

23. Fie ex şi ~ două plane paralele, A, Be ot, iar CD o dreaptă paralelă cu ot şi ~ . 

:preptele CA, GB, DB, DA taie planul ~ respectiv ln M, N, P , Q. Să se arate că aceste 
puncte ~lnt vîrfurile unui paralelogram. 

24. Aflaţi locul geometric al mijloacelor se_gmentelor care au extremităţilt ln două 
plane paralele. 

Exerciţii recapitulative 

1. Prin două drepte date să se ducă cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersecţie 
să fie conţinută într-un plan dat. 

2. Fie a, b, c trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Să se 
arate că planele (Pa), (Pb), (Pc ) conţi n o dreaptă comună. 

3. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar ex un plan care separă punctele A şi B; 
A şi C; c şi D. Arătaţi că a. n (BD) i= f2J şi Cit n (AD)= f2J. 

4. Pe muchiile a b c ale unui unghi triedru de vtrr O se iau punctele A , B , C ; fie 
' \ ' . -

apoi D e (BC) şi E e (AD ). Arătaţi că (OE c lnt abc. 

6. Arătaţi că următ~arele mulţimi slnt convexe: interiorul unui unghi triedru, un 
tetraedru fără o muchie (fără o faţă). 

6. Fie A, B , C, D patru puncte neooplanar~_F, G, H mijloacele segmentelor 
[AB], [BC], [CD], [DA]. a) Să se arate că EF li (ACD) şi punctele E, F, G, H stnt copla
nare; b) Dacă {M} = EG n FH, să se afle locul geometric al punctului M clnd A, B, C 
slnt puncte fixe, în timp ce punctul D descrie o dreaptă dată d (sau un plan dat ot) . 

7.• Pe dreptele d, d' se iau punctele distincte A , B , C respectiv A', B', C'. Să se 
arate: putem duce prin dreptele AA', BB', CC' trei plane paralele tntre ele dacă şi nu. 
mai dacă 

AB BC 

A'B' B'C' 

8.• Fie M, M' cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d' . Să se afle locul 
geometric al punctului P care împarte segmentul (MM') tntr-un raport dat. 

9. • Să se construiască o dreaptă care să tntllnească t~ei drepte date respectiv ln 
M 1 N, P şi pentru care MN / NP să fie un raport dat. 

10. Se dau dreptele d, d' care taie un plan dat ot ln punctele A şi A'. Să se con· 
struiască punctele M, M' situate respectiv pe d, d', astfel Incit MM' li a. şi segmentul 
[MM'] să aibă o lungime dat11 l. Discuţie. 

Indicaţie. Duceţi prin A' o dreaptă d• li d. Două plane paralele cu a., unul fix, altul 
mobil, vor intersecta d, d', d•, tn B, B', B• respectiv ln M, M', M•. Se observA cil 

~M' Eil Jfij';-B'. Problema revine la construirea unui triunghi cu două laturi date şi 
un unghi dat. 
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11. a) Să se afle locul geometric al vlrtului P al triunghiului MN P, dacă laturile 
acestuia rămtn paralele cu trei drepte fixe, vtrful M descrie o dreaptă dată d, iar vlrtul N 
aparţine unui plan dat a.. b) Aceeaşi problemă, cu deosebirea că M descrie un plan 
dat~-

12. Pe muchiile [DA', [OB, [OC ale · unui unghi triedru se consideră respectiv 
punctele M, N, P astfel ca OM= ).OA, ON = ).0B, OP = ).0C, unde A esti- un 
număr pozitiv variabil. Să se afle locul geometric al centrului de greutate al triunghiu
lui MNP. 

18.• ABCD şi A1B1C1D1 fiind două paralelograme oarecare tn spaţiu, se iau punctele 
A 8, B2, C2 , D2 care împart segmentele [AA1 ], [BB1], [CC1], [DDi] ln acelaşi raport. Să se. 
arate că A 2B 2C2D 2 este tot un paralelogram. 

Indicaţie. Luăm pe (D1A), (C1B) punctele M, N astfel Incit 

D1M C1N A1A2 

-MA = NB = A2A ; 

A 3MN B 2 şi D2MNC2 slot paralelograme. 

Capitolul V 

Perpendicularit t in p ţiu . 

1. Drept p rp ndlcular 

Dr ot D rn ndlcular p un plan 

Am definit unghiul a două drepte oarecare d şi d' (nu neapărat situate 
intr-un acelaşi plan). Dacă acesta este un unghi drept , drep tele d şi d' se numesc 

............ 
perpendiculare şi se notează d _L d'. Aşadar, dacă m(AOB) = 90°, orice para-
lelă la OA este perpendiculară pe orice paralelă la OB (fig. V.1). 

Fie d o dreaptă şi A E d. Putem construi drepte prin A perpendiculare 
pe d, considerînd planele conţinînd d şi t rasind in ele prin punctuJ A cîte o 
perpendiculară pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, există o infi 
nitate de perpendiculare prin A pe d (fig. V.2). 

icu.lat pe ou 
d e te P.e cndl 

dr pte 
I A pe 

Demonstraţie. Fie d _L a, d _L b, unde a şi b sint drepte concurent e, a, b c ex 
şic o dreaptă inclusă in ~. Trebuie să arătăm că d _L c. Putem admite fără a 
restrînge generalitatea că cele pat ru drepte trec print r-un punct comun O 
(fig. V.3). Alegem punctele A E a, B E b, M , M' E d ast fel incit ele să fie 

d 

[± 
O A 

Fig. V.1. Fig. V.2 J<'lg. v.a. 
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di.stinct e de O, (OM ) ==(OM' ) şi AB să intersect eze dreapta c într-un punct C. 
Dm 6 0AM ==i 6 0AM' şi 6 0BM sa 6 0BM' rezultă (AM)== (AM') şi . 

.(BM) Eiil (BM'), deci 6 ABM == 6 ABM' şi avem JiAM == JiAM 1 • Dar 
atunci 6 CAM == 6 CAM'. şi se d educe că triunghiul CMM' este isoscel; cum 
[CO] este mediană, este şi !nălţime. Deci d J_ c. 

Teorema 1 ne îndreptăţeşte să dăm următoarea 

· IM1nij.i1•. O dreaptă d se numeşte perpendiculară pe un plan oe dacă ea 
este p erpendiculară pe orice dreaptă inclusă tn planul oe. In acest caz se scrie 
d J_ oe sau ~ J_ d şi se mai spune că oe este perpendicular pe d. 

. Cu acest t e:men teorema 1 se enunţă astfel: Dacă o dreaptă este perpen
diculară pe doua drepte concurente conţinute tntr-un plan oe , atunci ea este per
pendiculară pe planul oe. 

Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat şi un mod de a construi un 
pl~n perpend~cular pe o dreaptă d, printr-un punct P E d, deci rezultă şi 
existenţa unui astfel de plan: ductnd prin P dreptele dist incte a b J_ d se 
obţine un plan (ab) perpendicular pe d. ' ' 

. Să considerăm acum .dreptele prin P. Cele conţinute tn (ab) sint perpen
diculare pe d. Reciproc, dacă d' 3 P şi d' J_ d, atunci d' c (a b). într-adevăr, 
planele (ab) şi (dd') se taie după o dreaptă c (fig. V.4). Cum cc (ab) , din 
teorema 1 rezultă că c J_ d. Dar tn planul (dd') putem duce prin P doa r o 
singură perpendiculară· pe d, deci d' = c şi d' c (a b). Am obţinut următorul 
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor 
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum această reuniune este determinată 
1n mod unic ctnd se dâu P şi d, rezultă că există un singur plan trectnd prin P 
şi perpendicular pe d. Acest rezultat rămtne valabil şi tn cazul ctnd p e d: 

1 • e. 'iin at o oaptA d şi un unct P, oi:Jstă un si gur 
plau 1., '.1'iltd 11r.ht P şf 11nrpcudfcul pc d. 

Demonstraţie. a) Am văzut oă teorema este adevărată tn cazul P E d. 
Să presupunem acum că P e: d (fig. V.5). Ducem tn planul (Pd) perpendicu-

d d 

Fig. V.4. Fig. V.o. 
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la ra P P' pe d( P' E d) ş i notăm cu oe (unicul, 
plan prin P ' perp endicula r pe d. Deoarece 
P' P J_ d, avem P ' Pc oe, deci P E oe şi exis
tenţa este demon strată. P ent ru unici ta te să 

observăm că dacă un plan ~ conţine punctul P 
şi ~ J_ d, atunci P P ' c ~, deci P' E ~ · 
D.in d J_ ~ şi P ' E~ rezultă ~ = oe şi uni cita
tea este demonstrată. 

-- - -- - - - .,___........, 

Fig. V.6. 

'I' e or om J. Oricare ar li planul oe şi 1mnetul P, istă o ·ingură. 

droa11tl\ i• ro troco prin P şi csto 11er11ondiculară r11 -
Demonstraţie. In planul oe alegem dreptele secante b şi c, şi ducem prin P 

planele ~, y respectiv perpendiculare pe b, c, care se t aie după o dreaptă d 
(fi g. V.6). Avem b J_ d, c ..L d, decid J_ oe (în virtutea teoremei 1) şi d eoarec.e 
P E d, exi stenţa este demonstrată. Dacă d' est e o dreaptă prin P şi d' J_ oc, 

a tunci d' J_ b, d' J_ c, de unde deducem că d' c ~ şi d' c y. Dar atunci 
d' c ~ n y = d, /deci d' = d şi unicitat ea este demonstrată. (Această d emon
straţi e este valabilă pent ru ambele cazuri: P e oe şi P E 'oe,} 

Exerci~il 

1. Să se construiască o dreaplil care să treacă prin tr-un punct da t A ş i să fie per
pend iculară pe- două drepte date d ş i d'. 

2. Să se ara te ci\ ex istă trei drepte cu un punct comun, perpendiculare două cite 
două. 

8. F ie a, b, c, d patru drep te cu un punct comun, d fiind perpendiculară pe a, b, c. 
Să se arate că dreptele a, b, c sîn t coplanare. 

4. Arătaţi că nu exis tă patru drepte cu un punct comun, perpendicula re două 
ctte două. 

6. F ie d J_ °' şi d' li d. Arătaţi că d' J_ a. 

6 . Să se arate că două drepte dis tincte, perpendiculare pe un plan ex, slnt para lele. 

7. Dacă d J_ °' şi d' li °'• atunci d' _L d. 

8. Arătaţi că două plane perpendiculare pe o dreaptă sînt para lele tnlre ele. 

O 9. Să se arate că locul geometr ic al punctelor egal depărtate de două puncte distincte 
A şi B es te un plan perpendicular pe A B , care trece prin mijlocu l O a l segmentului [A B ], . 
(numit planul mediator al lui [A B)). 

Indicaţie. F ie ex planul prin O perpendicular pe A B. Dacă A M = HM, atunci 
MO _L A B, deci M e °' · Dacă M e ex, atunci MO _L AB, deci AM = BM. 

10. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de vtrfurile unui 
triunghi A BC. 

11. Arătaţi locul geometric al punctelor egal depărtate de toate punctele unui cerc. 
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Fi~. V.7. 

I 
I 

A 

/ ..__oc ___ ~_~_,,_,_A_' __,/ 

Fii.:. \'.~. 

T e o r " 111 4. ('f e o r c m 1 
p· p d ce 0 r t re l J r pc nat cu I are.) 
• ·•e A o reaptă porpe~dl:ul li. p un pi n «(A E cc), el o dreaptă con'iuută 
n ' ' c • . r I rl I ,· ('" . 7 r 

Demonstraţie. Deoarece d _J_ A p d _J_ AB e lt v V d . . 
I V • d ' ' r zu a ca f::ste perpend1cu 
ara ;e o1·we reaptă conţinută în (P AB) (teorema 1), decid _J_ PB. -

O \l I t 

IJ Ed, atunci AB ...L d (rig. V.7). B ...L d, 

T e o r e m a r e c i p r o c l1 2. D A A 
/l 1 ~ b 

• rl « Ali _l_d B Ed, 
~· 

Demonstraţiile teoremelor reciproce se I asă ca ·t· Sv . exerm 1u. 
a considerăm un plan oe şi un punct A - D v 'AA' , 

c oe . . aca _J_ oe A E oe 
punctul~' se numeşt~ piciorul p erpcndicular<' i din A p e planul oe sa~ proircţi~ 
ortogonala a ~unctului A pe planul oe, iar numărul AA', notat cu d A oe 
se numeşte distanţa de la punctul A la planul oe (fig V 8) Da v A( ' ), 
d(A, oe) crero. • · • ca E oe, 

n , O I ! 

dr ] .a 5. ~ie un plan oe, un punct A ~ « şi M E a. Atunci distanţa . . 
Demonstraţie. A' fiind piciorul perpendicularei din A pe plan l d v 

A' ..J. M î t . h. l u oe, aca 
..,... n r1trng rn dreptunghi c AA' M segmentul [AA'] t V • 

[AM] · t es e o cateta iar 1po enuza. ' 

Observaţie. Distanţa de la un punct A La 0 drea 1 • ( • . 

c~ ~i în geomelria plan ă: ducînd in planul (Aa) per:e~;ic~~r~ n~itr~e prm 1l se.defmeşt~ 
p1c1orul acesteia, distanţa de la A la a este dată de d(A :)a- n , pe a ş• . notmd cu A 
este cea mai mică dintre distan'ele AM und M ' - AA . Se ştie că d(A, a) 

~ , e ea. 

Exerc iţii 

12. F ie ABC un triunghi isoscel ((AB) =(AC)) M „ „ 

perpendi culară pe (ABC); ~rătaţi că MN l. BC. I mijlocul latum [BC] şi AN 

18· Fie A', B', C' picioarele perpendicularelor d d ' 
spaţiu pe laturile triunghiului A B C. Arătaţi că ducîndu~~ p1ttr-ul n(ApBunCc)t oarecar~ p din 

, anu perpendicularele 
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pe laturile lui ABC tn A', B', C', se obţin trei drepte concurente. Generalizare pentru un 
poligon. 

14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridică perpendiculara AE. Să se ca\culeze 
distanţele de la punctul E la dreptele BC şi CD, ştiind dl AB = 2a, AD = AE = a şi 

,,,,...... 
m,(BAD) = 60°. 

15. Se dau: planul ot şi punctele A E ot, B e ot. o dreaptă variabilă d trece prin A şi 

este conţinută în planul ot. Să se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din 
B pe d. 

16. Se dau: dreapta a şi punctul A IE a. Se cere locul geometric al picioarelor per
pendicularelor din A pe planele care trec prin a . 

17. Se consideră un plan ot care trece prin mijfocul unui segment [A B]. Să se arate 
că punctele A şi B slnt egal depărtate de planul ot. 

18. Determinaţi un plan care să treacă printr-o dreaptă dată, să fie echidistant de 
două puncte· A şi B date şi să separe punctele A şi B. 

Indicaţie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [AB]. 

19. Printr-un punct dat să se ducă o dreaptă care să intersecteze o dreaptă dată şi 
să fie perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 

20. Fie ot şi ~ două . plane distincte, a căror 
intersecţie este dreapta d şi fie M un punct nesituat 
ln ot U ~· Se duc dreptele MM1 şi MM2, perpendicu'." 
lare respectiv pe ot, ~· Să se arate că dreapta d este 
perpendiculară pe planul (MM1M 2 ). 

21. Fie ot un plan, d o dreaptă ln ot şi A un 
punct exterior lui ot. Din A se duce perpendiculara AB 
pe d(B ed), iar prin B perpendicular.!\ d' pe d, 

~ 
situată ln ot. Se ia pe d' punctul C astfel ca ABC 
să fie un unghi ascuţit şi (BC ) = {AB). Din C se 

c 

B 

Fig. V.9. 

duce perpendiculars> CC' pe AB {C' e AB) şi se ia pe {GB ) punctul D astfel ca 
(CD) = {AC'). Să se arate că dreapta AD este perpendiculară pe planul ot. 

22*. Se dau un plan « şi un punct A e a:. Să se afle locul geometric al punctelor 
M e ot astfel ca segmentul {AM) să aibă o lungime dată. 

23. Fie O punctul de intersecţie al mediatoarelor unui triunghi ABC şi M un punct 
nesituat ln planul (ABC). Să se arate că OM J_ {ABC) dacă şi numai dacă {AM) a 
= (BM) e (CM). 

24. F ie O, A, B , C patru puncte astfel ca OA J_ OB .i OC J_ OA şi se notează a= 
=OA, b = OB, c = OC. 1) Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC ln funcţie 
de a, b, c. 2) Să se calculeze aria a(ABC] ·şi să se demonstreze relaţia a(ABC]2 = a(OAB]2 + 
+ a(OBCJ2 + a(OCA]2, 3) Să se arate că proiecţia ortogonală a punctului O pe planul 
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. 4) Să se calculeze distanţa OH. 

Indicaţie. 3) Se va arăta că AB J_ CO, AB J_ OH, din care se deduce că AB J_ CH 
{fig. V.9). -
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26•. Se consideră punctate necoplanare A, B, C, D şi dreptele AA', BB', CC': DD' 
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). Să se arate că dacă 
dreptele AA' şi BB' slnt concurente, atunci dreptele CC' , DD' slnt coplanare. 

Indicaţie. Din CD 1.. AA', BB' se va deduce că CD 1.. AB. tn continuare se va fo1osi 
faptul că prin CD putem duce un plan perpendicular pe AB. 

26•, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Să se arate că AB 1.. CD şi AC 1.. BD 
implică AD 1.. BC. 

27•. Pe muchiile unui unghi triedru cu vlrful O se iau punctele A , B, C, astfel ca 
(OA) a (OB) e (OC). Să se arate că piciorul perpendicularei din O pe planul (ABC) 
coincide cu punctul de intersecţie al mediatoarelor triunghiului ABC. 

§ 2. Inegalităţi geometrice. 
Unghiul unei semldrepte cu un plan 

Temă. Dară trillnghiurile ABC şi A'B'C' au (AB) - (A'B'), (AC) -
' " - (A 'C'), A ..,, A' 11•1 I BC) (B'C'). 

Demonstraţie. Construim punctul D tn semiplanul lui C, faţă de AB, 
astfel ca 6.ABD E!il 6.A' B'C, (fig. V.10). Atunci tri,.mghiul ADC este isoscel 

şi (AD c Int fiA'c, deci şi bisectoarea unghiului CAD va fi situată în in~e-..-.. 
riorul h,ti BAC, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) într-un 
punct E. 'Rezultă (EC) - (ED) şi BC = BE + EC = BE + ED >i BD = 
= B'C'. 

Uorolar. Dara triunghiurile ABC şi A' B'C' au (A B) (A'B'), (AC) -
" I\ (..4 'C') ( P(') ( D'('') trnri .A ....._ A' 

Demonstraţi corolarul prin reducere la absurd I 
Să considerăm un p'lan dat ac şi o semidreaptă dată [AB cu A E ex, 

B ~ ex. Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de 
origine A, situate în planul ex. Dacă A B ...L ex, toate aceste unghiuri sint con-

c 
c' 

A 
~ 

B A' 8' 

Fig. V.10. 
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gruente. Dacă AB nu este perpendicular pe ex, unul dintre ele este mai mic 
decit celelalte; teorema următoare precizează acest unghi. . 

Te ore ma t. Fie ex un plan, A E «, n ex, iar B' pro1~ţla ortogonală 
a punctului B pe planul ex (fig. V.11). Oriear4' ar fi pun<~tul M E ex [A !J', 
anm 

.,,-.,... .,,-.,... 
B'AB < MAD. 

Demonstraţie. Determinăm punctul N E (AM astfel ca (AN) == (AB'). 
Deoarece BB' este distanţa de la B la planul ex rezultă BN > BB' şi apli-

dnd corolarul de mai sus triunghiurilor ABN şi ABB' , obţinem că NÂB > 
.,,-.,... 

>i B'AB. 
.,,-.,... 

Jl.efiniţie. Unghiul B'AB se numeşte unghiul semidreptei [AB cu planul ex. 
El este cel mai mic unghi format de [AB cu o semidreaptă de origine A, 

.,,-.,... ' 

inclusă în ex. Unghiul B'AB se mai numeşte unghiul dreptei AB cu planul «· 

Exerciţii 

1. Cu notaţiile figurii V. 11 avem de 
........... ........... 

asemenea: MAB' < MAB. 
Indicaţie. Fie MM' .i AB' , M' e AB'. 

Cum MM' .l BB', dreapta MM' este per
pendiculară pe planul (ABB'). Aplicaţi teo
rema 1 semidreptei [AM şi planului (ABB'). 

A 

l<'lg. V.11. 

2. Vlrful A al triunghiului isoscel ABC ((AB) a (AC)) se proiectează ortogonal 
........... ........... 

tn A ' pe un plan ct care trece prin BC. Arătaţi că BA'C > BAC (fig. V.12) . 
' ............... 

Indicaţie. Fie D mijlocul lui [BC] şi E e (DA', (DE) a (DA). DA'C,este un unghi 
exterior a l triunghiului A'CE. 

IX 

. Fig. V.12. · Fig. V.18 • 

• 75 



Te r 8 fntr·l u -
,,,,..._ 

. ;>c~n~nstraţie. Fie O vîrful lui ahc, A , B , C cite un punct pe a, b, c, distincte de O, 
iar B piciorul perpendicularei din B pe planul (QAC) (fig. V.13). Conform exerciţiului 1 

/'. ............. ,,,,..._ ............. 
m(ah) > m(AOB') , m(bc) > m(B'OC). 

D ă B' I ............. I ............. ............. ............. ,,,,..._ 

ar e nt AOC sau B e AOC, suma m(AOB') + m(B'OC) este egală cu m(ac), iar 

dacă !1' es te în exteriorul unghiului Aâ'C, atunc.i această sumă este mai mare decît m(~) . 
1n orice caz 

............. ............. ,,....._ 
m(AOB') + m{B'OC) ';:t. m(ac) 

şi teorema rezultă din i negalităţile stabilite. 

Exerci ţii 

3. Cu notaţiile teoremei 1, fie [AB" semidreapta opusă lui [AB'. Să se arate că pentru 
. ............... ............... 

orice punct M e ex - [AB" avem B "AB > MAB. 

4"'. Arătaţi că pentrlJ orice unghi triedru :he avem1 m(a/;) + m~) + m(~) < 3600. 

5"'. Fie ex un plan, A e ex, iar B şi C două puncte de aceeaşi parte a lni ex astfel 

ca AC ..1... ex. Arătaţi că CAlJ este un complement al unghiului form at de [AB cu ex. 
,,,,..._ 

6"'. Fie ex'(3' un unghi diedru cu muchia m şi A e m. Să·se arate că dintre toate semi
dre~t~le cu originea A şi conţinute în semiplanul (3', aceea formează unghiul cel mai mare 
pos~b1! cu planul ex, care este perpend iculară pe m (supo.rtul ei se numeşte dreapta de cea 
mai mare pantă a lui ţ3 faţă de ex). 

§ 3. Ml ura unul un hi dl dru Plan p rp ndicular 

,,,,..._ 

Fie «'W un unghi diedru propriu şi O, O' două puncte oarecare pe muchia 
lui. Se duc în semiplanul «' semidreptele (OA, (O'A ' , iar în W semidreptele 

(~ (O'B' toate perpendiculare pe 00' (fig. V.14). Unghiurile AOB şi 

A 'O' B' .au. laturile paral_ele; mai mult, ele se gă::;esc tn situaţia de pe figura 
IV.23 ŞI dm demonstraţia teoremei 4 de la Cap. IV. § 5 rezultă că 

1 ............. ............... 
( ) AOB == A'O'B'. 
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,,,..._ 
Prin măsura unghiului diedru propriu «'W înţelegem 

,,,,..._ ............ 
numărul m(«'W) def m(AOB). 

Relaţia (1) ne arată că acest număr nu derinde de alegerea lui O E d, 
deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. Prin definiţie, 
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca măsură 0° (respectiv 180°). 

,,,..._ 
Semiplanele «'şi W se zic perpendiculare dacă m(«'W) = 90°. 

In acest caz şi planele «, ~' care conţin semiplan ele «', W, se numesc p erpen
diculare şi se notează « ...L ~- Evident « ...L ~ ::;. ~ ...L «. 

Exer~itll 

1. Fie ex un plan, <t.un semispaţiu închis limitat de ex, ex' un semiplan conţinut ln ex şi 
a un număr real, cuprins Intre O şi 180. Să se arate că există un singur semiplan (3', avtnd 

,,,..._ 
frontieră comună cu ex', astfel tnctt (3' ca şi m(«'(3') = a. 

Indicaţie. Problema revine la const;uirea unui unghi într-un plan perpendicular pe 
frontiera lui «'. . ,,,,..... 

o 2. Fie .Î/3' un unghi diedru propriu. Construiţi un semiplan y' astfel ca m(«'y') = 
,,,,..... 

= m(-?i3'). Arătaţi că problema are două soluţii dintre care una este situată în Int «'(3' 
,,,,..._ . . ,,,,..... 

(numit semiplanul bisector al lui «'(3'; suportul său se numeşte planul bisector ~l lui «'W) · . . 
3. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două plane secante 

«, ~ este format din două plane perpendiculare, şi anume din reuniunea planelor bisec
toare ale unghiurilor diedre determinate de « şi ~-

r 
Demonstraţie. Dacă a = r1.n ~. {A} = d n ot şi «', W sint semiplane de 

suport «respectiv ~. limitate de a, atunci ductnd prin A , în planul «,dreapta b 
............ 

perpendiculară pe a, avem d ...L b, deci m(«'~') = 90°. 

A' 

FJg. V.14. FJg. V.15. 
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Exerciţ11 

O 4. Dacă a. şi (3 stnt două plane perpendiculare, Q e (3 şi d perpendiculara prin Q pe a. 
să se arate Că d c (3. ' 

. 6. Se consideră ~ dreaptă d inclusă tn planul a.. Arătaţi că reuniunea dreptelor per
pendiculare pe ex, care intersectează dreapta d, este un plan perpendicular pe a.. 

6. Să se afle locul geometric al punctelor la egală distanţă de două drepte concu-rente. · 

. 7. ~rătaţi că un plan a. perpendicular pe două plane secante este perpendicular pe 
mtersecţ1a lor. 

. 8•. Fie A un. punct nesituat în planul a.. Să se afle intersecţia tuturor planelor care 
conţin punctul A ş1 stnt perpendiculare pe planul a.. 

9•. Duceţi printr-o dreaptă dată un plan perpendicular pe un plan dat. 

10•. Duceţi printr-un punct dat un plan perpendicular pe două plane date. 

11 •. lntersectaţi un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de secţi.une să fie drept. 

. 12. Arătaţi că o dreaptă ~ şi un plan a., perpendiculare pe un alt plan, stnt paralele 
tntre ele sau dreapta d este conţinută tn planul a.. 

18. Fie a. şi (3 două .plane perpendiculare, A e a., iar d o dreaptă perpendiculară pe (3. 
Să se arate că paralela prin A la d este conţinută tn planul a.. 

14. Dacă trei plane perpendiculare pe un plan se intersectează două cite două după 
drepte!e a, b, c arătaţi cil a /I b li c. 

16•. Dintr-1.Jn punct A se duc ptwpendicularele AB ~i AC pe planele feţelor unui 
h" d" d ~, s ............ ""' . ............ ""' ung 1 ie ru a.'"'. ă se arate: m(BAC) = m(a.'(3') sau m(BAC) = 180° - m(a.'(3'). 

§ 4. Proiecţii ortogonale 

. Froiecţ~a (ortogonală) a unui punct P pe un plan oe a fost definită fo § 1 
ca mtersecţ1a cu planul oi a perpendicularei pe oe, dusă prin punctul P. Ea se 
notează: P* = pra.P. 

Prin proiecţia un~i mulţimi Jll, pe un plan .x se înţelege mulţimea 

pra.Jll, = {pra.P I P E ..Al}, 

formată din proiacţiil.e tuturor punctelor din M. 

'l' e o r tu 1. l rnrn ~· 
un punct nci drept d pe u.u plan (% e~tc o drcapti\ sau 

. . 
De';'onstraţie. Dacă d_t_oe, este clar oli pra.dea.te un punct. Să presupunem 

ln contmuare că dreapta d = AB nu este perpendiculară pe planul oe 
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(fig. V.16) şi A ~ IX. Fio A*, B* pro
iecţiile lui A,B pe IX şi ~ = (AA * B). 
Deoarece ~ conţine o dreaptă perpen
diculară pe IX rezultă că ~ ...L IX. Fie M 
un punct oarecare de pe dreapta d 
şi M* = pr„ M. Atunci MM* 11 AA * 
şi MM* c ~'deci M* E ctn ~=A *B*. 
Astfel am arătat că prad c A* B*. 

Pentru a demonstra incluziunea 
contrară, luăm un punct oarecare 

A 

Fig. V.16. 

N E A* B * şi arătăm că N E pra. d. ~l\r.a.lela la AA *, dusu prin N, este 
conţinută în planul ~. deci va intersecta dreapta d într-un punct P. Atunci 
N =pra P, deci NE pra. d. · 

Planul ~' determinat prin ~ ...L IX şi ~ ~ d, se numeşte planul proiectant al 
dreptei d. Reţinem că proiecţia dreptei d pe planul IX poate fi obţinută prin 
intersecţia planului oe cu planul proiectant al lui d. 

Exerciţii 

1. Să se arate: dacă dreptele d şi d' stnt paralele atunci pra.d li prad' sau pra.d = pra.d'. 
Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d şi d'? 

2. Arătaţi ră proiecţia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un 
segment. 

........... 
8. Ştiind că latura [OA a unghiului drept AOB este paralelă cu un plan ex, să se arate 

că proiecţia pe planul ex a unghiului A'â.B este un unghi drept. 

4. Fie A'B'C' proiecţia triunghiului ABC pe un plan a.. Arătaţi că centrul de greutate 
al triunghiului ABC se proiectează în centrul de greutate al triunghiului A ' B'C'. Este 
valabil un rezultat analog pentru ortocentru? 

6. Să se afle locul geometrir al punctelor din spaţiu rare se proiectează pe un plan 
după o dreaptă dată . 

6*. Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D , să se determine un plan pe care 
punctele A , B, C, D se proiecteazil tn vîrfurile unui paralelogram. 

7*. Se consideră toate triunghiurile din spaţiu care se proiectează pe un plan ex după 
arelaşi triunghi. Să se afle locul geometric al centrelor lor de greutate. 

s•. Fie A un punct nesituat pe dreaptâ d. Determinaţi un plan a. astfel lnctt pra.d să 
treacă prin pra.A. 

9•. D eterminaţi un plan pe care trei drepte date să se proiecteze după drepte con
curente. 

to•. Fie a., ţ3 două plane care se taie după o dreaptă a şi fie do dreaptă perpendiculară 
pe a. Să se arate că proiecţiile dreptei d pe planele ex, (3 slnt concurente. 

11 •. Se consideră un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii să nu fie perpen
diculară pe faţa opusă. Arătaţi că proiecttnd muchiile pe feţele opuse, se obţin trei plane 
proiectante care conţin o dreaptă comună. 

79 



' . Prin unghiul a două plane ex: şi (3, care 
se intersectează după dreapta d, vom intelege 

. ............... ' 
oricare unghi MON, unde O E d, M E ex:, N E (3, 

OM J_d ON d . ~ 
Da - , J_ ş 1 m(M?N) ~ 900 (fig. V.17). 
, ca ex: li (3 sau ex: = (3, prin unghiul lui ex: si (3 
inţelegem un unghi nul. Ca si unghiul a d'oua-
drept · · ' . e, nici acestă noţiune nu este determinată 

Fi~. V.17. unic, dar toatE) unghiurile a două plane ex: şi (3 sînt 
- congruente Intre elc> As d - . . 

n doua plo111· s1·cante este un - . . ,a ar, masura unghiuluz ·r numa r unic egal cu <1ea . . - d' 
1·1 e unghiurilor diedre dete . . t d , , mai mica intre măsu-

' 1 mma e e planele ex: şi (3. • 

proieeţi . lui A B(' e pi nul 
, tunri 

(1) 

s 

Demonstraţia se face in trei etape. 

im 
I 

nt I 
nr un l1mh11 t r 

, 1) Fie !~tura [BC] a triunghiului ABC situată 
A = pr~A şi D - pr A C f în planul (3 (fig. V.18), 

- B~ on orm teoremei celor trei perpendiculare 

A'D J_ BC, deci cp =µ(ADA'). Din egalităţile S = BC . A~ S' = BC. A'D 

A'D =AD. cos cp deducem imediat relaţia (1). 2 2 

2) Latura [BC] este paralelă cu planul (3 (f' V 1 . 
ţiile punctelor A, B, C pe planul IJ. Pute ig. .' 9). Fie A', B', C' prdiec
paralel cu 1J. t · d t--· m duce prm dreapta BC un plan 1J.* 

t--1 care aie reapta AA, in A* S b ~ ~ t-' 
CA*A'C' A*BB'A' . · eo servacapatrulaterele BCC'B' 

' sint dreptunghiuri, deci 6,A * BC = "A'B'C' · ' ~ t...::. ş1 aceste 

A 

A 

Pig. V.18. 
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triunghiuri au arii egale. Ţinind seama 
şi de f.aptul că planul a determină cu 
planele (3 şi (3 * unghiuri de aceeaşi 
măsură, formula (1) este valabilă şi in 
acest caz. 

3) Considerind cazul general 

Fig. V.20. 

B 

/ :~ / li'~ 
L....:.--p ~r· 

putem presupune că (CC') < (BB') < 
< (AA'). Intersectăm planul paralel 
cu (3, dus prin B, cu planul a după 
dreapta BD (unde D E (AC)). Punc
tele A, B, C, D se proiectează pe 
planul (3 in A', B', C', D' (fig. V.20). 
Notînd cu Sli 8 2, 8~, 8; ariile triunghiurilor ABD, CBD, A' B'D' respectiv 
C' B' D', putem scrie conform cazului 2): 

(2) s; = s1 cos cp, 8; _:. 82 cos cp. 

Dar 8 1 + 8 2 = 8, 8; + s; = 8', deci adunind membru cu membru egalităţile 
(2), se obţine relaţia (1). 

Exercit li 

12. Arătaţi că formula {1) este valabilă şi în cazul în care S reprezintă aria unei supra
feţe poligonale situate în planul «, iar S' aria proiecţiei ei pe planul ~· 

Indicaţie. Descompune.ţi suprafaţa poligonală în triunghiuri. 
13. F ie ABC un triunghi, AB = 9, BC = 10, AC= 17. Proiecţia triunghiu

lui ABC pe un plan ~ are aria egală cu 18. Să se afle măsura unghiului planelor 

(ABC) şi ~· 
14. Se dă triunghiul ABC cu laturile BC = 4, CA = 6, AB = 3. Se ridică în A, B, C 

perpendiculare pe planul triunghiului şi se iau pe ele, de aceeaşi parte a planului (ABC), 
punctele A', B', C' astfel ca AA' = 2, BB' = 6, CC'= 9. Să se calculeze măsura unghiului 
planelor (ABC) şi (A'B'C'). 

li>. Triunghiul ABC, avînd laturile AB = 5, AC = 12, BC = 13, se proiectează 
pe un plan paralel cu latura [AC] după triunghiul A' B'C'. Ştiind că A' B' = 4, să se cal
culeze B'C' şi măsura unghiului planelor (ABC) şi (A'B'C'). 

I 
16. Se consideră dreptele OA, OB, OC, perpendiculare două cîte două. Ştiind că 

OA = a, OB' = b, OC = c, să se calculeze măsura unghiului planelor (ABC) şi (OAB). 

17. Să se arate că pătratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pătratelor 
lungimilor proiecţiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare două cite două. 

18. O dreaptă taie două plane perpendiculare« şi ~în A şi B. Fie A ', B' proiecţiile 
punctelor A, B pe dreapta « n ~· 1) Arătaţi că AB2 = AA'2 + A 'B '? + B'B 2

• 2) Dacă 
a, b, c slnt măsurile unghiurilor dreptei AB cu planele «, ~ şi cu el n ~, atunci 

A'B' . . 2 • 2 b . 2 cos c = - - ş1 sm a+ sm = sm c. 
AB 
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19. Fie ABC un triunghi situat lntr-un plan ex, A' B'C' proiP.cţia lui pe un plan (3 
iar A "B"C" proiecţl.i triunghiului A'B'C' pe planul ex. Nottnd cu S, S', SH ariile triunghiu: 
rilor ABC, A' B'C', A" B"C" să se arate că S' este medie proporţională Intre S şi S". 

Exer irit r „ ltulatlv 

1. Un tetraedru [A BC.D] are (AC) s (AD) e (BC) = (BD). M şi N fiind mij
loacele muchiilor [AB], [CD], să se arate: 

a) MN J_ AB, MN J_ CD, AB J_ CD. 
b) Dacă A', B', ·91

, D' sînt picioarele perpendicularelor duse -din vîrfurile A, B, C, D 
pe feţele opuse ale tetraedrului, punctele B , A', N sînt coliniare, şi la fel A, B', N; D, C', 
M; C, D', M. 

c) AA', BB', MN şi CC', DD', MN slnt cite trei drepte concurente. 

2. Dacă semidreptele [OA şi [OB au originea lor în planul ex, OA J_ ex şi OB J_ ex 
atunci cele două semidrepte formează un nnghi ascuţit sau obtuz, după cum slnt sau nu 
de aceeaşi parte a planului oe. 

3. a) Arătaţi că cele şase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct 
comun. b) Prin acest punct trec şi perpendicularele pe feţele tetraedrului , duse prin cen-
trele cercurilor circumscrise acestor feţe. · 

4. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu care au diferenţa pătratelordis-
tanţelor lor la două puncte !late egală cu un număr dat. ' 

""' 6. Se dau un plan «, un punct A e «, un punct B ce« şi lin unghi hk. Să se constru-
iască o semidreaptă [AM, inclusă în planul oe, care să formeze cu [AB un unghi congruent 

""' cu hk. Discuţie. 

O 6. Fie d şi d' două drepte necoplanare. Să se arate ci'.!. există punctele unice A e d, 
A' ed' astfel ca AA' J_ d şi AA' J_ d'. (Dreapta AA' se numeşte perpendiculara comunii, 
a dreptelor d şi d'.) 

Indicaţie. Există un plan unic oe care trece pl'in d şi este paralel cu d'. Cum A'A tre
buie să, fie conţinut în planul proiectant al lui d' pe «, punctul A coincide cu d n prad', 
iar A' cu intersecţia lui d' cu perpendiculara pe «, ridicată în punctul A (fig. V.21). 

() 7. Cu notaţiile exerciţiului 6 fie M ed, M' ed' . Să se arate că AA' ,.; MM', ega
litatea fiind posibilă numai dacă M = A şi M' = A'. 

Fig. V.21. 
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8•. Fie AA' perpendiculara comună 
a dreptelor necopla.nare d, d' şi M e d, 
M ' ed' astfel ca (AM) = (A'M'). Să se 
afle locul geometric al mijlocului segmen
tului [MM' ]. 

9. într-un plan oe se dau două drepte 
perpendiculare d1 , d2 care se intersectează 
ln punctul O. Distanţele unui punct M 
din spaţiu , nesituat în planul «, la drep
tele d1 şi d2 slnt egale respectiv cu 3a şi 

4a, iar MO = 3a V 2-: Să se calculeze 
distanţa de la M la planul oe. 

10. Se consideră un tetraedru 
[VA BC] cu următoarele proprietăţi: ABC 
este un triunghi echilateral de latură a 

(ABC) J_ (VBC) , iar planele (VAG) şi (VA B) formează cu planul (ABC) unghiuri de mă
sură 60°. Să se calculeze distanţa de la punctul V Iii. planul (ABC). 

11. Se dă dreptunghiul A BCD cu A B = 4 şi B C = 2. Pe planul ~reptu11ghiulu~ 
se ridică perpendicularele AA1, BB 1, CC1 şi DD1 , punctele A1, B1, C1, Di !tmd d_~ acee~~1 
parte a planului (ABC) şi A A 1 = 3, BB1 = 8, CC1 = 1, DD1 = 2. ~ ş1 N fund miJ: 
loacele segmentelor [A1Ci] respectiv [B1D1), să se calculeze lung1mP.a segmentulm 
[MN]. 
. I . 

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. Să se arate că un vlrf se proiectează 
pe faţa opusă în centrul de greutate al acesteia. Să se afle măsura unghiurilor diedre deter
minate de cîte două feţe . 

""""" . 13. Se consideră un tetraedru [ABCD] astfel ca AB = AC = a, m(BAC) = ex ş1 
semidreptele [AD, [BD, [CD formează cu planul (ABC) unghiuri congruente, de măsura (3. 
Să se·calculeze distanţa de la punctul D la planul (ABC) . 

14. Fie DE o dreaptă perpendicula1·ă pe planul pătratului ABCD. Ştiind că BE = 
= l şi măsura unghiului format de [BE şi (ABC) este (3, să se determine lungimea segmen
tului [AE] şi unghiul lui [AE cu planul (ABC). 

10. Dreapta CD este perpend iculară pe planul triunghiului echilateral ABC de la
tură a, iar [AD şi [BD formează cu planul (ABC) unghiuri de măsură (3. Să se găsească 
unghiul planelor (ABC) şi (A BD ). 

""""" ,,,...... 16•. Într-un tetraedru [A BCD] avem D A = DB = DC = l, m(ADB) = m(A DC) = 

= « ;i m(B-D'C) = (3. Să se arie distanţa punctului D la planul (ABC) şi distanţa 
punctului A la planul (BCD ). 

17•. Se dau : un plan «, punctele~neco lini are A , B , C, exterioare acestui plan şi un 
triunghi DEF c oe. Să se determine Ul! punct P ast fel tnclt, not.înd cu A', B ', C' punctele de 
intersecţie ale dreptelor PA, P B, PC cu planul ex, triunghiurile A' B'C' şi DEF să aibă 
laturile respective paralele. 

18•. Fiind date planul ex. ş i · triunghiurile A B C, A' B ' C' nesituate ln acest plan, să se 
determine un triunghi DEF, aşeza t !n planul ex, as tfel Incit , pe de o parte dreptele AD, B E, 
CF şi pe de altl\ parte dreptel<l A'D , B 'E, C'F să fie concurente. 

„ 
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Ca t I I VI 

Poliedr 

1n capitolele VI şi VII se vor studia unele mulţimi de puncte din spaţiul 
euclidian numite adesea corpuri geometrice. Pentru ele se vor defini noţiuni 
şi se vor demonstra proprietăţi analoage cu cele stabilite in cazul geometriei 
plane pentru suprafeţele poligonale. 

Spaţiul euclidian este un model matematic al spaţiului fizic, el reflectind 
proprietăţile privind forma corpur"ilor din spaţiul fizic şi poziţiq lor reciprocă. 
Corpurile geometrice pe care le vom studia sînt imagini matematice ale unor 
corpuri bine cunoscute din spaţiul fizic. Această circumstanţă specială, intil
nită in cazul geometriei euclidiene, ne permite ca in studiul ce-l vom între
prinde (cap. VI şi cap. vin să acordăm un rol important intuiţiei spaţiale, 
cunoştinţelor noastre obţinute din contemplarea şi studierea spaţiului fizic. 
Unele teoreme vor fi date fără demonstraţie, conţinutul lor fiind justificat doar 
în mod intuitiv. Menţionăm că teoremele respective pot fi demonstrate riguros 
ln cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mări prea mult 
volumul expunerii. 

Facem observaţia că noţiunile de congruenţă şi asemănare a două mul-
ţimi de puncte din plan se extind în spaţiu şi păstrează aceleaşi proprietăţi. 

· Mulţimile Jll, Jll' c J. se numesc congruente dacă există o funcţie bijectivă 
f: Jll -+ Jll' pentru care PQ = f(P)f(Q) oricare ar fi punctele P, Q E Jll, 
iar funcţia f. se numeşte izometrie. Mulţimile .Jll, Jll' se numesc asemenea 
dacă există o funcţie bijectivă f: Jll -+ Jll' şi o constantă k ::;::. O, astfel incit 
PQ = kf(P)f(Q) oricare 3:r fi punctele P, Q E Jll., iar funcţia f se numeşte 
asemănare. 

Dacă [L] şi [L'] sint, două suprafeţe poligonale incluse respectiv in planele 
oe şi~ şi [L] =a [L'] atunci ariile lor sint ega~e, iar dacă [L] şi [L'] sint asemenea, 
k fi ind raportul de asemănare , atunci rapqrtul ariilor lor este k2• 

S 1 Pri m 

Fie S o suprafaţă poligonală cu frontiera poligon, inclusă 
1ntr-un plan oe, do dreaptă care nu este paralelă cu planul oe şi nici conţinută în 
acesta şi t:1.' un plan paralel cu planul oe. Pentru fiecare punct ME S se con
sideră dreapta care trece prin M, paralelă cu dreapta d şi care intersectează 
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planul oe' într-un punct M'. Mulţimea 

formată din reuniunea tuturor .seg: 
mentelor [MM'] se numeşte prisma 
(fig. VI.1). 

i e t o. t e 1. Locul geo-· 
m trie a.I punctelor M' E a.' din def~-

. , ~x e te o s rafa'll. poh-m„ pret;cu.\;'ll'"° r 

â 

Demonstraţie. Se va arăt~ că legea Fig. VI.1. 

M -+ M' defineşte o izometr1e. l~tr-a- , N' ultă MN N' M' este 
S M =F N ş1 M -+ M N -+ ' rez devăr, dacă M, N ~ ' lanul (MNM') 'taie planele paralele oe, oe' după un paralelogram (fig. Vl.1),, (p 

două drepte paralele}. Rezultă că S'; S.i A- -+ A'. (i = 1, 2, ... , n) atunci 
Obserpaţie. Daca S = [AiAz ···V n] Sş' _ 1 [A' A~' A'] şi au loc următoa-

. · edentă rezulta că - 1 2 ·•· n • . 
dm demonstraţi~ prec , , _ A ·A'] entru i i= j, (i, J = 1, 2, ... , n), 
rele relaţii: AiA; li A;A;, [AiA;~ ~ [] '(. 1 ~ 2 ... n _ 1), şi A

1
A n 11 A;A~, 

A'A' [A.A· ] 53 [A;A;+i t , ' • . 
AiAi+t 11 i i + ll • i+i p t escurtare se va nota prisma cu A'A'] (f' Vii) enru pr • .. 
[A1An] Eii [ t n _ig; . , . Prisma este determinată dacă se dau vîrfurile e1. 
p = [A1A2 . .. A nA1A2 ···An]: , : A'.] (i = 1, 2, ... , n - 1), 

. Suprafeţele poligonale S, S , ~Ai~i+tA•+i ' , 1 [A A· ] [A'.A '. ] 
fi le rismei segmente e i i+i • ' •+1 ' [A 1AnA~A ~] se numesc eţ~,A' ]p[A A' ]'(; - 1 2 n) se numesc muchiile 

· - 1) [A A ], [A1 n , i i • • - • • ... , ' • . . . 
(i . 1'.2,.„., n , 1 n '. i = 1 2, ... , n) se numesc pirfurile prismei. 
prismei, iar punctele Ai, A, ~ ' . bazele prismei iar celelalte feţe se 

S · S' se mai numesc ş1 . . 
Dintre acestea, · şi „ A' i = 1 2 ... , n) se numesc muchii 
numesc feţe laterale, muchnle [ Abi J,1 ( e1·' prisme se numeşte . înălţimea 

. d" t planele aze or un . 
laterale. Distanţa lil re . î w lţ ' ea unei prisme se va mai înţelege ŞI 

. . ta cu I Prm na l m O d. 
prismei ş1 se va no . l . i pe perpendiculara comună. iago-
segmentul determinat de baze e pr1sr:e t . at de două vîrfuri ale prismei 
nală a unei prisme este un segment e ermm 

ţ. l ·aşi feţe laterale. . w 
care nu apar m ace e1 • V • • 1 ltw cav poligoanele care determma . opr1etaţn rezu a . 

Din demonstraţia pr al 1 e Reuniunea feţelor unei . . e s1nt par e ogram . . feţele laterale ale unei pr1sm . . m i Multi mea punctelor unei 
w faţa sau frontiera pris e . , 

prisme formeaza su~ra f ţ . ale formează interiorul prismei. 
prisme care nu aparţm supra e e1 s 

. . . . e se numeşte aria totală a prismei, iar suma 
Suma arulor feţelor· unei pr1sm . l l ' ismei. ele se vor nota· res-

ariilor fetelor laterale se numeşte arta atera ~da pr , 
' · p D w B - cr(S) ev1 ent pectiv cu cr1(P) ŞI cr1{ ). aca - ' 

\ cr,{P) = cr1(P) + 2B \ 
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Prisma cu muchiile lateral e perpendiculare p e planele bazelor se numeşte 
prismă dreaptă. Prisma cu poligoanele bazei paralelograme se numeşte para
lelipipe~. P aralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numeşte paralelipiped 
dreptunghic. Dacă t oate feţele unei prisme sînt suprafeţe pătrate, prisma se 
numeşte cub. Prisma dreaptă cu baza poligon regulat se numeşte · prismă 
regulată. 

Exerctţll 

. . 
1. Să se demonstreze că proiecţiile unui punct din spaţiu pe. muchlile laterale ale 

unei prisme slnt coplanare. . . „ · 

2. Se dă o prismă triunghiulară cu bazele [ABC] şi [A' B'C'J. Fi~ D, E, F centrele de 
simetrie respectiv ale feţelor [BCC'B' ], [ACC'A' ] , [ABB'A ' ]. Să se arate că dreptele AD , 
BE şi CF slnt concurente. -

8•. Baza •1.mei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6 V3. Un vîrf al unei 
baze se proiectează pe cealaltă bază, ln mijlocul unei muchii ale acesteia. f nălţimea prismei 
fiind 12, să se afle aria laterală a prismei. 

4. Baza unei prisme este un pătrat cu latura a. Una din feţele laterale este pătrat, 
alta este un romb cu un unghi de măsură 60°. Să se afle aria totală a prismei. 

, 6. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura a. Muchiile laterale formează 
cu planul haz-ei un unghi de măsură 60°. Unul din vlrfurile b!:!zei se proiectează pe cealaltă 
bază ln centrul cercului circumscris acesteia. Să se afle înălţimea prismei şi aria totală. 

6, lntr-o prismă triunghiulară distanţele dintre muchiiie la terale slnt 3, 4 şi 5, iar 
lungimea muchiilor laterale este 6. Să se afle aria laterală a prismei. 

7. Baza unei prisme este triunghi echilateral cu latura a; lungimea muchiilor laterale 
este b. Una din muchiile laterale formează cu muchiile ad iacente a le bazei- unghiuri cu 
măsura 60°. Să se a fle a ria laterală a prismei. 

8. într-o prismă triunghiulară, două feţe laterale slnt perpendiculare în tre ele şi au 
ariile respectiv de 60 şi 80. Să se a fle aria laterală a prismei dacă lungimea muchiilor late
rale este 10. 

9•. Să se demonstreze că diagonalele unui paralelipiped slnt concurente, punctul de 
intersecţie al acestora fiind şi centrul de simetrie al paralelipipedului . · 

IO•. Să se arate că într-un paralelipiped oarecare, suma pătratelor celor patru diago
nale este egală cu suma pătratelor celor 12 muchii. 

U •, Fie O un vîrf al unui paralelipiped oarecare iar A , B, C vlrfurile situate pe 
muchiile care conţin punctul O. Să se demonstreze că punctul G, în care diagonala parale
lipipedului ce trece prin O intersectează (ABC), este centrul de greutate al triunghiului 

ABC şi că OG este ~ din lungimea diagonalei respective. 
3 

12. lntr-un' paralelipiped dreptunghic cu baza pătrat, diagonalele au lungimea d şi 
fac cu feţele laterale unghiuri cu· măsura 30°. Să se calculeze lungimile muchiilor paralelipi
pedului şi aria sa. 
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b de htur·~ 20 Si\ se afle d istan ţa din tre o diagonală a cubu lui şi o 18•. Se dă un cu ' ' · 
lă . e nu 0 intersecteazi'I. 

muchie la tera pe <ar . d d u ă diagonale ale unui cub. 
• 1 n ii unghi formal c o ' 

14. Să se calculeze sinusu u l . 1 reguhte este a, iar înălţi mea 2a. 
.. ,, . nei prisme hexagona e , ' tea 1"' Lungimea muchiri uaze1 u . I. 'lor pe <'arr le formeaz« aC'es „. . 1 , i mi\s11rlle ung 1111 r1 :-iă se ralruleze lungimile diagonalr oi ş '. 

cu baza . ·hii lr bazri au lungimile a şi b şi formenztl u~ 
. 16. Într-un paraleli piped drrpl,. m1H F b .ei arc lungimea egală ,·u lungimca ('e l ~ 1 
unghi d e măsură 60•. Cra ma.i '.11are ;ii.::ig~.~:~1 : fl ra;;rngimile diagonalelor paralelipipedului. 
mai mici diagonalr a paralchpiped11 111. .t 

Seeţiuni î n prismă 

A A. A ' A '] şi un plan ~ · Dacă · - p [A A n t 2 „ · " 
Se consideră o p1·1 sma = i 2 .„ ·d - a tunci multi mea ~ n p se nu-

. - · plan nu est e v1 a, . . . intersecţia dintre ~r1s~a ~1 l ~ S foloseste în acest caz şi exprima rea: 
meşte secţ iun~a prisr::ei ~in p la; u VI.;). Dintre d iversele secţiuni ale unei 
Planul ~ sectwneaza. pri sma ( ig. . ·1 p ·in plane para lele cu bazele . 

, . . t a nt îl au secţiuni e i b 1 Prisme un rol mai i mpor . . , -1 . I Un pl a n r.i. para lel cu aze e, 
' . - d b S ş1 S' şi rna ţ1 me . . I-' . S ' 

Fie o pri sma p e aze . ' t t in acelasi semispaţ1u cu baza 
la distanta 11 de baza S , f 1 < I ş 1 s t ua d exe,mplu pe fiecare muchie 

· . - : p deoarece, e , • 
fată de S secţwneaza pi isma ' I . r.i. Această secţiu ne se numeşte . ' . . t- punct •\l p la nu u1 !-' · 
laterală a prismei ex1 s a un _' d. t { 1 de baza s. Se poate con -

. . . lan. situat la is an a i . . , secţiunea prismei printr-un p . 1 I e i b aze este secţ.rn nea pr1nt 1 -un 
. 'sme1 cu r anu un , . 

sidera că in ter~ecţia pri . I = J de baza S. 
l 11 situat la d istanţa f 1 = O sau 1 • 

pa . . nra unei prisme de inti/(1111 1· I 1•: ''· - i 

Proprietatea 2. Src(w z· b rste o wpra'a{a p of i •'<Jlldu .. „ 
d . 1 ~ldrunactn aze · · 1• plan situat la zsta nţa i ".' „ 

(,rll('nt(,, ci• baule piramidei (f 1g. Yl.3) . I · t 
„ 1 ln care planul Cf. ' se în ocmeş e "' Demonstraţie. Se aplici\ p roprirlr1 tea 

prin planul ~· 

ft 

l·'lg. VI.2. Fig. \'I.3. 
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ObserMtie Prin serliun · · · l' t ,., · · . ea unei pr1sml' pr1ntr-1111 pla n paralel cu planelP bazelor dis-
rnr ue ares tea, se obţin două prisme P' · p 11 b • , ' 

disjunrte şi P' u P " = P. şi r.are au 0 aza comună S". au interioarele 

Dintre celela lte secţiun i ale 11 • · • 
gonale rare slnt sec i n·1 . ne1 prisme printr-un pla n se mai drfinesc secţiunile dia-

l 
• . ' · ţ u 1 e prrn plane paralele cu m11chiilc laterale ce contin cite o diagon~Jă n )flZ81. 1 _, n c 

xer ţ 11 

17. Si\ se 1wat.e <'11 într-o prism'i tri n h. J ·~ b · · 
ş i fata opusă Psle egali\ r1;· îniil ţime~ tr~1u~g~~111~:1; ~b~;~'~1ts~fnnţa ~/n tre o muc.'hie ~ateral<'I 
plan perprnclicular pe muchi ile laterale. p sec ,1onarea pr1sme1 c11 un 

18*. Baza unui paralelipiped oblir este un romb A BCD . h. 
formen • h ··1 · şi muc ia laterahi [AA ' ] 

' za cu ~uc 11 e ad iacente ale bazei unghiuri congruen te. A" fiind proierţia lui A' 
pe planul bazei, si\ se arate ri\ punrt ele A C A" l t , 1· . , , sn corn1are. 

19*. Baza unui paralelipiped este h · . . 
C'SIC pcrprnciicular pe b s·· d 11n rom ŞI planu) 11nr1a cfmtrP SPl'ţiuniJe diagonale 
unghi. aze. ,1 se emonstre7.e r;l <'ealalti\ see ţiune diagonal;l este drPpt-

20. În prisma patrulatPrii regulal<1 [A BCDA'll'C'D'] d' I I 
cletrrmini\ un unghi cir m11suri\ 60•. Si\ se de I, . „ , . iago~a <' P ~AC']. şi [ BD'] 
un p1ilrat. mons I eze c <l sec ţ1unea diagonala a prismei este 

21 *. Se dit 1·11Jrn l [ABCDA'B'C'D'] s·· . .. 
r 11b11l11i c·arc nu ronţin ni<'i unu l d in vlrfuri ie ~ s~ ~ emonstreze ra r~11J~oacele muehiilor' 
hex<1gon regulat. ~ C sînt roplanare ŞI smt vîrfur ile unui 

22*. Se dă cubu l [ABCD A'B'C'D'] d I t ă · 
lui [BC], p miJ.locul lui· [AA'] şr· O' t el fa u:· a şr se consideră punctele: M mijlocul 

. cen ru eţe1 [A'B'C'D'] s . , . . .. 
obţrnu tii prin secţionarea eubul11i eu planul (MPO') b) . . e .c eie . . a) _forma SC<'ţ 1 un11 

, aria a<'esLe1 se!'ţru n1. 

23. Într-o prism<'i triunghiular·· I t • . 
muc·hie a bazei şi vlrfu l opus al releila,;t;egu a a se ronsrderă serţiunea determinată de o 
pla nul de Se<'ţiunc şi planul bazei da „· I haz:. 8<1 se afl~ :. I) m~sllra t1nghiu l11i diedrt1 dintre 

. · c ,1 ungun ea muchiei bazei este lă · ' • 1 · · 
llnghrullli de sec·ţ i une; 2) lungimea d iagonalei feţei l.aterale d „· I eg~. < u rna ţ1.n~ea tr1: 
este a si sc1· ţiunca l'a<"e !'li baza tin n 1 . d • a«l ung1mea muchre1 bazei 

· u g 11 e masllră 60°. 

24. 8e dă c·ubul [A BCDA' B'C'D'] de latură a p . 
ia1.1 rc.spectiv pt1n<"tele P, Q, R aslfel ca (CP = 'c . =e scm1d'.eptelC' [CB',_[CD, [CC' se 
a1·1a ş1 perimetrul se<'ţiunii rnbului prin plan!ll ()Q~)).(ci~~;ţi!'.) CP = x. Sa se cakll !Pze 

25. Fie C' t1bt1l [ABCDA'B'C'L'' ] de laltw1 a •.· . . • . 
prin sec· ţion1-1rca <"11 b11lui !'li planul determin·tt d~ vî·,/;'(..~'e .'. on~·l1r111asc-a poligonul obţinut 
·i (IJC) · 1 f · ' 11 ?1 ITIIJ oarele segmentelor (A'D') 
~ ş1 S< se a IP arra ş i perimelrul ac·csLei spc· ţiun i. 

26. ::-i11 se conslruiasr'i. se<"Liu n · > · · · 
prin Lr-1 I· , L, . .· , • . e<1 .1~11e 1 µrrsme Ll'll1 11ghit1lare r·eg1llate [A BCA'B 'C'] 

, 1n P ,1n ce rece p1111 vrrful A, n11J loc·rrl Jvl al muchiC'i lat era IP [ , · . 
rt1 ne. 81~ se <'alcllleze aria serţillni i da „· ·I ·. b . . B_B) ş1 este paralel 
lnlrrnl<1 2n. i .1 muc 11,1 aze1 are hrng1mea a şi muchia 
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§ 2. Piramida · 

Fie S, = [A1A2.„An] 
o su praf aţă poligonală cu frontiera 
poligon aparţinînd unui plan <X şi un 
punct V e <X. Se numeşte piramidă de 
1,1îrf V şi bază .S reuniunea tuturor 
segmentelor [V A ] , unde A E S. 

Se observă că pi ramida este o ge-
neralizare a tetraedrului. _ l 

Vom nota piramida de virf V şi 

bază S prin P = [V A 1A 2 ••• An]· Dup il 

V 

numărul laturilor poligonului de bază, J<'ig. VJ.4. 

ph-amidele se vot numi : t riunghiulare, 
patrulatere etc. (fig. VI.4). Suprafeţele triunghiulare. [V A1A 2], [VA2A3], •• „ 
[V AnA 1] şi suprafaţa poligonală S se numesc feţele piramidei. Reuniunea 
feţelor unei piramide formează suprafaţa sau frontiera piramidei. Mulţimea 
punctelor piramidei care nu aparţin frontierei sale formează interiorul pira
midei. Feţele [V A1A2], [V A2A3], .„, [V AnA1] se mai numesc şi feţe late
rale. Segmentele [V A1], [V A 2]„ .„ [V An], [A1A2], [A2A3], • . „ [AnA1] se numesc 
muchii, iar dintre aceste.a, [V A1], [VA2], „ ., [V An] sint muchii lateralr. 
Punctele V, A1, A2, „ ., An se numesc vîrfuri , iar A1, A2, „ ., A 11 se mai numesc 
şi r,Jîrfurile bazei. Distanţa de la virful unei piramide la baza acesteia se numeşte 
înălţimea piramidei. P rin „înăl ţime" se va mai înţel ege şi segmentul determi
nat de virf şi bază pe dreapta perpendiculară pe planul bazei, dusă prin V, 
iar în acest caz, intersecţia acestei drepte cu planul bazei se numeşte piciorul 
înălţimii; sensul atribuit cuvintului „înălţime" va rezulta din context. Pira
mida este determinată dacă sint date vîrfurile ei . 

' 
Aria unei piramide este suma ariilor feţelor piramidei, ~ar aria laterală a 

unei piramide este suma ariilor feţelor laterale ale acesteia. Deci: 

n -1 

a1(P) = l: cr[V AtAi+i] + a[VA11A 1 ] şi 
i - l 

Pi,ramida de virf V şi bază S = [A1A2 „ . An] se numeşte piramidă 
regulată dacă A1A2 ••• An este poligon regulat şi piciorul înălţimi i piramidei 
coincide cu centrul poligonului A1A 2 • •• A n- Înălţi mea unei feţe laterale a 
unei piramide regulate se numeşte apotema piramidei (fig. VI.5). T etraedrul 
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, 

V 

Fig, VI.O. 

cu toate muchiile congruente se numeşte tetraedru 
regulat. 

Dacă p este o piramidă regulată, feţele 
laterale stnt triunghiuri isoscele şi 

---- - - -
= perimetrul bazei . apotema I 

2 __ _ / 

Exerciţii 

1. E posibil ca lntr-o piramidă cu muchiile. laterale 
congruente, baza ~ă fie: a) triunghi ; b) dreptunghi; 
c) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare? 

I. Să se arate cll. dacă muchiile 1 t r l . l . . . 
gonul de bazll poate fi l~cris lntr-un a e a ea e unei p1r~1~1de sînt congruente, atunci poli-

. cerc cu centrul tn p1c1orul înălţimii piramidei. 

8. Sll. se formuleze şi sll. e d t . · s emons reze reciproca proprietăţii precedente. 

4• • Să se arate cll. dacă feţele later I I . . . 
unghiuri diedre congruente atunci poli ona ~da el unP.1 piramide .fo~mează ~u planul bazei 
centrul ln piciorul lqll.lţimii. g u e a bază poate f1 circumscris unui cerc cu 

6. O piramidă are ca bază un dre t h" d' . . . 
iar piciorul. !nălţimii fiind centrul b . p S ull.ng I cu imens1.umle a şt b, înălţimea fiind h, 

aze1. se calculeze aria laterală a piramidei. 

o•. Fie [SABCD] o piramidă cu haz [ABCD . . 
pe muchiile [SC] şi [SB] respecti 1 A' . ~' J, dreptungh1. Se proiectează A şi D 
SA'D' slnt asemenea. v n ş1 . Sll. se demonstreze . că triunghiurile SBC şi 

7. Baza unei piramide este un romb . 1 li.I . . . . 
intersecţie al diagonalelor bazei Sll. şti n ţ1mea p1ram1de1 trece prin punctul de 
gruente. . se ara e cll. feţele laterale ale piramidei sînt con-

8. Baza unei piramide este un t . I . d . . 
gruente. Sll. se arate cll. planul un i ~~u~g uf reptungh1c ş1 muchiile laterale slnt con
bazei. e a m re eţele latera le este perpendicular p·e planul 

9'!. Muchiile laterale ale unei piramide u I . ' 
cu laturile 20 V2. 20 V 3 i 10 v2· (V - a ungimea 52· Baza e:ite un triunghi 
b) ·unghiul dintre muchiile 1alerale şi plan~Iţ t)-,. Să) se atle: a). tn.Âlţ1m~a piramidei; 
nate de bază şi feţele laterale. aze1' c mll.su.ra unghturi1or d1edre determi-

10•. Se ridici! lntr-un punct al bazei un i . . . 
cularll pe planul bazei ce intersectează plane! e t~r~m1~e trlungh1ul~re regulate o perpendi-
streze cll. suma distaoţelor acestor puncte I e. ? e olr aterale. ln tre~ puncte. Sll. se demon-

, a picioru perpend1culare1 este constantă. 

11. Să se atle muchia laterală şi ari I t · . . . 
lat1:1rii bazei a şi tnlllţimea h dacă ba t ~ a) e~al11 a. 1..me1 p1ram1de regulate cu lungimea 
. , za es e. a trmnghiularll; b ) patrulateră; c) hexagonal li.. 

li, Să se afle lnll.lţimea şi m h · 1 t 1 . . . 
lt\turii bazei a, şi apotema m daci! u~ ta a t e~a li.) a . unei .p1ram1~e regulate cu lungimea 
gonalll.. ' . aza es e. a tr1unghmlarll.; b) patrulateră; c) hexa-
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18•. Se consideră piramidă hexagonaHl regulatll [VABCDEF] în care VA = 10 
şi tnălţimea este 8. Să se afle: a) a( V AC); b) măsura unghiului format de o muchie late· 
rală cu planul bazei ; c) măsura unghiului diedru dintre două feţe laterale alăturate. 

14 •. fntr-o piramidă patrulateră 1·egulată [V ABCD] aria' unei feţe laterale este q. 
Unghiul diedru dintre două feţe laterale alăturate are măsura 1~ 0°. Să se afle a{V AC]. 

16. Se consideră piramida triunghiulari! regulată [VABC] în care latura bazei are 
lungimea a şi muchiile laterale au lungimea b. Se consideră punctul D e (V A) astfel ca 

DA = _!_ • V A, punctul E mijlocul lui (V B) iar punctul F e ( VC) astfel ca VF = i.. • VC. 
(t . ' 

Să se determine I. tn filncţie de a şi b astfel ca triunghiul DEF să fie dreptunghic tn E. 

16•. Să· se calculeze măsura unghiului diedru ·dintre planele determinate de două 
feţe ale unui tetraedru regulat. 

17•. Se consideră tetraedrul [ABCD] tn care (AB) a (AC) a (AD) . Să se arate că 
perpendiculara din A pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscrii\ triunghiului 
B CD. 

18•. fn tetraedrul [ABCD] , AB J. (BCD), AB = a, B C = b, BD = · c, DC = d. 
Sli. se afle măsura unghiului diedru dintre planele (ADC) şi (BDC). 

' 19. Sli. se arate că într-un tetraedru regulat suma distanţelor de' la centrul bazei la 
feţele laterale este egalli. cu înălţimea tetraedrului. 

20. Să se afle dist11-nţa dintre centvele a două feţe ale unui tetraedru regulat de 

muchie a. 

21. Să se calculeze măsura unghiului format de o muchie a· unui tetraedru regulat 
cu una din feţele care nu o conţine. 

22. Se consideră tetraedrul [SABC] ale cllrei mucl)ii [SA] , [SB] şi [SC] slnt perpen
diculare două ctte două. Să se calculeze lungimile muchiilor [SA], [SB], [SC] în funcţie de 
lungimile a, b, c ale laturilor triunghiului ABC. Ce condiţii satisfac lungimile a, b, c? 

Secţiuni în p1ramidl 

Se consideră o piramidă P = [V A 1A 2 ••• An] şi un plan ~· Dacă 
i ntersecţia dintre piramidă şi plan nu este vidă, atunci mulţ.imea ~ n P se 
numeşte secţiunea piramidei prin planul ~ (fig. VI.6) .. Şi tn acest caz, un rol 
mai important il au secţiunile prin plane 
paralele ou baza. 

.P j> r l ci h 1. Dacif tnălţimea unei 
piramide P 'ste I, afrmci un pfon paralrl czi 
baza , situat in acelaşi s1'mtspa( iu ru 1 trful V f aţd 
dr planul bo zr.i, la distanţa I' «le 11irf, / ' < I , 
ţ)·i:cţionl'ază pir11m1d11 dupci o llpr,afo{ă pc li o· 
'wlll asemenea r.u liaza, raportul r1r. as mdnarc 

{ . . l 1 tine. - · 
I' Fig. Vl.6. 
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1-. ·-· 

A2 

Fig. VI.7. 

este o ase~ănare de t / E ·d 

Demonstraţie. Determinăm pe 
tnălţi mea [VO] punctul O' astfel 
că VO' = /' (fig. VI.7). Atunci 
O' E ~ şi punctele V, O sînt de 
o parte şi de alta a planului ~ 

Fie S baza piramidei P şi 
S' = P n ~- Dacă M este un 
punct oarecare a lui S, V şi M 
fiind de o parte şi de alta a lui ~. 
segmentu] [VM] intersectează 

planul ~ într-un punct M' şi 
M' E P n ~ = S'. Vom arăta că 
funcţia f : S -+ S', f(M) = M' 

rapor I'· v1 ent, f est~ injectivă şi din definiţia 

lui S' rezultă că e şi surj ectivă.. Luind punctele M N ,.-- s ave 
t::,VMN /\ VM'N' . v ' c , m 
deci ,..,_, e:. ş1 6.-0M ,..,_, t::,V'O'M' (căci MN li M'N', OM li O'M') , 

MN VM VO I 
M'N' = VM' = VO' = r 

Aşadar MN = : · f( M )f(N) şi f este o asemănare . 

faţă ~bse;v~ţi{.r:i1) Mu~ţimea p~nctelor _pirami~ei p situată în acelaşi semispaţiu cu V 
P a u I-'• reunită cu S determină o piramidă P' de vlrf v · b > S' 

2)Dacă I' - o t .. t . . ş1 aza . 
D ă I' - I . - '.a. unei m .ersecţ 1a d1~tre planul {3 şi piramida p este un punct, vîrful V. 

ac - , atunci intersecţia este chiar baza S. · 

·h ·~13• t
1
ntr-o piramidă ~riunghiulară regu lată se cunosc lungi mile muchiilor bazei şi a 

muc 11 or a terale, respectiv a şi b Să d t • · · · „ 
laterală şi înălţimea piramidei. . se e crmmc aria secţ1un11 duse prin tr-o muchie 

forma!4. :~.seîd~că un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterală a piramidei 
e s ie n r-un raport dat, g, cu aria lateral ă a piramidei date. 

ţ . 2~. L_ung
1
imea muchii~or unei piramide patrulatere regulate este a. Să se arie aria 

sec 1un11 prm panul determinat de miJ'l I d ă h" 
!nălţimii. oace e a ou· muc li alăturate a le bazei şi mijlocul 

este 2~6Săfnălţi.~~al unei p~ramid~ t~~unghiulare regulate es te 8 şi lungimea muchiei bazei 
perpe~dicul:~ăcap~u :~ ah~•a sl ectţ1unl ~ · cu un plan . ce - trece printr-o muchie a bazei şi este 

c •a a era a opusă. 

. 27 •. Un . tetraedru regulat [ABCD] este secţionat cu planul paralel cu BD care trece 
~~~~u1 e!~ep~~ centrul feţei [BCD]. Să se afle aria secţiunii dacă lungimea m11~hiei tetrae-

92 

28. Într-o piramidă patrulateră re-
gulată, lungimea laturi i bazei este a, iar 
a muchiei laterale b. Să se construiască 

secţiunea făcută printr-un plan care trece 
prin una din diagonalele bazei şi este paralel. 
cu o muchie laterală şi să se calculeze aria 
acestei secţiuni. 

§ 3. Trunchiul de piramidă 

Prin secţionarea unei piramide P 
de vîrf V şi bază S cu un plan ~. pa-
ralel cu paza; se obţin două mulţimi Fig. VI.8. 

situate în semispaţii opuse faţă de 
acest plan. Evident, una din aceste mulţimi este tot o piramidă, iar cealaltă. 

se va numi trunchi de piramidă (fig. VI.8). 

Suprafeţele poligonale asemenea S şi S' = P n ~ se numesc bazele trun
chiului de piramidă şi mai exact baza mare respectiv baza mică . Analog cu 
noţiunile corespunzătoare de la prismă şi piramidă se definesc feţele trun
chiului de piramidă , feţele laterale, muchiile, muchiile laterale, vîrfurile, 
frontiera şi interiorul, aria laterală şi aria total ă. !nălţimea unui trunchi de 
piramidă este distanţa dint re planele hazelor sau segmentul determinat de 
baze pe perpendiculara comună acestora. Se va uti liza notaţia T = [A1A~„. 
„ .AnA~A;„. A~] pentru t runchiul de piramidă de haze S = [A 1A 2 „. A 11 ] 

şi S' = [A~A; . „ A~], pun?tele Ai> A; aparţinînd aceleiaşi muchii laterale. 

a1( T) = su ma ariilor feţelor laterale 

a,( T) = a1( T) + B + b , , unde B = a(S) şi b = a(S'). 

Prin trunchi de piramidă triunghiulară, patrulateră etc., sau trunchi de 
piramidă regulată se înţelege un trunchi de piramidă obţinut dintr-o piramidă 
corespunzătoare . 

!nălţimea unei feţe laterale a unui trunchi de piramidă regulată se 
numeşte apotema t runchiului de piramidă . In cazul unui trunchi de piramidă 

regulată, 

(perimetrul bazei mar.i + perimetrul bazei mici) · apotema 

2 
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1. Să se arate că cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidă, ale căru,i baze 
stnt paralelograme, sln L concurente. 

2. Muchi ile laterale ale unui tr unchi de piramidă patrulateră regulată formează c u 

planul bazei unghiuri de măsură 0t = arctg ~'2 . Să se arate că două feţe laterale opuse 
slnt perpendiculare. 

8. f ntr-un trunchi de piramidă patrulateră regulată, diagonalele sînt perpendiculare 
două cîte două. Lungimile muchii lor bazelor slnt 20 respectiv 10. Să se determine. înăl
ţ i mea, lungimile diagona lelor, a le muchii lor laterale şi ale diagonalelor feţelor laterale. 

4. Muchii le bazelor unui trunchi de piramidă tri ur1ghiulară regulată slnt 2 °ş i 5 iar 
lnMţimea de 1. P rintr-un vfrf al bazei mici se duce un plan paralel cu faţa opusă . Să se 
afle aria secţiunii. ' 

5. Un· trunchi de piramidă regulată are ca baze două hexagoane regulate cu lungimile 
Jalurilor a şi b; lungimea muchiei laterale este c. Să se calculeze aria laterală a t runchiului. 

6. Un trunchi de piramidă are ca baze două rombu ri cu lungimile' latmilor 8 respectiv 
6 şi cu cite un unghi cu măsura 120°. Înălţimea trunchiului este egală cu triplul lungimii 
d iagonalei mari a bazei mici. Să se calculeze înălţimea piramidei din care provine t runchiul. 

§ 4. Mulţ.imi poliedrale 

Mulţimile poliedrale constituie iR spaţiu analogul suprafeţelor poligonale 
din plan, cu deosebirea că tn acest caz suprafeţele poligonale convexe sint tnlo
cuite cu prisme, piramide şi t runchiuri de piramidă. 

Se numeşte mulţ ime poliedrală, o mulţime de puncte din 
spaţiu care este reuniunea unui număr finit de prisme, piramide şi trunchiuri 
de piramidă, acestea avind două cite două interioarele disjuncte. 

Şi tn acest caz, dacă P este o mulţime poliedrală, iar P
1

, P
2

, • •• , Pn 
sint prismele, piramidele şi trunchiurile de piramidă respective, adică 
P = P1 U P2 U ... U Pn şi Int Pi n Int Pi = 0, i # j, atunci se va spune 
că mulţimea P. se descompune in mulţimile P 1, P 2, ••• , Pn. 

Un punct O al mulţimii poliedrale P se numeşte punct interior al lui P 
dacă există un corp sferic cu centrul în O inclus in P. Punctele mulţimii P 
ce nu slnt interioare acesteia se numesc puncte de frontieră. 

1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide eau trunchi de piramidă 
stnt puncte interioare pent ru aceste mulţimi. Intr-adevăr, pentru un punpt.O 
din interiorul unei astfel de mul ţimi se noteuză cu r numărul strict pozitiv 
mai mic dectt toate distanţele de la O la feţele prismei, piramidei sau trunchiu
lµi de piramidă din oare face parte. Atunci corpul sferic de 'cent ru O şi rază r 
este inclus tn mulţimea respectivă. 

2) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'J şi piramida [VBCC'] unde 
B E (A V) (fig. VI.9). Pentru mulţimea poliedrală formată din reuniunea 

94 

cubului cu piramida, punctele in
terioare sint punctele interioare ale 
cubului şi piramidei, plus punctele 
din Int B CC'. 

ln baza exemplului 1) putem 
defini inJeriorul unei mulţimi polie
drale oarecare P ca fiind mulţimea 
p.unc,te)or interioare ale lui P. Mul
ţimea punctelor de frontieră . ale 
lui P se .numeşte frontiera lui P. 

o' 

I n continuare se va stabili o pro- Fig. VI.9. 

V 

pri etate de descompunere a i;nulţimi - . V 

lor poliedrale. In plan, s-a arătat că orice suprafaţă pohgona~a sev descovmpune 
în suprafeţe t riunghiulare. ln mod analog, în spaţiu este adevarata urmatoarea 

o ·e 
Demonstratia rezultă din următoarele proprietăţi de descompunere a 

prismelor, pirarcidelor şi t runchiurilor de piramidă. 
f) 1 ' 4 I L J 

Demonstraţ ie. Se consideră prisma P de baze S şi S'. Ştim că supraf aţ~ 
poligonală S se descompune în suprafeţele triunghiulare T1, Tz, ... , T m (~e;~ 
cap. I. § 1). Prismele determinate de bazele T1, T2, ... , T m>. pla~ul haz~i te 
şi avind muchiile laterale paralele ou .m~chiile later~le ale prismei P, au m -
rioarele disjuncte şi reuniunea lor comcide cu P (fig. VI.10). 

0 ie ()" /" , I , , npunc tn trei 
tetrad t . 

Demonstraţie. Se consideră prisma P_ = [ABCA ' B'C'J.şi ?ira~udele 1:1 = 
= [A 'ABC ]. p 2 = [BB'CA'] şi P 3 = [B'C'A'~]. Cele .trei piramide au m~e
rioareJe disjuncte deoarece oricare două au ca mtersecţie o faţă sau o muchie, 
iar reuniunea lor est e P (fig. VI.11), deci P ~e descompune în P 1, P2, P3. 

c' 

Fig. VI.10. 

-----
Fig. VI.11. B 
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V 

Fig. VI.12. 

Pr a ea 6. 

,p r o p r i e t a t e • Orice piramidd s 
„_ • ...... L •• 1 

Demonstraţie. Proprietatea rezultă din 
faptul că baza piramidei se descompune in 
suprafeţe triunghiulare care impreună cu virful 
piramidei determină piramidele ce realizează 

descompunerea (fig. Vl.12). 

rice trunchi de 
1iramidd se desco :pune tn trunchiuri dr. pira 

r1 „,,„ '• ·„1 J: 

Proprietatea este o consecinţă imediată 

a proprietăţii 3 (fig. Vl.13). 

"" "" • • I ul ară d 

Descompunerea este analoagă celei din proprietatea 2 (fig. Vl.14). 

Vom admite următoarea proprietate: dacă două mulţimi poliedrale sint 
congruente şi una din ele este descompusă in tetraedrele T11 T2, „ ., T ni atunci 
şi cealaltă poate fi descompusă în tetraedrele T;, T;, „., T~ astfel ca Tic= 
:a T;, i = 1, 2, ... , n. 

Un corespondent în spaţiu al suprafeţelor poligonale cu frontiera poligon 
il constituie poliedrele. 

O mulţime poliedrală P se numeşte poliedru dacă are 
următoarele proprietăţi: 

A c 

B 

Fig. VI.13, 1''ig. VI.14. 
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Fig. VI.15. Fig. VI.16. 

1) pentru oricare două puncte interioare ale lui P există o linie poligonală 
cu extremităţile 1n cele două puncte, formată numai din puncte interioare~ 

2) pentru oricare donă puncte care nu aparţin lui P există o linie poligb
nală .cu extremităţile fo cele două puncte, formată numai din puncte care nu 
aparţin lui P. 

· Exemple: 

1) Reuniunea a două prisme care au ca intersecţi_e o muchie nu este 
poliedru (fig. VI.15 ), 

2) Reuniunea dintre o prismă şi o piramidă care au ca intersecţie 
o suprafaţă poligonală este un poliedru (fig. Vl.16). 

3) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a şi O centrul să·u 
(intersecţia diagonalelor). Piramidele cu virful in O şi baze feţele cubului se 

secţionează cu plane paralele cu bazele situate la distanţa .!: de baze. Reu-
4 

niunea trunchiurilor de piramidă astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17). 
Se numeşte Pîrf al unui poliedru, un punct care aparţine frontierei polie

drului şi nu aparţine nici unui segm~nt deschis inclus în frontieră . Se numeşte. 
muchie a unui poliedru un segment det er- c' 
minat de două vîrfuri ale poliedrului, inclus 
in frontieră şi ale cărui puncte nu aparţin 
interiorului nici unei suprafeţe poligonale 
inclusă in frontieră. 

Un poliedru se numeşte conPex dacă 
este 'o mulţime convexă. Acceptăm, în mod 
intuitiv, că in cazul unui poliedru convex, 
frontiera este o reuniune de suprafeţe po
ligonafe ,convexe a căror laturi sint muchii 
ale poliedrului. O astfel de suprafaţă poligo
nală convexă se numeşte faţă a poliedrului . 

'7 - Geometrie şi trlgo'nometrle, ci. a X·a 

A 
Fig. VI.17. 
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ln conti.nuare, vom demonstra o relaţie importantă care există între nu-mărul vlr
furilor, muchiilor şi feţelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregătire, dăm un rezultat 
din geometria plană. 

nrr niţi Se numeşte re/ea poligonalii 11implii o suprafaţă poligonală [P] cu fron-
tiera poligon împreună cu o descompunere a ei în suprafeţe poligonale convexe, 
[P] = [Pi] U „. U [PtJ. Cele f suprafeţe [Pi] se numesc fe/ele reţelei, iar vîrfurile şi laturile 
acestora se numesc 11îrfurile şi muchiile reţelei, numărul lor fiind notat cu v respectiv m. 
Pe fig. Vl.18 v = 11, m = 16, f = 6. 

T1•o'rrm11 I. ln orlf'e rt•feu poligonalii. HlmplA a \'1'111 

V 111 + f 
Demonstra/ie. Dabă P1 are 4 laturi sau mai multe, ductnd o diagonală a lui Pi, se 

obţine o reţea nouă, în care numărul vtrfurilor este tot v, există o muchie în plus şi o faţă 
în plus, deci numărul v - m + f nu ·s-a mod,ificat. Aşadar, dacă flescompunem fiecare 
[Pi] tn suprafeţe triunghiulare (în confor~itate cu teorema de descompunere de la 
Cap. I, § 1), se obţine o reţea pentru care v - m + f rămlne acelaşi. Priri urmare este 
suficient să demonstrăm teorema pentru cazul ctnd fiecare Pi este triunghi. 

·Procedăm prin inducţie matematică tn raport cu f. Dacă f = 1, avem un singur 
triunghi, v = 3, m = 3 şi v - m + f = 1. Presupunem că teorema este adevărată pen
tru fiecare reţea în care numărul feţelor este mai mic decît f. Considerăm o suprafaţă 
triunghiulară [ABC] a reţelei avînd latura [AB] în comun cu P şi deosebim două cazuri: 
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18) ; scoţtnd din reţea Int !ABC u (AB), 

se obţine o reţea simplă cu f - 1 feţe, v virfuri şi m - 1 muchii; în virtutea ipotezei de 
inducţie v - (m - 1) + f- 1 = 1, deci v - m + f = 1. b) Ce P (fig. VI.19), atunci 
[AC] (!'au [BC]) descompune reţeaua [P] tn reţelele poligonale simple [P'] şi [PN] cuv', m', 
f' respectiv VH1 mH, r Vîrfuri, muchii şi feţe, pentru Care V1 - m' + f' = 1

1 
V6 - m" + f"= 1. 

Deoarece v' + v" = V+ 2, m' + m" = m + 1, f' + r = f, rezultă V+ 2 - (m-+ 1) + 
+ f = 2, deci iarăşi v - m-+ f = 1. 

Te ore ma 2. (Re I apa I u i Eu Ier.) Dacii. 1•, m, f reprezintă 
respectiv numărul vîrfurilor, muchiilor . şi feţelor unui poliedru convex, 
atunci 
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FJg, VI.18, 

v-m·+f=?. 

A 

FJg. VI.19, 

N 

\ FJg. VI.20, 

DemonstraJie. Fie P = CA1A 9.„ A v] un poliedru convex oarecare, L = [A1Aa·:·Ah] 
0 faţă a lui P, «planul lui L, iar ot' un plan paralel cu« astfel ca poliedrul P ~ă fie s1~~at 
tntre «şi«' (fig. VI.20). Lulim un punct M e: int L şi o dreaptli MN .l.«: N_ ş1 I~t P funt! 
de o parte şi de alta a lui ot. Nottnd A~ = «' n NAi, i e {1, „„ v} AiA:i···Âh. ".Ste un 
poligon convex asemenea ·cu A 1A 8„.A1t ( § 2, proprietatea 2) şi d~cli, N e~te suficient de 
aproape de M, punct~le Ai.+1, „., A~ se află în interiorul lui A1A2 ... A„. ~rin urmar.~ 
punctele A; ... , A~ sînt vtrfurile unei reţele poligonale simple avtnd. v vtrfur1, m muchn 
şi f - 1 feţe. Din teorema 1 rezultli cli v - m .+ f - 1 = 1 şi _relaţ~a est~ demonstrată. 

Obser11aţie . Dacă se suprimă faţa L, se obţme o „reţea spaţială simplă R, aşe~ată pe 
11uprafaţa poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin „pr?iectare din N" o r~ţea pohg~nală 
simplii ln planul «'. Baztndu-ne pe intuiţie (sau pe exper1enţli), put~m să o~ţmem asocierea 
respectivă şi ln alt mod. Să )le imaginăm că reţeaua R este realiza.tă dm~~-o me~branli 
elasticii, pe care 0 lntindem ptnă ce devine plană. Ea se deformează ş1 muc~nle devm arce 
de curbe, dar acestea pot fi înlocuite cu segmente de drepte, flirli a schimba numerele 
v, m şi f - 1 şi teorema 2 rezultli din teorema 1. . . . 

Acest procedeu poate fi aplicat ori de ctte ori reţeaua spaţialii (presupusli ela~t1cli~ 
poate fi întinsă astfel tnctt sli devină plană. Rezultli cli relaţia lui Euler este valabil~ ş1 
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu în cazul figu
rii Vl.21, unde v ~ 9, m = 16, f = 9 şi v - m + f ·= 2. Dacă îndepărtăm o faţ~ 
a poliedrului de pe fig. Vl.22, de formă inelară, reţea~a feţelor rămase nu se mat 
poate întinde pe un plan; aici v = 16, m ==: 32, f =. 16 ş1 v - m + f ::= ~=I= 2. DacA un 
corp este strlipuns de p ori, zicem că suprafaţa Im este de . „.gen P _şi tn acest ca~ 
v _ m + f = 2 ...:.. 2p. Numărul v - m + f se numeşte carac~ristica euleri~n~ a suprafeţei 
respective. Suprafaţa unui poliedru convex este de gen O ş1 are caracteristica e11leriană 
egală cu 2. 

Fig. VI.21. 

'7* 

I 
\ „.f-'- -- - - - -\ „ I I 

Y. - -L-------
1 • , 

I .\-'-------
1 / \1 J<.--•----- - -

I r----- --
1 / 

I ,/ 
I / 
// 

Fig. VI.22, 
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Un poliedru convex P se numeşte poliedru regulat dacă 

fiecare vtrf al lui P aparţine aceluiaşi număr de muchii, toate feţele sint 

suprafeţe poligonale regulate congruente şi toate unghiurile diedre, deter

minate de feţe cu muchie comună, sint congruente. 

Te o c w a. ~ • .t;x1st.a numai emc1 '•11u 1 e pouedre regulate ~i anume· 
tet.ro.odrul, hexaedrul (cubul), octaedrul, dodecaedrul .Şi icosaedrul regulat 
(fif!. VI.23-VI.27). 

Demonstraţie. Notăm prin q numărul muchiilor de pe o faţă şi cu p numărul muchiilor 

care pleacă dintr-un vlrf. Cum fiecare muchie este inclusă în exact două feţe şi are două 

extremităţi rezultă că 

2m=f·q = v · p, 

adică 

(1) 2m . 2m 
V=- ŞI f= - . 

p q 

Ţinlnd cont de relaţia lui Euler, 

sau 

(2) 

Rezultă că 

(3) 

de unde 

2m 2m 
-- m +-= 2 

p q 

1 1 1 
- + --- > 0, 
p q 2 

1 1 1 1 1 1 
->- - -;;;;i,.- --=-, 
p 2 q 2 3 6 

I • 

deci p < 6 şi analog q < 6; iar dacă p ;;;;i,. 4, a lunei g < 4. Deci singurele perechi (p, q) 

oare verifică inegalitatea (3) slnt 

(4) (3,3), {3,4), (3 ,5), (4,3), (5,3). 

Rezultă că există cel puţin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom arăta în continuare că pentru 

fiecare pereche din şirul (4) există un poliedru regulat. 

1) Cazul p = 3„q = 3. Atunci din (2) obţinem m = 6 şi din (1) aflăm v =; 3, f = 3. 

Poli€drul este un tetraedru regulat (fig. Vl.23). 

2) Cazul p = 3, q = 4; atunci m = 12, v = 8, f = 6 şi se obţine un cub (sau hexaedru 

regulat) (fig. VI.24). 

100 

' 

Fig. VI.28. 

/ 
I 

I 
I 
I 

}------

Fig. VU4. 

'. 

Fig. VI.25. 

3) Caz'ul p = 4, q = 3; atunci m = 12, v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat 
lulnd ca vîrfuri centrele feţelor unui cub (fig. VI.25). El se numeşte octaedru regulat. 

4) Cazul p = 5, q = 3; atunqi m = 30, v = 12, f = 20. Se construieşte un poliedru 
regulat în modul următor : se consideră într-un plan 11. un pentagon regulat ABCDE, de 
centru O şi latură a (fig. Vl.26). Pe dreapta dusă prin O, perpendicular pe 11., se ia un punct F 
astfel ca AF =a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE şi FEA slot echilaterale. 
Se ia un punct O' pe semidreapta opusă lui (OF, se duce planul rx' prin O', paralel cu 11. 

şi se proiectează punctele A, B pe rx' în A', B'. Înscriem în cercul e:o', OA), situat ln rx', 
' ,.--.._ 

un pentagon regulat GHIJK astfel Incit G să fie mijlocul arcului mic A 'B' (fig. Vl.26, a). 
Determinll.m distanţa x = 00' ln aşa ·fel Incit AG =a; notăm în acest scop cu M 

,.--.._ 
mijlocul segmentului [AB] şi cu N mijlocul arcului mic AB al cercului circumscris 

lui ABCDE; rezultll. xa = NGa = MG2 - MN2 = 
3

a
2 

- MN2• Atunci, Intre planele 11. 
2 

şi rx' se formează zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH , CDJ DEJ, EAK, GHB, 
HIC, IJD, JKE, KGA. tn sflrşit, lulnd pe sem.idreapta opusă lui (O'F punctul L pentru 
care O' L = OF se obţin alte cinci triunghiuri echilaterale de latură a: GH L, HIL, 
IJL, .[KL, KGL şi [FABCDEGHJJK_L] este un poliedru regulat cu 20 feţe, numit 
icosaedru regulat. _ 

5) Cazul p = '3, q = 5; atunci m = 30, V = · 20, f =" 12. Se vede uşor că centrele 
feţelor unui icosaedru regulat formează vlrfurile unui poliedru regulat cu 12 feţe, numit 
dodeca.edru regulat (fig. VJ.2:.i). 

Al' 

Fig. VI.26. L ' ,}'ig. Vl.27. 

101 



Exerci ţii 

1. Descompuneţi o prismă pentagonală în tetraedre. 

2. Descompuneţi un trunchi de piramidă hexagonală tn piramide. 

3. Arătaţi că tÎn cub poate fi descompus prin plane paralele cu feţele lui tn trei 
paralelipipede congruente şi două cuburi. 

4:*. Într-un poliedru convex se notează cum numărul muchiilor, cu f3, f,, f6·, „. mimă
rul feţelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,„. şi cu v3 , v,, v6,„. numărul vîrfurilor 
din care pleacă 3, 4, 5,„ . muchii. Să se arate: 

2m = 3f 3 + 4f, + 5f6 + „. = 3v3 + 4v4 + 5v5 + „. 
o*. Să se arate că în orice poliedru convex avem 

m + 6 ~3f<2m, 

m + 6 ~ 3v ~2m. 

6*. Dacă din fiecare vîrf al unui poliedru convex pleacă cel puţin patru muchii, 
atunci poliedrul are feţe triunghiulare. 

7*. Adunînd măsurile unghiurilor tuturor feţelor unui poliedru convex, se obţine 
dublul sumei măsurilor. unghiurilor unui poligon convex avînd acelaşi număr de vtrfuri." 

8*. Arătaţi că dacii u'n· punct variază în interiorul unui poliedru regulat, suma dis
tanţelor sale la planele feţelor rămlne constantă. 

9*. Să se arate că centrele feţelor [ABCD], [ABB'A'' ], [CBB'C'] ale unui cub 
[ABCDA' B 'C'D ' ] şi punctul A se află într-un acelaşi plan. S"ă se deducă de aici că un 
unghi d iedru al octaedrului regulat şi cel al tetraedrului reguh1.t sînt suplementare. 

' 
§ 5. Volumul mu lţimilor poliedrale 

Problema comparării anumitor mulţimi de punct e din spaţiu, care uneori 
vor fi numite şi corpuri, face necesară introducerea noţiunii de volum. Se va 
defini, deci, o funcţie prin care anumitor corpuri li se ataşează un număr real 
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de funcţii 
este analoagă celei de arie. In acest paragraf se va defini funcţia volum pe 
mulţimea rp, ale cărei elemente sînt mulţimile poliedrale din spaţiu. Deoarece 
şi în acest caz se face de fapt o „măsurare" a acestor mulţimi este necesară 
introducerea unei unităţi. 

Un cub de l atură 1 se numeşte unitate de polum. O mulţime poliedrală 
care poate fi descompusă in n unităţi de volum va avea volumul n. Pentru 
mulţimile poliedra)e care nu se pot descompune fa unităţi de volum, calculul 
volumului nu se poate face direct şi se va baza pe următoarele două teoreme, 
pe care le vom admite fără demonstraţie. 

Teo,·ema l. ('l' e o r e m a d e " _ . s t e n ţ ă a f u n c. t i e i v o
l u m.) Există o funcfie v : rp -+ R+, care verifică unnătonrele proprifltăţi : 
( l ) dat· ii ' t aedrele T 1 şi T2 sînt congruente, ntunci v( T 1 ) = v( T2); 
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Fig. VI.98. 

(2) dn.~I P1 şi P1 c;tnt mulţimi. poUedrale eu interioarele disjuncte, atunci 
v(P 1 U P„) = v(P1) + v(P2)i 
(3) daci U este o unitate de volum, atunci v( U) = 1. 

Te ore m o 2. (Prind piu I I u i Cav a I i e r i.) Fie P1 şi P2 
două mulţimi poliedrale şi «o un plan. Dacă pentru orice pl~n « li cxo, mulţi· 
mile « n P 1 şi « n P2 au arii egale atunci v(P1) = v(P2) (fig. VJ.28) . 

O~erP,aţii: . 

1).' Din p_roprietăţile exprimate tn teoremei~ 1 şi 2 ~om deduce formula pentru calculul 
volumul ui. vn\li tetraedru şi deoarece orice mulţime poliedrală se desco~pune ln tetraedre, 
va rezultă c;ă funcţia veste determinată în mod unic prin teoremele 1 ş1 2. De asemenea, 
retultă că două mulţimi poliedrale congruente au volumele egale. 

2) 1n condiţia (3) din teorema 1 intervine cubul de latură 1 cons~derat ~a unitate . de 
. volum. Ac~ta este determinat deoarece distanţa 1 este fixată. în practică, există însă dife
rite unităţi de măsurare a distanţelor : 1 cm, 1 dm, 1 m etc. şi acestora le vor c.orespunde 
unităţi de volum de dimensiuni corespunzătoare : 1 cm3

, 1 d~~· 1 m3 etc'. S~ obţm în. acest 
fel mai multe funcţii volum şi în . aces.t caz, ca şi în cazul_ arnlor, se v~ md1c~uncţ1~ res
pectivă printr-un indice, de ex: vcm• ş1 tn loc de vcm•(P) = q se va scrie v(P ) - a cm . 

3) tn ipoteza teoremei 2 se poate admite şi că ambele mulţimi °' n P1 şi °' n Pm se 
reduc la un segment, la un punct sau la mulţimea vidă („au arie nulă"). 

T eoremele care urmează vor deter mina modul de calcul al valorilor 
funcţiei volum (sau a ·voÎumelor) pent ru anumite poliedre. 

" ~ P eAt 11 l'Ub eu latura a atunci v(P) = a3 

Demonstraţia parcurge aceleaşi etape este analoagă cti aceea a t eore-
mei 2 din Cap. I. § 3, pentru demonstrar~a formulei de calcul a ariei unui 

pătrat. 

Cuu8 cinţA. Dacă P = [ABCD.A'B'C'D' ] este un paralelipiped dreptunghic 
a2 p 3 de dimensiuni : AA' =a, AB = b, BC = - , atunci v( ) =a . 
b 

I 
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I. 

- r- - - -- - -- - -
' I ~ 

I • I 

A b a 
Fig. VI.29. 

Demonstraţie. Se construieşte cubul P' de latură a, cu una din baze situate 
tn planul (ABCD) şi situat in acelaşi semispaţiu cu paralelipipedul faţă de 
acest plan (fig. VI.29). Secţiunile paralelipipedului şi cubului prin plane 
paralele cu planul (ABCD) sint respectiv un dreptunghi şi un pătrat care 
au aceeaşi arie (egală cu a2

). Deci, conform teoremei 2, v(P) = v(P') = a 3• 

. Observaţie. v(P) = a 3 = a· b • a
2 

= AA' · AB · BC. 
b 

T e o r e 111 -.. m J1 o prismă I> zei H şi oe mn1ţlme I; atunci 

r vol. prismei = B. I I 
Demonstraţie. Se construieşte paralelipipedul dreptunghic P' = 

= [ABCpA'B'C'D'] cu una din baze tn planul bazei prismei P, situat in 
acelaşi semispaţiu cu P faţă de acest plan (fig. VI.30) şi avtnd dimensiu~ile: 

AA' = I, AB = x, BC = x
2

, unde x = !Y' B · f; aria bazei lui P' este egală 
I 

cu x ·I = 1=B. Secţiunile prismei P şi paralelipipedului P' prin plane 

paralele cu planul bazei au arii egale cu B, deoarece ele sint . suprafeţe 
poligonale congruente respectiv cu baza fiecărei prisme. Din consecinţa 
teoremei 3 rezultă că 1:(P') = x3 = B ·I, iar din teorema 2 rezultă că 
v(P) = v(P') = B · I . 

In cazul particular al · unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni 
a, b, c, v(P) = a· b • c. 

... ~ ~ ru u. .uuu piramide triunghiulare cu b zel de .arii al 
înălţimile egn.le ou volmt> 

~ 

A' 

I 

A X 

Fig. \'1.30. 
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V V" 

c: 
B' 

B 
Fig. VI.81. 

Demonstraţie. Fie piramidele P = [V ABC] şi P' = [V' A' B 'C'], 
oe= (ABC), oe'= (A' B'C'), a[ ABC]= a[A' B'C'] = B şi d( V, oe)= d( ~',oe') . I. 
In semispaţiul limitat de oe şi care conţine pun?tul V se const~~eşte11 p1~a
mida P" = [V" A" B"C"] cu baza in planul oe şi astfel incit P =z P (fig. 
VI.31). Se va arăta că pentru pira~ide~e P şi P" s~nt ;e~ifica.te ~?ndiţiile 
din teorema 2. Deoarece cele două piramide au aceeaşi inalţime şi arule baze
lor egale rezultă că aria secţiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanţa 

]' de vir~ este aceeaşi in ambele piramide şi egală cu B · ( i )\vezi § 2, pro

prietatea 1). Deci v(P) = v(P") = v(P') . 

v• .._. • u.I. e triunghiulare P [VABC] de 
t [ABC] şi B a[ABC] este 

~ ~B·I 
Demonstraţie. Se completează piramida P la prisma P ' = [ABC1'V C'] 

construind A', C' in acelaşi semispaţiu cu V faţă de planul (A..ŞC) şi a~tfel 
incit AA' 11 BV 11 CC', (AA') == (BV) ==(CC') (fig. VI.32). Prisma P se 
descompune în tetraedrele: [VABC], [CA'VC' ], c' 
[ACVA'] . Tetraedrele [VABC] ş~ [CA'VC'J. au baze 
congruente şi înălţimi egale, deci au a?elaşi vol~m; -
la fel tetraedrele [CA VB] = [VABC] şi [CVAA] = 
= [ACVA'] au bazele [A 'J:'B] == [~ AA' ] ~i deoarec~ Â ~---< 
au virful comun C au şi aceeaşi înălţime; deci ', 

v(P') = B· 1=3v(P) adică v(P) = ~ B· I. '', 

' utl i . v umm pir m1utH l iAz„.An] I ', 
B I 

B a[ As pir rd . A 

I _, _, _, 

6 
Fig. VI.ll2. 

c 
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V V' 

Fig. Vl.88. 

Demonstraţie. Se construieşte tetraedrul P' = [V'ABC] de înălţime 

V A = I şi ~ază t~iunghiul dreptunghic isoscel (m(Â) ·= 90°) de catetă 
l , 1/2B, t~mng~ml :fBC fiind tn acelaşi plan cu baza piramidei p iar 
V: 1n .acelaşi sem1spaţm cu V faţă de planul bazei piramidei (fig VI' 33) 
P1ram1dele P şi P' verifică condiţiile teoremei 2 deci 71(P) =· v(P;) ~ 
- 1 [AB 1 za 1 I -
- - a C] • I = _ . - · I = - · B · f; 

• 3 3 2 3 

T e o r e m a 7. Voll4Jlul tr un„biului de piramidA T= [A A A A· A este 1 2·. • n I 3 · „ 

[ voi. 1.r. pira_midă ~ :- l (B -I ~ f VB · b) 

unde I este înilţirne trunchiului de ; iramidA, iar B = a[AiAz 
b = a[A~A; ... A~]. v 

Fig. VI.84. 
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Demonstraţie. Fie V vtrful pira
midei P = [VA1A2 .. „ An] din care s-a 
obţinut trunchiul T şi piramida P' = 
= [V A;A; ... A~], x fiind !nălţimea 
piramidei P' (fig. Vl.34). Atunci P = 
=TU P' şi 

(1) v( T) = v(P) - v(P'). 

Dar v(_P) = ~ B(l + x), v(P') _ 

= ..!_ b · X şi b - ( x )
2 

de · unde 
3 B- x+.J 

rezultă că 

(2) X= 
l(b +VB-b) 

B-b 

lnlocuind expresia lui x din formula (2) tn formula (1) 'se obţine: 

v( T) = !._ (B · I + B · x - b · x) = ..!_ [B • I + x(B - b)] = 
3 3 

== !._ [B. I+ I (b + V B-·b)] = ~ . I (B + b + V B-=-i>). • 
3 . 3 -

In stabilirea formulelor de calcul a volumelor se 
0

poate observa o oarecare 
analogie cu ariile, dar se constată totuşi că pentru volume s-a folosit tn plus 
şi teorema lui ·cavalieri. Se pune 1n mod firesc întrebarea dacă nu s-ar putea 
renunţa la această teoremă şi să se procedeze la fel ca la arii, utiliztnd nu
mai teorema 1 şi proprietăţile de descompunere. In cazul plan, trecerea de la 
dreptunghi la triunghi se face simplu, observtnd că o suprafaţă dreptunghiu
lară se descompune in două suprafeţe triunghiulare congruente, pe cind în 
spaţiu, o prismă triu'nghiulară dreaptă nu se poate descompuhe 1n trei tetra
edre congruente. Menţionăm că formulele pentru volui:iiul cubului, para
lelipipeduhii dreptunghic şi a prismei drepte se pot obţine . fără a utiliza 
teorema lui Cavalieri (aceasta poate cpnstitui un exerciţiu facultativ), însă 
formulele pentru tetraedru şi prisma oblică nu. Stabilirea riguroasă a for
mulelor respective nu este posibilă cu cunoştinţele clasei a X-a, iar utiliza
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul că permite obţinerea cu uşurinţă 
a acestor for~ule, precum şi a altora care vor fi întilnite 1n capitolul VII. 

Exercl\li 

1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime a şi un unghi 
de măsură 60°. Aria laterală a paralelipipedului este 8a2• Să se afle volumul paralelipipe
dului. 

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a şi 
4a, iar unghiul ascuţit al paralelogramului are măsura 60°. Să se afle volumul paralelipipe
dului ştiind că cea mai lungă diagonală a lui are lungimea Sa. 

8•~ Un plan oe, perpendicular pe muchiile prismei P = (A 1A 2 „. AnA ~ .:. A~] in ter
sectează suporturile muchiilor tn Btt B 1, „„ Bn. Dacă S = a[B 1 , B 2 , ••• , Bn] şi l este 
lungimea unei muchii, să se arate că v(P) = S • l. 

4. lntr-un paralelipiped două feţe laterale au ariile S1 şi Sa şi formează un unghi de 
- măsură 150°. Să se afle ".olumul paralelipipedului dacă muchia laterală este de lungime l. 

6. Se consideră o piramidă patrulateră regulată cu latura bazei de lungime 10 şi 
tnălţimea 12 . • Să se calculeze: 

a) aria laterală şi volumul piramidei; 
b) distanţele de la centrul bazei la muchia laterală, respectiv la feţele laterale ale 

piramidei. 
6. Un t runchi de piramidă patrulateră regulată are latura bazei mari 'AB = 3a, 

latura bazei mici A 'B ' = a şi muchia latera lă AA' = 2a. Să se calculeze volumul şi aria 
trunchiului. 
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7•. Sll. se demonstreze că volumul unui tetraedru [ABCD] este a şasea parte din 
volumul unei prisme a cărei bază este un paralelogram cu laturile congruente şi paralele 
cu două muchii opuse (AB) şi (CD} şi a cll.rui tnălţime este egală cu cea mai scurtă distanţll. 
dintre cele două muchii. 

8. Se construieşte un coş de moară de forma unui trunchi de piramidă patrulatera. 
regulată continuată ·cu o prismă patrulateră avtnd baza comună cu baza mică a trunchiului 
de piramidă. Se ştie că diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm 
iar tnălţimea coşului este 160 cm. Să se calculeze volumul coşului ştiind că raportul dintr~ 
volumul trunchiului şi cel al prismei este 8. 

9. Un tetraedru [VABC] are tnll.lţimea h. La distanţele de.!: şi .!: de vtrful V 
. 3 2 

se duc plane paralele cu baza tetraedrului obţinlndu-se secţiunile A'B'C' respectiv 
A H B"C". Să se determine raportul volumelor trunchiurilor de piramidă [ABCA ... B ... C""] 
şi [A"B 11C"A'B'C']. 

to•. Piramida [V ABCD] de înălţime h are ca bazll. un dreptunghi de laturi AR = 
= a, BC = b, iar piciorul înălţimii este centrul bazei piramidei. Prin BC şi mijlocul M 
al muchiei laterale (V A) se duce planul 0t. Se cere : 

a) Să se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VHMN] şi [HABCD] unde 
{N} = VDn0t şi {H}= BMnCN; 

b) măsura unghiului diedru dintre feţele [VAD] şi [HAD] în cazul particular 

h = ( 1+1)a. 
11 • . Un paralelipiped are ca bază dreptunghiul ABCD, iar muchiile [AB], [AD] 

şi [AA' ] au respectiv lungimile a, b, c. Unghiurile .Â'ÂB şi ~ sînt congruente. şi au 
măsura x (în radiani). . . 

a) Să se arate că x E ( ~, 3
4
7t). . 

b) Să se arate că volumul paralelipipedului este V = abc V-cos 2x. 

c) Dacă 0t este măsura unghiului feţei [ABB'A'] cu baza [ABCD] şi 0t e (o, ; ) 
să se arate că cos 0t = ctg x. 

12•. O piramidă triunghiulară regulată [SABC] are latura bazei de lungime a şi 
feţele laterale triunghiuri dreptunghice în S. 

a) Să se calculeze volumul piramidei. 
b) Fie D şi E mijloacele muchiilor (AS) şi (BC) . Să se calculeze DE şi măsurile 0t şi~ ...-.. ...-.. . 

ale unghiurilor DEC şi SDE. 

§ 6. Mu Iţi ml măsurabile în spaţiu 

In p~ragraftil precedent s-a definit funcţia volum pentru mulţimi polie
drale. Există, însă, şi alte mulţimi pentru care se poate 'defini volumul. Aceste 
mulţimi se vor numi mulţimi măsurabile. 

• D e ~ ~ n i ţ ~i e . . O ~ mulţime ~ de pun~te din spaţiu se numeşte mulţime 
masurabila daca exista un numar real umc v(M) cu proprietăţile : v(M) este 
egal sau mai ma~e d.ecit volumul oricărei mulţimi poliedrale inclusă in M şi 
este ~gal sau mai mic decit volumul oricărei mulţimi poliedrale care include 
pe M. In acest caz numărul v(M) se numeşte "olumul mulţimii M. 

] 08 

Este evident că mulţimile poliedrale sint măsurabile. Dacă se notează 
cu ..Jll mulţimea mulţimilor măsurabile atunci v : ..Jll --+ R+· Problema de a 
decide dacă o mulţime care nu este poliedrală este sau nu măsurabilă este o 
problemă a cărei rezolvare necesită cunoştinţe superioare de matematică şi 
va ·ri rezolvată in clasa a X II-a. Totuşi, in capitolul următor vor fi studiate 
citeva astfel de · mulţimi pentru care se va admite că sînt măsurabile.· Noţiu
nile de punct interior al unei mulţimi măsurabile şi de descompunere a unei 
mulţimi măsu_rabile se introduc ca şi în cazul mulţimilor poliedrale. 

Atunci, teoremele 1 şi 2 din. paragraful precedent pot fi extinse. 

ln' ' ..l;~ p3 ~lum.) 
Există o func~ie vi M _., RT, care are proprieUl.Jile (1)-(3) din teorema 1, § 5. 

Te ore ma 2. (P r.i n c Ip Iul 1 ul Cavu. l Ieri.) }'ie M1 , J.112 E ..Jll 
~i un p~, «o: Dacă pentru orice plan « li «o, mulţimile o: n M 1 şi o: n M 2 au 

11 11i act:.tea sînt eg~le atunci v(M1) v(Mz) . 

Observaţii 

1) Număru~ v(M ) se numeşte volumul mulţimii M . 
2) Restricţia funcţiei v la mulţimea '}> este funcţia volum . definită în paragraful 

precedent. . 
3) Menţionăm că şi în acest caz, în formularea principiului lui Cavalieri considerăm 

că mulţimea vidă şi mulţimea formată dintr-un punct au arie nulă. 
Calculul volumelor mulţimilor care vor fi studiate în capitolul următor va fi făcut pe 

baza acestor teoreme, admiţîndu-se r.ă acele mulţimi (cilindru, con, corp sferic şi părţile 

lor) ·stnt măsurab!le. 

Exer I ' i"L i~•i.· 

1. Se consideră piramida patrulateră [OABCD] cu baza dreptunghi (AB = a, 
BC = b) şi muchia [OA] perpendicu lară pe planul bazei (OA = h). Se noţează cu E şi F 
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [OD]. Se cere: 

a) aria totală a piramidei ; 
b) să se precizeze ce fel de palrulater este ABEF şi să i se calculeze aria; 
c) volumul piramidei [OABEF]. . 
2•. O piramidă are ca bază triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB = AC = a 

şi muchia (SA) perpendiculară pe buă, SA = b. Să se calculeze : 
a) aria totală a piramidei ; 
b) măsura unghiului diedru format de feţele [SBCl şi [ABC] în cazul a = b V2; 
c) aria, tn funcţie de a şi b, a secţiunii determinate în această piramidă de un pla'n 

ce trece prin A , este perpendicular pe faţa [ SBC] şi o inlersectează pe aceasta după o dreaptă 

MN paralelă cu BC. 
8'!'. Se consideră tetraedrul [SABC] în care SA = 2a, SB = SC= a V3, 

AB = AC = a, iar unghiul dreptei SA cµ· planul ABC pre ml1sura 45°. Fie M şi N 
respectiv mijl~acele muchiilor [SA], [BC] şi D proiecţia lui ~ }Je planul (ABC). 

a) Să se arate că BC J_ MN şi BC J_ SA. 
b} Să se arate că ABDC este pătrat. . "' 
c) Să 'Se calculeze aria laterală a tetraedrului, r.onsiderlnd ca bază triunghiul ABC. 
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4. Se consideră prisma -[ABCDA'B'C'D' ]. Pe dreapta AD se consideră punctul E, 
astfel lnctt. A e (ED), AE = a, iar pe CB se consideră punctul F astfel Incit B e (FC), 
iar. BF = b. Un plan ce trece prin dreapta EP intersectează muchiile laterale (AA' ), (BB'), 
(CC'), (DD' ), respectiv tn punctele Ai, Bi. Ci. Di· Să se de~onstreze că AiB

1
C

1
D

1 
· . AA BB este un paralelogram ş1 că --~ = _ _ i_ • 

a b 

6. O cutie de tablă are forma de paralelipiped dreptunghic [ABCDA' B'C'D'] cu 
dimensiunile a, b, c şi este plină cu ulei. Cutia fiind aşezată cu baza [ABCD] pe un plan 
ori?.Ontal se ridică de la un capăt rotind-o tn jurul muchiei [AD] .(AD = a) astfel că muchia 
opusă se află la distanţă x faţă de planul orizontal. Co cantitate de lichid poate rămtne 
tn cutie? Discuţie. 

6•. O piramidă patrulateră re5ulată are muchiile laterale de lungime a. 
a) Notlnd cu X înălţimea piramidei, să se calculeze volumul acesteia. 
b) Dacă ot este mllsura unghiului diedru format de două feţe laterale alăturate şi ~ 

măsura unghiului pe care muchiile laterale li formează cu laturile bazei, să se arate s:ă 
cos « + ctg2 ~ ;,,, o. · 

c) .Se secţionează piramida cu un plan paralel cu baza. Să se demonstreze că condiţia 
necesară şi suficientă ca să existe un punct egal depărtat de cele şase feţe ale trunchiului 
de piramidă format este ca înălţimea trunchiului să fie medie proporţională Intre laturile 
bazelor. 

7•. Lungimea muchiilor unui cub este a. SA se afle distanţa dintre o diagonală a 
cubului şi o diagonală a feţelor laterale cu care nu se inţersectează. 

8. Se consideră tetraedrul [ABCD], punctele M e (AC) şi N e (AD) şi se duce 
prin· C paralela la BM care taie pe AB ln Q şi prin D paralela la MN care taie pe AC 
ln P. Să se arate că volumele tetraedrelor [ABCD] şi [ANPQ] stnt egale. · 

O•. Fie[!' ABCDEF] o piramidă hexagonală regulată cu muchia bazei de lungime a 
şi înălţimea piramidei VO = a. Pe muchia [VC] se consideră un punct oarecare M. 
Planul (ABM) intersectează muchiile [VD], [VE] şi [VF] respectiv în N, P şi Q. Să 
se arate că: · 

a) Dreptele AN, BP, MQ şi VO sînt con.curente. 
b) Patrulaterele ABMQ şi MNPQ stnt trapeze isoscele. 
c) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor AM şi BP ctnd M 

descrie muchia [VC]. . 
d) f n cazul cînd M este mijlocul segmentului [VC] să se arie raportul ariilor supra

feţelor [MNPQ] şi [ABMQ]. 

10. Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] cu latura de' lungime 3a. Se împarte fiecare 
latură a cubului ln cltP. trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de divjziune cele mai 
apropiate de A , aflate respectiv pe muchiile (AB), (AD), (AA'J. Se secţionează cubul 
cu planul (MN P) şi se îndepărtează piramida (AMNP). Se procedează la fel cu toatll 
celelalte 8 vlrfuri ale cubului. Se cere: 

a) Să se verifice relaţia: f + v = m + 2 (f, v, m - reprezintă respectiv numll.rul 
feţelor, vlrfurilor şi muchiilor) poliedrului rămas. 

b) Să se calculeze aria poliedrului obţinut. 
c) Să se afle măsura unghiului plan corespunzător unghiului diedru format de planul 

( MN P) cu planul bazei cubului. 
d) Să se determine distanţa de la vlrful A la planul (MNP). 
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Capitolul VII 

Corpuri rotunde „ 

După cum s-a. arătat hi introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrice 
slnt imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute 9in spaţiul fizic. 
ln afară de · poliedre, corpurile mărginite de suprafeţe plane, există şi corpuri 
care, parţial sau total, slnt mărginite de suprafeţe neplane. 

ln tehnică pot fi lntllnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci
pienţi pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment, 
silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenţi etc., numite 
„corpuri rotunde". 

Acordind un rol special intuiţiei spaţiale, vom studia în acest capitol 

cilindrul, conul, sfera şi părţile lor. 

§ 1. Cilindrul 

lntr-u:r;i. inod analog cu definirea prismei se defineşte şi cilindrul. Să con
siderăm două plane paralele oe şi oe', .un disc D =[@(O, R, oe)] (notind un cerc 
sau un disc din spaţiu, se pune in evidenţă şi planul tn care se află) în oe şi o 
dreaptă d care intersectează planul oe tntr-un singur punct (fig. VII .1). 

P;in fiecare punct PE D =[@(O, R, oe)] 
construim un segment [P P'] paralel 
c;m d, unde P' Eoe'. Re.uniunea Ca tutu
ror segmentelor [P P'], astfel tncît P P' !Id, 
P .E D şi P' E oe', se numeşte cilindru 
circular de baze D şi D'=C noe'. Distanţa 
dintre planele oe şi oe' se numeşte tnăl

ţimea cilindrului. 
1·opr.i~tate:1 l ln orirr cilindru 

„„/c două baze sini discuri c" occ1•aŞi ro-ci. 

Demonstraţia este analoagă cu cea 
de la prismă (Cap. VI § 1, proprie
tatea 1). 

\ 
\ 

Fig. Vll.1. 

"'f 
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---..... 

~o A 

Fig. VII.2. 

~acă dreapta d este perpendiculară pe «, 
atunci C se numeşte cilindru circular drept. 

Reuniunea tuturor segmentelor [P P'] cu PE 
Ef2(0, · R, oe), P' E oc' şi P P' lld, formează supra
faţa lateral~ .a cilin<ţ,rului (fig. VII.2). Mulţimea 
pun?telor m1u~dr?1~1, care nu aparţin nici supra
f~ţ~1 later~le ŞI n~c1 bazelor, se numeşte interiorul 
cilindrului. Segmen.t~le [P ~'] .cu PE e(O, R, oc) 
sînt generatoarele mhndrulm, iar raza cercurilor 
d.e bază, raza cilindrului. In cazul cilindrului 
m~c~la~ drept, înălţimea este egală cu lungimea 
or1care1 generatoare. 

Proprietatea 2. Intersecţia ne"idă a unui 
cilindru circular printr-un plan paralel cu bazele 
lui este un disc de aceeaşi rază cu raza bazei. 

. Această proprietate rezultă imediat din pro-
prietatea 1. · 

Corp de rotaţie şi suprafaţl de · rotaţie 

Să CQnsiderăm un corp care se mişcă în spaţiu, astfel incit fiecare punct 
al. său rămîne la d~stanţă con~tăntă .de o dreaptă fixă. Exemple: placa de pate
fon~ roata ol~rulu~, roata tocilarulu~ etc. Mişcările de acest fel se numesc miş
cări de ~otaţie . Fiecare punct al corpului d.escrie un cerc situat într-un plan 
perpendicular pe o dreaptă fixă d numită axă de rotaţie , avind centrul situat 
pe d. Mişcările de rotaţie ne conduc la următoarele c~nsideraţii geometl'ice: 

~ă co~si~eră~ o dreap:ă fixă d şi un punct oarecare P din spaţiu. Notăm 
cu P proiecţia Im P pe d ŞI cu ocp planul perpendicular pe d, care trece prin P. 
Dacă S este o suprafaţă (o suprafaţă poligonală simplă, disc etc.) situată în 

acelaşi plan cu d, care nu are nici un punct inte-
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d rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor C P = 
= e(P*, P * P, CXp) cu p E s, se numeşte corp de 
ro~aţie (fig. VII.3). Dacă L este o curbă (linie 
poligonală, arc de cerc etc.) situată în acelaşi plan 
cu d, reuniunea cercurilor C p cu P E L se nu-
meşte su praf aţă de rotaţie. . 

Cilindrul circular <lrept îl putem defini şi ca 
fiind corpul care se obţine prin rotaţia unei ~upra
f eţe 'dreptunghiulare în jurul suportului unei laturi. 
Atunci suprafaţa lui laterală este generată prin 
rotaţia unui segment [AB] în jurul unei drepte d, 
paralel cu el (fig. VII.4 şi VIl.5). · Dreapta d se 
numeşte axa cilindrului circular drept (sau·· de 

Fii; . Vll .3. rotaţie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de 

•. 

FJir. vn.o. 

o, 
" 

„, 
o, 

•• 

Fig. Vll.6. 

simetrie pentru cilindrul circular drept, iar secţiunea unui cilindru printr-un 
asemenea plan se numeşte secţiune axială (fig. VII.6). 

rl 1 tPr li „, „ unui 1llF'ttr11 

Fiind dat un cilindru de rotaţie C se numeşte prismă f~crisă tn acest 
cilindru o prismă ale cărei baze stnt poligoane înscrise in cercurile de bază ale 
lui C şi avtnd muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII. 7). Ariile 
laterale ale tuturor acestor prisme aproximează prin lipsă un nurriăr unic, 
numit aria laterală a cilindrului şi notat cu a1(C). a1(C) este cel 1ţ1ai mic dintre 
numerele mai mari dectt ariile laterale ale prismelor înscrise tn C. 

La aria laterală a unui cilindru de rotaţie cu raza ,R şi lungimea genera
toarei G, puLetn ajunge intuitiv astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a cilin
drului de-a lungul unei generatoare [AB] şi o aşternem pe un plan, spunem că 
desfăşurăm su praf aţa cilindrului pe plan, suprafaţa cilindrică luind forma 
unui dreptunghi AA'B'B (fig. VII.8), a cărui ari.e este aria later~lă a cilindru
lui. Se constată că AA' este egal cu lungimea ·cercului de bază a 'tJilindrului , 
deci AA' = 21tR. Aşadar, aria laterală a cilindrului se exprimă prin a1(C) = 
= AA' · AB = '27tRG. Astfel am obţinut pe cale intuitivă (demonstraţi a 

completă se omite): 

D 

F 

Fig. vu.7. 

8 - Geometrie şi trlaonometrie, ci. a X-a 

A 
Fig. vn.s. 

a' 

l=G 

I ! ' 
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Fig. VU.9, Fig. vu.10. 

Aria laterald a cilindrului de rotaţie se calculeazd cu formula: 

I aria lat. cil. = 21tRG I 
unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului. 

Aria totală a cilindrului de rotaţie C, notată cu a1(C), este suma dintre 
aria sa laterală şi ariile celor două baze. 

Cum cele două baze stnt congruente, ariile lor vor fi egale. Deci a1(C) =·· 
= 21tRG + 27tR2

, de unde 

I aria totală cil. = ·21tR(R + .G) I 
Volumul clllndrulul circular 

Volumul unui cilindru circular este dat de formula: 

I vol. cil. = 7tR2 
• I I 

unde R este raza, iar I înălţimea cilindrului. 
Pentru a demonstra această formulă, să considerăm o prismă cu bazele 

tn aceleaşi plane cu bazele cilindrulUi, avtnd aria bazei B egală cu aria bazei 
cilindrului, ndică B = 7tR2 şi !nălţimea prismei este egală cu I (fig. VI_l.9). 
Aplictnd principiul lui Cavalieri, cilindrul şi prisma au acelaşi volum, adicA 
v(C) = v(P). = B· I= 7tR2 ·I. 

Aplicaţii 

1) Să se afle aria laterală· şi volumul cilindrului C circumscris unei prisme 
triunghiulare regulate care are latura bazei egală cu a şi muchia .laterală b. 

Rezol"are. Fie prisma [ABC A' B' C'] înscrisă tn ·cilindrul de rotaţie 
(fig. VII.10). Avem G = /prismei = b şi AB = R V3, de unde obţinem 

R a V3 2 a V3 b 2ab 1/3 Ri I a8b = - 3- , deci a1(C) = 7t · - 3- · = - 3- 7tj v(C) = 7t · = ~ 7t. 
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Exer C"ltll 

1. Secţiunea axială a unui cilindru est.e _un pătrat de arie a. Să se afle volumul cilin· 
drului. 

2. Înălţimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distanţă de axa 
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel tncît secţiunea obţinută să fie un pătrat? 

3. Secţiunea axială a unui cilindru de rotaţie este o suprafaţă pătratică cu diagonala 
egală cu 4. Să se afle aria totală şi volumul cilindrului. . 
· 4. Într-un cilindru circular drept cu raza 7 şi înălţimea 2 este înscris un pătrat oblic 
faţă de axa cilindrului, astfel Incit două vtrfuri ale sale sînt pe cercul unei baze, iar celelalte 
două pe cercul celeilalte baze. Să se afle: aJ latura pătratului, b) aria laterală a cilindrului. 

5. Un cilindru circular drept are raza bazei a şi înălţimea egală cu lungimea cercului 
de bază_. Să se afle aria totală şi volumul cilindrului. 

6. Âria.totală a unui cilindru de rotaţie este de 90 7t, iar înălţimea de 4. Să se calculeze 
volumul prismei hexagonale regulate înscrise în cilindru. 

7. Să se arate că oricare ar fi cilindrul de rotaţie, raportul dintre aria laterală a 

cilindrului şi aria laterală a prismei triunghiulare regulate înscrise în cilindru este v2n _ ; 
3 3 

. 47t 
iar raportul ·volumelor este , r.\. 

3 V 3 
8. Să se calculeze aria totală şi volumul cilindfului circular drept circumscris unui 

cub cu muchia a. 
9. Aria laterală a unui cilindru circular drept este egală cu suma ariilor bazelor. 

Ştiind că volumul cilindrului este 1 OOO n , să se calculeze raza. şi generatoarea cilindrului. 
. 10. Aria laterală a unui cilindru de rotaţie este 160 n, iar volumul 640 7t. Să se calcu-

leze aria secţiunii axiale. · 
·11. Dintr-o piesă de oţel avtnd forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu 

latura bazei de 10 cm şi înălţimea de 12 cm se strunjeşte o piesă cilindrică cu minimum 
de material pierdut. Să se afle aria laterală şi volumul piesei obţinute. 

12. Să se afle masa unei ţevi de plumb lungă de 5 m, cu grosimea de 4 ·cm şi dia
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3. 

18. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formă cilindrică avlnd lungimea 
cercului de bază 125,G cm, se ciopleşte o grindă cu secţiunea pătrată. Să se calculeze masa 

,) 

acestei grinzi, ştiind că densitatea lemnului este 0,8. 

2 

Fie discul D =[@(O, R, ex)] tntr-un 
plan ex şi fie V un punct care nu apar
ţine lui ex. Se numeşte con circular cu 
baza D şi "îrf V reuniunea tuturor seg
mentelor [VP];unde PE D (fig. VIl.11). 
Segmentul [VA], unde A = ·prcx V se 
numeşte tnălţimea conului. Fără perfool 
de confuziP, numărul I = V A poate fi 
numit de asemenea înălţimea coyului. 

Reuniunea tuturor segm·entelor 
[V P] pentru care P E @(O, R, «) for-

8* 

V 

Fig; vn.11. 
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p A 

B 

Fig. VII.12. Fig. VII.13. 

mează ~uprafaţa laterală a conului. Orice segment [V P] cu P E @(O, R , oe) se 
numeşte generatoare a conului. Mulţimea punctelor conului care nu aparţin 
nici suprafeţei laterale şi nici bazei se numeşte interiorul conului. 

Spunem că un con circular este drept dacă proiecţia lui pe planul discului 
est e centrul discului O (fig. VII.12). 

lntr-un con circular drept generatoarele sînt congruente. Intr-adevăr, dacă 
[V A] şi [V B] stnt două generatoare, triunghiurile dreptunghice VOA şi VOB 
sînt congruente (fig. VII. 12). 

Dacă notăm cu R raza bazei unui con circular drept, iar cu 1 înălţimea 
şi G generat oarea. sa, atunci există relaţia: 

c2 = R2+12 

dedusă din triunghiul VOA dreptunghic în O (fig. 11.12). 
Ţinînd cont de definţţiile date corpului de rotaţie şi suprafeţei de rotaţie 

în ~ 1, conul circular drept il putem defini şi ca fiind corpul care se obţine prin 
rotaţia unei s11prafeţe triunghiulare dreptunghice în jurul suportului unei 
catete d (fig. VIl.13). Atunci ipot.enuza descrie suprafaţa laterală a conului. 

l' • I 

Să considerăm un con circular C, cu baza discul [@(O, R , oe)] şi inălţimea 
V A = I şi un plan ~ paralel cu oe, de aceeaşi parte a lui oe ca şi V şi la dis
tanţa h < I de la planul oe. Intersecţia C n ~ se numeşte secţiune transC1ersală 
prin con la îhulţimea h (fig. Vll.14). Intersecţia C n (~V se numeşte conul 
format prin secţionarea lui C cu planul~· Vom demonstra că acesta este un_ con 
circular. 

Jr ie ta te a 1. ~ cf1un<a tran ·v rsala nrrn conul circulm ( fo 
'l1 tnn/n li dv la bază · str un d1s ra a 

(1) I' 
R' · Jr 1 11lc 1 ' h • 

Demonstraţ ie. Baza conului C fiind discul D = [~(O, R , oe)]; asociind fie
cărui punct ME D punctul {M'} = VM n ~. se obţine o bij ecţie g ; D -. D ', 
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unde D' = C n ~ (fig. VI,l .14). 
Trebuie să arătăm că D' este 
tot un disc. Ca şi tn cazul 
piramidei , aplicaţia g · este 
asemănare, deoarece planul 
(VOM) taie planele paralele 
ex ~ ~ după două drepte para
lele, deci OM ll O'M' şi analog 
OA li O'A'. Prin urmare, 
6 VOM-6VO'M' şi 6 VOA- . 
,..,, 6 VO'A'. Rezultă că: 

O'M' VO' VA' 
(2) OM = VO = V A. • 

deci 

(3) O'M ' =~·OM . 
I 

• \ 1 

V 

Fig. VII.14. 

Este evident ~ă o· asemănare aplică un disc tnt~-un disc, deci D' esţe un disc 
I' de rază - R. · 
I . 

Aplica fii. · 
1. Raportul dintre aria bazei unui con circular şi aria secţiunii tran~Pe~sale 

prin con la distanţa .h de la planul b~zei, ~ste egal cu .pătrat~l raportului dintre 
înălţimea conului dat şi înălţimea conului format prin secţwnar~. 

R ezolC1are:. vom folosi datele şi notaţiile de la demonstraţia precedentă 
(fig. VII.14). . 

Fie R şi R' respectiv razele bazelor conului dat şi a con.':1~ui format prm 
secţionare şi S şi S' ariile lor. Avem: 

S 7rR2 
( R 2 

(4) S' = 7rK; = R 1 } • 

Dar din relaţia (2) avem: 
R OM VA I 
R ' = O'M' = VA'= I'. 

lnlocuind în relaţia (4) obţinem: 

!... = (.!_)2' 
S' I ' .. 

I 
ceea ce trebuia demonstrat. . · 

2. Prin secţio~area unui con circular dr<'pt cu un. P_lan parale~ cu plan.ul 
bazei se formează un con aPînd tndlţimea , ~eneratoa:ea şi ;aza bazei proporţzo
nale cu înălţimea, generatoarea şi raza bazei conului dat (fi.g. V_II.15). 

Demonstraţia se lasă ca exerciţiu . '· 

. ' 

'·· 
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V 
I 

Fig. ;nJ.15. 
A 

Fig. Vll.16. Fig. Vll.17 . 

Fiind dat un con circular drept C se numeşte piramidă tn8crisă 1n acest 
con, piramida a cărei bază este un poligon tnscris 1n cer?ul de bază a lui c 
şi al cărei virf coincide cu vtrful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale 
piramidei înscrise în conul circular drept stnt generatoare ale conului, iar 
înălţimea piramidei este înălţimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor 
piramide aproximează prin lipsă un număr unic, numit aria laterală a cc>nului 
şi notat cu 0'1(C). 0'1(C) este cel mai mic dintre numerele mai mari declt ariile 
laterale ale piramidelor înscrise in C. · 

La aria laterală a unui con circular drept C de rază R şi generatoare G 
putem ajunge to't pe cale intuitivă astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a 
conului circular drept după o generatoare [V A] şi o aşternem pe un plan ex, 
spun2m că desfăşurăm suprafaţa laterală a conului pe plan, aceasta lutnd - . forma unui sector de cerc determinat de arcul AA' al cercului e( V, G, ex), 
unde Zn1 = 2rcR (fig. VII.17). Aria laterală a conului fiind egală cu aria 

sectorului de _cerc, obţinem: 0'1(C) = ~ · 2rcR · G. Cu ajutorul intuiţiei am 

ajuns la următorul rezultat (a cărui demonstraţie se omite) : 
Aria laterală a conului circular drept se calculează cu for mula: 

I aria lat. con = rcRG I 
nnde R este raza, iar G generatoarea conului. 

Aria totală a conului circular drept este suma dintre aria sa laterală şi 

aria bazei. Deci 

de unde 
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j ari~ tot. con = rcR(R + G) j 

. 
' 

-4' 

V 

Flq, VII.18. 

I I a I 

Fie C un con circular (nu neapărat ·drept) cu aria bazei rcR2 şi tnălţim.ea J. 
Volumul unui con circular este dat de f ormul~: 

I vol. con = ~~~ f 

Pentru a demonstra această formulă să considerăru o piramidă P cu baza 
în acelaşi plan oe cu baza conului, avtnd aria bazei egală cu aria bazei conului şi 
aceeaşi înălţime (fig. VIl.18). Aplicînd principiul lui Cavalieri, obţinem că 
piramida şi conul au acelaşi volum, adică 

v(C) = v(P) = _! · (rcR2) ·.I = -rrR
2

• 
1 . 

. 3 3 
Aplicaţii. 

1. Intr-un con echilateral C este înscrisă o piramidă patrulateră reg_u
lată P. Care este raportul ariilor laterale ale conului şi piramidei? 

RezolPar~. Conul echilateral are secţiunea axială un triunghi echilateral. 
Deci VA = CV= AC = G (fig. VII.19). A,tunci R = G. Deci 0'1(C) = 

2 

= TCRG = TC ~
2 

• 0'1(P) = 
4 (RV;~ ·VM , unde ·M este mijlocul lui (AB). 

Aplictnt:!. teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghic VAM, obţinem: 

VM= VVA 2 
- AM2 = yc2 -(Gi:2r = 

V 

GVtt 

De~i 

0'1(P) =G l/2G~ =car 

şi 
A 

c 

D Fig. VII.~9. 
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1. Un con circular drept cu raza bazei R şi !nălţimea h este intersectat cu un plan 
paralel cu baza. La ce distanţă de ·vtrf trebuie dus planul astfel tnctt aria secţiunii să fie 
egală cu jumătatea ariei bazei? 

2. Un con circular drept are generatoarea de lungime 13 şi raza bazei 5. Să se calcu
leze aria secţiunii duse prin vîrful conului , care determină pe bază o coardă egală cu latura 
unui hexagon regulat înscris în cercul haz.ei. 

8. Secţiunea axială a unui con de rotaţie este un triunghi dreptunghic isoscel a cărui 
arie este 9. Să se afle aria totală şi volumul conului. 

4. Aria bazei unui con de rotaţie este egală cu 36it, iar aria totală cu 96it. Să se afle 
volumul conului. 

6. Aria laterală a unui con de rotaţie este 320it, iar raza conului este ~ din gene-. 5 
ratoare. Să se calculeze volumul conului. 

6. !nălţimea unui con de rotaţie este egală cu 15, iar suma dintre generatoare şi rază 
este 25. Să. se calculeze aria laterală şi volumul conului. 

7. Să se calculeze volumul .conului înscris într-un tetraedru regulat de muchie a. 

8. Un cort conic are înălţimea de 3 m şi diametrul bazei de 8 m. Ctţi metri pătraţi , 

de ptnză au fost folosiţi pentru confecţionarea cortului ? 
9. Într-un con circular drept se dă raza bazei R şi !nălţimea h. Să se determine mu

chia cubului înscris în con. 
10. Într-un con circular drept cu raza R şi !nălţimea h se înscrie o prismă triunghiu

lară regulată ale cărei feţe laterale slnt pătrate. Să se determine muchia laterală a prismei. 

11. Să se afle vcl:lmul şi aria corpului obţinut prin rotaţia unei suprafeţe triunghiu
lare isoscele [ABC] ln furul lui AB, ştiind că AB = .AC = 25 şi BC = 30. 

12. Dintr-o piesă de oţel avlnd forma unei piramide regulate cu baza un pll.trat. de 
latură 10 cm şi !nălţimea 12 cm, se strunjeşte o piesă conici\ cu minimum de material pierdut. 
Să se afle aria l aterală şi volumul piesei obţinute. 

§ 3 ru ti on 

Trunchiul de con se defineşte in mod asemănător cu trunchiul dEfpiramidă. 
Fie C un con circular avînd vîrful V şi baza discul [@(0, R, oe)]. Considerăm un 
plan oe' p.aralel cu planul bazei oe de aceeaşi parte a lui oe ca şi V, care determină 
in conul Co. secţiune transversală şi un nou con C' avînd vîrful V şi baza discul 
[@(O', r, oe' )]. Corpul obţinut prin înlăturarea din conul Ca conului l'.', ffîră 
bază, 'si:: numeşte ·trunchi de con. Deci mulţimea T = (C - C') U [@(O', r, oe')] 
este trunchi de con (fig.VIl.20). Discurile [@(O, R, oe)] şi [C(O', r, oe')] se numesc 
bazele trunchiului de con. 

Dacă planul 'oe' taie generatoarea [ VM] a conului C in punctul M' seg
mentul [MM'] se numeşte generatoare a t runchiului de con T. Segmentele 
[AA'], [BB' ] sint generatoare .ale lui T (fig. VII.20). Partea din suprafaţa 
laterală a conului C cuprinsă' intre planele oe şi oe' este suprafaţa laterală a 
trunchiului de con. 
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V 

B 

Fig. VII.20. Fig. VII.21. 

Inălţimea h a trunchiului de con este distanţa dintre planele oe şi oe şi 
este egală cu diferenţa "dint.re !nălţimile I şi /' ale conurilor C şi C' deci 
h =I - I '. ' 

Un trunchi de con circular este drept dacă el rezultă dintr-un con circular 
drept (fig. VII.21). 

1. Arătaţi că un trunchi de con circular este drept dacă şi numai dacă dreapta ce 
uneşte centrele bazelor estfl perpendiculară pe planele bazelor. 

2. S~ se arate că tntt-un trunchi de con circular drept, avînd centrele bazelor O, O', 
dacă [AA ) este o generatoare, atunci patrulaterul OAA'O' este trapez dreptunghic cu 
bazele [OA], [O'A'] şi cu înălţimea [00') (fig. VII.21). 

8. lntr-un trunchi de con circular drept, generatoarele slnt congruente•. 

Tru.nchiul d~ con circular drept ·este un corp de 
rotaţie. Orice .trunchi de con circular drept se obţine 
prin rotaţia unei suprafeţe trapezoidale dreptunghice 
[OM M'O'] tn ju·rul suportului d a laturii perpendiculare 
pe baze (fig: VIl.22). D1·eapta d = 00' se numeşte 
axa de r~taţ~e a trunchiului de con. Supr.afaţa laterală 
a trunchiului de con se obţine prin rotaţia lui [MM'] 
tn jurul lui d. 

Să considerăm trunchiul de con T = (C - C') U 
U[@(O', r, oe')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri
lor de piramidă înscrise tn T aproximează p~in lipsă 
un număr unic, numit aria laterală a trunchiului de con 
şi notat cu a1( T). a1( T) este cel mai mic dintre nume
rele mai mari dectt ariile laterale ale trunchiurilor de 
piramidă înscrise tn T. 

B A 

-~-M 

Fig. HI.:.?~. 
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Folosind notaţiile din figura VII.21 se observă că aria laterală a trunchiu
lui de con este egală cu diferenţa ariilor laterale a conurilor C şi C~ avtnd 
aceeaşi axă de rotaţie VO şi acelaşi vtrf V. Deci a1( T) = a1(C) - a1(C'). 

Cum 6 1(C) = 1tRG şi a1(C') = . TtrG', unde prin R, r am notat razele 
bazelor, iar prin G, G' respectiv generatoarele c0nurilor C şi C', rezultă 

(1) a1( T) = 1tRG - TtrG' = 1t(RG - rG'). 

Conform aplicaţiei 2 din § 2 putem scrie: 

R G 
--; = G'. 

Notind cu g generatoarea trunchiului de con T, g = G - G', obţinem : 

R G G 
·- · ·- = - - =-, 
R - r G-G' g 

de unde rezultă 

(2) 
R ·g 

G=- · · 
1J - r 

Analog se deduce că 

(3) G' = _::._·_g_ . 
R - r 

lnlocuind pe G şi G' din relaţiile (2), respectiv (3) în relaţia (1) obţinem: 

a1( T) = ·7t ( ·R2_:__ff_ - r2 . g } = 7tg. Ra - ra = 7tg(R + r). 
R-r R - r R-r 

IJeci 
Aria laterală a trunchiului de con circular drept se calculează cu for mula: 

I aria lat. tr. con = 7tg(R + r) I 

unde R, r, g sînt respecti" razele bazelor trunchiului de con şi generatoarea sa. 
Aria totală a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa 

iaterală şi ariile celor două baze. 
Deci 

I aria totală tr. con = -rrg(R + r) + 7tR2 + 7tr2 
j 

Ţ.inînd cont. că C = T U C', volumul trunchiului de coh oarecare il putem 
obţine făcind diferenţa volumelor celor două conuri C, C', deci 

• ) 7tR
2
/ rrr 21' 7t R2 2 / (4) v(T = -

3
- __ 3 =a ( · / - r ·I), 

unde /, /' <Jînt înălţimile conurilor C, C'. 
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Fie h = I - I' !nălţimea trunchiului de con. Folosind aceeaşi aplicaţie 
2. § 2 putem scrie că 

de unde 

(5) 

Analog obţinem 

I R I R -=-, --=--· 
I' r I - I' R - r 

I= 
Rh 

R -r 

(6) I' = _r:.:.!!_ . 
R -r 

Inlocuind pe I şi I' din relaţiile (5) şJ. (6) tn relaţia (4) obţinem: 

v . = - ----- =-- - - (R3 - r 3
) = -(R2 + r 2 + Rr). ( T) 7t ( R 8h r8h ) 7th ?th 

3 R - r R - r 3(R - r) 3 

Am demonstrat: 
Volumul unui trunchi de con.circular este dat de formula: 

(~) f vol. tr. con=~ (R2 + r2 _+ Rr) I 
unde R, r şi h sînt respecti" razele bazelor şi fnălţimea trunchiului de con. 

Demonstraţi formula volumului trunchiului de cop folosind formula 
volumului pentru trunchiul de piramidă şi principiul lui Cavalieri I 

Aplicaţie. 

1. · să se demonstreze că volumul trunchiului de con se calculează şi prin 
formula 

(8) v( T) = 7th (R2 + r2 + 4r~) = !!:. (B + b + 4Sm), 
6 6 

unde r m• S m reprezintă raza, respectiv · aria secţiunii tn 1' la distanţa !!:. de la 
• 2 

baza mare (fig. VII.23). 

Rezol"are. Deoarece (2rm)2 = (R+r)2 = R 2+r2+2Rr, 

1 avem Rr = 2 (4r~ - R2 
- r2

); lnlocuind tn fo11I1ula (7) 

se obţine formula (8). 

Exerciţii 

4. Aria laterală a unui trunchi de con circular drept este 
egală cu 2257t, generatoarea 25, iar lnălţimea 2q. Să se calculeze 
volumul trunchiului de con. Fig. VII.28. 
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6. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 şi i!J, iar generatoarea 10. 
Să se afle aria laterală şi volumul conului din care provine trunchiul de con. 

6. lntr-un .trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu ~. Gene. 
ratoarea are lungimea egală cu a şi este tnclinată faţll. de planul bazei cu un· Unghi de ~s·. 
Să se calculeze volumul trunchiului de con. 

7. Un trunchi de con circular drept are tnll.lţimea egală cu 1 O, iar razele bazelor 8 şi 
18. La ce distanţă de baza mică trebuie făcută o secţiune printr-un plan paralel cu bazele 
astfel tnctt secţiunea. făcutll. să aibă aria media proporţională între ariile .bazelor? 

8. lntr-un con de rotaţie cu raza R = 5 şi înălţimea I= 12 se face o secţiune para
l elă cu baza ·avtnd aria egală cu 4n-. Să se calculeze aria laterală şi volumul trunchiului 
de con format. 

9. Razele. bazelor unui trunchi de con slnt R şi r; generatoarea formează cu planul 
bazei mari un un.~hi de t.5°. Să se afle aria laterali!. şi volumul trunchiului de con. 

10. Se dl!. un hexagon regulat cu latura t.. IH • ~uleze aria şi volumul corpului 
rezultat prin rotirea supra~eţei hexagonale !n jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul 
unei laturi. 

11. O suprafaţă trapezoidală dreptunghici!. ABCD (BC -1. AB) se roteşte tn jurur 
unei axe paralele cu BC, la distanţa 3 de la BC, axa fiind tn afara- trapezului. Dacă 
AB = 5, AD= 5 şi CD = 2, să se afle aria şi volumul corpului de rotaţie. 

§ 4. Sfera 

ln capiiol_u·l IV § 4 am definit sfera 
I 

J(O, r) = {M I OM= r}, 

interiorul sferei 
I 

Int J'.(0, r) = {M I OM< r} 

şi corpul sferic 

[8(0, r)] = J(O, r) U Int 8(0, r) = {M I OM < r}. 

Fig. Vll.24. 
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Se defineşte şi exteriorul unei sfere şi ·anume: 

Ext 8(0, r) = {Q I OQ > r}. 

Dacă M E J((J, r), atunci prin raza sferei 
vom înţelege atit segmentul [OM] ctt şi numărul 
OM = r (fig. VII.24). Dacă P şi Q stnt două 
puncte pe sfera J.(0, r), âtunci segmentul [PQ] . se 
numeşte coardă a sferei. O coardă care conţme 

. cenţrul sferei se numeş'te diametru. Evident că lun· 
gim~a fiecărui diametru este egală cu 2r. 

/ 

Fig. VII.26. Fig. VII.26. 

Poziţiile unul plan faţă de o sferă 

o 

I ,,,. 
..,.,, 

,,.. m . • cnv,1JU ia:unpl i,M=pr.Oşih=d(O,a.)=OM' 
a) Do.ei h > r, atunci pi nul a: şi sfera J(O, r) nu au puncte comune 
b) D că h r, atunci pl nul a. i sfera J(O r) au exact un punct comun 
c) Do.că O < h r, tun i planul a şi sfera J(O, r) nu în comun un cerc 
d) Dacă h O, adie O «, atunci planul « int rseeteazA sfer dup4 

ce 
Demonstraţie. a) Fie h > r; pentru orice punct P E a. avem : 

OP ;;i: d(O, M) ~ r, deci P E Ext J.(O, r) (fig. VII.25) şi 

J'.( o I r) n ex = 0 • 

b) Fie h = r , atunci M E J(O, r). Dacă P E ex, P :f: M, atunci în tri
unghiul dreptunghic OMP(OM J_ MP) (fig. VII.26) avem: OP >OM= r 
şi' deci P E Ext J.(0, r). Aşadar J.(0, r) nex= {M}. 

c) Fie h < r; notăm a= Vr2 - h~. Dacă PEfd.(M, a, ex), atunci OP= 
= Vh2 + a2 

= Vh2 + r2 
- h2 = r, deci P EJ'.(0, r). Aşadar, toate' punctele 

cercului fd.(M, a, ex) aparţin intersecţiei J.(0, r) nex (fig. VII.27). Fie acum Q 
un punct comun planului ot şi sferei J.(0, r). Atunci avem OQ = r şi MQ = 
= VOQ2 -0M2 = Vr2 

- h2 =a, deci QEfd.(M, a, ex). Aşadar J.(0, r)na. = 
= @(M, a, ot). Cercul fd.(M, a, ot) 
se numeşte secţiunea făcută de plan 
tn sfera J.(O, r). 

d) Dacă h = d(O, ex).= O atunci 
M =O, deci 0Eex, şi planul ot inter
sectează sfera după un cerc al cărhi 
centru este centrul sferei O şi a 
cărui rază este, deci, raza sferei 
(fig. VII.28). 

Un plan ex se numeşte respectiv 
secant, tangent sau exterior sferei Fig. VII.27. 
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Fig, VII.28. 
V 

Fig, VIJ.29, 

după cum pianul oe intersectează sfera lntr-un cerc, tntr-un singur punct 
sau tn nici un punct. 

Din demonstraţia punctului b} a teoremei 1 rezultă că: 
Observaţie. Orice plan tangent la o sferă este perpendicular pe razd tn punctul de 

tangenţă. 

Poziţiile unei drepte faţă de o sferă 

• •o or om a ~. fiu ~ aate s ara 
M - pr0 0 ,1 h , d(O, a) = O/rf. 

a) D c h > r, atunci dre pt,. 
(dreapta a e te xterioard 11ferei). 

b) D ci h = r, atunci dreapta a 
(dr apta a este tangmtă sferei). 

r.\ n că O h < r a.tunf:i 

J.;<.J, r) şi dreapta a, e no az 

· {O, r) n au puncte comuno 

n punct comun 

ro \ ~ .t " pune 
r.n d Demonstraţie. Intersecţia planului (Oa) cu sfera J.(0, r) fiind un cerc e 
rază r teorema·2 revine la teorema analoagă tnvăţată la cerc (manual el. a IX-a 
„Poziţia unei drepte faţă de un cerc") (fig. Vl!.2~). Din. teorema 2 rezultă 
că dreapta a este tangentă la sfera J.(0, r) daca ş1 numai dac~ d(O, a) = r. 
Punctul comun tangentei şi sferei se numeşte punct de tangenţa sau punct de 
contact. Din teorema 2 rezultă de asemenea : 

Observa/ie. Fieci;ire tangenti:t la sferă este perpendiculară pe raza dusă .tn punctul de 
ta11genţd M, deci aceste tangente stnt incluse tn planul tangent tn punctul M (ftg. VII.26). 

Corpul .sferic îl putem defini şi prin rotaţi.a unui ~emidi~c 1n ~urq.l diame
trului care il mărgin~şte, iar sfera se obţine prm rotaţia unm semicerc. 

1. Să se arate că un corp sferic e3te o mulţime convAxll., iar exteriorul unei sfere nu 
este o mulţime convexă. , . · 

2. Să se arate că simetricul oricărui punct al sferei J.(O, r) faţă de centrul O aparţme 
de ' asemenea sferei J.(O, r). 
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8. Să se arate că suportul oric~rui diametru a l sferei este axă de simetrie a srerei. 
4. Dacă două cercuri din sp~ţiu neaşezate tn acelaşi plan au două puncte comune 

există o sferă şi numai una care conţine cele două cercuri. 
5. Prin două puncte distincte d"e pe sferă, care nu sînt ·coliniare cu centrul sferei, 

trece un sii:igur cerc mare al sferei. 

I 

· Să considerăm sfera J.(0, r) şi un plan oe, situat la distanţa k de la centrul O 
(k < r). Atunci oe n J.(0, r) este un cerc de centru M ;-- pr„O şi rază r1• Să 
notăm prin S' şi S" semispaţiile închise limitate de planul oe. · 

Intersecţiile J.(0, r).n 8 1 şi J.(0, r) n S" se ·numesc calote sferice. Cercul 
e(M, r1, oe) este baza calotelor (fig. VII.30). Nottnd cu [P1P 2] diametrul sferei 
perpendicular pe oe, distanţele MP1 = r - k, MP2 = r + k stnt tnălţimile 
calotelor. Dacă O E oe, cele două calote se numesc semisfere. 

Fie oe, ~ două plane paralele care intersectează sfera J.(O, r) după cercu
rile @(M1, r1, oe) şi @(Mz, rz, ~).Mulţimea J.(0, r) n[oeM2 n[~M1 (porţiunea din 
sferă cuprinsă intre planele oe şi ~) se numeşte zonă sferică de baze @(M1, 'r11 oe) 
şi @(Mz, r2, M şi tnalţime h = M1M2 (fig. VII.31). 

Observaţ_ii. a) Calota şi zona sferică stnt de asemenea suprafeţe de rotaţie. Rotind un 

arc mic de cerc ÂB tn jurul suportului d al unui diametru, se obţine o calotit sfericit, dacă -A ed şi .o zonă sferică, dacă AB n d = 0 (fig. VII.32 şi VII.33). 

fi Fig. vu.ao. Fig. VII.BI. 

d 

\ ' \ \ A 
I \ 

I I 8 

' I 8 
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I 
I I I „ 

Fig. VR.IJ2. Fig. Vll.88, 
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b) Calota sferică poate fi considerată ca un caz particular de zonă sCericll (una din 
baze se reduce la un pu!1ct). 

Să considerllm o zonă a sferei cl(O, r) şi un trunchi de con circular drept T tnscris 
ln zonă (bazele trunchiului de con sînt bazele zonei) (fig. Vll.34). Secţiontnd sfera cu. un 
plan o: ce trece prin cele două ce.ntre M şi N ale bazelor trunchiului de con, deci şi prin 
punctul O, se obţine un cerc cu centrul ln O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de 
con ln planul o:. Atunci 

(1) ·t. az(T) = 7t · AB • (AM+ BN). 

P şi Q fiind mijloacele laturilor [AB] şi [MN] ale trapezului dreptunghic ABNM, rezultll c!I. 

(2) AM + BN = 2. • PQ. 
'' 

lnlocuind relaţia, (1) obţinem: 

(3) az(T) = 27t · AB • PQ. 

Fie C = prBNA. Din asemănarea triunghiurilor ABC şi POQ rezultil. că: 

AB AC 
OP= PQ I 

de unde 
AB • PQ =OP ·AC. 

Cum AC = MN, rezultă că AB • PQ = OP • MN. lnlocuind ~ceasta ln relaţia (3) 
obţinem: 

(4) ai(T) = 27t ·OP· MN. 

Să considerăm acum sfel,'a cl(O, r) şi zona sferică Z de !nălţime h = MN, cu bazele 
cercurile e(M, .AM, o:) şi e(N, BN, ~). Zona Z intersectează un cerc mare al sferei cl(O, r), 

. - ,,..-.. t 
situat tntr-un' plan perpendicular pe o:, în arcele AB şi A'B' (fig. VII. 35). mpărţim 

..-.. . . ...-.. ~ ,.---.... 
arcul AB ln arcele congruente.AA1, A 1Ag, .„, Ân-1B şi ducem prin punctele A1, Az, „., An-1 
plane paralele cu o:, care taie segmentul (MN) ln punctele M 1, M 2, „., Mn-1 şi împart zona Z 
ln zonele Z1, Z1, .„, Zn de înălţimi MM1, M1M 2, „., Mn_1B . lnscriem ln aceste zone 
trunchiurile de con T1 , T 2, .• • , Tn ; reuniunea Sn a suprafeţelor laterale ale lui T1, .„, Tn 
aproximează zo~a Z. Vom arăta că ariile a(Sn), n = 1, 2, 3, „., aproximează prin lipsă 
un număr unic, numit aria zonei sferice şi notat cu a(Z). 

Fig. VU.34. }'lg. Hl.315, 
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Notînd cu Ph. mijlocul lui [A11-1Ak] ş i folosind formula {11), aria lateral ă a lui Tk 
se scrie ai(T1<) = 27t · OPk · Mk_1M 1< (M0 = M, Mn = B). Suma tuturor acestor ari i 
l aterale este aria ·1ui Sn : 

1l tl 

a(Sn) = E a1(Th.) = 27t B OPh. · Mh_1Mk· 
h = I h. - 1 

.--... 
Deoarece arcele Âk- iÂ h sint congruento, coardele (Ak- iÂk) şi de asemenea segmentele 
(OPk) sînt congruente între ele. Aşadar 

11 

(5) a(Sn) = 27t • OP1 • E Mh_1 M11 = 27t • OP1 • MN. 
h - 1 

Dacă n creşte, distanţa OP1 aproximează prin lipsă raza r a sferei d(O, r) cu orice 
precizie dorită, deci, ţinînd cont de (5), a(S11) aproximează prin lipsă numărul 27tr • 
· MN = 2rrrh, de asemenea cu orice precizie dorită. Cu a~te cuvinte: 2rrrh este cel mai 

mic număr mai mare decU toate ariile aproximati"e a(Sn). Aşadar a(Z) = 2nrh. 

Aria zonei sferice se calculează cu f ormula : 

I aria zonei = 27t"Th] 

unde r este raza sferei, iar h îniilţimea zonei sferice. 
Ţinînd cont că o zonă sferică la care una dintre baze. se reduce la un 

punct devine o calotă sfe rică, atunci aria calotei se va calcula tot după 

aceeaşi formulă, adică : 

f'aria caloiei 27trh . 

unde r este raza sferei, iar h este înălţimea calotei. 
Aria sferei se obţine imediat 'considerînd sfe~a ca o zonă cu înălţimea 

h = 2r. Deci . 

ana sferei = 47tr2 

Demonstraţie. Considerăm corpul sferic ţ5(0, r), cilinctrul de rotaţie C de rază r şi 
!n ălţimea 2r, precum · şi corpul C1 U C2 , unde C1 şi C2 sînt conuri de rotaţie congruente, 
cu aceeaşi axă, cu generatoarele în prelungire, de rază r şi înălţime r. Cele trei corpuri sînt 
disjuncte şi aşezate pe acelaşi plan o: (fig. VII.36). Secţionîndu-le cu un plan ~ li o:, la 
distanţa x de O, se obţin trei discuri avînd razele respectiv MN pentru sferă, PQ 
pentru con şi UV pentru cilindru. Deoarece MN2 = r 2 - x2, PQ = x, UV = r , re
zultă că · 7tMN2 + 7t.PQ2 = 1tUV2, adică aria secţiunii prin ~ în SU {C1 U C2), este egală, 
cu aria secţiunii în C. Aplicînd principiul lui Cavalieri obţinem: v(S) + v(C1 U C2) = v(C) 
de unde 

7tr3 47tr3 

v(S) = v(C) - v{C1 U C2) = 27tr3 - 2 · - = - . 
3 3 

129 
ll - Geometrie şi trigonometrie, ci. a X·a 



c 

V 

~------1- - - - - I_ - - -
----+--- -,,,., - I ..... , „ ____ .J<.._...C __ 

Fig. HI.3G 

1 
Aplicaţii. 1. Se observă că v[J (O, r )] = - a(J(O, r)) · r. Acest rezultat 

3 
este valabil mai general : dacă L este o suprafaţă inclusă în sfera J(O, r), care 
are arie, şi S reuniunea segmentelor [OP] cu P E L (fig. VII.37), atunci 

(6) v(S) = a(:E) • r. 
3 

I 
Formula (6) poate fi demonstrată aproximind pe S din interior cu o 

reuniune de piramide avind ca vil'f comun punctul O, iar ca baze triunghiuri 

cu virfuri pe L· 
In cazul cînd L este calotă sferică, S se numeşte sector sferic (fig. VII.38), 

pentru care se obţine din (6): 
. 2rrr2h 

(7) yol. sector sferH· = - - . 
3 

2. Două plane paralele oc şi~ , care i n te rsectează sfera J'.(0, r) după cercu
rile @(M11 r 1, oc), @(M 2, r 2, ~) , (r1 ;;i: r 2 ) , descompun corpul sferic [J'.(0, r)] în 

t rei corpuri, numite
0

segmente sferice (fig. VII.39 şi VIl.40). Vom arăta că volu-

I 

,
/ 

/ 

I ,,, - - -
.f./' 

}, ' ' ....... - -
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mul V al segmentului sferic se calculează cu 
aceeaşi formulă (8) de Ia § 3, pe care am 
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratăm cazul 
segmentului sferic S«, Ch cuprins intre planele oc 
şi ~ (pentru cele în exteriorul lui oc şi ~ se ia 
r'2 =O), şi M1 E (OM2) . 

Considerăm părţile corpurilor S, C 1 U C 2 

şi C din demonstraţia teoremei 3 cuprinse între 
planele oc şi ~: segmentul sferic S«, ri, trunchiul de 
con T«, ri şi cilindrul C«, ri (fig. VII.41). Intre volu
mele lor V, V', V" există relaţia: V= V" - V'. 

Fig. VII.40 

Fie ~ = MiM2, M3 mijlocul lui [M1 M2], rm = d( M3, M1 M2) şi x = OM3 • 

Secţ1onînd pe S«, ri, T«, ri, C«, ri cu un plan y li oc, care trece prin M3 se 
obţin trei discuri de arii 7tr~, s' = 7tX2, s = 7tr2 şi avem: s _ B' = '1tr~, 
s -- b' = 7trî, s - s' = 7tr~u unde B ', b' sint ariile bazelor lui T«, '3· 

Ţinînd cont de formula (8), § 3, rezultă : V = V" - V' = hs - !!... (B' + b' + 
6 

+ 4.s' ) = ~ [(s - B ' ) + (s - b') + 4(s - s' )], deci 

(8) 

Putem găsi o expresie pentru V în funcţie de r1 , r2 şi h. Din 

r2 = r~ + (X - . : ) 
2 
= r~ + x2 = r~ + (X + : r 

se deduce că 4r~, = 2r~ + 2r~ + h2 şi avem !n final pentru volumul segmentului sferic: 

9* 

(9) rrh { 2 2 ) V = - 3r 1 + 3r2 + 112 • 
6 

FJg, Vll.41 
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Dacă segmentul sferic se obţine din corpul sferic prin secţionare cu un singur plan 
(fig. Vll.40) r2 = O şi 

(10) nh ( 2 ) V= - 3r 1 + h2. 
6 

Deduceţi formula (10) prin descompunerea sectorului sferic într-un segment sferic 

şi un con! 

3. In cazul altor corpuri de rotaţie (de exemplu butoaie, cisterne etc.) 
formula (8) serveşte la calcularea aproximatipă a volumelor. Se obţin aproxi~ 
maţii bune, dacă corpul se descompune in suficiente părţi prin plane paralele 
şi formula (8) se aplică separat pentru fiecare parte. 

6. Un corp sferic de rază 6 se secţionează cu un plan cc. La ce distanţă de centrul 
sferei trebuie dus planul cc pentru ca aria discului de secţiune să fie egală cu 9n? 

7. Să se afle raza unei sfere ştiind că aria sa şi volumul corpului sferic se exprimă prin 
acelaşi număr. 

8. o zonă sferică are razele bazelor 15 şi 8, iar ~aza sferei este 17. Să se afle aria zonei 
sferice (tn două cazuri). 

9. Să se afle muchia unui tetraedru regulat înscris în sfera de rază R. 

10. Raza bazei un,ui con ci rcular drept este egală cu 4 şi !nălţimea 3. Să se afle volu
mul corpului sferic înscris în con. 

11. Să se afle muchia unui cub înscris ln sfera de rază R . 

12. într-o sferă de rază 10 se înscrie un cilindru circular de înălţime 12. Să se cal
culeze aria laterală şi volumul cilindrului. 

lS. Baza unei prisme d~epte este un triunghi cu laturile 6, 8 şi 1 O, iar înălţimea pris
mei este egală cu 24. Să se afle aria şi volumul sferei circumscrise prismei. 

14. Unei sfere de rază R i se circumscrie un trunchi de con. Ştiind că raza bazei m.ici 
este de patru ori mai mică <lecit raza bazei mari, să se afle aria totală şi volumul trunchiu
lui de con. 

15. Dintr-un cilindru de metal ln care înălţimea şi lungimea diametrului bazei st.nt 
egale cu 20 cm, se strunjeşte un corp sferic de volum maxim'. Să se afle volumul materia
lului pierdut. 

16. Un con circular drept are !nălţimea egală cu h şi este înscris intr-o sferă d d.e 
rază R . a) Să se calculeze în funcţie de R şi h volumul V şi aria laterală S a conului. 
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V 
b) Să se arate că - nu depinde de h. c) Se comideră calota sferei d, care are aceea5i s2 
bază ca şi conul şi nu conţine vtrful conului. Să se calculeze aria calotei şi să se deter
mine apoi h astfel încît aria laterală a conului să fie egală cu aria calotei. 

x ICll r I ula 

1. Dia6onala secţiunii axiale a unui cilindru echilater (secţiunea axială este un pătraţ) 
este egală cu a. Să se afle volumul prismei octogonale regulate înscrise ln acest cilindru. 

-2: Într-un cilindru circular drept de rază a şi generatoare b este înscrisă o prismă trie 
unghiulară regulată, iar în prismă este înscris un cilindru. Să se afle raportul volumelor 
celor doi cilindri. 

3. Să ·se calculeze raza cercului de bază şi generatoarea cilindrului circular drept a 
cărui arie totală este jumătate din aria sferei în care poate fi înscris. 

4. Să se afle Ia ce distanţă de vtrful unui con, cu raza bazei 4 şi înălţimea 5, trebuie 
să ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con să fie împărţit în două părţi de ace
laşi volum. 

5. Se dă un con circular drept în care cc este măsura unghiului format de înălţime cu 
generatoarea, iar r este raza sferei înscrise în con. a) Sil. se exprime în funcţie de cc şir aria 
laterală a conului. b) Să se determine cc astfel Incit această arie să fie egală cu 3nr2 (sin cc)-1 • 

G. Într-un vas în formă de con circular drept, cu înălţimea de 6 dm, cu vîrful ln jos, 
se toarnă 150,72 I de apă. Apa se urcă în v'!s pînă la 4 dm. Să se afle capacitatea vasului 
lntreg. 

7. Un con circular drept, care are raza bazei R şi înălţimea I = 2R, se taie cu un 
plan paralel cu planul bazei deLerminlnd astfel un trunchi de con de !nălţime d. a) Să se 
calculeze volumul trunchiului de con în funcţie de R şi d. b) Să se determine d î n funcţie 
de R astfel ca ln acest trunchi de con să se poată înscrie o sferă. 

8. Să se afle aria totală şi volumul corpului obţinut prin rotaţia unei suprafeţe 
hexagonale regula te în jurul suportului unei laturi , ştiind că latura hexagonului este 
egală cu a. 

9. Să se calculeze aria laterală şi volumul unui trunchi de con ştiind că raza baze i 
mari este egală cu R / 3 şi că în trunchiul respectiv se poate înscrie o sferă d e rază R . 

10. În trapezul ABCD, cu bazele [AB] şi [DC], diagonalele [AC] şi [BD] se intersec
tează în O. a) Cunoscînd AB = a, DC = b(a > b) şi înălţimea h a trapezului, să se cal
culeze distanţele de Ia punctul O la cele două paze. b) Fie V1 şi V2 volumele corpurilor 
obţinute prin rotaţia suprafeţei trapezoidale ABCD în jurul bazelor DC respectiv AB 
Care dintre cele două volume este mai mare? 

11 *. O sferă de centru O şi de rază R este secţionată de două plane paralele o: şi (3 
situate la distanţa h unul de altul. Să se afle distanţa de Ia centrul sferei la planul « astfel 
Incit aria zonei sferice dintre cele două.plane să fie egală cu suma ariilor secţiunilor plane. 
Discuţie. 
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12. a) La ce distanţă de centrul unei sfere S de rază R trebuie dus un plan astfel 
ca Rria calotei mici, ce se- formeazA, să fie egală cu aria laterală a conului circular drept , 
avînd co bază cerc ul de intersecţie a l planului cu sfera şi vlrful pe calota mare? b) Să se 
afle rapor tul dintre volumul conului şi volumul corpului sferic [S]. 

111. fntr-un lrapez isoscel ABCD un unghi ascu ţit este de 45°, iar latura oblică este 
congruenll\ cu baza mică [CD]. 

a) Dacă AD = 10, să se afle lungimea diagonalei [BD]. 
b) Să se afle volumul corpului obţinut prin rotaţia suprafeţei trapezoidale [ABCD] 

to jurul dreptei AB. 

14. Un con de rotaţie are raza bazei R şi !nălţimea h. Să se lnscri~ ln Al un cilindru 
de arie totală maximă. 

Probleme recapitulative 

1. Sll se arate că un pol igon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascuţito . 

2. Fie ABC un triunghi. Să se găsească locul geometric al punctelor M e (ABC) 
pentru care a[ABM] = a[ACM]. 

·a. Se dă un patrulater convex ABCD. Să se afle locul geometric al punctelor M e 
e lnt A BCD pentru care a[MBCD] = a[MBAD]. 

4. Să se de termine o dreaptă MN, paralelă cu bazele unui trapez ABCD (M e (AD), 
Ne (BC)), astfel Incit d iferenţa ariilor lui [ABNM] şi [MNCD] să fie egală cu un număr 
dat. 

o. Pe laturile triunghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel ca BD = 
DC 

CE AF = - = .. = 2. Să se afle raportul arii lor triunghi'urilor DEF şi ABC. 
EA FB 

G. Laturile neparalele ale unui trapez circu mscris unui cerc formează cu baza mare 
unghiuri de măsură 11. respectiv ~· Să se a fle raza cercului, ştiind că aria trapezului este S. 

7 •. Se consideră un tr iunghi echilatera l ABC şi discul [ C (o. 1 }] , unde O es te 

ortocentrul triunghiului şi a = AB. Să se determine aria suprafeţei [ABC] -

- [e(o·1}] · 
8. Să se arato că ln orice triunghi ABC: 

bB +ca 
a ) 1 + cos A cos (B - C) = ; 

1,R2 

I\ 7t 
b) (b2 + c= - a2) Lg A = t1S; µ(A) =F -

2 

r) b +c 
A 

2c cos -
2 

s in (f + cJ 
= ------ · 

sin (A + B)' 
' I 

d) p = r(ctg 4 + ctg !/- + ctg ~}; 
A B C p 

c) c lg - clg - el"' -- = - . 
2 2 ° ~ r 
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9*. Să se arate că ln orice triunghi ABC avem : 
a) a ctg A + b ctg B + c clg C = 2(R + r) ; 

b) sin A + sin B + sin C = _ P_. 
cos A + cos B + cos C R + r 

10. Se dau dreptele de ecua\.ii y = x + b - a, y = 2x + b - 2a şi y = 3x + b -
- 3a _ 2, unde a, b e R. Să se determine măsurile unghiurilor triungliiului determinat de 

punctele lor de intersecţie. 

11. Dacă H este ortocentrul triunghi ului ABC, să se arate că: 

a ) AH= 2R cos A, 

b) a A H + b BH + c CH = 4S. 

12•. Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiul~i ABC, iar I centrul cercului 

înscris, să se arate că 
OJ2 = R(R - 2r). 

13*. Să se arate că în orice triunghi ABC, 

B - C 2r 
cos2 

- - '.>--· 
2 R 

1 „ d 1 2 . 14. Să se calculeze zn + - , şt11n că z + - = sm a. 
zn z 

15. Să se rezolve ecuaţia zn + zn- 1 + „. + z + 1 = O. 

16. Să se rezolve ecuaţia: (z + 1.)n - (z - 1 )n = O. 

1 . 
17. Să se demonstreze că dacă Iz I < - , atunci 

2 

.) . I 3 1(1 + I z3 + IZ < 4 • 

18*. se dau dreptele d şi d'. Să se arate că prin fiecare µun ct al spaţiului trece o 

dreaptă perpendiculară pe d şi pe d'. 

19*. Se dau dreptele d, d' nesituate !n acelaşi plan şi punctele A Ed, B E ~' . Sl se 
afle locul geometric a l punctelor M pentru Cl/-re pr dM = A şi prd,M = B. 

20*. Să se găsească locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru 

;;/;'c egal depărtate de muchiile lui a, b, c. 

- - ·1· 21 •. Fie a~ un unghi triedru cu ab = ac. Să se arate că planul bisector al u~ghm u1 
diedru determinat de feţele care conţin muchia a, este perpendicular p e planul feţei opuse. 

22*. Să se construiască o dreaptă care să intersecteze două drepte date şi să fie 

perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 

23*. Fiind date punctele A, B , situate de aceeaşi pa_rte a unui_ ~lan, să se afle în 
acest plan punctul pentru care suma distanţelor sale la A ş1 B este mm1mă. 

24*. Pe una din muchiile unui unghi triedru se dă punctul A. Să se cons~ruia:c~ pe 
celelalte muchii ctte un punct M, N astfel Incit suma AM+ MN + NA să fle minimă. 

25 '''. Cite muchii aie unei piramide pentagonale pot fi intersecta te d e un plan? 
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26*. Printr-o dreaptă dată să se ducă un plan pe care proiecţiile a două drepte dale 
să fie paralele. 

27. Se consideră un tetraedru [ABCD] şi centrele de greutate L , M, N ale triunghiu
rilor B CD, CAD, ABD. a) Să se arate că (ABC) li (LMN). b) Să se afle raportul dintre 
a[ABC] şi a[LMN]. 

28. Se consideră un cub [ABCDA'B'C'D']. Punctul A se proiectează pe A'B, A 'C, 
A'D respectiv în A1 , A 2 , A3 . Să se arate: a) A'C J_ (A1A2A3); b) AA1 J_ A1A2, AA 3 J_ 
J_ A3A2 ; c) AA1A 2A 3 este un patrulater inscriptibil. . 

29. Se consideră triunghiurile drep tunghice BAC şi ABD (m(:4CB') = m(A~ = 
= 90°), situate în plane perpendiculare. M, N fiind mijldacele segmentelor [AB], [CD], 
să se arate că MN J_ CD. 

80*. Să se demonstreze că semiplanul bisector a l unui unghi diedru într-un tetraedru 
împarte muchia opusă în segmente proporţionale cu ariile feţelor alăturate. 

81. Fie A un vlrf al unui tetraedru regulat şi P, Q două puncte pe suprafaţa lui. 
./"'-... 

Să se arate că m(P AQ) ,,;; 60°. 

82*. Să se arate că suma măsurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este ma i mare 
decît 360°. 

38*. Se consideră dreptele paralele d1, d2, conţinute într-un plan o: ş i o dreaptă AB 
care intersectează planul o: în punctul C. O dreaptă variabil ă, inclusă în o: şi lrecînd prin C, 
laie d1, d2 respectiv în M, N . Să se afle locul geometric al intersecţiei AM n BN. În ce caz 
locul geometric este mulţimea vidă? 

84. Un plan o: intersectează laturile [AB], [BC], [CD], [DA] ale unui tetraedru 
[ABCD] în punctele L, M, N, P. Să se demonstreze că AL · BM · CN · DP = BL • 
· CM·DN·AP. 

35•. Dintr-un punct A exterior unui plan o: se duce perpendiculara AO, OE o: şi se 
iau B , CE o:. Fie H , H 1 respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC, OBC, AD şi BE !n ăl

ţimi. în triunghiul ABC, iar BE1 înălţime ln triunghiul OBC. Să se arate: 

a) HH
1 

J_ (ABC); b) 9A . DHi. BE = 1. 
AD H 1B "E:E1 

86*. Se dă un tetraedru [ABCD] ln care AB J_ CD şi A C J_ BD. Să se arate: 
a) AB2 + CD2 = BC2 + AD2 ·= CA2 + BD2

; b) mijloacrle celor ş:ise muchii s~ află 
pe o sferă. 

87. Se dă o prismă triunghiulară [ABCA' B 'C'] care are feţele laterale pătrate. F ie 
M un punct mobil pe [AB], N prioiecţia lui M pe (BCC') şi A" mijlocul lui [B'C']. Să se 
arate că A' N şi MA w se intersectează într-un punct P şi să se afle locul geometric al lui P. 

88. Fie tetraedrul [ABCD] şi G centrul· de greutate al triunghiului BCD. Să se arate 
că dacă M e AG atunci v[MGBC] = v[MGCD] = v[MGDB]. 

39. Se consideră punctul M aparţinlnd interiorului unui tdedru tridreptunghic de 
vîrf O. Să se ducă prin M un plan care să intersecteze muchiile triedrului respectiv tn 
puncte A , B, C astfel ca M să fie ortocentrul triunghiului ABC. 
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40. O grămadă de nisip are drept baze două dreptunghiuri situate în plane paralele 
şi feţele laterale trapeze. Să se găsească volumul grămezii cunosctnd dimensiunile a, b ale 
bazei mari, a', b' ale bazei mici şi h distanţa dintre cele două baze. 

41.
1 
Se dă un trunchi de piramidă de !nălţime h şi ariile bazelor B şi b. Se uneşte un 

punct oarecare O al bazei mari cu vtrfurile A, B, A', B' ale unei feţe laterale. a) Să se arate 

că tt{OA' B'A] = Vb · v(OABB']. Să se determine cu ajutorul relaţiei de mai sus formula 
Vli 

volumului trunchiului de piramidă. 

42*. Sl:I. se demonstreze că dacă tntr-un tetraedru ariile feţelor stnt egale, alunei 
fiecare muchie este congruentă cu. muchia opusă. 

48. O prismă triunghiulară regulatl:I. este circumscrisă unei sfere de rază R. Să se 

afle aria şi volumul prismei. 

44. Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b şi c, iar ipotenuza a se roteşte 
pe rtnd tn jurul ipotenuzei şi al celor două catete. V1, V9, Va; S1 , S 2, S3 fiind volumele 
respectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, sl1 so arate: · 

a) _!
2 

= ~ + _!2 , b) ~ + Sa = Sa + S3 
• 

Vi V2 Vs S3 S, S1 

45. Un coş de fabrică are forma unui trunchi de con cu înălţimea de 10 m, bazele 
trunchiului do con au lungimile exterioare de 3, 14 m şi 1,57 m, grosimea zidului fiind de 
18 cm. Să se calculeze volumul coşului. 

46. f ntr-~ sferă de rază R se înscrie o piramidă regulatl1 cu baza un pătrat şi cu unghiul 
de la · vlrful unei feţe laterale de măsură 0t. Să se afle: a) volumul piramidei înscrise, b) aria 
laterală şi totală a piramidei, c) valoarea a, clnd tnălţimea piramidei este egală cu raza 

sferei. 

47. Un trunchi de con are aria laterală egală cu 4Tta9 şi tnălţimea a, iar generatoarea 
sa este egală cu suma razelor bazelor. Să se calculeze tn funcţie de a razele bazelor şi aria 
laterală a conului din care face parte trunchiul de con. 

48. Fiind date punctele distincte A şi B, să se afle locul geometric al punctelor M 

.din spaţiu pentru care AM .l BM. 

49. Să se arate că dacă trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor stnt coliniare. 

50. Să se găsească locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) două puncte 

date, b) trei puncte date. 

61. Să se afle locul geometric al centrelor sferelor de rază dată tangente la o dreaptă 
dată. 

62. Fie C un cerc situat pe sfera S şi A e C. Să se arate că tangenta la cercul C ln 
punctul A este indusă tn planul tangent la sfera S tn A. 

58. Un plan paralel cu baza piramidei [VABC] taie muchiile laterale tn A', B', C'. 
811 se arate că sferele circumscrise tetraedrelor [VABC] şi [VA'B'C'] slnt tangente. 
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6J. S!\ se arate că raza sferei lnscrise lntr-un tetraedru se calculează cu formula 

3V 
r =-- ----

S1 + S 2 + Sa + S, 
1 

unde S11 S2, Sa, S, stnt ariile feţelor, iar V volumul tetraedrului. 

55. Se roteşte un triunghi ABC în jurul tangentei ln A la cercul circumscris Să se 
exp~ime aria suprafeţei descrise de [BC] tn funcţie de a = BC, b = CA, c = AB. 

66. Un con circular drept cu generatoarea a, are Lrei generatoare perpendiculare 
două ctte două. Să se afle: al volumul conului, b) aria sferei înscrisă tn acest con, c) raportul 
ariilor calotelor determinate ele cercul de tangenţă al sferei cu conul. 

67. Două ~fere de centre O şi 0 1 şi raze R şi R1 (R1 < R) stnt tangenLe exterior. Să 
se afle aria laterală a trunchiului de con ce are ca bazo cercurile de tangenţă cu cele doul:I. 
sfere ale conului circumscris sferelor. 

58•. Patru sfere de aceeaşi tază r, stnt tangente două cite două . Să se afle !nălţimea h 
a conului de rotaţie circumscris celor patru sfere. 

69•, O mărgea se obţine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al cărui ax 
trece prin centrul sferei. Să se afle volumul mărgelei , ştiind că gaura obţinută are lun
gimea h. 
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I r un uri 

§ 1. 

2. (n - 2) • 180°=n•135°; n = 8. 8. n • 180° - (n - ~) • 180° = 360°. 4. 10. 5. 3. 

§ 8. 

2. Triunghiul dreptunghic. 4. a) a[AODJ+a[AOB]= a[BOCJ+a[AOB]. b) a[AOD] = 
= MO • h = a[BOC]=ON • h, unde h este înălţimea trapezului. 6. Paralela prin D la 
laturile unghiului BAC taie AB în E şi AC în F; MN va fi paralelă cu EF. 7. P este 
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8. Se consideră punctele M, Ne (AB) astfel 
că M e (AN). Paralelele prin M şi N la BC intersectează latura (AC) în M' şi N'. 

AM AN · d' · I d ă 1 I ă Se notează - = x , - = Y. ş1 se pune con 1ţ1 a ca ce e ou para e e s· 
AB AB 

descompună suprafaţa triunghiulară [ABC] în trei suprafeţe de arii egale; deci 

a[AJ11M'] = ~ = x2, x = ~ şi analog, y = '\ j ! . 9. Fie trapezul ABCD, AB li DC, 
a[ABCJ 3 V 3 V 3 

{O} = AD n BC, De (OA), a= OD, b = OA şi MM', NN' dreptele cerute. OM
2 

= 

= ~ (2a2 + b2), ON2 = ~ (a2 + 2b2). 
3 3 

§ 4. 

,.-... ,.-... ,,-... ,.-... 1 r 2 

6. Dacă Ce AD, µ(AC)= µ(DH) = oc şi OA = r , atunci a[EFDC] = - . - (it -2 2 

- 2oc + sin 2oc) - ~. c_ (2oc + sin 2oc) = r
2 

(.::. - 2oc) = i: µ(CD) = aria sectoru· 
2 2 2 2 2 

---J11i [OCD). 

2 2 t/2 r 2• 5. a[BCN] = a[DCM] + a[ABM]. 
1 

6. - . 
6 
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ţ 1. 

1. a)(10, 2it-arcsin ~)· b) (5, it+arctg ~)' c)f5, 
3
;). d)(2. ;). 

e) (~s; 7t - arc,tg ~), f) (3, it), 2. a) (1 , t/3), b) (~ , - ~~), c) (- ~· , _ 
7 t{3), 

d) (-5, O) 3.(2, arcsin 1), (2, 7t + arctg ~ ). „ 

§ 2. 

1. b) Membrul stîng al egalităţii se scrie sub · forma ~ . (sin 2B + sin 2C), unde 
2 

a m = -. - . 2. a) Se exprimă cos 1! şi cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind teorema 
sm A 1 • 

. A - C 'B A - C B A C 
sinusurilor se aJunge la cos --·= cos - *"' - - = - sau --=- = 

" t A _ cos A b2 + c2 
- a2 

u. c g - - - = ---- -
sin A 2bc sin A 

2 2 2 2 
m(b2 :T c2 - a2) 

·---.:.... unde m = 
2abc 

§ 8. 

2 
a - - . 

sin A 

B 
2 

1 ) 
3 33 5 

• a b = 15, C = arccos - , A = arccos - ; b) B = 7t - arccos - , a = 4 c = 13· 
5 65 13 , ' 

c) A = 7t - 9.rccos ~ B = arccos 
63 c = arccos ~ ; d) b = 4 + 3 va. A=.!:... 

13 ' 65 ' 5 6 

B 7t + 3 ) . I /O "' 7t "' 7it - "' 3 "' = -
3 

arccos -
5 

; e c1 = v 3+ 1, B1 = - , C1= - , c2= V 3- 1, B 2=..!! C2= .2: · 
4 12 4 ' 12, 

f) a1 = 5, b1=7, c1=2t/10+4 ; a2=5, b2 = 7, c2 =2t/-i'0-4; g) Problem~nu 
are soluţie. 2. a) C = 7t - A - B, a = -. -~sin~--- etc. 4. B = 

7
7t, c = .::._. 

sm A + sm B +sin C 12 12 
............. 5 ............. 7t 

5. DB = 14, cos CDB= f3, µ(ADB) = 7 , AB = 14 (!/3 - 1), A = ?~, B = _rr:_ + „ 12 6 

3 
+ arccos - • 

5 

§ 4. 

204 1. a) sin A 
325 

, S = 204; b) S = 1 + t/3; c) S = 6 t/!f; d) A = ~ . Se 
. iO 

observă ci\ sin 2A = cos 3A, de unde sin A = _Vs~- 1
. ; s = 3 (t/5 _ 1 ). 2. a1 = 15, 

b1 = 4, c1 = 13; a2 = 15, b2 = 2·t/193, c2 = 13. 8. cos B - C = .!. (t/6 + t/2) 
2 4 

141 



de unde B - C = i-, deci m(B) = 75° şi m(C) = 45°. Se găseşte S = ~ (3 + V3). 

V- 3 ' ;-;; 3 v- v-4. 35 + 49 8. 5. S3 = - R 2 v 3, s, = 2R2 , s" = - R 2 3, s~ = 2R
2 

2, S12 = 3R
2

, 
4 2 

S
20 

= 10 R 2 sin 1~ = ~ R2 (V5 - 1) (vezi exerciţiu l 1.d) . 6. Dacă !t(AOB) = 2a., O fiind 

centrul cercului circumscris poligonului, egali tatea dală se scrie -
1
- = -

1
- -

1 . 
- -- , care se transformă în sin 3a. = sin 4a.. 

sin 3a. 

S 7 RZ . 2n este 7 = - sin - . 
2 7 

§ 5. 

· sin 2a. sin a. 

Se obţine a. = 2:., iar aria cerut!!. 
? 

1. a) Dacă A' e BC, B ' e AC, C' e AiB sînl punctele de tangenţă ale cercului înscris 
respectiv cu laturile triunghiului şi dacă x = AB', y = BC', z = CA', atunci x + 
+ y = c, y + z = a, z + x = b. Se obţin: x = p - a, y = p - b, z = p - c. Relaţia 
rezultă din triunJ hiul dreptunghic AB'I unde I este centrul cercului înscris. c) Se calcu-

lează cosi cos !!._ cos E_ cu formulele (3), § 3 şi se ţine cont de (4) . d) p - a = _ r_ 
2 2 2 t A g2 

conform cu a) . e) Se uti li zează relaţia med ianei '•m~ = 2(b2 + c2
) - ct

2 şi teorema sinu
surilor. 2. Se apl ică teo1·ema s inusuri lor tn triunghiul AJB. B. Se &lege un reper ca în 
figura I lJt. Mediatoarele segmenlelor [AB] şi [AC] au ecuaţiile 2x = c, 2y sin A+ 
+ 2x cos A = ·b. Se obţin coordonatele lui O prin rezolvarea sis temului şi apoi R = OA . 

Exerci ţ i i recapitul ative 

. a sin A A - 11 
1. Dară a> b, dm - = - > 1, rczulltt sin A - s in B > O, sin > O, 

b s in B 2 
A > 11. 2. a) Se el imină a, b în membrul s llng cu a jutorul teoremei sinusurilor şi se obţino 
sin _t~ sin 2B + cos c = cos(A + B) + cos C = o. c) Se srrie memhrul sllng sub 

2 s in (A - B) 

forma c cos~ + a cos ( B - 3: ) + b cos (A + 
3
4

8
) . 3. Se calculează BC cu a.lufo· 

rul teoremei cosinusului, apoi cos B şi sin B. 4. Dacă A' e BC, B' e AC, Ce AB 
1·2 sin A nrB · , , . , , · A 

se calculează o[B'C'J] = ·- -- = - apoi o[A B J) ş 1 o[A CI]. 6. sm
2 

- = 2 rn I 2 

1 - cos A a2 - (b - c)2 a2 
• 2 2 2 ° · · = = -- - - - <-. 7. Din 4mll = 2(b + c) - a- ~' Leorema cosm u· 

2 . 4bc 4bc 

sului se obţine b + c = 41 şi bc = 420. 
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Capi tolu l II I 

§ 1. 

1. a) e(o, 1). b) Mulţimea punctelor situate tn cadranul III şi pe SElm1axa negativă a 
ordonatelor, {M(x, y) Ix ~ O, y < O}. c) Mulţimea punctelor din interiorul unghiului ror-

mat de semidreptele {P(x, y) I y = t/3x, x < O} şi {P(x, y) IY = O, x > O}. d) {P(x, y) lx2 + 
+ ·(y + 1)8 ~ 4}, discul cu centrul în punctul (O, -1) şi de rază 2. 2. z1 = 5(cos O + sin O). 

2 l 1t • • n: ) ( 5n . . 5n ) , 1 --
Zz = cos 6 + 1 sm G , z6 = 2 cos ~ + 1 sin 7" , z7 = v 13(oos a. + i sin a.), unde 

a. = 2n: - arctg ! , z8 = -
1

- (cosa+i sin a), dacă ae [o. 2:.) şi z8 = -
1
- [cos(a + n:)+ 

3 cos a 2 I cos a I 

+ i sin(a + n:)J, dacă a e (; , n). 8. I z1 I = 1, Arg z1 = {-a+ 2kn: Ike Z}; I za I = 1, 

Arg z2 = { % - a + 2b I k e Z} . 

§ 2. 

l . sV 2 (cos: +isin f ) = 8(1 + i). 2. a) lzl =4d, arg z= O; h) \zl := 2
3

, 

n: ) I 2n _ n a rgz=-
2

; c Iz =28, argz= -
3 

;d) lzl-=212, argz = O; e) l z l=2 1~V2 cos , 
. 12 

arg z = n; f) I z I = 1, arg z = n. 8. 2ao ; b) - 1; c) 2n s inn !!:. [ cos n(n =~ + i s in n(n - a)]. 
2 2 2 

4. Relaţia dată se scrie z2 -= 2 cos a· z + 1 = O, de unde z1 = ('OS a + i sin n 

z2 = cos u - i sin a = cos(-a) + i sin ( ) 
1 

· · 
1 

· · ' - a , - = cos a - 1 sin a, - = cos n + 1 sm a, 
Z1 Zz 

n 1 n 1 
z1 + ---;;- = z2 + --n- = 2 cos na. 

Zt Z2 • 

§ 8. 

1. n) ± ~2 (1 + i); b) cos(
2

k ~- 1 )"' + isin(2" ~ 1 ~ . ke {O, 1, 2, :~ , 4, 5) ; 

C) t12 [ COS c,: + ~1() + j s in ( 
2
: + ~2!:)] j d) ~ 3 

+ ~ 1 - V2 
3 

+ ; I - i. 3. el = 

2n: . . . 2n °2kn: . . 2kn: h = cos - + 1 sin - , eh= cos - + 1 sin - = c1 . 6. Rădllcini l e celor dou1\ ecuaţi i 
n n ri n 

I 
2kn . . 2kn: 2k'n: . . 2k'n .. 

s nt: Zk = cos - + 1 sm - , Zn = cos -- + 1 sm - - . Răducm 1le comune coresp11nd 
m m n n 

• 21.· 2 11' ' 
valorilor lui k şi k'„ care satisfac egahlalea - c:o - , sau /m = lc'm. Deoarece 

m n. 
(m, n) = 1 egalitat.ea are Joc numai dacă k este un multiplu a l lui m, deci numai .z0 = 1 

e3te rădăcină comună. 
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t. a) 3, : (-1 + i~F3); 

2, a) Z1 = 2, Z2 = - 1 + i i/3, 

!_ - i i/3. 
2 2 

§ 4. 

} (1 + ii/3) ; 

z3 = - 1 - ii/3, 

§ 5. 

b) ~~ (1 ± i); 5~2: (-1 ± i). 

1 . vs 
z, = 1, Z& = - ·-r +I - 2-' Ze 

t · · · 'le M' M' au afixele 11, z2 şi 4, Dacă M1, M2 au afixele z1, z2, a unei 1magm1 t, 2 

M ' M' I - - I I z - z I = I z2 - z1 I = M1M2. 5. Avem arg Z2 = arg z1 + 
1 2 = .Zz - Z1 2 1 - Q, + arg oe _ 2k7t(k = O sau k = 1) . a) (OM1 = (OM2 - arg z1 = ar~ z2 ~ arg.~ - '. 

b) (OM'i opus lui (OM2 _arg z1 = arg Zz ± 7t - arg oe = 7t. 6. Se. consideră 1~agm1le Im 
· _ şi se foloseşte exerc. 5. 7. Fie z afixul lui M; atunci I z I =I= 1. 

z~;1 ~~;~1e1:~elor doi membri ai egalităţii indicate şi ţinlnd cont de I c.
2 

- c I = 

=l1-czl=l1-tl=i/3.seobţine : (a)lz-1l '+ lz-cl:>lz-&.
21, (b) lz-11.

- I z _ „ I ~ I z _ e2 I şi (c) I z - e I - Iz - 1 I ~ I z - e2 I, o egahtate ~u~lnd să aibă 
Joc numai dacă imaginile lui (z - 1)(t2 - c) şi (z - t) (1 - c2) sînt coliniare cu O. 
Dar atunci am avea în virtutea exerc. 5, (z - 1)(&2 - t) = oc(z - c)(1 - t

2
)'. cu ex e R .' 

Cum c3 = 1, &2 = c, a r rezulta z(c - t - ex+ occ) = c - t - ext. + ex, deci -z ar f1 
citul a două numere complexe conjugate în contradicţie cu Iz I =I= 1. 

1 ( 31 . . 31) 3 1 · 4. Afixul z = x + iy al celui de-al 
.2. b) 8 co.s3 2 cos 2 + I sm 2 . • - - 1._ • - • 2 

treilea vtrf satisface: Iz - 1l =l2 + 1 - 1 I= i/2, Iz-~ - 1 ~ =:: i/2, adică (x .- 1) ~ 
+ 2 = 2 (tr. _ 2)2 + (y _ 1)2 = 2. 5. Notînd z1i = r(cos l1t + 1 s1~ l1t), k =. 1' 2, 3 Ş 

Y ' r . · ( ) o d' ă m 1 + r sm(t - t) = t + 1 + t - t din ipoteză rezvltă sm t1 + r sm t2 + t3 = , a ic s 1 1 

~ (l ~ r c3o;l)~in 11 - r sin t cos t1 = O şi dou ă r~laţii an~loage cu Iz, ~3 ~n loc de t1. Aceste 
relaţii pot-exista simultan numai dacă 1 - r cost = !l, r sm t = O, deci sm t = O, cos 1 = 1. 

r = 1 . 

§ 1. 

t. Dacă d nex ar conţine două puncte, atunci am avea d c ex (teore:na 2). 3. Există 
l A B c D nesituate într-un acelaşi plan. Arătaţi prin reducer~ la absurd că drep

punc e , , , , . 'd tă p t -u 
tele AB şi CD nu au punr.t comun! Dacă d = d', concluzia este ev1 en . u em pre: -
pune, deci, că dreptele d, d', d" sint distincte şi fie d' n d" '= {A}, d n d" = {B}, d n d n ~ 
= {C}. Dacă A ed, alunei cele trei drepte au în comun punctul A: Dacă Aed, a.tu. c, 
B =I= A c =I= A ceea ce împreună cu d' =I= d" =>A, B, C sint trei punct~ necolm1are 
şi din' teorema 2 rezultă că d, d', d" c (ABC) . 6 •. b) Fie , E e (DAB) n (DBC) ~ 
n (DCA); cum aceste plane sînt distincte, ele se taie două cite două ~upă dre~t~ e 
DA, DB, DC. Rezultă E e DA, E e DB. Din E =I= .Dar r~z~lta ".1• B .e ED m cont~ad1cţ1e 
cu a) . 7. Arătaţi mai tnUi că punctele E, F, Gnu smt coliniare ş 1 apoi că pun~t~le „, Q, ~ 
aparţin planelor (ABC) şi (EFG) . 8. Cinci. 9. Alegeţi .o drea~tă d' astfel cad şi d sii nu fie 
conţinute într-un plan. Consideraţi planele (dM) cu M ed· 
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§ 2. 

• 
1. Construim în planul ex mediatoarea segmentului [AB], pe care o intersectăm cu 

planul~- 8. Punctul M trebuie să fie situat tn planele ex, (Ad1 ), (Bd2). · Problema revine la 
exerc. 2. 

§ a. 

1. Fie a= (exA = (exB şi M e (AB). Trebuie să arătăm că M e a, ceea ce revine 
la [AM] nex = IZi . Presupuntnd contrariul, există p e [AM] nex. Dar atunci p E [AB], 
deci P e [AB] nex, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu a un semispaţiu deschis, 
~frontiera lui aşi d = ex n ~· Alegem punctele A, B E ex - d de o parte şi de alta a dreptei d. 
Atunci [AB] n ~ =fa 121, deci A şi B sînt de o parte şi de alta a planului ~. adică unul din 
aceste puncte, să zicem 4, se găseşte în a. Se va demonst.ra că ex na = (dA. În acest scop 
se ia M e ex na şi s.e deduce că [AM] n d = 121 , ceea ce implică M e (dA; se ia apoi 
N e (dA etc. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia 
unghiului diedru„ se vor distinge cazurile: d n ex este punct, d n ex = 121 şi d n ex = d. 
10. 1) Se aplică exerc. 4. 2) Folosiţi definiţiile interioarelor unui unghi şi unui unghi di-

edru. 11. Se va arăta că (MP c Int. ;[MB, din care se va deduce că (AB) şi (MP au un 
punct comun. 

§ 4. 

8. Numai în cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 5. Se iau punctele 
P, Q e cm u a(P =I= Q) şi se disting cazurile: 1) P, Q e cm; 2) pe C'fll., Q E (J. 3) P, Qea. 
Veţi arăta că în fiecare caz (PQ) c cm. 9. Fie tetraedrul [ABCD] şi E mijlocul lui [CD). 
Centrele de greutate G, G' aie triunghiurilor ACD, BCD sînt situate respectiv pe AE, BE. 
Arătaţi că AG', BG, EF sînt concurente, unde Feste mijlocul lui [AB]. 11. C şi D se află 
de o parte şi de alta a planului (ABM) (exerc. 11, § 3), deci acest plan intersec'tează 

............ 
segmentul (CD) într-un punct Q. Arătaţi că M e Int AQB, ceea ce implică (QM n (AB) = 

= {P}. 14. Fie cm reuniunea considerată şi X, X' e "tll, adică X e [PQ], X' e [P'Q'], 
unde P, f' e cm1 şi Q, Q' e ·cm.2 • Trebuie să arătăm că (XX') c "lll. . Se aplică exerc. 12 
segmentelor [P P'] şi [QQ'). · · 

§ 5. 

2. Duceţi printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d ş i arălaP că aceasta 
coincide cu a. 3. Dacă d 'I\.. d', soluţia este unică: planul determinat de d şi paralela la d', 
dusă printr-un punct al lui d. Dacă d li d', există o infinitate de soluţii: orice plan ce trece 
prin d, cu excepţia lui (dd'). 4. Un plan. 5 •. Se duce. prin dreapta întîi un plan paralel cu 
a treia (vezi exerc. 3), care se intersectează cu dreapta a doua. 6. Se foloseşte proprie
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A punctul, d dreapta şi ex planul dat. Dacă 

d 'I\.. ex, soluţia problemei este paralela prin A la dreapta (Ad) n ex. Dacă d li ex, problema are 
o infinitate de soluţii sau nici una. 11. Dreptele AA' şi BB' fiind coplanare, două cazuri sînl 
posibile: a) AA' şi BB' au un punct comun S; b) AA' li BB'. În cazul a) veţi arăta că 
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S e CC', iar în cazul b) exerciţiul 6 implică AA' li CC' .. 14 •. tn c<.11'. cunlrnr, dreapla 
d lă ar fi inclusă în primul plan. 15. Presupuneţi conlrarml ş1 folos 1 ţ'. teor:ma 3. 17. t n 

a 1 ~ a.' ducem print r-un punct a l dreptei a.na.' o paralelă cu d ş1 arl\tam c·I\. aceasta 
cazu cc "' • ' „ ţ ' urilor a - 0° sau a - 90° 
esle inclusă al1l tn cc cil şi tn a.'. 18. b) Două Boluţ11 cu excep 1~ caz -- . - • 
t d . luţ~a eslc un,ică. 19. o clasă de echi valenţă este formală dinlr-un p~an a. Ş I _r~a11c lo 

c n so 20 21 N tind cu (AB) şi (A'B') cele două segment.o, di n c•xerc1ţ1ul 13 
Paralele c11 cc. · n11 . · 1 0 p · tl el al 
. . ' BB' deci A A ' [J' H eslc un paralelogram. 22. rm c c 1111 pun · 
~~::~1~:i ~~c:l~ dl~iceţi 'paralele la cealaltă clreaplă dată. 24. Un plan paralel cu planele 

dale. 

6 
) EF ;I AC HG li AC. b) 0 dreaptă para le lă cu d (respecti v un plan paralel cu cc_1. 

7 
D ~ţ~ prin A' 

0 
dreaptă p;ralelă cu d. 8. Folosiţi exerciţiul precedent. Locul gcomet.r1c 

• uc I I d . d' 11 a) o d1·eaptă care trece prin punctul d na., dacă acest 
este un plan para e cu ş1 . . b) U l n care lrece prin cc n {3 
punct există, respectiv o dreaptă paralelă ru d, dacă d li a.. n P a • 
dacă C( n {3 =I' 0 ; un plan paralel cu a., dacă o:t li {3. 

§ 1. 

1. Prin A se duc planele°'• a.', perpendiculare respectiv pe d, d~. Dacă" ~. rx' , problen:ia 
. . n I n „ - cc' orice dreaptă conţ11111tă în C( ŞI Lrer.înd prin 

~~:p~~~~~~eă u~i~~~~~:~i,l;o~osi~d e:~,'.~.~i~ a,' obţinem trei drepte. co_rlanaro c~ .~nl pun~l 
d

. lare dotră clle două ceea ce es te în conlrad1cţ10 cn nmc1 a eu n 
comun perpcn 1c11 ' ' · d d' l. A ' - rx n d' 

l a' perpendicularei pe o dreapl!\, prinlr-un puncl dat. 6. Fie , °'• - • 
~an" I l .; A' la el. Arătaţi c1\ el' = d". 10. Perpendiculara pe (A fl C_) ~uro trece 
iar d pa ra e a P1 n . . 18 S răta că p1c1orn l per-
prin centrul cercului circumscris triunghmlu1 ABC. '. e va a . I , 'd t 

· · d' p e (ABC) aparţi ne fiecăreia dm perpendiculare e cons1 era e. 
pend1culare1 m P . . 

14
• 

2
a, .!.. a V? . 15. Un cerc în pla nul cc cu diametrul [A B], undo B' este pro1 ccţ1a 

l 
. B pe2 N 1" Un cerc situal în planul prin A perpendicular pe a'. de diametru [AA'], 

u1 ~. u. f" d t 1 1 d d' dreptele dale 
unde A' es te piciorul perpendicularei tn A pe a. li). A un pune u ş 't B d t A B 
notlnd cu rx plan~! prin A perpendicu lar pod', dacă d na. este un punc

1 
, 
1 

re:ip ~ 
· l ... d · A B l. d' 20 D11 pll cum distanţa de la A la P anu cc ...- sau 
mtersec eazu ş1 · „. ţ' ' d l\ 27 O' 
- l sau < l Jocul geometric esle respecliv un cerc, un punct sau mul imea v001 ;C d. . 
- I „ C) 600'A. 6,00'B 13 6 ' CC! 
fiind piciorul pcrpendic11larei din O pc (AB , avem -

(O'A) • (O'B) = (O'C). 

§ 2. 

,,,,,......... ,,,,,......... 

8
, Lutnd un punct M' astfel ca A e (MM'), avem conform Leoremei 1 B'A B < M'AB. 

4. Proiectaţi un punct A ea pe planul feţei (h, c) tn A', deosebiţi cazurile: 1) A'e lntbc: 
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2) A' e rc. 3) A I e Int tau fc şi folosiţl tn fiecare caz exerciţiul 3. 6. Duceţi o semi. 
dreaptă [AB, perpendiculară pe· ex, de acecaşl parte faţă de ot ca si w. 

§ 9. 

""' ""' 2. Se intersectează unghiul dledru cc'P' cu un plan perpendicular pe muchia lui cc'(3',. 
se construieşte bisectoarea unghiului format etc. 4. f n planul ~.ducem prin Q o perpendicu
lară d' pe dreapta cc n ~ şi demonstrăm oă d' ..Lot. Din unicitatea perpendicularei prin· 
tr-un punct pe un plan va rezulta oă d = d', deci d c {3. 6. Fie a şi b dreptele date şi 

a. = (ab). Locul cerut se compune din două plane perpendiculare pe cc care trec prin bisec
toarele unghiurilor determinate de dreptele a şi b. 'i. Duceţi prin punctul de in tersecţie 
al celor·trei pla ne o dreaptă perpendiculară pe rx şi arătaţi că aceasta este inclusă tn cele· 
lalte două plane. 

§ 4. 

8. Fie A• = pr„A, o• = pr„O ; se va arăta că OA ..L (OO• B ) şi o• A• l. (00* B ). 

4. Se va observa că raportul, tn care un punct împarte un segment, se păstrează prin pro
iecţie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiţi o dreaptă d care intersectează cele trei drepte 
dâte şi luaţi un plan perpendicular pe d. 10. Există un plan perpendicular pe a care 
conţine dreapta d. 11. Fie [OA , [OB, [OC muchiile unghiului triedru şi cc, {3, y cele trei 

............. ,,....,.. 
plane proiectante. Putem admite ctl AOB şi AOC nu stnt unghiuri drepte. Perpendicu-
larele din A pe planele, y, {3 vor fi conţinut~ ln (OAB) respectiv (O.te) şi vor intersecta 
OB, OC tn cite un punct B', C'. Folosiţi concurenţa înlUţimilor ln triunghiul AB'C' . 

............ 
16. Dacă D = pr ABO, unghiul planelor (ABC) şi (OAB) are măsura cp = m(ODC) şi tg cp = 

c c Vîi2'+-b0 

= OD = ab 

Exerciţii recapitulative 

1. a ) Deoarece AN este mediană tn triunghiul iso3cel ACD, AN ..L CD şi analog 
BN .l CD. Rezultă că CD .l (ABN) şi CD l. MN, CD l AB. b) Din reciproca 1 a teo
remei celor trei perpendiculare deducem cl1 D'M .L AB, de unde rezulţl1 cA D ' e CM. 

c) Dreptele DD', CC' şi MN se tnUlnesc tn ortocentrul triunghiului MCD. 9. Consideraţi 

dreapta ex n (AOB). li. 1) hk este un unghi ascuţit; pre3upuntnd problema rezolvat!!., fie 
C = prAM B şi B' = pr„B. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu ABC (căci ,,....,.. 
cunoaştem mAsura h1i CAB şi AB) şi apoi unul congruent cu BB'C. Trasăm ln planul oe 

cercul e(B', B'C) şi construim tangentele la aces t cerc care trec prir: punctul A . 2) DacA hk 
este obtuz, construim semidreapt a opusA lui (AM. 3) Dacă hk eJte un unghi drept, inter
sectăm planul ex cu planul perpendicular pe AB, dus prin A. Problema are soluţie 
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dacă m(..(ÂR) ~ m(hk) ~ 1so• - m(..(ÂR). 8. Reuniunea a două drep~e perpendic~lare 
. „

1 1 lu'i [AA'] siluate în planul mediator ex a l acestui segment (b1ser-
ce trec prin m1J ocu • . N _ M 
toarele unghiurilor formate de proiecţiile lui d . ş1 d' pe .ex). 9. Dac~tă ; ~~N B 

d M B _ rd M din teorema celor trei perpendiculare rezu c 
A = pr 1 • - P 2 ' t ţ' ă t · nahiul V BC 
este un d1·eptunghi. Se aplică teorema lui Pitagora . . 10. Ară .a i c riu o D ă 
este isoscel şi consideraţi triunghiul VDE, unde D = prncV şi E = prAcV· 1

3
• ac 

a . d(D, (ABC)) = DO = 
O = P'\ADC )D, (AO) ;;;; (BO) = (CO), deci AO = ex 

2 cos -
2 

l ex ) 14 AE· = l v~ + s in2 ~ tg cp = V2 tg ~· 16. tg cp = 2 tg ~/Va. 
= a tg ~ / 2 cos - · • 2 ' 

2 

V 
sin2 ex ~ sin2 1_ -v-12 2 l . 11 I-' cos2 ex . 17. Cazul a). Dreptele BC, 

16. l - ---- · - - · cos 2 -
cx • • ~ ~ 

4 sin~ 2" - sin- 2 ,cos -; 

. . 8 , d rin L, M, N drepte paralele 
CA AB taie planul ex respectiv în L, M, N. e uc p „ 

• . . , 'C' D t le AA' BB' CC' fund copla-
EF FD DE care determină un tr1ungh1 A B . rep e • • . 

cu • • ' t p f'e paralele ln primul caz 
două Cite două sînt fie concurente într-un pune , 1 · . 

nare ' 1 ţ' c 1 b) Una din 
p este soluţia problemei, în al doilea caz problema nu are so u i.c. azu. . 
d tele BC CA AB este paralelă cu planul ex; problema are soluţie num~1 dac~ d~e~pta 

rep , ' . . l . DEF . r atunci există o mf1mtate 
aceea este paraleH.\ cu latura respectivă a trrnnghm u1 ' ia . t L 

. BC CA AB B'C' C' A' A' B' cu planul ex respect'.V n , 
ce soluţii. 18. Se intersectează , , • • ' , M' N N' 

Laturile triuno"hiului DEF vor fi situate pe dreptele LL, M ' . 
M, N, L' , M', N'. 

Cap t I I 

§ 1. 

1 P net
ul M din spaţiu şi proiec~iile sale pe muchii aparţin planului perpendicular 

• u . d . A D n BE =fa li! Se 
pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABDE e3te un tra~ez, ec1 a2 V3 ~ 

aplică ex. 5, de la Cap. IV,§ 1. 3.18 V3(i/73 + 5). 4.a2(4 +V 3). 6. a; --2- (1 + .V13). 

b ( V3). 8.240. 11. Fie[OM] diagonala prin O şi N mijlocul segmentulm [AB]; 
6. 72. 7. a 1 +. , - d2 · _ 

1 d _ dl/ 2 aria paralel.= - (1 + 2V 2) . 
6,.GON _ 6,GMC, k = 2. 12. mbmi =:= 2, m int - -r • 2 

- 18 F' b l [A BCDA' B'C'D' ]. D istanţa dintre dreptele BD' şi B'C' este di~tanţa dintre 
• ie cu u , 1 l (BA'D') mtersecteazli 

dreapta B'C' şi planul (BA 'D ' ). Perpendiculara din B pe panu 
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dreapta A'B şi deci distanţa de la B' la (BA'D') este înălţimea din B' a triunghiului BB'A' 

• .1o 2 V2 v-· v- 2 V? v--- -şi este de 10 v „. 14. -
3
- . 15. a 7, 2a 2, arcsin -

7
-, 45. 16. a2 + b2 + a b, 

·V a1 + b2 + 3ab. 17. Se arată pe baza teoremei celor trei perpendiculare că înălţimea 
triunghiului de secţiune corespunzător unei laturi, este perpe~diculară pe planul feţei 
laterale care conţine această latură. 18. 6.A'AB = 6.A'AD şi deci înălţimea din A ' 

a 'triunghiului isoscel A' !ID trece prin punctul O de intersecţie a diagonalelor cubului. 

Deoarece BD ..LAC rezultă B.D ..L (AA'C) etc. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA:B'C'D'] 

ln care planul (ACC') este perpendicular pe planul bazelor. Se ara'tă că BD este per

pendiculară pe planul (ACC') şi deci şi pe dreapta ce uneşte centrele romburilor de 

l a Laze, de unde rezultă că paralelogra,mul BB'D'D este dreptunghi. 20. Se exprimă 

cosinusul unghiului în funcţie de lungimea muchiei bazei şi a diagonalei şi în 'cont i

nuar& d iagonala în funcţie de muchia bazei şi much)a laterală. 21. Fie Mi, i = 1, 2, „.;6, 

cele şase puncte şi G mijlocul lui [AC' ]. Arătaţi că GMi l. AC şi 6.GMi-iMi = 
= 6,.GMiMi+i· 22. a) Dacă se notează {E} = O'P n AC, rezultă că E e (ABC) n (MO'P ) 

şi {F} ~ EM n (AB) e (MO'P). G fiind intersecţ ia dintre dreapta O'M şi dreap ta 

ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] şi [A 'D ' ], rezul tă că G e (ADD') n (MO'P ) şi 

că {N} = PG n (A'D ') şi {Q} = O'N n. (B 'C') aparţi n secţiunii care este deci pen ta

gonul MQNPF; FM 11 NQ şi NP 11 MQ. b) [A.P] fiind linie mijlocie în OO'E , [AF] . . 
fiind linie mijlocie în OEM, avem AF = .!: (O centrul bazei ABCD) ; GM = a, 

4 

NH = .!: A'N = QC' = .!: , unde H este miJ'locul muchiei [A'D']. Proiec\.ia poligo· 
3 , 6 

nutui FMQN.P pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, a[AFMTS] = a[ABC] -

5a2 

- a[FBN] = - . Se determină măsura unghiu lui planelor (MO'P ) şi (ABC). F ie R 
16 

piciGrul perpendicularei din O pe FM. OR se determină scriind în două moduri a[OFM] 

. a ai/14 ..,/"'-.. 1 5a2 V t 4 
şt OR = v- , O' R = --=- ,cos ORO'= -= , af.FMQN P ] = --- . 28. a) 30. 

13 Vt3 V14 16 

b) a~t3 
. 24. x e (O, 2a), p entru ca secţiunea să fie · diferită de mul ţimea v idă. 25. Se 

notează cu M mijlocul lui [A' B ' ] şi N mijlocul lui [B Cl ; secţiunea e3le rombul A NC'M ' 

a V5 . . - - a 2 V6 - a2V 7 
de !alură -

2
- ş1 diagonala a V 3 , a V 2 ; - 2- , 2a V 5 . 26. -

4
--:- . 

§ 2. 

1. a) da , b) da, c) nu, d) da, e) nu. 6. _!_ (a Vb2 + 4h2 + b Va2 + t,1t2) • 
2 . 

6. Aplicînd teorema lui P ilagora generalizată în triunghiurile SA C şi SBD 

149 

• • 



SA'+ se• - AC1 SD'= ~D• + SB• - B_!>
1 şi aplictnd formula lungi~ii 

rezultă SA'= SC SB · 

. SA' SB 8 Se arată că înălţimea 
medianei rezultă SA1 +se• = SB•+ SD

9
• deri SD' = SC . . 

5 
· Lazei (vezi exerc. 2). 9. a) 48, h) cos a.= -13 • piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei 

24 . 24 . ~ _ 24 . 10. Fie piramida 
c) sin ~l = v-so1' sin ~2 = V 626, Sin 3 - v· 626 - 25 !F3 

l b . A' B' C' punctele tn care perpendiculara prin M 
[V ABC], M un punct a az01, ' , V AC V AB] şi AH' 

(ABC) intersectează respectiv planele feţelor [VBC], [ ], [ C' 
pe MA' M B' _ __!!__ _ 

.. · · BC AC AB • -- = - - „ -B", C" proiecţ11le !Ul M respectiv pe , , MA „ M JJ" MG 

~+ MB' + MG' = tg a. unde a. esle măsura unghiului diedru format de o faţi\ 
MA"+ MB"+ MG" l ă tl. 

. MA „ + MB" + MG" este constantă, rezu t r; 
laterală cu planul bazei. Deoarece 

, / - b) · - ~ c) Fie M proiecţia 
MA'+ MB'+ MG' este constantă . 18. a) 3 v 219, ·sm a. - 5 • 

. . . ţ• I . F pe A V Măsura unghiului diedru a l feţelor 
lui B pe A v care comc1de cu pro1ec 1a UJ • . • 

lă (B"'HF). aplictnd teorema cosinusului tn Lr111 ngh1ul B MF 
[VAB] şi [VAF] esle ega cum · • 

. ~) - 59 14 Fie O centrul bazei. Măsura unghiului diedrn 
se obţine cos (BMF - - 91 . • 

1 
dintre planele (VAB) şi (VAG) este 600 şi deci a[VAO) = a[VAB] cos 600 = 2 a[VAC]= q. 

3a2 - 2b2 

10. Se aplică teorema cosinusului în triunghiurile V DE, V EF, V DF ;. ). = 2(az - 2bz) • 

21. arcsin v; . 22. SA 2 = 
i6. 

ad a 
1 18 arctg - unde S = a[BCD]. 20. -3 . 

arccos 3 · · 2s ' · 
a• + cz - b• az + bZ - c• 

b• + c1 
- a• SB• = , SC1 = 

2 2 2 

cu rondiţiile a2 < b2 + c•, 

. . ai/3b2 
- a2 

b• < aa + cz, c• < a• + bz, deci ABC t riunghi ascuţ1tungh1c. 23. 4 

. d ,. e _ i/q I unde I este tnălţimea 
24. Distanţa de la vîrfÎ.tl piramidei la planul e secymn --- ' 

. sa•V2 12 27• 27 i/6 . 28• abi/2. 
piramidei. 26. - 16- · 26 • • :J · 4 4 

§ 8. 

_ - 3 V 1 2 ..:. _-::.__ • 6.· 12 V a . _ y la b)2 
_ 

8. fsV 2 , 30, 10V 5, 1oi/7. 4. - - 4-- 6. 3(a + b) c 2 
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§ 4. 

6. Din exerc. 4 rezultă Sf< 2m, Sv < 2m; se ţine cont de relaţia lui Euler. 6. m ~ 2v, 

dacă am avea şi 2m > 2f, din relaţia lui Euler s-ar putea deduce o condiţie. 7. Se pro
iectează poliedrul pe un plan. 

§ 5. 

1. a3 V3 . 2. 4a8 V â . 8. Putem admi ţe că a. n p = {Ai} ; atunci Ai = Bi. Fie 
P' = [AiB1Ba „. BnA~A3 „. An], iar P" poliedrul congruent cu .P' care se obţi ne prin 
deplasarea muchiilor lui P' de-a lungul suporturilor lor astfel ca A1 să ajungă ln A; . Re

zultă: v(.P.) = v (P' U .P) - v (P„) = v (.P' U .P - P") şi P' U (P - P") este o prismă 

dreaptă cu aria bazei S şi !nălţimea l. 4. Secţionaţi paralelipipedul cu un plan per-

pendicular pe muchii şi folosiţi exerc. 3. 5. a1 = 260, V = 400, di = VT% , d1 = 60 • 
13 

13V2 - . 
6. - 3- a3

; a8 (10 + 8i/ 3). 7. Prm C se duce o paralelă la AB pe care se ia 

punctul A ' ln acelaşi semispaţiu cu A faţă de planul (BCD) astfel ca (A'C) a (AB). 

Analog, prin B se duce o paralelă la CD şi se ia pun·ctul D' în acelaşi semispaţiu cu D 

faţă de planul (ABC) astfel ca (BD') = (CD). Distanţa dintre planele (A BD') şi (A'CD) 

este cea mai scurtă d istanţă dintre muchiile [AB] şi [CD] şi este !nălţimea prisi;nei 

[ABD'A'CD]. Volumul acestei prisme este _.!_ din volumul prismei patrulatere cu baza 
2 

paralelogram, pentru care [A'D] este diagonală şi [A'C], [CD], laturi. Pe de altă parte, 
această prismă se descompune ln tetraedrele de volume egale: [ABCD], [ACDA'] 

şi [DBAD']. 8. V= 2io • 34 • 13 cm8 ·~ 1,078 m3• 9. ~ ~ 9,95. 10. a) Se consideră 
19 

piramidele cu bazele [HMV], [HAB] şi vlrfurile N, C; comparlnd ariile bazelor şi !năl-

ţ imile, se obţine: l{NHMV] = _.!_ l{CHAB] = _.!_ l{HABCD]; b) 30. 11. a) Fie H pro-
4 8 

iecţia lui A' pe planul (ABC) şi M proiecţia lui A' pe AB. AM= HM= cos x, A'M = 

. b) HM ) a
3 

) a V3 0 = c sm x; cos a.= -- . 12. a V = ~ ; b DE = ~, a.= ~ = 90 . 
A 'M 12v 2 2 v 2 

Exerciţii recapitulative 

1. a) ab + ..!. [ a V ba + hi + b VliiThi + h (a + b)] ; b) trapez dreptunghic, 
2 

3 - - - I n2 a V ai + 2b2 ' / -8 a i/b2 f- h2
: c) li 11blt. 2. a ) 2 + ab + --· -

2
-- ; b} 45°; c) a2b" v '2/ (02 + '!.b2)3/2. 
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. _ ~~ = a V2 i BD = a, deci ABD dreptunghic 
3. a) Se arată că BC J.. (SAN), b) AD - V2 ş · 

a V5 · se arată că tri-
l ACD, deci ABDC'este pătrat; c) SN = - 2- şi 

şi isoscel; ana og 

. a2 (t'.2~ + vs) . 
ŞI. ACS sîn t dreptunghice; aria secţiunii este 

unghiurile ABS 

~ ab"x . dr .t . <=:[fi h) · V = ~ iic2 V b" - "'"· 
- . I ~ ·/~b" +c"· V = r1/J1· - - ---- -= ' <lC ,l x , ' '> • . ,. Fu~ t - „c t. V b2 - x2 _:i; 

V2 v- .- --;2 x2 - a2 
2x(a2 - x 2

) • b) r:>. _ a - cos or. = ---- · 
dacă x e (h, b]. 6. a) V = --

3
- - - ' cos "' - 2a ' x2 +a•· 

d ă ît d uă deci au un punct 
7

• ~. 9. Dreptele AN, BP., VO stnt concurente ou c e o _ , 

V 6 
S (C IV § 1 ex. 5) şi la fel rezultă că S e MQ. b) AB li MQ li FC, 

comun ap. • ' · t ţ· 
- AQF (BM) = (AQ). c) M este dreapta de m ersec ie 

(MG) e; (QFI, 6,BMC = 6. , - .. 1 l 

l 
1 (~BE) şi (VAG) adică locul geometric este [VT], unde T este m1J ocu 

a p ane or • . . d . QM _ şi ABMQ este 
1 . [AC] d) (QM) este linie mijlocie în triunghml CVF, ec1 - a . 
u1 · ălţ- .1 I - ABMQ şi QM.NP atunci 

dreptunghi . Dacă se notează cu h1 respectiv hz în 1m1 e u1 , 

a[QMNP] _ ~ !!! (t + PN); h2 = SP = _VP = PN (VO este bisectoare 

a[ABMQ] - 2 h1 a h1 SB VB a 
D CF a; ductnd prin C o 

în triunghiul VBP ). Notînd {F} = AB n C ' avem = li.,, 1 
V N 1 deci !' !_ = ~ ~ = ~ şi -h. = - • 

paralelă la M N, se observă că VD =a, , Vll VE 3 i 3 

1 
1 1 (t + 1 ) _ ~ 10. b) t.2a2 + t.a2 V3; 

Rez~l tă că raportul cerut este ega cu 2 . 3 3 .- 9 . 

li 

§ 1. 

' / - , ' / -2 7t . 4. a) 10 ·, b) 287t. 6. 2Tta•(1 + 2Tt); 2Ttaa. 
1 ~~ 7t. 2. 3 . 3. 127t; „ V 

• i. 
a 3Tt 11 120 Tt cm 2 ; 300 7t cm•. 

s.15ot/3. s. a• (1+V2)7t; 2· 9. 10. 10. 1 60 . • 

12. V:::::: 113,96 dma, m:::::: 496,?5 kg. 13. 38'• kg. 
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§ 2. 

1 hll2 5 v-• 
2 

. 2. 4 651 . 3. V AB fiind secţiunea axială şi [ VQ] înălţimea conului, 

.,..._, 11-m (A VB) = 90° şi VO =OA = OB, deci I = R; G = 3 2, R = I = 3. 4. 96Tt. 

.6. 1 024 7t. 6. 136 7t: 320 7t. 7. Tetraedrul fiind [V ABC], conul are ca bază discul tnscris 

tn triunghiul ABC şi acelaşi vlrf V; a
3fo

8
6 

Tt. 8. ~ 62,80 m 2• 9. F ikînd o secţiune 
I 

axială în con care conţine o diagonală a cubului, pentru muchia x a cubului se obţine: 

xV2 h - x 2 Rh 3R h 
-- = -- de unde x = --- -- 10. - . 11. Se obţine un corp 

2R h , 2R + h 112 . 3R + h V3 
format din două conuri, care au aceeaşi bază; 4 8007t; 1 320 Tt. 12. 657t cm2 , 1007t cms. 

§ 3. 

av-2 ?a3 V2 
4. 5847t. 6. 1 5007t. 6. R = 2r, R - r = - 2 ; 

12 
7t. 7. Raza discului de 

Ra - rs 
secţiune = 12, distanţa cerută= 4. 8. 54,67t; 93,67t. 9. 112 (R2 - rZ)7t; --- 7t. 

3 
112v·a 

10. 487t ; --3- - 1t. 11. 1607t; 1367t. 

§ 4. 

1. Fie M, Ne [!(O, r)]; deoarece discul [!(O, r)] n (OM.N) este o mulţime convexă, 

rezultă că [MN] este inclus în acest disc, deci şi tn corpul sferic (!(O, r)). 2. Simetricul A' 

al unui punct A e !(O, r) faţă de O satisface condiţia r = OA = OA'. IJ. Fie d un 

diametru al sferei, M e !(O, r) şi N s imetricul lui M faţă de d; se va arăta că ON = r. 

4. Fie cele două cercuri e(01, r1 , cx1 ) şi e(011., r 2, or.2), avînd punctele P, Q comune. 

Atunci <X1 n CX2 = PQ. Arătaţi că perpendicularele ridicate în 01 şi 02 respectiv pe Of.1 

şi or.2 au un punct comun şi acesta este egal depărtat de punctele celor două cercuri. 

6. Fie A, B e $(0, r) care nu sînt coliniare cu O. Prin punctele A, B, O trece un singur 

(plan OAB), deci un cerc mare prin A , B coincide cu (ABC) n !(O, r) şi astfel el este 

determinat în mod ijnic. 6. 3113 . 7. 3; 8. 238Tt.; ?827t. 9. 
2 ~~ R . 10. 

2
::- Tt. 

2113 . . . . ,..., 21R2 
. ?R3 2 OOO 3 11. 3 - R, 12. 192Tt, 7687t. 13. 6?67t,,...., 2 902,?Tt.14. - -

2
-Tt, -

2
-7t 10. -

3
- 7t cm . 

16. a) 7th•(
2
R -=-.!1 7th li 2R(2R - h) ; c) h = R (li 5 - 1) • 

3 
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Exerciţii recaplt ulatlve 

• R v·2 v- 4 5 V4 5. a) Notlnd cu 2p pe1·imetrul secţiunii 
1. ~ . t. r.. 8. - 2- ; R 2 · • --r- · 

axiale ar. conului C şl exprimtnd aria acestei &ecţluni tn doull. moduri obţinem: 
. d t d _ g(1. + sin ci.) se află generatoarea 

p • r = G sin ci.• G cos °'' Ţintn con e p - • 

! +sin ci. a (C) = -nr1(1. +sin ci.)•. b) Rezul~ă ecuaţia trigonometrică 
G = r · Deci 1 sin ci. cos• ci. 

sin ci. cos ci. . 1. 

d d 
· 1. care nu corespunde, sau sm ci. = -2 • 

(1. + sin ci.)' = Scos• ci., e un e sin at = - , 

• 2R-d r 
deci ci.= ..!: . 6. 1.62nl. 7. a) r fiind raza bazei mici a trunchiului de con T, W- = R' 

6 
d . _ -nd (1. 2R• _ 6Rd + d'). b) Condiţia este îndeplinită dacă 

de unde r = R - - ' v(T) - 1.2 2 ) . . . d ) D r g' _ dz + (R - r z deci 
g = R + r (g este generatoarea trunchiului e con . a - • 

g = d~}; d = B (V5 - 1). 8. ai(corp) = a1(cil) + 2a1(tr. con) + 2ai(con) =6nazv'3; 

9na3 16nR2 
• 26nR

3
_ . 10. a) Notlnd cu h1 

v(corp) = v(cil) + 2v(tr. con) - 2v(con) = 2- · 9. 3 • 9 
h1 a 

AB] . [DUJ din 6,AOB,.., 6. COD avem - = -
: şi ha distanţele de la O la bazele [ ş1 ' ha b 

bh nhz ah · . h _ __ b) V = - (2a + b), 
şi cum h = h1 + ho rezultă h1 = a + b ŞI 2 - a + b . i 3 

nha . a> b rezultl1 V1 > v •. 11. Fie :.c = d(O, ci.) ~ d(O, ~). 
Va=' -- (a+2b) ŞI cum 

s 
Atunci d(O, ~) este h - :.c sau :.c - h după cum O se află tntre planele ci., ~ sau ln 

· h d r tn orice caz :.c e [.!!.. ' R) · 
exteriorul lor; tn primul caz h-:.c ~ x adică x :.> 2' aşa a ' 2 

( 
2 2) 2 _ R2 _ x• şi r~ = R' - (h - x)1 rezultă f(:.c) = 2x' -

Din 2-nRh '= n ri + r2 • ri - h 

- 2hx + h' + 2Rh - 2n1 = O. Deoarece minimul lui f se obţine pentru :.c = 2 

şi f ( ~) = ~ (h' + rnh - rn•), f(R) = h• > o, problema admite o soluţie unicii. 

(
h) h ,,,- 2R (v'2- 1). dacă h > iR (v'2- 1) problema nu are soluţie. 

dacă f - ~ O sau '°""' , 
2 -

1 v---·h!ii) 12 R (Vs- 2). , - s v 5. 
Soluţia unicii. este x = 2 (d + t.R• - rn - · • ' 

- 500-n (V2 + 3)_ 1~ Nottnd cu x distanţa de la vtrful conului 
18. a) 10 V2+V2; b) --g- · '"'' 
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la baza superioară a cilindrului C şi cu y raza cilindrului , putem scrie JL = !:.. , de unde 
· R h 

n 2d 
y - - x; tnă!pmea cilindrului este 1i - :.c, deci a1(C) = - - (R - h)xl + hRx; 

. h ~ 

studiem areas lli funcţie la intervalul (O, /1). 

r u1 

3. Inlc>rsrr\ia lui [ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [A C]. 6. ~. 
3 

6. r -.:. ..!_ V s sin °' sin ~ . 7. s = aZ ( av 3 - n) . 8. a) Se observă că 
2 . ex + ~ ci. - ~ 18 sm --- cos --

2 2 . 

cos A = -ros (B + C), se scrie membrul stlng sub forma sin2 B + sin2 C şi se aplică 

a b2 + c 2 - a 2 

ll'orema sinusuri lor; b) sin A = - , ros A = ele. ; d) dacă punctul 
2R 2bc 

A' e (BC) rsl.r unul din punctele de tangenţă ale rercului insr,ris ln triunghi, atunci 

B BA'= r • clg - . 9. a) Membrul sllng al egali lăţii se scrie succesiv: 2R (cos A + 
2 

I 1•os 11 -I ros C) = 2R (1 + '• sin '.i. sin B sin !!.. ) 
2 2 2 

2R ( 1 + ~ ). b) se arată 

că sin A I sin B +- sin C = 4 cos A cos! cos C = .!!... şi cos A + cos B +cos C = 
2 2 2 R 

1 I 
, . A . B . C r 10 p . · · · · - · · "' sm - sm - sin - = 1 + - . • rm rezolvări de s1sLeme do ecuaţ11 se 

2 2 2 R 

obţin A (a, b), fl(a + 1, b + 1) şi C(a + 2, b + 4); deci tr iunghiul a rc la luri le de lun-

gimi V 2, 2 V 5, V 1.0. Se calculează apoi: A= nrcr,os.'.!.~01 0 , B = n - urccos 
2 ~-S , 

C - nr1·ros 7 {o.2. 11. a ) Dacii B' este piciorul înălţimi i din B, din Lr'.iJnghiul ABB' , 

se• obţine A fJ' = c cos A. Relaţia rczulll\ d in Lriunghiul A H B' în care µ (.if:LJJ'J = 
• 

n -C. b) Membrul s llng se seric succesiv: '1R2 (sin A cos A+ sin B cos B +sin Ccos C) = 
2 . 

= 2R3(sin 2A + sin 2B + sin 20) = 8R2sin A sin B sin C. 12. DacflAl .n e(O, R) = {A, D ) 

şi O/ n C(O, R) = {F , G}, atunci JG • IF =IA· ID şi IC · 1F=(R + Ol)(R - Ol)= R2- 01a. 
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Apoi se observă că IA 
r 

. A 
sm -

2 

,,,-.. A + B ,,,-.. 
µ(DIB) = --r- = µ(DBI ), Dl BD 

= 2R sin ~ (triunghiul OBI fiind isoscel). Aşadar IA · ID = 2Rr. 13. Din r = 
2 

'·R . A . B . C bţ' . 2R . A ( B - C B + C) = „ sm - sm - sm - , se o me succesiv: r = sm - cos --- - cos -- , 
2 2 2 2 2 2 

• 
2

A B-C . A ( B-C ) 2R sm "2 - 2R cos -
2
- sm 2" + r = O. Rezultă că 4 R

2 cos
2 

- 2- - 2Rr ~ O. 

14. 2cos[n(; - a)]· 16. Se foloseşte : (z-1)(zn+zn-
1 +„. + 1) = zn+l -1. 

" z+1 . kTt Z 2 . /'> . • A lo. t = -- , tn = 1, z = -1 ctg - , k e . 4. Fie abc unghml triedru e a 

z-1 n 

şi O virful său. Se construiesc într-un plan unghiurile adiacente 
A A /'o. 

,,..... /'> ,,..... 

a'b', b'c', c'aH cu 

vîrful comun 0\ congruente respectiv cu ab, bc, ca şi punctele 
/'o. /'o. /'o. 

pentru care (OA) = (O'A') = (O'AH). 1) Dacă m(ab) + m(bc) + m(ca) < 180°, se 

consideră M' E b' n (A' An), N' E c' n (A'A H] şi punctele cerute M, N se determină 
• /'o. /'o. /'o. 

astfel ca (OM) = (O'M'), (ON) = (O'N'). 2) Dacă m(ab) + m(/Jc) + m(ca) '.;> 180°, 

M = N = O. 25„ Cel mult 6. aa. Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D celelalte 

virfuri ale tetraedrului. Proiectaţi C şi D pe AB şi pe semiplanul biser.tor. 

sa. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (Ad1 ), (Edil a căror intersecţie este 

locul cerul. Deoarece planul « taie (Adi), (Bd2) după dreptele paralele dl> d2
, se 

deduce că (Ad
1

) n (Bd
2

) este o dreaptă paralelă cu d1 sau mulţimea vidă . 3-!. Se 
. ă ă AL AA' 

BL BB' proiectează A, B, C, D în A', B', C', D' pe « ş1 se observ c - = - --

36. Se va arăta că piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul 

triunghiului ABC. Notlnd cu C
1 

punctul diametral opus lui C în cercul circumscris 

lui ABC, se observă că AH BC1 este un paralelogram deci AH
2 + BC

2 

= Bd + BC
2 

= 

= cc2
1 

• 39. (ABC) I OM. 40. !::_ [ab + a'b' + (a + a') (b + b')). 4.3. Sfera este 
- 6 

tangentă bazelor ln centrefo lor de greutate; 18R3 v'3, 6R
3 
v'-3'. 45. 1,0267t m

3

. 

a (2 - l/'3), 
2 46. a) 32 R3 sin2 ~ cos2 «; b) 4R 2 sin 2«; c) 60. 47 • .!!:. (2 + v'-3), 

3 2 2 

- 12 + 7 v' 3 . 48. Sfera de diametru AB, făr:\ A şi B. o3. Perechile de 7tU2 ( - ) 
cercuri 

6 
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circumscrise triunghiurilor VAB, VA'B'; VBC', VB'C'; VGA, VC'A ' slnt tan

gente. Din exerc. 52 rezultă că cele două sfere au acelaşi plan tangent tn o. 

. 66. 2S (b• 2) 21t 8 bc + c , unde S =a[ ABC]. 66. a) ? a2 V3; b) a 7ta2 ( 5 - 2 V6); c) 5 _ 2 v'6· 

67. 1tn:RR1· 68. Centrele sferelor stnt vtrfurile unui tetraedru regulat; h = r + 
2 ,/- ,/-+ 3 r v 6 + r v 3. 69. Să se arate că se · aplică formula (8) de la Cap. VII, 

Tth1 

§ 4; -. 
6 

• 
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