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PROBLEME RECAPITULATIVE 
DIN MATERIA CLASEI A 6-a 

(Notăm cu asterisc pe cele pe care le considerăm mai -difi.cile) 

1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim in interiorul 
11 11 triunghiul echilateral EBC şi in exteriorul său triunghiul echilateral 
<.' ;t IJ. Să se demonstreze că GE este congruentă cu diagonala dreptunghiului. 

2*. ln triunghiul ABC, 1:: A = 60°, BB' şi CC' sint inăJţimi (B' şi C' 
111 11 L respectiv pe AC şi AB). Fie R ortocentrul triunghiului (punctul de inter- '. 
111 1c \,ic al înălţimilor). Demonstraţi că: ' 

a) Dacă T este simetricul lui R faţă de AC, !::::.RTC este echilateral. 
b) Dacă bisectoarea unghiului BRC taie cercul circumscris triunghiului 

li ne in I şi IB =IC, atunci !::::.BIR şi !::::.CIR sînt echilaterale. 
3. Dacă ABCD este un paralelogram şi dacă înălţimea din A pe DC 

n 1.1 oongruentă cu cea dusă din A pe BC, paralelogramul este romb. 
4. Intr-un patrulater convex diagonalele sînt şi bisectoare. Precizaţi r 

1111l.11ra lui! (Cu ce fel de patrulater avem de-a face?) 
{). Pe laturile AB, BC, CA ale unui triunghi luăm respectiv punctele 

< '1
, A' , B'. Demonstraţi că perimetrul triunghiului A' B'C' este mai mic decît 

111 I id triunghiului ABC. 
6. In triunghiul ABC, unghiurile B şi C au măsurile de 70°, respectiv 

i O". Fie BB', CC' înălţimi şi BD bisectoare in triunghiul ABC. Să se deter-
11111w măsurile unghiurilor triunghiului determinat de dreptele BB', CC', BD. 

7. In triunghiul AOB din figura 0.1, care este isoscel (OA= OB), seg-
111111il.1 le AC= CD= DB: Să se demonstreze că unghiurile 1:':01 , 1:':02, 1:: 0 3 

1111 po l fi toa.te tre: ~ongruente intre ele. 

o 

Fig. 0.1 

A 

3 
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' i11 T, '/" punci.< 111 1n (;111·< o l.1111gmit.u (:<1111u1u1 <'X t11„io111•fl „ul.i11gl'" 1·< 1flpi'< :t,iv 
ere urile. Linia con tl'olor 00' Lui' u doua 0111·1 cm·curile lu A1 şi Al' . Domon 
traţi că T M M'T' este patrulater inscriptibil. 

9. Cercurile de centre O respectiv O' şi de diametre AA' şi AA" au 
omune punctele A şi B (fig. 0.2). Să se demonstreze că: 

a) Punctele A', B şi A" sînt coliniare. 
b) Unghiurile triunghiurilor variabile AMN (unde M este pe cercul O 

i MB taie a doua oară cercul O' în N) au măsurî constante. 

Fig. 0.2 

10. Triunghiul ABC, înscris în cercul de centru O, are punctele B şi C 
1xe şi A descrie „arcul mare" BC. Să se arate că bisectoarea unghiului A 
rece printr-un punct fix. Are vreo importanţă faptul că A descrie „arcul 
nare" sau putem formula o problemă analoagă privind ,,arcul mic" ? 

- 11 *· Dindu-se 4 puqcte fixe, să se ducă prin fiecare din ele cite o dreaptă, 
stfel încît ·aceste drepte să formeze un pătrat. 

. 12. ln triunghiul ABC, I este centrul cercului înscris şi dreapta Al 
1tersectează cercul circumscris triunghiului ABC a doua oară în L. Demon-
trati că LI;____ LB = LC. 

' 13. Două cercuri secante de centre O şi O' (fig. 0.3) se taie în A şi B. 
)rin A şi B ducem două drepte paralele care taie a doua oară cercurile 

espectiv în M şi M' i N şi N'. Demonstraţi că MNN'M' este paralelo
:ram. 

N N' Fig. 0.3 

14. Se dă triunghiul isoscel ABC (AB =AC) şi fie AH înălţimea sa 
lin A şi P_ un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bază 
ntilneşte dreptele AB şi AC respectiv în M şi N. Se cere să se arate că: 

a) triunghiul AM N este isoscel; 

h) A ll 
Jiil' I NI' 

S1 .1rn df•uucil uc nici că suma MP + NP este 

, 1111111.1111!.li oin<l P <lcsnri 
1· '41) <·nro os to locul 

d1 1 1•1·i 1 1rngrnnnL11l BC. 

segmentul BC; 
geometric al mijlocului segmentului MN, cînd P 

1r1. T 11 l,1·iunghiul ABC, A1 este piciorul înălţimii coborîte din A pe 
/Ir ,. i I ', W, C' sînt mi iloaccle laturilor BC, AC, respectiv A B. Să se arate că 
I 11<"/1 1 este un trapez isoscel. 

rn. In triunghiul ABC, lI este ortocentrul şi A', B', C' sînt mijloacele 
l11l 1ml11r opuse respectiv vîrfurilor A, B şi C. Dacă A;i este mijlocul segmentului 
li I , 111l se demonstreze că: 

11) ·}:: A 2C'A' = 90°; 
h) pa trulaterul A' B'A 2C' este inscriptibil. 
17•. Cercul celor 9 pun.::.tc (cercul lui Euler) 
I 't dnsind problemele 15 şi 16 să se demonstreze că: 

1 l. r m t triunghi, picioarele inălţimilor, mijloacele laturilor şi mijloacele 
111 1.11 tl,11 lnr <leterminate de ortocentru şi virfuri sînt conciclice (se găsesc pe 
1111 111 • ' ~ i cerc). 

• nn că într-un triunghi ABC, 1:: B = 60°, AB = 2BC, demonstraţi 
l 111111ghiul este dreptunghic. 

fli• p,, latura AB a triunghiului echilateral ABC se ia punctul E, astfel 
1111 li 1 1111

,' EA. La fel, pe latura AC se ia punctul D astfel incit CD = 2AD . 
11111111111111.1 ·11 \ i că 1::AFC = 90°, unde Feste punctul de întîlnire a segmentelor 
li/I IJI IW. 

~O. Sil se construiască un triunghi cunoscind lungimile a două laturi 
( fli , 1 AC) şi lungimea înălţimii corespunzătoare laturii a treia (AA '). 

•
11 n . 1n figura 0.4 patrulaterul ABCD este înscris în cercul dat, 

f/ '11 11< ', AE = AD, CF ll AB. CF=CD. Demonstraţi că DF.J..DE. 

E 

~ l A 
I 

FI~. (I'• I 

F 

1
•
1
• Con: 11111 \ i 1 n I 1·11111gh i tl !JC în cnre se cunosc lungim.ca laturii Bl. 

111 1 111 1111 •11 1 ]111 I '.' 1111 g111 "11 1nul\inui TIB '. 

" "'· : 1 1 tn11 lrt1i11.111 l1i11111d.i1tl I /l( ' i 11 1·111·1· •·1• • lltrnw. l111 1g irn.1~a 
I 1111 1 11 /11', 11 1111•d111111·1 \ ,lf ~ j 111,.11 1111 •.t 1111 ilt lllt1 i 11. l>ÎHllH\il'. 



24. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc: „tn a fară" trei Lriun 
ghiuri echilaterale: A 'BC, B'AC, C'AB. Demonstraţi că: 

a) BB' =CC'= AA'; 
b) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un pun 1, 

comun. 

25*. Să se construiască triunghiul ABC în care se cunosc lungimi.Iii 
laturii BC şi ale medianelor BB' şi CC'. 

26. In triunghiul ABC se cunosc: lungimile laturii J;JC şi ale inăl\. i 
· milor BB' şi CC'. Să se construiască triunghiul. 

27. Să se construiască un triunghi cunoscînd lungimile a două latur.i 
şi a medianei laturii a treia. . . 

2'8*. Să se construiască un triunghi ABC cînd se cunosc hmg1m1l1 
înăltimif bisectoarei si medianei care pornesc din A (luate ca segmente). 

' 29,;, Două cerc;ri (O) şi (O') sint tan~ente e~terioar; _într-un P.unct A: 
Fie TT' una din tangentele comune exterware şi M, M mtersecţule cel~1 
două cercuri cu o dreaptă variabilă. ce trece pri'n A. Să se afle locul geometrw 
al punctului .p de intersecţie a lui MT cu M'T'. . . 

30. Să se construiască un triunghi ABC în care se cunosc lung1m1lo 
înălţimii BB', a laturii BC şi a razei cercului circumscris lui ABC .. 

31. Dîndu-se trei semidrepte OX, OY şi OZ (OZ interioară unghiului 
XOY), fie M un punct pe OZ. Să se ducă prin M o dreaptă care . să intersectez 
pe OX în A şi pe OY in B, astfel încît M să fie mijlocul segmentu~ui AB. 

32. Pe cercul circumscris triunghiului echilateral ABC se ia, pe arcul 
mic BC, punctul variabil .M. Bisectoarea unghiului BMC taie coarda BC în T. 
Din T ducem TQ J_ MB şi TS J_ MC. (Q E MB, SE MC}. 

a) Demonstraţi că 6. TQS este echilateral; 
J b) Demonstraţi că punctele M, T , A sint coliniare. 

RELAŢII METRICE 

IN'fltODUCERE 

111 11111111 rnn nuA I vom prezenta, ca ş i 1n cel pentru clasa a 6-a , teorem do 
111111 I1 ,, 111 pl11n . Stil ul va fi acelaş.i. 

111 111 111111. oupitol urmărim să demonstrăm: t eoreme pe baza cărora sll 
11111 111 1 1!1 11 11 111 lungimile unor segmente şi mărimile unor unghiuri ce apar in 
11111 11 111 111il.r1to \~ ii geometrice. Astfel ni se va deschide şi perspectiva, do 

111pl11 , il 11 11 d1rnonstra congruenţa a do uă segmente calcultnd lungimjJo lor 

I 111 11 l11ll11d 111 acestea sint egale. Bineînţeles că, datorită scopului descris 
•111 1'1 11111 lte probleme în care concluzia va fi „incompletă", de tipul 
" (111 w11·0 în loc de punctele de suspensie urmează să punem, ab111 l11 

1111 111 01irsul raţ ion amentului, expresia corespunzătoare). 

I I 
una diu laturi!(' uuui triunghi detl•r111i11:I 1•e relclal1c• do11.1 

A 

F ig. I.I 

I 
c I p11 I n~. 11 · Con cluzia : 

I >/I; li /I( ' A IJ A I:' 

ii /1 A(.' 
I 1t • 1111111 1tl , r11ţ111 n vo11 1 fnc' ci ocurnd11 .L", în ilCoRt purugrnf, 1111rn11i tu ouzul 

1 l11d w111I d1 11 14d1 1 do 11 1 ru ponr-tn Ofit u11 · n u1o il r rn\.ionr\ I. 



S . I I , . li> :! \..'.~ l ~ I I I I ă prc1;up unon1 , u o 1•xo 111p u, i: n . ...., 11 n 1p 11 r l' 1rn Rt•J(lfH' ll ,11 I 
A Jl ? 

în 7 părţi congruente prin punctele D1 , l>i , ... , D6 • Vom aven deci AD1 = D1D2 ,= ... = D5D6 = D6B. Să d ur,em prin pun e Lele D 11 •. „ D6 paralo lo I 
BC; ele vor +:~i;i latura AC respectiv în E11 • •. , E 6• Deci, in figura 1.2, vom 11vo 
D1E1 I/ D2E 2 :1 . .. li DJ17r; li BC. 

A 

DJ,,__ ___ --;\ 
D1i1~------\ 

D5.ifa---------\· 

Bf.t,L----------'\ 

F ig. I.2 

~ '\ 
Aplicînd teorema asupra liniei mijlo~ii în triunghiul AD2E 2 , precum 

in trap~.zele D1E 1E 3D 3 , D 2E 2E 4D 4 , • •• , D 4E 4E 6D6 , D 5E 5CB, obţinem AE1 = E 1E 2 - ••• = E 5E 6 = E 6C. 
S- b - ~ ADo 2 AD d . AD AD d" - D ]J a o servam acum Ga--" = - = --- ; ec1 . 2 ·= , a ica = 

AB ? AB 

D d - E E . ' f' . . "b 'l - AE 2 
e ucem acum ca = · 2 şi. in s Irs1t, este v1z1 , ca --- = - . 

. ' AC 7 

Obser(!aţia 1. La fel se dovedeşte că , în notaţiile figurii I.2, avN 
DB EC 
~=-· 

A,B AC 

Împărţind relaţia din concluzia teoremei cu cea scrisă aici , obţinem şi ~~ 

= AE_, Deci, oricum am scrie concluzia teoremei lui Thales (determi11 
EC 

segmente proporţionale) , obţinem un enunţ adevărat . 
Obser-paţ i(}. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de măsu1· 

aleasă pentru segmente, în schimb citul lungimilor a două segmente nu d 
pinde Acest cît se numeşte, după cum s-a învăţat la Aritmetică, şi „raportu 
ung1milor celor două segmente". Este unul din primele locuri în care noţiuno 

de raport, „spune cevc(' în Matematică. 

. Fie D un punct pe latura AB a unui triunghi Afl( 
in care AB = 5 cm, BC = 8 cm şi AC = 10 cm (fig. I.3). Se ştie că A D 
-= 2 cm. Prin D ducem o paralelă la BC care tai.e AC in E. Să se calcule/'. 
lungimile ·segmentelor AE, EC. 

. A 

Fi~t . ! .'.l 

B 

l I"" I li 
Cuncluzi:1 · 

I 

li 

li 111! 

l1q1 l1 I i1 

1, li< ' 8, AC 
I> /i,' I/ BC 

10, AD - 2. AE = .„, EC = .„ . 

1l 1•11r1·*' Tr1nllghi1rl tlospre on1·c este vorha 

H I !"i. 'rem·{·mn lui Thales dă ~ = AE 
AB AC' 

„fi( 11111111 A fi' = i şi npoi EC =AC - AE = 6. 

li) 

••N "" tu ri, EC = 6. 

există 

deci 

deoarece 
2 AE 
-=- , 
5 lO 

Deci concluzia 

il/1i1 1111/ /c. 1>11011 flm·iam teorema lui Thales sub forma _:'.!_.l)_ = A E , 
DB EC 

I 11111 1 1111l l11d AH - x deci EC = 10 _ x obt' 2 x . 
, - - , 11neam - = --- ş1, rezol-

ii I , , i1ii1 11 1:· '>Î nt x = 4 etc. 3 10 - x 

. 2. P.e laturile unui unghi cu vîrful în O se dau punc-
11 ' 1

p• ·1·l 1v r:, D (fig. I.4). Să se precizeze poziţia punctului Jf de 
11 d1·1•pLl'lor '1C şi BD ca1culînd raportul MA 

Mr 

c 

0-----.JL_~ 
A B 

•f1
·•

1t 1
• l'ontr u a putea aplica teorema lui Thales să ducem prin A 

I t 111 III> M, • Hll notăm cu X punctul în care ea in~ersectează pe oe 
1/1) ( 11 1'. l.:1). 

o 

I 11111 1111 1111 'l'li1tl1·~î11 t CXA t-~ 1· 1., t,"de DM d v MA DX L . 
. ' ' " <\. n . , a .!J,fC- = DC . ung1mea 

'
1 11

111 111
1 

1 
\ 

1
''

111• lnnn noc 11nosc uL1'î, dm· teorema lui Thales în /\OBD 
d /I \ /I -·-· 

I Jr) //() \1:1111 1 (• •;t,e 11~01· dn nhţ.in u t concluzia dol'it:'i 

11 l I' !. 11"1 111·11111t.1 r III lflll'll f. J); __ ..;_ 
Jl[(' 

/JO /I, I 

/)(' /!() 

11 1111 " rl1 11111111 l111ti1·, d111· 1111 ,,d i 111111 1•1„ " . 
" • lll 1'1 „l' l'/.(llV1~ 11l " 11 p 1·11 Jil1•11111. 



Putem trece acu.m IR dnnonstratia teoremn tui 'l'h1tfr.\' w r11„11/ Kf'lt l'l ll 
(bazîndu-se pe valabilitatea acestei Leorcmc in cazul cîud unul tlm niponi·Lt•l 
ce apar este raţional). 

A 

Fig. I.6 

Fie r un număr raţional astfel car < AD , deci r · AB < AD. Să con 
AB 

struim un punct D' situat in interiorul segmentului AD (fig. I.6), astfel inii 
AD' = r · AB. Paralela prin D' la BC va tăia AC într-un punct E' situa i, I 
interiorul segmentului AE. Conform teoremei lui Thales pentru raport raţ .. i 

AE' . AE 
na], vom avea -- = r, deci r < - . 

AC AC 

Am arătat astfel că, pentru r rational avem (r < AD) --+ (r < AE) . 
' · AB AC 

La fel se arată că pentru r raţional avem (r < AE) --+ (r < AD). 
AC AB 

Pe baza p:oprietăţii c) de mai sus, teorema lui Thales este com pl 
demonstrată. 

Obser<,Jaţie. Vom vedea în cele ce urmează că, efectuînd construr 
geometrice asupra unor segmente cu lungimi raţionale (chiar naturale), obţi 1w 

foarte uşor segmente de lungimi iraţionale. De exemplu, lungimea diagon ul 
unui pătrat de latură 1 este un număr iraţional. De aceea este importan t, 
ştim că teorema lui Thales este adevărată în cazul cînd rapoartele ce apo r· 
ea sînt numere reale oarecare. 

TEOUJ~MA l<UNDAJlRN'Jl.AJ1Ă 
A ASBMĂ.NĂ Rn\I: 

T (1 ore mă. O paralelii l;1 una tliu laturifo unui triunghi fontll"11. 
celelalte laturi u u alt tri un1;hi ţ'aJ'll are toafo unghi urile res11cd iv 
şi toate laturile r11sp1•e1iv pro11ur(ionafo <'ll ale eehii iui( iaJ. 

Deci în triunghml ABC ducem PQ paralelă cn BC (P C AB 
notaţiile Jiind cele dm fjgura 1.7. 

I I' t I 1 11 

I I li I • Conch1zi11 
l) -)::: A= .:ţ:A, 2) 1:: 1\ = 1:: s

1
, 

3)-}:': Q2=1::C ' 4) :!!:_ = AQ = PQ 
/1 I 1111 1111(11 

2 AB AC B C ' 

li I q'' I) •11tl ,11nv1d11\1.i'l. Congruenţele 2) 3) se refer~]· h' . 
1 t• . . ' a a ung IUrI cores -

1 i 111111 111•op111•!,1t1 din -1) f'Ozultă direct din t l . 
10 , eorema m Thales. 

I d 11 tl111111Hl li! l'/il, ('I~ - J Q p t , 
11 (.' fi r: · cn r u aceasta ducem QT li AB( TE BC), 

11 l111•1111111i1 1\HLfnf .1 
' v •re uc o parte, paralelogramul PQTB şi doci 

A 

111
, t""'c .so poate a.plica teorema lui Thales (QT li AB) şi 

11 • li< . n u!Lrma proporţ.ie înlocuind pe BT cu PQ, obţinem 
11 •11 11 111l 1q .111 1·iiul.nUL 

''' , ,., ,,,,. I '11l,011t Ru considerăm că paralela PQ întîlneşte prelun irile 
" I 1 li111irl111tl111 A 11C; demonstraţia rămîne în esenţă aceeaşi (fig. gl.9). 

'' olt•at11. So o(ms idcru un trapez OABM, de haze OM= b şi 
111 

'
11111 O 1 a. So ni •go un p11ncL X pe dreapta OA; paralela prin X 

l ;~ 



. Problemt~. 

ln interiorul unui segment AB ·cu lungimea de 55 cm se consideră 

m punct C l!-stfel ca .-tr = ~ . Să se determine lungimile segmen
CB 6 

elor AC şi C B. 
2. Aceeaşi problemă ca la 1, cu singura deosebire oă se presupune C 

ituat pe dreapta AB dar nu in interiorul segmentului AB. 
Unde rezultă C: de aceeaşi parte a lui A ca şi B sau de cealaltă 

larte? 

3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C astfel incit C să fie situat. 

t A . B Sv . f' d' l CA CA . ClJ n re ŞI • a se exprime iecare m rapoarte e x = - , y = -- SI z = --
GB AB ' Al i 

n funcţie de fiecare din celelalte două. 

4. Dacă A, B, C, D sînt puncte coliniare, dacă C şi D sint situate între A 
. B . d V CA DA V d t V c D 

ş1 ş1 aca GB = DB , sa se emons reze ca _ = . 

5. Aceeaşi problemă ca la 4, însă presupunem că nici C şi nici D nu 
este situat între A şi B. 

6. Trei drepte paralele determină pe două secante segmente pro
porţionale. 

7. Enunţ.aţi cazuri particulare ale teoremei lui Thales; şi ale teore
nei din problema 6 (amintiţi-vă teoreme sau.phiar exercjţii de anul trecut I) 

8. Care esJa_reciproca teoremei lui Thales? Este ea adevărată? 
9. Fie M şi N purîcte pe laturile AB, AC ale unui triunghi ABC, astro) 

~a MN li BC. Dacă~=~, să se calculeze AN. 
AB 11 NC 

10. Demonstraţi teorema lui Thales în cazul în care puncteie v 

~i E nu se află in interioarele segmentelor AB, AC; deosebiţi cazul în 
~are ele se află pe semidreptele AB, AC şi cazul in care ele se află pe 
prelungirile acestor semidrepte. 

11. Scrieţi o demonstraţ,ie a- teoramei lui Thales, considerind 

AD m • · · · ~~ t l 1 (d ' f" V t • - = - m care m ŞI n_,,m natura e, ~ m < n ec1 ara a par ICU-
AB n ·· 

lariza pe m şi n). 
12. Fiind date trei segmente de lungimi u, v, w, să se construiască u 

segment de lungime x, astfel ca x = uv . Caz particular: u = 6 cm, v = 10 
w 

w = 15 cm. 
13. (lntrebare.) Puteţi folosi teorema lui Thales pentru a construi u 

segment cu lungimea x = V uv, u şi v fiind lungimile unor segmente da to 
14. Se consideră trei semidrepte Ox, Oy, Oz, _ punctele A, A1 pe O 

punctul B pe Oy Şi punctul C pe Oz. Paralela prin A 1 l a AB tai e Oy ln B 1, i 
paralela la BC prin B 1 t aie Oz in C1 . Să se demonst.reze că C 1A1 li CA. 

tr. . · ''.1 01111Hid1 ,. un punct .D . . . 
1'11111111111 111·111 /) 111 A I/ l.ui o AC 1n E 1~e J la turu DC. a LrrnngJuuJui ABC. 

I 1111 111;1\l,11 o dup un anumit număf~eaa~~~~tdBC prin E ~?-ie AB în F etc. 
'" /) l.1 11·: llttl,( noo l num/1r de construcţii ? e coostrucţu „ne întoarcem" 

IO. 1 ,1111 l l.rnhui o ales punctul .D d' bl 
111 /I ~ 11 1h /I loo d11p1~ \rn număr mai mi~':i~ro ema 1~, pentru ca întoarcerea 
t 11111 i111 l 1; noo I nou numă r ? construcţu decît în cazul general? 

17. l•'i11 I> pun ctul 1n care bisectoarea unghiului A al unui triunghi 

11111 11'"'" f1111z/1 lnl11ra opusă BC -Să s d DB AB · e emonstreze că __ = _ . Aceeaşi 

I 11 b ' DC AC · 
'''' '11111 pn11t.1·11 „ isectoarea exterioară".„ . 

IH. Sm i1 ţi rezolvarea problemei rezolv te • 
I 1 ii t ' i•1d,11 I " ,,„ o O şi D C . . a. 2 m cazul în care pune• 

. e constataţi cu privire la rezultat? 
I O. 1'1 drcn pta Ox se consideră punctele A B C . 

, 1, jllfl l11i11 l11 A', B' , C'. Dacă AB' li BA' si BC' ·, c' I' i~r pe dreapta 
11 11 11 11 AC' // CA'. · · I B, sa se demon-

0 .. f) u ţ. ~ un. exe.mpl1:1 de ~roporţie'în care un termen să fie număr 
fi1l1•'' 1111 to t.1 ceilal ţ i trei să fie numere iraţionale. 

,M 4 ~UJ~1'f:~ ~LUI 1'HALES ÎN C.\.ZUL 
H. I OATI.IEI~ou REALE OA.UECARE 

I 
demonstra t eorema în acest caz, să amintim cîteva fapte 

11 111 11 111 1·11 lt 1·cale. 

I ' " 1111 1 d11to do uă numere reale a şi b, este adevărată una . . 
11111 11d11! 1dt fi < b a= b 'b < ŞI numai , , a. 
t " 111 111 n11 vi 11 Lc , < este o re laţie de ordine totală pe mult" 
,~ ft ,1mea numere-

1'1 11 d d11 t.o două numere reale a şi b aşa în •t b · v 

' CI a < , exista un număr 
' i111 1.r11 1 co a < r < b (evident r nu t . d . ' .es e unIC, eoarece conform 
p111 p1•11 t,1 \.i, v a ex ista şi un număr raţ' ional s ' . 

I · l t ) cu · proprietatea 1 1 I III I ,\' , ~ (J C . . 

I ••1 111p l1 fi11 rn n cous tă proprietate astfel. Dacă a= 2 738 . - , 
1111 1111 11111' · ,q ; d ncă a . 2 839997 . b- ' ... şib-3,069„. 

,11 I I 11111 , .. . ŞI - 2,8400002... putem lua 

11) I 11111 11v11r J l'i n o11 nnm m·o reale a şi b aşa încît, pentru 

' 

I ( 
r raţional, 111 

' v t 11 1' „ - 0 ) ... (r b) atunci a = b. 

'tct1Hf11 '"' '·' n <0 •1 H11c i1q,/'i u prop1· .i etă ţ ·iJor a ), b) . într-adevăr d 
1 11 qd11 111 11 11v1w l 1 · , acă, de 

, li . >, i1 ,11n c1 nJogom Uit „ r·ot.iono.J cu prOpl'i eta te 
11 i 1 11 v111 11 r li ud ov1 i·u t <for „ . a f11l 9 J o ·i ,~„ I" no I ~ a ; 

p1ol n :w 1 ' 1 tHOVurat ti, 



la baze taie MB tn Y. Presupunind c > b,- să. se exprime lungimea y a 
segme~ţµlui XY în funcţie de lungime~ x-a segmentului OX. 

Ipote~a _ 
OM llXY llAB, 
OA= a, OM= b, AB = c, 
ox = XJ XY = y. 

Fig. I.10 

- z {J 

Concluzia 

XY = .. 

Rezolva'l'e. Va trebui să deosebim mai multe cazuri, după poziţia lui 
pe dreapta OA. 

ln toate cazurile vom duce prin O o paralelă la BM şi vom nota cu 
intersecţia sa cu AB, iar cu Z intersecţia sâ cu XY. Din paralelograme 
OMYZ, OMBD deducem că YZ =BD =.b. Cum b < c, rezultă că punct 
D, care va fi acelal}i în toate eazurile ce le. vom deosebi, este situat între 
şi B, iar AD = c - b. 

Teorema fu~dam~nta)- a asemănării in 60AD tăiat de XZ dă~ 

= _E_ . Această concluzie este valabilă în toate cazurile, dacă ţinem se 
c - b . - -· . 

de observaţia de după teorema fundamentală a asemănării. 
Cazul 1 (fig. I.10): X se află intre O şi A. 

In cazul 1, Z va ~i tni!'e X şi Y, deci .::__ = Y - b ; în acest caz. rez 
· a c - b 

tatul este y = b·+ c - b x. -
a 

Cazul 2 (fig. I.11): A se află între O şi X 

y 

Cazul 3 (fig I 12). X se flă 1 t 0 .. 
. . . a n re ŞI inter·secţia C a dreptelor O A şi· MB. 

B 

Fig. I. 12 

T n 11oost caz, X se află tntre y şi z deci XZ - b . . . 
/; ' - - Y ŞI obţinem _:_ _ 

y -
• iar rezultatul t c b a ,, " es e y = b - --=- x. 

a 
A log-tnd X = C obţinem oe b . b =-, deci oe= _c:_ 

a c - b c _ b ' ceea ce ne 
I' ' 1111 f,o 11/'( descriem cazul 3 şi astfel: O între A . X ab 

ŞI , X<-. 

I I f 

(' l c - b 
11.\11, (. (fig. I.13): O între A şi X, ab 

x >~(cu alte cuvinte C între 
\ ). 

8 

1"11{. L 13 

z 
I 11 11 11 11111. onz y se flă i t 

' a n re X şi Z, deci XZ = y + b, x = ~ 

/ Z Fig. l.lt o/ 
lt 1 11 1 11ll.11f,11I (llltO y =~ X_ b. a c-b 

a 
11

/i "' 1111f ito. Da ·ă 111n conveni să ·d 
rnd11 „ 111 d1•1111ptn" lu·i O ş· cons1 erăm pe x „cu semnul +" cînd 

' J "cu semnul -" cînd X este 1 tt "1 . 
1111111 1 I ol11d y tlO nfl/11 . J . "as nga Ul O, pe y cu 

I I ' n sem1p anul de deasupra" 1 . OA . 
'" I ~u "" ln ool do dodosubL L ' ~ Ul şi cu semnul -

111 11111 n n1d11l1d l.o c ll ~:t. uri . . ' a unei rezultatul din cazul 1 ar fi valabil 

• 1111111. oh 11 11rv11t,io no nrutu cil s . 
i 11 1111l tl 111 n1 11 I . . . e uprop1e mo.mentul clnd vom învăţa 

,, 11111{11111 J1ogo.t1v " 

A X 
corespunde tot situaţiei „Z intre X şi Y", deci raţionamentul şi rezultatul • 
aceleaşi ca şi în cazul 1. 

1
"

1 111 !Io li, III 11 111 III ol, " V tt - ao 



L. Prin puncLul P de intersecţie a diagonalelor unui 1,n~pmr., HO duco 

0 
paralelă la baze. Ea intersectează la~urile neparalele în M ş1 N. Demon-

straţi că P este mijlocul segmentului MN. . 
2. Să se demonstreze că dacă paralela MN la bazele AD ş1 BC ale 

unui trapez (ME AB, NE DC) taie diagonalele BD în 1' şi AC în S, 

16 

atunci MT = SN. 
3. lntr-un triunghi ABC orice segment PQ li BC (PE AB, _Q E AC) 

este împărţit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului BC) în 

două segmente congruente. . 
4. Să se construiască o paralelă la bazele unm trapez oarecare care 

să fie împărţită de diagonale în trei părţi congruente. 

S. în figura de m ai jos AD = a şi BC = b sînt două. segmente 
paralele . DE şi AC se taie în P. Segmentul PQ este paralel cu AD 
(Q E AB). o 12r;Jc 

A Q B 

l<'ig. I.14 

Să se exprime PQ în funcţie de a şi b .. 
6. Două cercuri tangente exterioare au lungimile razel~r .R şi r 

(fig. I.15). Tangenta lor comună exterioară TT' întî~neş1te ,lm~a cei:i
trclor 00' în S. Să se lculeze lungimea segmentului O S m tuncţ1e 
de R şi r . 

7. Un triunghi ABC are laturile AB = 9 cm, BC = 15 cm şi AC 
= 18 cm. Se ia pe latura AB un punct D,astfel ca AD= 6 cm; p~r' 
lela prin D la BC taie AC în E. Să se calculeze lungimile laturilor trrn 

ghiului ADE. . . 
~ Laturile neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD se mterso 

tează în M. Să se calculeze lungimile segmentelor MA, MB, MC, M 
în functie de laturile trapezului (se va presupune că baza mare es 
AB).\.\ ~Jicaţii' numerice: a) AB = 20 cm, BC = 6 cm, CD= 15 CJ 

DA = 8 cm, b) AB)~ 20 cm, BC = 3 cm, CD= 15 cm. DA = 9 ci 

'
1 I >1.111111.il1·l1 · 1111111 I 1.iru , I /,c 11 ii· · !1, 1; .1• • I/>. < J.J st• inft'rst'< 

ii I I III \ '-,,1 'I I·"' 111. '.' .''' 11111< \11 • de · lt1 ill'llllÎ l 1• h;iz1·lo1 ~i ale di a
'" 1l1 l11 1 l1.'lw11tl111 , l1111 1• 1111tl 1· 1•v 1111 ·111t-lor \.J. \ ' J; , xr ·, .\'{) A Ji 
q111111111111.1 1~) 111 l.0<111 ,I /) IO cni,.l<' 21cm,Bz:I'= 
I' '111 I•) I h .W 1111. ( /) li> cm, . IC . 15 cm, Bf) = 9 cm. 

U/11· 1·1· 1•11(11• C:11 l't1.11oşl.i11(,clc de pîn ă acum, nu putem calcula lungi-
111 tl11 d11i~11111d11l11r 1111111 lo1·1tpez, •unoscînd laturile sale. Vom ajunge să 
11 1dv11111 11 1111!,l'nl do problem ă la pagina 53. Din acest motiv nu putem 
1111ii11•11 prnld111rn l(' 8 şi 9 1nl,l'-una singură. " 

IO. 1.)1 1•1>11:-iidr.l'i'l. o dt'enptă d si pe ea punctele A A A asa , 0' 1, 2, ... , 
111 lu 1, .11A2 „. -= 1 cm. Se duc perpendicularele a a a .. 

0' lt z, ··• 
I'' rl 111 111111<·!.PIP A 0 , A 1, A 2, ••• 

11 S11 co.11 :-i idoră punctele B1 şi C1 pe a1 şi punctele B 2, C2 pe· a2, 
I 111111 11 1 11 · nlllş1 Homiphm determinat de d, astfel ca A 1B1 = 2 cm. A

1
C

1 
= 

I ' 111 . ,I .. li:· 6 l' rn , A2C2 -= 3 cm. Să se precizeze poziţia punctului 
dn 111l rn·11n1·(.1H nl dreptelor B 1B 2, C1C2, calculînd A

0
N şi N M, unde 

' 11 I 11 1111 ·1111·11 1 pr.rpcndicularei din M pe d. 
li Â<'onnşi prohle~ă pentru punctul de intersecţie al dreptelor D

1
D

2
, 

11 fl h, 111 1·11r·t /J 1 este situat pe a1' D2 pe a2, D 4 pe a4 , D
5 

pe a
5

, toate 
111 111 11111111 110.rniplan ucLenninat de d, iar A1D1 = 1 cm, A 2D 2 

= 5 cm, 
1111 1 10 nn, A5 D5 = 3 cm. 

11 'f'1111genta comună exterioară a două cercuri exterioare întîlneste 
111111 • • 11lr1 lor 00' în M. Să se calculeze lungimile segmentelor MO 
lltl ' I 11 I 11111· \.ic rlo razele R, r ale cercurilor şi de distanţa d = 00' într~ 

I I I t 11 11! 11 ( 111' , 

I ~. t\1·c•r.nşi problemă ca la 11 dar pentru ~angenta comună inte-
11111111 . 

I :C. A1 · nonşi problemă ca Jr.t 1.1 dar pentru cercuri secante. 
11. S1• 1 ; 011sidcră un cerc fix de centru O şi un punct fix A. Se ia 

1111 pt1111 ·I. III rrn acel ce1·c şi se consideră un punct N pe semidreapta AM 
IN - · 

' 111•1 ' '" 
1 
M = k. Cal'e este locul geometric al lui N cînd M parcurge 

'• 1 • 1tl d11I, k r1'1J11înind şi ol fix. 

li, . \1·1· 1·n~ i pr11blr1nii ca la 14, însă alegînd punctul N pe dreaptil, 
I li 111d lo•I 1· 11 A s;'l fie• în I.re M şi N. 

IB. :"-i1 1 .c'.•n!-l id nră două. cerc u1·1 neconcentri (' e, de raze neegale. 
11) (•I Hrţ1 1111 puncL A ş1 un număr k astfel incit locul geometric din 

1'11dil1111111 1 /j, r·olnliv lu 11nul cl in cercuri, la A şi la k, să fie, tocmai celă-
111 11 "f\1'1'. 

11) i\1 ·<11 n~i pl'(ihlo.mi'i. În ceen ce priveşte locul geometric din 
I' I 11IdI111111 I '1. 

1·) <:1 Ho 1111irnplll duci'\ rnr.ol e cercurilor n.t fi egale? 
dl f 11 1·11:r.111·ih I n c:nro 1:orcul'ile m· fi rx t.crioal' • tangente exterioare , , 

p1111 11,11,,1 1111 ~,1~111 p1111rl,1 lo r do ln ri şi b, 111.1· ln cnzuri lo tn cure cercurile 
"' 11 "'" '""'''• l.11ngt1ul,o into1·io1u·, pr· ei;m\,i por.i\111 pu11<·i11h1i d •Jo a). 

,.., 



17. Se eorn1iderli un putl'Uluter l:onvox: A//( ' /) IJ• 1111 puuct M i11l,11 
rior segmentului AC. Paralela prin M la All Ltd1 JJC tn N, iur puril!(1I 

MN MP 
prin M la CD ta.ie AD în P. Să se demonstreze că AB + CD = 1, 

18. In paralelogramul ABCD unim A cu mijlocul lui BC şi B 111 

mijlocul lui CD; cele două drepte se taie în X. Care este valoarea 1·apor 

tului XA , unde M este mijlocul lu'i EC? 
XM . 

19. Locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi nealunf( 
pentru care raportul distanţelor la laturile unghiului este egal cu u 
număr dat, este o semidreaptă cu originea în vîrful unghiului. 

Aplicaţie. Problema H ne permite să ana.lizăm ceva mai de apronp 
fenomenul eclipselor de Soare. Ştiţi, desigur; că o eclipsă de Soare are Io ln 
situaţia in care Pămîntui, Soarele şi Luna sînt coliniare, iar Luna se nfl 
între Pămînt şi Soare (fig. 1.16). . 

o~~~~~~~~~~-o--o Fig. l. lft 

Soare Lună Pomlnt 
Aceste corpuri cereşti nu sînt puncte, aşa incit pentru a înţelege mu 

bine fenomenul este preferabil să privim figura l.17 (unde Pămîntul n-a foii 
figurat). 

Fig. J.1' 

Eclipsa de Soare se vede de orice obser"."ator de p~ suprafaţa Pămtn 
tului, cînd acesta este plasat în una din cele trei zone, însă ctiea ce ved<1 
pe cer diferă de la zonă la zonă: 

zona plină zona haşurată 
........ 

\ \\/)// 

'"' 
Fig. I. I 

întrebarea care· se pune ~ste: de pe Pămînt vedem eclipsa totală, p11r 
ţială sau inelară? Adică: distanţa de la Lună la punctul M (cea din figurn l.17) 
este mai mare, egală sau mai mică decH distanţa de lu Lu nă ln P!1 rn1nt i1 

I I 11 1 11111Ip1'11 ld w11(i11do111 p11gi111117' no porrnilo t1ll 1 : ulc1ilărn ui st11nţu 

1111 1 111 p!l11l'l,11I M prin for·.inula dr , unde R este raza Soarelui, r e~te 
R - r 

I 11111 , 111 d 11111,o diHl,unţn între Soare şi Lună în situaţia corespunză
' llf' 1 , d1 111I dirororq,n dinLro distanţa. de la Soai'e la Pămînt şi distanţa 

, • 111 f fi I I 11 I 1t 111 • 

l h l 11 li 1111111111•1111 nHLronomice sint: raza Soarelui=695300 km, raza 
I I / III h111, di 1rLmrţo. Pămînt-Soare = 149 450 OOO km, distanţa 

. IH!i, OOO km. 
1•1il o11l<1lo,oonform formulei de mai sus, obţinem, pentru dis

tl• 111 I ,1111 111 p1\11( Lul M,o valoare de aproximativ 373 OOO km. Valoarea 
1111 11 11 111 ro11rl,o nprop intu de distanţa Pămînt-Lună. Datele numerice 

111 11 1111, „1111 dii" : P/l.mintul se mişcă in jurul Soarelui, şi Luna în jurul 
1d111 1111 p11 •Hl •'tHU'Î, ci ţ>e elipse şi distanţele de mf,li sus variază. Calculele 

11 11 • 111 1, 1·11 1 nu1i mult influenţate de variaţiile distanţei Lună-Pămînt, 
11• p111tl11 li111 v1dori intre 356 OOO km şi 407 OOO km. 

ii 11 1 11 11·111 11 dooi: do pe Pămînt se pot observa eclipse totale, eclipse 
1 111 11 11 1 11 l1p 1111 111otnr do Soare. Cum puncţul M este totdeauna aproape de 

1 11 111 1 • l11d 111•11 lno o w;Lfol do eclipsă, rezultă că zona de pe Pămint din care 
11111 11 11 111 11, ln uri rnomont dat, o eclipsă de Soare totală sau inelară este 
' • 111 11 111 00111p11rn\.io cu inţreg Pămintul. lntr-un punct dat de pe Pămînt, 
1• 1 111 d11 H1111ro lioL1do, parţiale sau inelare se pot observa,in medie,o dată 
1111 oii• 1111 I lll,itr111 olilipsll. <le $oare,vizibilă d~ pe teritoriu~ ţării noastre (de 
1 111111111 d11,1 H11d11I ~firii) a fost eclipsa totală din 15 februarie 1961; urmă· 
1111 ••1 <1 p ~ , do 11 Momono1:1 totală, va avea loc la 11 august 1999. 

'rHJHNGillURI ASEMENFJA. 
CA 1'lJ IUl1E DE ASElUĂNARE 

11 11 1 I iii p11 H t 11 1 v idn nţ i1 1n teore;ma fundamenta.Iă a asemănării ne eon
i 111 I 11 111 111 l,fl!l l' llll : 

Vi <1 1, 11 r trri 11nrt11 neeoliniare şi A', B ' , C' alte 
,.r., I. ;I BC ,..._, t:,,A' B'r' ( şi citim aceasta: 

te .t ~ 111 r1111•:' t• u tri11nţ1: hiul A' H'C') dacă · -}:.::A =- ·J:A '. 
t "I ll 'C' ( " t ' * 
III · 11<' ( ' 1 

lt i 1 1 sE• 11 1m -~c r1A111tP11 P a d: (' ă unglnuri 10 
11 •rl1 .11r il1 N i i l 1 l ·; · J flii ile cP s 0 P p l 1n 

n! 

• \ 11 1111 11 •1111 1·oip11111! 11 11 1:l•11 l01· rn1w11rl o ,·o rn1mtşlo „raportul do oscmllţlllro" al tri -

11 ltl111 llrn 



Cnl'n sl11L OX"PJnplo lo do I 1·i11ng-hi11l'I t1AO.rnnno11 i' S1 ol111111·v/\111 1nL1i dl d11111 
tl'i unghiuri eougrnen lo s1nL trnc meneu.; dar nu p(\11 l.1·11 11 1·.<111Hido1·11 ufll,fol tl1 

exemple am introdus definiţia . Teorema fundamcnlnlil 11 mwmănării no Hl'llf 

un mod .de a construi un triunghi asemenea cu un tl'iunghi dat, dar n1w1111 

gruent cu acesta . 
ObserMţie. La noţiunea de a.semăna.re a. triunghiurilor se ajunge ~i r• 

cale intuitivă, considerînd două desene, al doilea (fig. I.20) fiind ob\,i1111 
„mărind" pe primul (fig. I.19) . 10\ r;, 120 

Ele „seamănă", dar nu pot fi făcute să coincidă nrin suprapunere. l lt 

segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzăto1· dit 

al doilea, însă raportul lungimilor lor este a.cela.şi pentru toate segmenl.111 
ce le putem considera in modul de mai sus în cele două desene. Unghiul 
două direcţii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzător d1 
cel de-al doilea (aceasta şi dă senzaţia de asemănare). Considerînd cea 111 11 

simplă figură - triunghiul - ajµngem la definiţia de mai sus. 
La. fel putem să gîndim privilli) dou~ hărţi a.le aceleiaşi regiuni făo ul 

la scări diferite. 
Există trei teoreme ce se numesc cazuri de asemănare ale triunghiuri lu 

ale căror enunţuri sînt analoage cu cele trei cazuri de congruenţă. lnainl< d 
a le enunţa şi demonstra, să observăm că dacă . 6,.A BC ,..._, 6,.A 'B' C' f 
6..A.'B'C'=6..A"B"C", atunci 6,.ABC,.__.f:;,.A"B"C' ,cu alte cuvinte 11 

triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea. cu orice triunghi 0011 

gruent cu triunghiul dat.-
Cazul 1 de asemănare. Două triunghiuri ce an un ung/li congnzenl 

laturile ce-l formează prop rţ ionale sînt asemenea (fig. I .21) 

Fig. l.2 1 

Ipoteza 

".}:::A = ".}:::A', 
A'B' A'C' 
·--= -,--. 

AB AC 

20 

Â t>c· 
8' 

6,. Al r ,....~ b.A 'lJ'(.11 

/I 

ii I 'I 

(I f 11 

I t 1 I ' 

I 1 I I 

I I II 11/lrt J.)111111 l1 1111n •hi111i' ('I ' (/// 1/111111 li I . . 
"' 11 " li // li /'r 'Spt'f'l 11 • 

I 11111 (fig. I :2'.2) . 

I f, I .:.!.! 

) li ', 

A 

c' 

Conc/11z ia 
L ABC"-' f\ A'H'(" 

1111'111111·11. /Jo ur • tr i 11nbr1/ti11r' ce a1• l . l 
(' 

•
1 

• • ce e trei .awri· f )l'< 11(1r 
. I 2:t) 

A 

[>c' 
B' 

c 
B 

Concluzia 

L::, ABC"-' 6 A'B'C'. 
11 1111111l1 1•l1il1 •1•1 d111· 1.„11i (.po1·cme nu 0 parte comună. Anume: 

"'"''
1 

"
1 I" ' fll' ii11dr11 11 11~ ,a 111] un punct B 1 astfel ca AB

1
=A'B' 

I'' III lt, 1111rn l1d11 111 //(' ~· 11111 ;l n1 :~r Ci i ntel'~Ccţ.ia ei cu AC (fig. I.24): 

---...JIC 
"'"' "' '' ''' ' ""''" f1111d111111 •nl.nln n :1sn.111;"l11ar·11 l'\'u.n1 L~ ABC ~ 6 AB1C1. 

) 11>',t', , . 111, li,(', , !(', 
. I// 11( ' JI(' 

'""'"' " " r1111111111 11 1.r:11. n1 /\ 1 nr =- /\ 11 'n'r:' ( · 1 · 1· · 1 1 - • \ , ş 1 o >lwrvn !·•a f m:un-
' li 11111111 I li 111 •l111t11 d11111011 HI l'll\. 111). / \l' flllH Lll Hfl VII fu1~n în rrtod difurÎL 

"'" l'lll11 l,J·1 11 L1101 ·0.111 0, f11l11H1111l 1:11·1.1rl dll l' l)llj{l'lll'lll,ti (;Ol'nHJ1llll1'.1l l.11r . 



Cazull. Din ABi = AC1 , A 'B ' = A'" ş .i A ' // ' 11n, dodw:rn1 
AB AC AB AC 

71 = A'C' şi cazul 1 de congruenţă arată că 6 AB1l\ = !:1 A'B'C'. 
Cazul 2. Din :ţ:_B = :ţ:_AB1C1 şi :ţ:_B = :ţ:_B' .deducem că :ţ:_AB1C1 

:;::.B' şi cazul 2 de congruenţă' arată acum că 6 AB1C1 :::: 6 A'B'C'. 

C l 3 D . AB1 B1C1 AC1 A'B' B'C' C'4' · AB azu . 1n --=--.=--· -- =--=-- ş1 1 
AB BC AC AB BC CA 

: A' B' deducem B1C1 = B'C' şi AC1 = A'C' şi cazul 3 'de congruenţă aro t X 
. 6AB1C1 = 6A'B'C', q.e.d. . 

Credem că după parcurgerea acestui paragraf este clar de ce teoremo 
de la pagina 12 a fost numită „teorema fundamentală a asemănării". 
Obser()aţie. Relaţia de asemănare între două triunghiuri are următoarolo 

oprietăţi: • 
a. Este reflexi()ă; adică orice triunghi este asemenea cu el însuşi. 
b. Este simetrică; adică dacă un triunghi este asemenea cu un al doiJon 

iunghi, atunci şi al doilea triunghi este asemenea cu primul. 
c. Este tranziti()ă; adică, două triunghiuri asemenea cu al treilea sh1t, 

iemenea. 

Proprietăţile a, b, c sint conseein e ale definiţiei sau, mai simplu, nl11 
i.zului 2 de asemănare. 

Probleme. 

1. Demonstraţi că două triunghiuri echilaterale sint asemeneo , 
_/ 2. Două triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea. 

3. Dacă D. ABC"' 6 A' B'C' şi dacă D şi D' sint intersecţiile hli 
BC respectiv B'C' cu bisectoarele unghiurilor din A respectiv A' atuno 
6 AB.D,,..; 6 A'B'D'. 

4. Aceeaşi problemă ca la 3 pentru mediane în loc de bisectoare. 
5. Aceeaşi problemă pentru înălţimi. 
6. Raportul lungimilor razelor cercurilor înscrise în două triuni.cl 

asemenea este e.gal cu raportul .. din definiţia asemănării". 
7. Aceeaşi problemă pentru . razele cercurilor circumscrise. 
8. Enunţaţi şi demonstraţi o teoremă ce ar trebui să poarte numol1 

de „cazul 2 de asemănare a triunghiurilor dreptunghice". 
9. Intr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi al " 

lungimea înălţimii corespunzătoare ei este acelaşi pentru toate cele t1 i 11 
10. I.ntr-un triunghi dreptunghic ABC se duce înălţimea AD coroii 

punzătoare ipotenuzei. Să se demonstreze că AB2 =BD· BC şi oit 
AD2 = BD·DC. 

11. Se consideră un segment AB şi un punct M in interiorul său . 
Se construiesc, de aceeaşi parte a dreptei AB, pătratele AMNJ> f 

BMDC. Să se demonstreze că PC este acelaşi, oricare ar fi poziţia lu 
NB 

M în interiorul segmentului AB. 

•o 1111u 11 h'11ins ·li. un pălrnt corn elt 1\ihli donă vt.d'uri ullHuraLo 
III' '' 111111 i triu.ngh.i, iOJ· ·eJolo.I Lo dou i\ v1t•f u.ri po ctte 1.tM. diq 

11011 l11 t,11ri 1110 triunghiului. 

J 11 H"''" J .25,ABCD şi A MN P slnt pătrate, E este mijlocul lui 
11•f11 01 Jlrn111 lni MN. 

B 

p 

1 11 I 

li 1 ( ,u~• oii PD = MB. 
. AE AB 

llH.1 1~1 •li - = - -. 
I'Q AM 

1· l,11p oii/\ MST 0
....., 6 PSA. 

l I 111 f 1{ 111"1 1.26, ABC şi CDE sint triunghiuri echilaterale. 

III 11 . li> 1<: f ,IJE n AC = {F},AD n CE = {N}. 

A 

li 

III d n 111 0 11KLl'OZO CU; 

u ll h' A IJ. 

11 Af.' /t' ....., /\ IJCF. 
/ 1;<,'N "" /\ DCN. 

H1 I >111 1r~ijl oo ul D 'ul laturii BC a unui triunghi ABC ducem per-
111 111 1 1 1d 1u•n I'" 11 li , AC; fie P, respectiv Q, picioarele acestor perpendicu-

f, • • '" ' dH.111011111,rozo că DP = AC . 
DQ AB 

III 'l'1•11111Khi11rilo ABC şi MN P au 1::A = :ţ:_M, :ţ:_A = 90°, 
11 I/", ) J• 53°. ă se d01:nonstreze că sint asemenea; 

U •, ,. , l w 1· I A IJC- /\ nEJ·, A B - 9 cm , BC = 5 cm, AC= 
'" '111 , /i /r C)C) cm. s. S\' r akulrzt /:'/· ~i nF. (V îrfol A corespunde 

1111 /I /I 1111 /• ,i ( ' l11 i F ). 



Aplicaţie pmr.tid!. Det.crro.iun\.1, prin mă11u1'lit,ol'l, d1t~l.1111~11 .tmt.1·0 1111p 

pomtil din figura l.27, 

Fi~. I I 

---'.'.'.'.'.-~ - : 

~----, 

Ar fi greu s-o măsurăm direct, din cauza lacului. Procedăm us l.1'111 

legem un punct M (şi-l marcăm, de cxemp_b), cu un ţăruş). Măsurăm diat1111 
ile CM şi .M P şi găsim, de exemplu, CM = 250 m, M P = 150 ro. Măsur 111 

·unghiul CMP şi găsim, de exemplu, :r:_CMP = 60°. 
Desenăm apoi pe hirtie un triunghi C' M' P' asemenea cu 6 CM P at1 l.f1 •I 

.uăm un unghi xM'y de 60°, a)egem un punct C' pe M'x oarecare, de e:xorn ph 
stfel tncit M'C' = 5 cm (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu K 11 

i întimplat dacă încercam să desenăm un triunghi congruent cu 6 CM I') 
- • I I •• M'P' J'ri'G' . M'l'' 
i apoi alegem un punct P pe M y astfel rnc1t -- = -- , deci --MP MG 150 

' 5 d" V M'P' 3 =-a ica = cm. 
250 
Măsurăm distanţa C' P' şi găsim Rproxiroativ 4,4 c.m. 

I 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
Fig. 1.28 

~x C' Sem 
Triunghiul C' M' P' este asemenea cu triunghiul CM P, conform caz11l111 

d 
V R . ltă V GP MG d . CP 250 d d d , I e asemanare. ezu ' ca ~ = - , ec1 -- = --, eun e ou11111•1 

. C' P' M'G' r„t, ·5 

că distanţa CP dintre casă şi pom este de aproximativ 220 ro. 

Obser'1aţie. Vom invăţa mai tfrziu să calculăm C P, cnnosdnd JIU 

MP şi ::ţ._CMP. 

I 1 1 1111111\1, pr111111: Hlll'HLOl'i, diHl.1111\n do ln .I ln fJ, lllHln {]OSLO 

li I I I 11 I : I I) 

I 11I11 11111111\ 1, pl'in 1năsurăLori, distanţa între punctele A şi 
I 1111 I III 11l1,l11 (l'ig. 1.:lO). B, 

li 
I I Jilt 1 111 1·11111 d11l1·1·111111ilPievuldinfiO'ural31 i' · v11. . b . . na 11mea copa-
1 • 11111 I 11d11111 ni HI HI eonsLr u i::iscă din pun t d d 

I 

, c • , c e ve ere geome-
l 11 111 1q111 



PUTEREA UNUI PUNCT 
FAŢl DE UN CERC 

Teorema următoare este o aplicaţie a asemănării triunghiurilor. E11 

fi apărut ca o problemă la paragraful respectiv, dacă n-ar fi prezentat o irnpo 
tanţă deosebită prin consecinţele ei, ce vor fi enunţate în paragraful ur:rn1'H11 

Urmărind demonstraţia acestei teoreme; este bine să fiţi atenţi la „oor11• 
pondenţa vîrfurilor" din triunghiurile ase~rnnea ce.· vor· apărea:, pentru 11 

siguri că veţi scrie corect relaţiile c6 vor rezuJtil' cfin asemănarea acelor triut 
ghiprL 

Teoremă 

Dacă printr-un punct fix M, nesituat p un cerc dat, ducem o secanl. 
taie cercul în A, B , atunci produsul MA · M este acelaşi pentru toate H111 11 
tele ce trec prin M. 

In demonstraţie vom deosebi două cazuri. 
Cazul 1. M este în interiorul cercului (fig. 1.32). 

D __ 8 

C Fig. l.32 

I 

I 
I 

I 
Concluzia 

A MA·MB=MC·M 
Demonstraţie. f:... MAC".'-' f:... MDB (cazul 2) deoarece 1:'.:AMC= *=V 

(opuse la vtrf) şi 1:'.:MAC = 1:'.:MDB (ambele au ca măsură jumătato 11 

măsura arcului C XB). Deci MA = _MG de unde, scriind că produsul 1111 r. I 
. MD MB 

este egal cu al extremilor, obţinem concluzia dorită. 
Cazul 2. M este tn exteriorul cercului (fig. I.33). 

Fig. 1.33 

, onduur1 

•11 M lf ' /\ M · MA ·MB = MC· MD. 
"" DB (citz ul 2) dooarece 1:::A MC = ::r:.DMB 

111 1' ) 111011 (umbolo au ca măsul'i J·umătat -d. 
11 11 

11 1 I Mr: · e m cea a 
rn M 11 o Le„ q.e.d. 

' I 111 1111111 11 11111.o i1 d ovl1. 1·ată , în cazul cind M e . 
11111 l 111 11•111il n lo d111H din M 1 ste exter10r cer-

' t ' " 1111 1 11 im 1'111 •11 la fo i · peantcerc; pe o tangentă, punctele A şi B 
, ru a nu ne ha.za pe · t 

11 11 "'I 1111 , pn l'ig11;·1.t I.34 in O. o proprie ate a 
' care este centrul cercului că 

fi I , (i I ( ' I ( 1800 - 2 YOA C) - 1 _.'.\..-- 1 .~--
~ , r-. - - r-.AOC = - AXC 

2 2 li 11 iii 

A 

li I I I /\\x~ 
'__~ M 

dn 11111 ~ 1111 11 JH conduce Ia următoarea. 
I 1' 11 l/ 1111 I' u rwt şi ( C) un cerc. 

, 11 fu i1 f11rior11l C<•n·ului, uumim p u te r • l . 
I I J/ 1 " e a u I Al 

I ' o "'li ' . III li , mule A ~i B sînt intersecţiile unei drepte 
I" ' ' lf i " i•1 rnil ( (')' luată eu semnul +. . 

I i f1 I'' ' c·1 n', ~pu wm c11.11uterM lui faţă de cerc este O 
I/ ' 11• " htl111'111rul <'<'reului , numim putere a I. . M 

111 u I I I/ I J/ li I 1 • ]J „ u I 
I ' • 11111 o ' ~· , sînt intersecţiile unei drepte oare-
' fli i·e1n•ul ( C) , lu11ti1 cu semnul _ · 

1 1 I I 

xPunct de putere poztfivă 
faţă de (C) 

\Punct de putere nulă 
) faţă de (C) 

~Punct de putere negativă 
faţă de (C) 

(11 I ( : 11 1111111 · fif.rnp .iodicatsădămdf' ·~ · d . , . 
I . e 1Illyta e mai sus 1namte 
'" I 11111 ·11 11111 1' Onoi'( vrorn 1:1ă dor· . . . 
1 J" mim „puLoron uniu punct M faţă 

' r11 11111 1d .1t f,1·1 h11io fli~ fi un oJomonL I , , l 
1 1 , n azu nostru un număr· 

li III 1111111 111 do f)lllloLul M uj do . „ 'l i (,,..) )î' . I . I d . ' . ' 
I y ' c ( , • JXIUlll JI fit fJnl''' J(\ cl i 

'1 111 I' 1111111/lru l MA. M/J d .. . v . 1 
of1nrL ln 'l ponl,o 111 priuc ipin Al~ 



depindă nu numai de M şi de cel'cul (C) cj i;; i de „dil'eC'\ 111" i-:1·1 ·n nl 1!i Jll 11 li 

alte cuvinle, încercînd să calculăm puterea lui lll Ja~ă Jo cCl'!'u·I (C) 11 '"' 
„pericolul" de a obţine rezultate diferite dacă folosim secante <lifori Lo. 1111 

într-adevăr aşa ceva s-ar întimpla, am spune că „definiţia este inc<H'o1•I 
Teorema de mai sus a.rată că aşa ceva nu se întîmplă, deci că del'iniţ in 111 

corectă", adică, oricum am alege secanta MAB, obţinem aceeaşi v11l1111 
pentru MA· MB.* 

2. De ce considerăm puterea unui punct faţă de un cerc ca avlnd rw11111 
+ sau -, după cum punctul este în exteriorul sau în interiorul 0u1•1·1tl11 
Este primul pas pe calea „folosirii numerelor negative în geometrie" 111 111 · 
manual. Ştim că dacă spunem: fiind dat un punct A pe o dreaptă d, 11111 

pe d un punct B astfel încît segmentul AB să aibă lungimea de 2 cm, JH·1tl1l1·11 
are două soluţii, deci poziţia lui B nu este ;recizată prin fraza de 1n1 11 m1 
Această nedeterminare poate fi înlăturată f:Jonsiderînd, în loc de S('g1111111 
AB, care sînt tot una cu BA ," segmente „orientate" .AB, care nu vo r l'i :-;111·11 11 
drept tot una cu BA. Pe o dreaptă dată d alegem „un sens" (matf'l'i 11 l1 
printr-o semidreaptă a ei s) şi vom conveni să considerăm , dacă scg1111 •11I 
AB are, de exemplu, lungimea de 2 cm, că segmentul orientat AB are / ~ 111 
dacă semidreapta A.B are acelaşi sens cu sernidreapta s (deci dacă (1Hl.11 1·11 
ţinută în s sau conţine pe s) şi că segmentul or;entat A B are - 2 c111, d111 
semidreapta AB este de sens contrar cu semidreapta s (deci dacă n-a r(• p11111 
comune cu s sau dacă intersecţia lor este interiorul unui segment) . 

semtdreapto s 
~ --

d 
r r ,,,------ ~ 

B A c DE F H G F11 

AB =-2 cm EF= · 2Cn'1 

CD =+2cm GH=-2cm 

După această convenţie, dacă avem o dreaptă d, o semidrn:qll 
s, un punct A pe d şi un număr a pozitiv sau negativ, putem găs i 1111 
B pe d şi numai unul astfel încît lungimea segmentului orientaL A IJ H 

* În cazul de faţă ani fi putut ocoli discu ţia do mai sus, definind p11l1•1·1•11 I' 
tului cu ajutorul une i secante precizate (cea mai naturală nkg<'re ar fi foHt : 11 11 
ce trece prin centrul cercului, faţă de cerc.). Pe de o parte o a :oMd dP ddi 111\,111 
fost artific ia lă, iar pe de altă 1rnrlc 1111 î11 tva !(' rn w1·il11 în r11n· ~ 1 · tlrn1 ddl1ill 
situn\ii c11m rsl.n cea <11sr:risi1 mni ~11s f<' pd :il1gi• 111 lf1 I d1• ,, 111111·!1 · 1111vi lq•i1 t1" 
ii fc ·H t 11 Ît:Î ~; 1'1 '. 1111! 11 1·1• I r1•1·1• prin 1·1 ·11 I l'll . 

I 111111111111 lll'l(IJll11l,fl "" (111 ·11111 A I I . 
1 , < O l11111r11n1111 I tli 11111• „„ 11 , 1 , 11 ~ 111 a 0 V ,.., 1111 11 111.11111· 1 

' . 11111 l'f'Vf'llÎ 111 ll<'f)llHl.11 probln11111 la 

1111111 •l 11l11i 1'11(.11 dn ''"'''' lrt dol'ir1 '1 I . ' 'v'" <o 111111 HllH Oll(n I 
IHIJ l ll!d f'O Hllf'lllllll Jl'f A/ ' ' ' ' i; III' 

I 1 ' I , . , ' ' >, Hog 111 011l.olo ori1'11t11l.(i MA Hi 
I li llll , (fli ') /lf:fll1tH1 flOlrlll (''lrtr/ M r· . , · , ' , v·11 1 în oxL .· . I 

I 111 I• 111111·111 11 d nci Hf'inno 1 ' rn ioru corc11(111 
• . , co11c1·n1·0, cîn1l Mva fi !n inL .· . Ci 

1111111 il111t11 ·mi1,n1'111gincnLo c~t I D . 01101. nd 
,, ,o nu. oe i proc./ s I MA 

11111111 111•1nr1lnto MA MB f' . . 11 11 • Mll 111 
' ' ' va I pozJL1v cînd M va fi Jn exbel'i r 

I 11 p1 I 111'1 HI 11og11l.iv cî nd M r· j . . o ' 
I ' va ' n 1nter1or fr1 a 1 1 111q111 di 111111 Hll H. • . ces ., mor 

, " 7 .11 ,!ş i p11ne problema: la ce distanţ,ă tcebuic ol 
1111111111 Jiu M1hui Viteazul astfel în 1t ă . ' c ea s -1 apară cit mu1 

111 11, I 11111(11 111 ·11111(!,ll'IH de Tudori V • 

l11111111 l1il11 dntt f,1il do irnp 'e·· C ~a ea nu poate~fi rezotvaLii pe11 -
1 c1s. e mtelege Tudor1 , . . 

111 1111 "' ' 111 1 l(1111 t111 Hit I „., N . , . ca pr1n „cit rn1u 
, ' ,1111' u m1-a precizat T d . V „ 

I' ' "tt l i 111 1I1 11·"'1" . . ' u or1ca, este vorbn " " p1·1 v11·ea mea d l . 
•fi I I 11, I 11) f I li f r11go1n aLenţia lui 'Tu~ a_ cvop1ta calului pină la 

' orica asupra faptului că, 

---- 7 
I 

/ 
j ~ 

---.L __ - - -- - -. ...J 

p11l.O/l fi 1'1 nu mai vud1) .nici copita calulu1· c1· 
1111 I \' ! 1•1'11 I 1 · • • · 

I t' 'i "" I f I "'I os','_r11, c• J_nunn i <:roştot. 111 şi nrochilr cn luJni. Din 
" "" " ' it l,11111:1 Tudoricl{ 11 ur,r,opl.nt, Ri'i s irnplir ico pro-



f l . t l AC este perpendicular pe dl't uplll 
blerna A forrnulat-o ast e . segmen u . b . 

· · · · tului AC Unde tre u11 
(fig. J.38), B este un punct f•x mtenor segmen . f h 

fs i•' ll( 

îi x' 
t 

~x~~~~N-:1+-~~~~~~~A 

A · M N Ax) astfel încît :ţ:_B M (' li 
plaseze un segrnent MN (NE x şi 

rnaxi~.orn simplifica si mai mult prohlerna. Este evident _ c.ă segme~l, 111 
· v , · 'd l t vl ile lui Tu dorică pînă la mvelul ochi IOI' 

reprezmta mălţi!11ea ! e Aa Ba P lul şi t iar h înălţimea sta tun. .-
diferenţa dintre mălţ1mea a soc ui. ' . 
distanţa d = NA. Mai desenărn o dată figura (fig. J.39). 

Fig. 1.39 

Afirmărn că punctul M căutat se obţine astfel: du;em pr_in C şi J) "r" 
an ent la Px' . M, punctul de tangenţă este cel cau~at şi M p = ~" li 

~ev~r pentru oric'e punct M aşezat mai departe sau mai apr.oap;Cde 1 ' 1111 

M' va fi mai m~c decît jumătatea arcului BC (fie că dm 2 mu l 111 

. d . 'Id V ST fie că dacă punctul este „prea ap1·01q111 
măsura unui arc dat e pi a - 2-, ' . 

BC") 
P, scădem ceva din „mai puţin decît arcul 2 · 

· re e~te în fond distanta a? Este a = V S(S-f-"it) ', Cu 
·n!m~e~f: ;:oportională intre difere~ţa dintre inălţi,mea soc lnlu.

1 ~t 
cuv1 . 'v . . nt , dintre distanta de la sol pînă lu. vidul so1.:11r1 1 
~ttd~r1~a, eul d.1fTered ·~ ă Evident ap' are rnai uşoc· de rezo lva t problo11111 
ş1 înalţ1mea m u orie . · . . . · 
de formulat nernatemat1c soluţia el. . . I 

Î
. ]·t d' Iicaţii le care se dau cu aj utorul J, JnuLe1nnL1t ·H t 
n mu e m exp ' · l'i I · ~ 1111 

o for.mă de cxpri.mnre .mn.i si.rnp ltl. Nn.rnni d'I 1.rnbu10 K n11 o >1 ' 

CI\ „. 

oii puterea unui punct exterior unui cerc faţă de acel 
11 r11 I 011 pX. Lratul distanţei de la acel punct la punctul de 

1 1 1d I 1111 mit.oi d usll. din el la cerc. 
I 11 111 m1l.o l11 dw1e lo. două cercuri secante dintr-un punct situat 

I fli li 1\11 I 1•rn C prin cele .,două puncte . comune celor două cercuri 
• 11 I 111 11 1 11 I no lor două c~i:curi) au lungimi egale. 

l I l11t1 1111 punot nre puteri egale faţă de două cercuri secante, 
t I I 1111 l 11111 t,111d, pu droapta ce uneşte cele două puncte comune celor 

t 11111 c•11l.11 looul geometric al punctelor ce au puteri egale faţă de 
' 111 111 I I 11111<111 11,o ~ 

I 111 1 111·11 11l'i ou contrele necoliniare sînt secante două cite două. 
1 11111I11 11 nolc t,roi coarde comune sînt concurente. 

li •• .!1111 .11111 /t K gmente u, v. Construiţi un segment de lungime 

11 d1111 dou/\ puncte A, B şi o dreaptă d. Să se construiască un 
I 111 1 11 Jll'l11 11, IJ şi este tangent dreptei d (A, B sint în . acelaşi 

1l1 l•111 111( 1111 dro11pl.a d). Cite soluţii are în general problema? Care 
t 1 111 tl11 11x1•11 p\.io ii 

J 1111 o 1111u /\ d o rnonstraţie teoremei de la pagina 28, în cazul cînd 
Ir • ~ 1 111111 1 · 111 rc ului , urătînd asemănarea altei perechi de triunghiuri 

li • 1111 • 11111t1d11rn l,/\ ln d emonstraţia dată acolo. 

li J 111 I' o 111111/1 d omonstraţie teoremei:· dacă într-un patrulater 
ii l11111 11 1d11lo fo 1 ',111ooză cu două laturi opuse unghiuri congruente, 

1 11 litul'llO 01n1 Ho nlo patrulaterului sînt suplementare. Nu se va 
I 11 1 1111 111 dt 111on KLru ţie noţiunea de cerci , 

10 ' 11 1 111111idor/\ un cerc; lin punct fix M nesituat pe acel cerc şi un 
11 11 (p111t •v) /1 . St 0011aidoră un punct A pe cerc şi punctul B de pe 
1 • h •III I' 111 ~//I pc 11 l.rn c:urc MA · MB = k. Care este locul geometric 

I li!I /I , t11 rl ,J 11111·1 111·g, coreul? 

11 I :11111 11 11 1.0 Ion ul goometric din problema 10, în cazul cind M se 
Jll I t\lt li 

'111 11cirn1 1dt r /\ 1111 patrulater inscriptibil ABCD. 
li«I 1 11t111l.ruinAol1 un punct E, de aceeaşi parte a lui AD 

fi ' <' , 11i;t.fol M · 6. AED ,......, 6. BCD. 
I• J 11111 1 " l'm · 1~1 po figura formată alte două triunghiuri asemenea . . 

J 111 1111111111,1·11\.1 oă AC · lJD = AD· BC + AB ·CD. 

l I ll11lu11(,1 110 11 Hl.ru c ţin din prob lo.mn pro odenl.ă în cazul unui 
111 dt11 • 1111v1" 1111rrn ~ nr·1 A /JCD ş i do.rnonHt,rn.\. i ci\, ducă AC· BD = 
111 fir' I 111 · f.'l>, nl,on ni puLrul atoru l OH l,o inscripLibil . 



H . ~ .11 d 11v1 111• ll llllll ~ ll l 111·o l>l rn11 111 r. d11 dl d 1111 11 ci II I l' l l J'l' IJ l' I 111 111 ' 
gonLo, iar ni t ro iroa ofit.o 1rnc:11nl. <'11 l'ionnrn d i11 1d11!1 Fo l ol'l i ~i 1•11v. 11lt11 

pentru a constru i un cere co t rot:o pr in do ui:l. p11n1;t,o dnl,o ~i OA l.n 111 11 11 
la un cerc dat. 

R'ELAŢII METRICE 
ÎN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC 

P entru a deduce o primă consecinţă a teoremei din paragraful JH'OP111I 

(teoremă care se va numi „t eorema asupra puterii punctului faţ,ă dn 111 11 1 

să considerăm un triunghi dreptunghic ABC cu '1:A = 90°, să duco,111 1111 

de centru B şi rază AB şi să considerăm intersecţiile sale D şi E 0 11 llf 

Fig. UO 

c 
. Cercul va fi t angent in A la AC, iar BE = BD = BA . T eoremu 11 " 11 

puterii punctului C faţă de acest cerc ne spune că AC2 = CE · CD - W li 
+ AB)(CB - A B ) = CB 2 

- AB2
• Obţinem, ca primă consec i nţă o. l, 11 w11 

'Puterii punctului faţă de cerc : 

T e o r e ma I u i P i ta g o r a. Într-un triunghi dreptungh i1" 
pătratelor catetelor este egală cu pătratul ipotenuzei. 

B 

Fig. l.111 

Importanţa acestei t eoreme este foarte mare. Ea reprezint il 111 
unei probleme de t ipul : se ounoso lungimile a două laturi ale unu i L1•111 
şi măsura unghiului cuprins intre ele, s ă se calcul o ~ o lungimea co iot 
trc1ia lat uri (unghiul cupr in~ avînd o valoa re partinl1 11r1~ , do n0°). 

·~· ) 

li I 1 I 11I 11 li I 111 • ' " 
11 111 11 11 1 put.0 1·11 pun c1 ul . f 

I i 111 id 11111 11 1•0 1·1• nl<•&fn I , u1 u1.11 dn i;1•1·1· llP ob~ine <l ucind 
" o ( un punct c L 

'' I , , 111!1111 flill ll ' I, rornun D 11 1 dro . po. irngonta tn A la cerc 
ptei CB ~1 a l cr rcului (fig. l.42). 

c 

A o 
I l i ' /I I I (' I ' \ ' ' 

' . I/ J /JC ş 1 Ac2 = CB. CiJ. 
l1l 1111 uli1 d1•1• pf,1111 ghic se poate con ·a , . 

I s1 era m sit u· t' t . . 111 11, 11 1( 11 111 11 1: a. ia rrnnghrn-

n I „ I. îutr-un triunghi dreptun hic o c 

•poformză ~i 11roiecţia ac{l.stei ea;ete 'pe ip:~:~~z~!~ 
( 

, ,, I 1, I VD AC2=CB ·CD 

AB2=BC · BD 

A B 

l i I i ll l Hl il1 •1• II I llll f) ll ll (' t jJ , . . 
i 11 11 1 d11 I I ' rn rnterwruJ unui cerc si să d 

• j p o „pon <l i c ul a ră pe acest d' . ucem 
iametru ce trec prin 

li I '•, [J 

llA (' - fJ(}° • 
111 I/I Ii I , 

IAI' DB · DC = DA· DA'= DA2. 

I t I f 1111 j I. 11 1111111 
11111 11 •1 fH l t/ dr1•11pl,11 Î ll j d , ' , ,· 

I I 111 ••1 1 d1 111 1„ 111 . f' roi1•f' l i11 . I 111111 1 J •lt IOl'll l pr11>r nd i1·11 l111·l'i UllSf' 
I ' I I ' 11111 11 H 1>1ţ 11 11• 1tf l'Hf ' ' 111 11 "• 11 11 111111 l 1111v id 1•11I 1111 1 I .' , .1 HUff ll H• 11l.1d tluhrmii111 1. dt· 

. mp i1 ro pru 11w ţ lt I 
' I 1111 11 IS 1JK11 10 11 f sl\ ~ o „ 1·1 ·t l 111'11 " 



T e o r e m u î r ă I ~ i m i i. I r t r-1111 triun~hl 1·1 11 .1111 •h " n lţimca 
lusă din vîrful unghiului dre11t N1to m •Hlie proporţ.iom 111 î rn cufo 1loul seg· 
mente detennina e de ea. 11c ipott•nuz{ . 

A 

B O 
Observaţ ie. Teu1·e rna cate tei şi teorema ! nălţimii se pot demonstra şi 

observînd că 6.A BC ,...._, 6. DAC şi că 6.A BD ,...._, 4/)AD şi alegînd , din relaţiile 
de proporţionali tate ale laturilor , cît e două rapo\ rte egale , relativ la care se 
scrie egalitatea dintre produsul mezilor şi cel al extremilor . 

Cele trei teoreme de mai sus ne permit s ă „stăpînim situaţia " din figura 
I.46, în care este desenat un triunghi dreptunghic A BC şi înălţimea sa AD 
dusă din vîrful unghiului drept A. 

A 
AB .LAC 

Fig. 1. 46 
ADLBC 

C' c r 
Mai precis , aceste teoreme ne permit, cunoscînd lungimile a două di 

cele şase segmente ce apar în figura I.46 - două catete, ipotenuza, înălţi 
mea, cele două proiecţii ale catetelor pe ipotenuză - să calculăm lungimil 
celorlalte patru. Ţinînd seamă şi de „simetria situaţiei" (nu a figurii!), se po 
formula nouă astfel de probleme. Două din ele sînt mai dificile şi vor fi rezol 
vate în continuare (problemele rezolvate 2 şi 3). Vom începe cu una din cel 
simple, iar celelalte şase vor fi obiectul problemelor 1-6 ce le veţi avea d 
rezolvat. 

Problemă rez „ fă I. într-un triunghi dreptunghic ABC, lungimii 
catetelor sint AB = 4 cm şi AC = 3 cm (fig. 1.47). Să se determine lung· 
mile ipotenuzei, a înălţimii şi a sf>g11wntf>lor determinate pe ipotenuză d 
piciorul înălţimii. 

Fig. 1.47 

~/ 

L 
B D c 

l pu lt'" il 

·111 -L A ', A D-LBl' ('vncluzio 
i i n = 4, AC = 3. ' BC = ... , AD= 
ll1·~ot"ar D' BD ... , 

I 
~ . e. rn teo1· ma lui Pitagora d d = ... , CD = ... . 
„2 = 25, deci BC = V2s = 5. Din e ucem Bc2. = AB2 + Ac2 = 

11/J. TJC deci BD - AB2 . . _teorema catetei deducem AB2 
' - - adwă BD = ~ = 

"' li i·11 leuJa CD: una con~[v. . 5 • Avem acum douăposibi}ităti 
. a m a aphca teore . · 

111 " Hl'r·1n CD= BC - BD - 5 16 9 ma catetei pentru AC cealaltv 
- --=-.în fi . ' a 

di ' ' i·11 J1:uJa AD: teorem 1 . P' 5 5 . ne, avem trei posibilităti 
a Ul itagora în triungh. ·1 , 

I t I J ~ ' Lcorema înălt · .. p . rnri e dreptunghice ABD 
,imu. nma dă AD= VAB2 "\ ;--- ' 

;, · - BD2 = V 42 - (~2) = 

fJhser flafie. Din 6.ABC 
"' 6. DAC deducem si ~ BC 

, f lJ· BC, relaţie <'Rr'P ()fp „- ' A D = Â' sauAB·AC= 
, \ 1•1•11H tă reJatie n n · r a 0 a patra posibilit C 
11111d w·i" (ve~i si p·argep5re9.z1n6t\ altceva decît „aria 1ur~B~ callcu1 a~ lui AD. 

, · . - : 01• ' ca culata în două 

l11r1g irnile ipotenuzei ,BC - ~·· f1~tr-u~ tri1:1nghi dreptun h. 
rn tl l' ]>r'oiectiilor BD DC - a ş1 ale mălţ1mii AD= h §v IC ABC c~noaştem 

, ' ale catetelor pe ipoten uz V (f: al se determme 1ungi-
a 1g. .48). 

F ig. l.48 Oi 
I 
I 

a c 
I Jll>/f'Za 

I// --l AC, AD _L BC Concluzia 
llr' a, AD= h. ' BD = .. . , l'.D 
!(„ .r1 /11nre. Unghiul BAC . . . ... 

• '' 11 /111 i·11·eumscris triunghiuJ~!nAdBdrept, ~ezultă că BC este un J' 
I I C deci centr 1 O 1 < Huru Lr·u tf ' "' I/ "''"' lu i BC. Deducem OA = ..!_ ~ a .u a acestui I'! re Ii i Hr'//\ 

2 . .,,, BC = 2 şi acum este sirnpl11 d1 con 
111111il I 1 ·''"""ma ui Pitago • V- -

ra m 6. 0AD dă OD = (~)2 ~ 
I III 2 - /, ~ I llh\.t 

• 11 t1•1. 11ltnt BD= BO + OD = !!:._ "\/(a z 

V „ ~- 2 + V 2) -h2,CD - ru O!J 

{ ., ) - h2. Evident că acest r zu lt at 
li I , , I ''Kll l' ll incit D ax r· j . corespunde 'modului dt • lt 

u rf' n t rr O ş 1 ( ' . 



. f. · tă de existenţ i\. o lri unghiu· 
a şi h fiind Jale , condiţia necesal'ă ş1 su JC1en .. 

. . ţ t h ~ !!:.. (aceasta este condiţia necesară şi suficientă pentru a 
lut dm enun es e "" 2 

putea construi 6 OAD ... ). i d t a 
Odată determinate BD, CD, putem calcula AB, AC aplic n eorem 

lui Pitagora în 6 ABD, l::,.ACD. i wl . .. formulele obţinute rezolvă 
. T' i d amă de teorema na ţimn, 

Obser"aţie . . m n se . d l h2 a două numere (lungimile BD, 
şi problema: cunoscînd suma a şi p~o ·~·su t' . ajutorul calculului algebric 
CD), să se afle cele două numere. eri ica,i şi 

aceasta. - , lntr-un triunghi dreptunghic ABC se cunosc 
Problemă revJlMta 3. . . ţ' . BD a celeilalte catete pe ipotenuză. 

. ·1 . atete 4C şi a pr01ec iei . lung1m1 e unei c ~ . . . t' · CD a celeilalte catete pe ipo· 
Să se afle lungimile ipotenuzei BC ş1 a proiec ,iei 

tenuză (fig. I.49). 

A 

Ipoteza 
AB _LAC, AD .l BC. 

Fig. IJ.9 

Concluzia 

BC = ... ,CD= „ . 

AC = b, BD = d. . BD i să ducem o tangent 
Rez1JlMre. Să considerăm cerc~l ·d~ d1am;~r~ateteiş spune că AC2 = CD 

CT la acest cerc. Fie O centrul ce.~cu m. ~o:ecă cr2 =CD· CB. Deducem c 
. C B' iar teorema asupra putern ~unctu u l . Pitagora în 6 C TO dă CO 
C T = AC = b. Avem o T _L C T ş1 teorema m __ 

2 
__ 

= vlfr + b2; 
obţinem BC =CO+ OB = f + V(f) + b2 iar CD 

=co- OD = Vlf r + b2-f. . 
w b d există un triunghi ce indephneş 

Oricum am alege doua n~mere ' ' T - 900 etc.). 
condiţiile din enunţ (se constrmeşte 6 COT cu -1:: - . d . 

1 w · oblema. cunoscind diferenţa ŞI P 
Formulele obţinutel rez~ v.~ ş~~r CD) s; se afle cele două numere (ve 

dusul b2 a două numere ( ung1mi e ' 
ficaţi aceasta şi prin algebră). 

n. Probii Jll I 

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar una din 
catete este de 5 cm. Aflaţi cealaltă catetă , înălţimea şi proiecţiile cate
telor pe ipotenuză. 

2. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 10 cm, iar înălţimea 
de 8 cm. Aflaţi celelalte elemente ale triunghiului. 

3. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar proiecţia 
sa pe ipotenuză de 9 cm. Aflaţci celelalte elemente. 

4. Înălţimea unui triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar proiecţia 
unei catete pe ipotenuză de 10 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

5. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiecţ,ia 

unei catete pe ea este do 5 cm. Aflaţi celelalte elemente . 
6. Proiecţiile catetelor 1mui triunghi dreptunghic pe ipotenuză sînt 

de 7 cm şi 63 cm. Aflaţi celelalte elemente. 
7. Enunţaţi şi demonstraţi o reciprocă a teoremei lui Pitagora. 
8. Deduceţi teorema lui Pitagora din teorema catetei. 
9. Redactaţi o demonstraţie a teoremei lui Pitagora fără a folosi 

cercuri, şi nici teorema catetei (însă reconstituind figura I.40). 
10. Care este lungimea diagonalei unui pătrat de latură a? 
11. Care este lungimea înăipmii unui triunghi echilateral de 

latură 4 cm? 
12. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm. Să 

se calculeze catetele triunghiului. 
13. Un triunghi dreptunghic are o catetă de 5 cm, iar unghiul opus 

ei este de 30°. Calculaţi lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a înăl
ţimii etc. 

14. Intr-un trapez dreptunghic, bazele au 10 cm şi 7 cm, iar latura 
neparalelă perpendiculară pe ele este de 4 cm. Calculaţi lungimile celei
ln ILe laturi şi ale diagonalelor. 

15 . . Un trapez dreptunghic are bazele de 11 cm şi 7 cm, iar una din 
d i11 gonale de 15 cm. Să se calculeze lungimile laturilor neparalele şi a 
1•1·lnilalte . diagonale. 

l6. Un t riunghi isoscel are laturile congruente de 10 cm iar baza de 
H rn1 . Calculaţi înălţimea corespunzătoare bazei . 

17. In problema precedentă calculaţi şi celelalte înălţimi ale triun-
1 lt i 11I11 i. 

18. O coardă a unui cerc de rază 15 cm are lungimea de 8 cm. Calcu-
111l1 diHL11nţu d.e la centrul cercului la ace coardă. 

li>. Curo este cea mai mică putere ce o poate avea un punct faţă 
d11 1111 mir<; de rază R? Care eHte punctul de putere minimă? 

!!O. Caro esto lungimea tangentei dusă dintr-un punct la un cerc 
d· 1111, :t n 111, d1tcu distanţa de la acel punct la centrul cercului este 
do H 111 11 i' 



21. C1:tlcul1:t~1 lungime ti. l ti.ngentelur comune a Juuă cer<.:u1·1 t1u1gP11te 
exterioare de raze R şi r. 

22. Calculaţi lungimile tangentelor comune exterioare şi interioare 
a două cercuri de raze 8 cm şi 5 cm, dacă distanţa dintre centrele lor 
este de 20 cm. 

23. Daţi diferite metode de a construi un segment de lungime V uv, 
u şi v fiind lungimile unor segmente date. 

24. Găsiţi un triunghi dreptunghic astlel încît lungimile laturilor, 
a înălţimii şi a proiecţiilor catetelor pe ipofenuză să fie toate numere 
naturale. 

25. Latura unui romb este de 11 cm, iar lungimea unei diagonale 
de 15 cm. Este această diagonală mai mare sau mai mică decît cealaltă 
diagonală? 

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cm iar una din laturi este de 
7 cm. Este acea latură „lungimea" sau „lăţimea"? 

27. Un patrulater ABCD înscris într-un cerc de rază 25 cm are dia
gonalele perpendiculare, depărtate de centrul cercului la 7 cm respec
tiv 15 cm. Să se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Să se cal
nulcze şi lungimile diagonalelor şi să se verifice relaţia din problema 12 

de la pag . 31, adică AB ·CD+ AD· BC =AC· BD . 
28. Enunţaţi o reciprocă a teoremei înălţimii care :;a lie i ncorectă ! 

29. Într-un triunghi ABC, unghiul A este ascuţit dacă şi numai 
dacă BC 2 < AB2 + AC2

• 

ObserCJafie . Desigur că aţi rezolvat cu uşurinţă problema 10, aflînd 

astfel că lungimea diagonalei unui pătrat de latură 1 cm este Vi cm. Deci 
construcţii simple aplicate unor segmente cu lungimi raţionale (chiar întregi ) 
conduc la segmente de lungimi iraţionale. Descoperirea acestui fapt a produ 
o mare surpriză în lumea matematicienilor greci, înaintea erei noastre. 

' ' rntă totus1 L -..~r· ;1 . Ul'l rJ,·· p L ' I".> - •ce dh ( 7
• ' 1 •. , 

)mi întregi l,nul dm eh ' ev ,·t;I. ~· catPt' 3 \n ·1 ş ,! 

vînd probleme aţi întîlnit probabil şi altele. Se cunoaşte forma generală 
tripletelor de numere naturale -1' O (x·, y, z) pentru care x 2 + y 2 = z2 , anum 
x = k(p 2 - q2

), y = 2kpq, z = k(p 2 + q2) sau acelaşi cu x permutat cu 
în care k, p, q sînt numere naturale, p > q şi, pentru a evita repetiţiile, s 
presupune că p şi q sînt prime între ele şi sînt unul par şi celălalt impa 
Prezenţa facto rului k este uşor de înţeles dacă avem în vedere noţiunea d 
triunghiuri asemenea. Să dăm cîteva exemple,(toate cu k = 1) p = 2, q = 
dă (3, 4, 5), p = 3, q = 2 dă (5, 12, 13), p = 4, q = 1 dă (15, 8, 17), p = 
q = 3 dă (7' 24, 25), p = 5, q = 2 dă (21, 20, 29), p = 5, q = 4 dă (9,. 4 
41) etc. Puteţi folosi aceste triplete pentru a compune voi înşişi proble 
in care să nu „apară radicali" în cursul rezolvării lor. Puteţi verifica u ş 

că x, y, z definiţi p1·in formulele de mai sus verifică re l aţia x 2 + y 2 = 

I 111 "l 'I' 11 tf • f ' 
"' ' 

1 ~ 1 llU f ll ll:n l11 d1 • 1111uliiif1 ' , . . 
il11v1 •d1 t:1) o1·1on Lrip{(·t I I tq.r.11 v1111Mf.11• di· i 11(.eJ1•rrp 1·11 p6f1• I 

I . , ( " i 111 m (' „„ I rt Lr·t' tr ( . "') " ' „ . . ( n u 
rn 11 J\rr\c prin formule)< d(• . . I"' .1, y , ~ pentrn care xi+ y2 - 2 

, IOfll SllS cu k, 71 . q înt1·egi. - z 

SINPSUL ŞI COSINUSUL 
UNUI UNG-HI 

După ee 1n ultimul paragraf am învătat sv • 
li d1 11111 laturi ale unui· t . h. d , . a calculam, cunoseînd lungimi.' le 

rmng I reptunghic ] · - · · 
"" 1•11rn pune aci problema d d . ' ung1mea celei de-a treia laturi 

· e a etermma cunoscind 1 · · ' 
1111111 t.r1unghi dreptunghic si măsu . d: ung1mea ipotenuzei 

I „ • ra unuia rn un ghiurile ] · '""'I nLuru opuse acelui unghi (fig. I.50). C sa e ascuţ1teLlungi-

Fig- l. !i11 

909. 
A 

R.ăspunsu11a ace astă. problemă nu se . 
i:ur·e să contină numai , t" . poate dă cu a3utoruJ unei formule 

, opera ll cu numere c . v 

r111 este însă atit de gravă" i·n' .• V f. h . unoscute pma acum. Situatia „ CIL sa 1m o hgati s • 1 • • 
o nstfel de problemă print _ v • ' a rezo vam de fiecare dată 
I . ro masuratoare. Anume s· b • • 

' oul\ trmnghiuri dreptun h . .;,...- ' a o servam ca dacă în 
g we cu AA = .;,...-A' - 900 . . . 

l i ' ,„ L A - unghmr11e dm B i;,1· "'" congruente t · · · . · "' a unei trmnghmr1le sînt asemenea (cazul 2) . d . AC 
//(' ş1 eci -, -, = 

fi<. , deci cunoscînd ipotenuzele lor . A c 
şi cateta AC din primul determinăm 

'ir 11~111·inţă cateta A'C' din celălalt (fig. I.51 ). 

c' 
I 11 I ,, .~ 

~/ d / .~ o /.},__ 90..-
t=..·' ---
LJ A' 

A'C' = B'C'. AC 
BC 

1.11 1dl.11 ••uvintr e1 J" · v A(' 
' I Sll wwnL S;1 cunonşL<'m 1·1 111o1·t.rd • 

//(· rn tr-un triunghi 
11t 1111uli10 0/'lr·u aro rr/11 ~11ra unglii11l11i lJ Nrtlfll cu 

0 :c, JH'l it.„ 11 ti putea cn lculu 



x· in m·ice triunghi d1·eµt11nKhl o i·1\ 1·uIH 
a.t'~ta opusă unui unghi de măsură 
se cunoaşte ipotenuza.. V f b"l să caracterizăm mărimea unui 

Ajungem la c~ncluziav ca e~te pre er~ l ci rin raportul dintre distanţa 
mg hi ascuţit nu prrn numda_ru\.s:u„f: s~: l~ ceJaltă lat,ură şi distanţa de la 
le la un punct de pe una m a mi 
lCel punct la vîrfutnnghinlui (fig . J.52 ). 

X 

A J 

90° 

AM 
Nu x ci 

AO 
Fig. l.52 

O /vi 
. . t~ ~ acest 

Raţionamentul de mai sus (cu triungluuri asemenea) ne ara a calatură 
h . bă dacă înlocuim punctul cu alt punct de pe acea 

raport nu se sc im . l 1 ent 
d }altă sau dacă înlocuim unghrnl cu a tu congru . 

sau e pe cea 
Q 

Fig. 1.53 

A 

·AM BN CP _DQ 
. AO = BO = CO = DO' 

l \~ 11 1 inni jos o l'tbo lll ( nllk 11llll ~, d(• ('XPmplu, pP baza formu lei de mai 
111 ni1ro figuraază valorile lui sin x , CJJ trai zecimale exacte, pentru toţi 

1 ' "1 11 11 11 11i printr-un număr întreg de grade , cuprins intre 0° şi 90°. 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 

li 0,017 0,03:> 0,052 0,070 0,087 0,105 0 ,122 0,139 0,156 
I 11 0,174 0,191 0,208 0,225 0,2/i2 0,259 0,276 0,292 0,309 0,32G 
l i 0,342 0,358 0,375 0,391 0,4.07 0,423 0,438 0,454 0,4G9 0,485 

111 0,500 0,515 0,530 0,545 0,559 0,574 0,588 0,602 0,616 0,6W 
ii 0,643 0,656 0,669 0,682 0,695 0,707 0,719 0,731 0,743 0,755 
fi 0,766 0-,777 0,788 0,799 0,8)9 0,8t,9 0,829 0,839 0,848 0,857 

'li 0,836 0,875 0,883 . 0,891 0,809 0,90G 0,914 0,921 0,927 0,934 
'/O 0,940 0,946 0,951 0,956 0,961 0,966 0,970 0,974 0,978 0,982 
II I' 0,985 0,988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 0,999 0,999 1,000 

(1111 i111 u valoare este 1,000 cu „rotunjire prin adaos") 

Cu ajutorul acestei tabele putem răspunde la două tipuri de întrebări: 

J) Să se afle sin 23~. Găsim din tabel sin 23° = 0,391; mai precis, 
lt11111r1ice tabelu] conţine valori aproximative numai: 0,3905 < sin 23° <0,3915. 

2) Sinusul unui unghi este 0,32. Care este măsura x a acelui unghi? 
>i11 tabel găsim că sin 18° = 0,309 < 0,32 < 0,326 =sin 19°, deci x este 

o' ·11prins intre 18° şi 19°. 

X 90° 909 Există şi tabele mai precise, cu mai multe zecimale, şi din „minut în 
O f0 N C . . 11i1111t" etc. 

. . ţ. D r 00 < x < 900 se num11şte sin x, şi se citeşte „smu~ 
D e fin 1 t e. aca ' . · t v • tr n triun.,.h 

Je x" raport.ul dintre cateta opusă unghiului x şi _ipo ennza m -u " 
d;eptdnghk care are unul din unghiurile sale ascuţite de măsură x. 

A 
. AM 

sm X= AO 
Fig. l.5'1 

'd 900 

A ~ t ma i· Sl'" ca" f0dPfinitia este co rectă"* m vazu lu " ' ' • • h' · nu s 
Veţ; vedea in ultimele clase de liceu că sinusurile de ung vl~l'lf •t v U 

V ă , . ot calcala printr-o formulă in care apare o „suma m Jill .a 
masoar , c1 se P 
formulă ce „1ncepe" astfel: 

6 

sin ~;:O-~( ~:or -J- \~Oh~~) 
. I 28 sensul acestei expresii. • Vezi a pag. 

nbscrraţia 1. Putem determina măsura x a unui unghi şi dacă ştim de 

~ 11111pl11 că sin..::.= 0,16. Din tabel obţinem 9° <..::. < 10° ,deci '18° <X< 
2 2 

'\O". 

'..!. Din cele cunoscute pină acum putem deduce valoarea exactă a sinu· 
11 111 , „ . 1t Lrei unghiuri. Ştim (teorema lui Pitagora) că intr-un triunghi drept-

111 li11 • i11oscel de catetă a ipotenuza este a v2. 

Fig. 15.5 
n\l?/1a 

~ a 

11 111 •1 
2 



~I irn 011 lnt r·- 11n t.l'iungln dr« ' pt unghi('. ele· ipotPnuz:1 " rf' ar·1• 11n 11ngh 

ascuţit de 30° cateta opusă acelui unghi este f (deoarece „comp!Ptln<l" tri 

unghiul s~ obţinP un triunghi echila teral. fig. I.56). 

Deci sin 30° = _1_ • 
2 

) 

Fig. l.51i 

In acelaşi triunghi lungimea celeilalte ratete este ar (teorema lu 

. d . . 60° v3 
Pitagora), eci sm = - 2- • 

Problemă re:.1lvată 1 Cunoscînd ipotenuza şi un unghi ascuţit ale unu 
triunghi dreptunghic, să se afle catetele (fig. I.57). 

c 

a Fig. f. [>;-

B 
Concluzia 

AB = ... ,AC= ... 
Ipoteza 
BC = a, :ţ:_B = x, :ţ:_1A = 90°. 

RevJlvare. Avem, prin definiţie, A~. = sin x, deci AC = a sin x. Teorem 
a 

lui Pitngora dă AB = V_a_2 ___ A_C_2 = Va2 - a2 sin 2 X= a v1 - sin2 x. 
'. Mai putem scrie, deoarece 1::: C = 90° - x, şi AB =a sin C 

= a sin (90° - x): , , . . 
2 

, • 2 • 
Ob.servuţie. ::,,i rernarcam ca am scris sm x m loc de (sm x) , aceas 

este o convenţie de scriere. 
Cunosclnd o catetă şi ipotenuza unui triung 

dreptunghic, s ă se afle unghiurile triunghi11l11i (fig. T.fl8) . 

Fig . I. .'i8 

I 1111/r• • 11 
( 'u 11d11 ~ 111 

l I ~10'. [ /(. (/ ' . .ir' : n =- ... , :;.:_r· 
I(,• 0 /11111·1'. Confo m1 definiţiei avem sin B = !!_ şi această relaţie consti

a 
111 1111 1·1 HJ >11ns Ia întrebarea „care este măsura :ţ:_B ?" 

~11 11 111·11 :ţ:_C se determină fie din :ţ:_C = 90° - :ţ:_B, fie din sin C = 

„• 11
" (teorema lui Pitagora, sin C = AB) . 

" a 

'j'111!11d seamă de rezultatul din problema rezolvată 1, se dă: 

I i a. , „ ~{. 00 < .c < co0 S<' ::iunH'Ştc , os z- ş: .:;1., · ' c~t0 „ c ·nu.s 
; ,90° - ·) 

:; 111111rnl şi cosinusul unui unghi se numesc şi „funcţii trigonometrice ale 
" 1il 111 1111ghi". 

r- m 
1 B B 

f.'i~. l.~9 

CE Ş'l'Df DE. Pll.E 
' X T~ ŞI VOSINUS ! 

righi llrept u. ghi e ABC 'U 1::° A = 90° 
Bl'· " B 

c 

~ 
I... 

11. O · sin x < 1; O < cos x < 1. 

• JO ' - .1) Aceasta ne permite să folosim tab elul de la 
'I 11 1 1 li I ~· ln calculul cosinusului unui unghi dat ş1 la determinarea unui 

1111 111 ' 111 d 1 He cllnoaşte cosinusul. 

I 1111 1 rniolvarea problemei 1 am văzut c ă cos x = V 1- sin2X- deci 
pentru orice x (cuprins între 0° şi 90°). 

\, 11 1111111 OH~ , ( o expresie „trigcinomet l'i că' ' a teoremei lui Pitagora. 

.. -
I • 



'fA NHEN'l1A UN l!l l 1NHll 

Dacă într-un triunghi dreptunghic ABC cu A = 90° cunoaştem AC = 
si C = x atunci ipotenuza BC = _b_, iar cealalt\ catetă AB = BC sin x 
' . l COS X 

= b sin x . Cu aceasta am rezolvat problema: cunoscînd lungimea unei catet 
COS X 

şi unghiul alăturat dintr-un triunghi dreptunghic, să se determine lungime 

celeilalte catete. 
In rezolvarea numerică a acestei probleme, sîntem în situaţia de a fac 

o împărţire a două numere (sin x şi cos x) pe care le luăm din tabelul de i 
pag. 41 . Să introducem: 

]) e I' i niţ i e. Se m11111:'şte fangeutil a unui. unghi :r, pentru <'are o-
< x < 90°, eîtul .dintre sinusul aer lui unghi şi em~inusul său . 

' 
~ ' !1 .r' 

tg .l = -- ' 
1·os .r 

Tabela de valori a tangentei uşurează calculul de i:nai sus. 

1 2 3 4 5 6 7 ____ \ --~ --------- -----·- ----- -
0,017 0,03:) 0,0::>2 0,070 0,08'7 0,10S 0,12.3 0,141 o~ 

10" 
20~ 

30~ 

40° 
50' 
60° 
7lr' 
80" 

.J 

1 

o, l 7t) 0,1 % 0,210 0,2::51 0,2 ~) 0,2C8 0,287 0,3\)t.i O,~i2~> 
Ct,JGt. 0,384 0,404. 0,42/i 0,4 ~ . 0,!LG6 0/188 0,CilO 0/ )32 
0,'577 O,G01 0,625 0,(Jli9 l\C7 '., O 700 0,727 0,7:-J1i. 0,781 
0.839 0,869 0,000 0,033 0,9f.G 1.000 1,03G 1,()72 1.1 U 
1.1~)2 1,235 1,280 1.327 1,:Jif) 1,428 1,483 1,:)4.0 1,GOO 
1,7J2 1,804 1,881 1,96'.i 2,0:J•) 2,HS 2.24G 2,3 ::;G 2 ,,~75 · 
2,7fl7 2,904. 3,0'i'~ 3,271 :-3,487 3,732 4,011 4,3?.1 4,70'.) 
:,,\371 G,314. 7,11:1 8,H4 fl, 5 1/iH,'i-301/i,~01 t0.08128,63G:l7,'2. 

Se introduce şi: 

De r i ni ţ i e . . Se nuuH'~fr cotangeută a unghiului. .r pentru O'< .r < · 
· cos :r 

••Hui (lintre <'O~inu, ul a<'rlui unghi ~i sinusul ,;ău, ctg x =- -- · sin .i 

1. Examinaţi tabelul de valori al sinusului şi răspundeţi la întreb 
rea: dacă x < y atunci avem sin x < sin y, sin x >sin y sau sin x 

=sin y? 
Demonstraţi apoi răspunsul (evident că tabelul, ce nu conţine de 

valorile lui sin x pentru x întreg, nu ne poate ajuta in această demo 
straţie); amintiţi-vă teoremele de la „inegalităţi" (Geometria el. a VI· 

2. AceeAşi întrebai·e pentru cosinus. 

3 Exumin11ţi <lifu 1 1 u 11ţu l clinLJ·o valorile succesive ale sinusului din 
t 11b~ lul de la pagin~ 41 ; mai prec is examinaţi valorile expresiei sin(x + 1°)
- s in _ x. pentru x mtreg . Unde creşte sinusul mai repede, în zona valori

lor m1c1 sau a celor mari ale lui x? 

4. Care sînt valorile lui x pentru ca.re sin x = cos x? 
5. Ce puteţi spune despre măsura x a unui unghi ascuţit, pentru 

llllre sin x = 0,8? Dar dacă ştim că cos y = 0,55 ? 
6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea a, iar unul din 

unghiurile ascuţite măsura x. Să se exprime lungimile catetelor, ale 
!nălţimii, ale proiecţiilor catetelor pe ipotenuză.* 

7. Inălţimea unui triunghi dreptunghic corespunzătoare unghiului 
drept are lungimea h, ia.r unul din unghiurile' ascuţite ale triunghiului 
are măsura x. Exprimaţi lungimile ipotenuzei, ale catetelor etc. 

8. Baza mică a unui trapez dreptunghic are lungimea b, latura 
„oblică" are lungimea. c, iar unghiul ascuţit măsura x. Să se exprime 
baza mare, latura perpendiculară şi diagonalele. 

9. Intr-un cerc de ra.ză R se consideră un unghi la centru de măsură 
x. Ca.re este lungimea coardei „corespunzătoare"? 

10. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bază de măsură x iar 
laturile congruente de lungime a. Să se calculeza baza, înălţimea c~res
punzătoare ha.zei şi înălţimile corespunzătoare laturilor congruente. 

11. Se cunosc lungimile bazei şi a laturilor congruente dintr-un 
triunghi isoscel. Să se scrie o relaţie din care să se poată dete,rmina 
unghiul de la virf al triunghiului (relaţia va conţine, evident, „sinus" 
sau „cosinus"). 

12. Cunoscînd lungimea şi lăţimea unui dreptunghi, să se determine 

măsura unghiului obtuz format de diagonalele sale. 
13. Un punct este la distanţa de 15 m de centrul unui cerc de rază 

2 m. Sub ce unghi „s_e vede cercul" din acel punct (cu alte cuvinte 
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)'? 

14. Două cercuri de raze R şi r au distanţa d între centre. Sub ce 
unghi $8 văd cercurile din punctul de intersecţie al tangentelor comune 
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare ? 

15. O dreaptă este la distanţa d de centrul unui cerc de rază R. 
Care este unghiul format de dreaptă cu tangenta la cerc într-un punct 
do intersecţie al dreptei cu cercul ~ 

16. 1n /::;ABC cu 1:A = 90° ducem AD _L BC, DE _L A'.B, EF _L 

BC. Exprimaţi BF şi AF cunoscînd BC = a şi 1::B = x. 

17. Arătaţi că ctg x = - 1
-. 

tg X 

1&. Arăta.ţi că ctg x = tg(90° - x). 
19. Calculaţi tg 29°, c tg 44° etc. 

"' 1,11 ru:onsl.i\ probloml\ cn ~1 ln rn.h r.1 urmonzl\ so vor r.onsid<'ru ş i exempl<' n11~ir.<'. 



20. Ce puteţi spune despre unghiurile x, y, dacă tg x = 2,1 ş 

ctg y = 0,5? 

21. Arătaţi că dacă x < y atunci tg x < tg y iar ctg x > ctg y 

22. Determinaţi tangenta. şi cotangenta unghiurilor de 30°, 45 
ŞI 60°. 

In acest paragraf vom rezolva cele trei probleme puse încă de anu 
trecut, la lecţia despre construcţia triunghiurilor. 

~ ~ ol! ~ .• 1. lntr-un triunghi se cunosc lungimile a. două latur 
şi măsura unghiului cuprins. Să se determine lungimea celei de-a treia latur 
şi măsurile celorlalte două unghiuri. 

Să considerăm intîi un caz concret, în care să presupunem că „unghiu 
cuprins" este dat nu prin măsura sa ci prin cosinusul său (fig. 1.60). 

B 

l'ig. 1.60 

Ipoteza Concluzia 

AB = 5, AC= 7, -J::.A < 90°, cos A = 0,4. BC = ... , -J::.C = .„, 
-J::.B = ... . 

Rezol!lare. Pentru a putea aplica relaţiile din triunghiul dreptunghi 
ce le cunoaştem, să ducem înălţimea BD. Vom avea. din 6 ABD, AD = 

= AB cos A = 5. 0,4 = 2, BD= V AB2 
- AD2 = v21, apoi DC= 7 

- 2 = 5 şi din 6 BDC, BC = V BD2 + DC2 = V 46, sin C = V21 = 
_ V46 

0 -= V~~ ~ V 0,4565 ~ 0,67 ... ' c ~ 42° . „ iar :;:::. ABC = 180° - (-9::: A 

+ 1::: C) ~ 180° - (66° + 42°) ~ 71° (unghiurile din paranteză sînt ambel 
puţin mai mari decît valorile scrise.„)*. 

Vom rezolva însă prima parte a problemei şi în cazul general, cu da 
literale; se va vedea cum rezultatul ce-l vom obţine va fi esenţial în speci 
pentru problema 3. 

* Pu lcm dolcrmina pc BD ~i ca A B s in A, iar pe C şi din cos C 

11 l.l'oh 11i · să d os bim do11 1' n11 z11ri. 
r '11 ·. ul 1. Unghiul cupl'ins o:;t.o ascuţit (fig. l. 61). 

c 
I 

Fig. l.61 1 I 
Jx 90l~D 
4~ - -=~c===== ~a 

I /10leza Concluzia 
A lJ = c, AC = b, b .:;;: c, -J::,A = x. BC = „ .. 

llt'zolMre. Rolurile ce le joacă :ţ:.B şi -J::.C în enunţ sînt simetrice, de 
"111111 am precizat că b .:;;: c, pentru a şti că -J::,B ~ -J::.C, deci că -J::,B este ascu

\ 11 ~ 1 c1 figura arată aşa cum a fost desenată. Vom proceda. la fel ca în cazul 
111 111 11'"" de mai sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din C pe AB, 
111111 , d1~torită·ipotezelor, se va afla între A şi B. 

ln LACD avem CD= b sin x, AD= b cos x; apoi BD= c -
li 1:os x. Teorema. lui Pitagora. în L BDC dă BC = [IB~W = 

I l v2 sin2 x + (c - b cos x) 2 = Vb2(sin2 x + cos 2 x) + c2 
- 2bc cos x = 

Vb 2 + c2 
- 2bc cos x. 

Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz. 

c 

Fig. I. 62 

Ipoteza Concluzia 
AB = c, AC= b, 1:'.:A = x. BC = .... 

RezolMre. In acest caz -J::,B este sigur ascuţit. Avem -1::CAD = 180° - x 
1 111 1·ontinuare procedăm în acelaşi mod ca în cazul 1 : AD = b cos(180° - x), 

'' 11 h sin(180° - x), BD = c + b cos(180° - x), BC = Vcn2+-W = 

I /i '1 :-; in2(180° - x) + (c + b cos('180° - x))2 = Vb 2 + c2 + 2bc cos(180° - x) 
. B CD 

I il jllll Hlfl = CB . 

Ol1 .1·fr!laţie. Dacu ox11 1n ini'irn ·e le <louă formule obţinute în cele două 
' 11 1111 ponl,rn l

1

nngiJ11c1~ lui 11(' olmorvi\m cil, do.că definim, pentru 90° < x < 
1110 ', rofl x1 dropl - !'Ofl(1HO" .r), 11t 11n<'i l'ol'1n11ln <lo ln (:11zul 1 eslo vo. lu.-



la pic iorul î n ălţon i 1 prm form 11Ja dr. mn i ~11~ ~' 1u11 , , „, I O 

di n teorema lui Pitagora am dedu1·e BD - Lf::1.B2 - ADi 

8. Probleme 

' I „ , 
V'• 

111 

1. Ca.re sini toate valorile ce le ia cos x, cînd .r v~u· i azil df' 111 li 

180°? De cîte ori este luată fiecare din areste wdor·i .' 
2. ,\celeaş1 întrebări ca la problema 1 pentn1 srn .r. 

3 . . ,Rezolvaţi eruaţiile" cos :r = 0.75 l'OS x -= --li 39. 1·0'1 r 

precum şi sm .r .,--- 0,4, sm ·x -= -0.34, ~in .t = 2. 
4. Să se arate că relaţia sin 2 .c + cos 2 .1; -- 1 este 1~devi\rn t 1 P"" ' 

orice x cuprins între 0° şi 180°. 
ă. Exprima.ţi, pentru 0° < .r < !:J0°. sin(90° +- x) şi eos (!J()n 1) 

funcţie de sm :r, cos x. 
6. Este adevărat că cos x = J/-1 - sin 2 x pentru ori1 ·e .r l11 l 111 

şi 180°: Dar sin X= Vf- eos:i:2 : 

7. ln problema rezolva.tă 2, figura I.64, determinaţi lung u111• 11 
fără a mai duce perpendiculara din B pe AC. 

8. t'n triunghi are unghi urile de 60°. 4h0 şi 

unghiurile de 75° şi 45° de 4 rm. 
a. [)pterminaţi lungi.mile celnr-lalte lat.un. 
b. Folosind şi metoda g(tsită in problema 7. ded n('eţl n 

Pxactă pentru sin T/' şi r·ns 75". 
9 . Cele trei latnri ale unui triunghi au lungimile dtt 10. 

a. Calculaţ,i lungimile media.nelor <westui triunghi. 
b. Calrul a(.i unghi111·ile dintre medin.nf' şi laturile r·nr·esp 1111z11 l 11 
lO. l'n triunghi are două laturi de 8 şi 11. irtr 11nghi11I 1· 11pr111 11 

ele de 60°. Calculflţi lungimea celei df' a trPin !a! nr· ş1 măsurii<' 11•1 111 I 
două unghiuri. 

1 t. [ ' n triu nghi isoscel are lat11rtlP 1·ongruente df' d, i<J I' 11 11 
din virf' de 1i5°. C<o.l1·1ilaţi bnvt sa . înălţ. irnea 1'< •1·esp1tnz;'i l 1111 1„ 11 
DPdwi>ţ,1 nilnrlle P\'.ad.e alf' lui sin 22°::l0 ' ::;1 1·os 22' :m' (în "~ p11 
!nr voi· ;1părna . burninţeles . rM1iea.li). 

J~. HPzolvaţi fll '1)b!Pma 'l'J 1·11 11n unghi oar<:rarP .r in 1111• d11 
13. Li111rÎIP 11n 11i t1·i11nglii .lBC nu lungimile de .1 H 

('A = f{_ p,, la.l 111·;1 IU · sr nle!_!e im pund D nstfp] 1·a HD 
lungimea .1 iJ. 

14-. l ·n triuTH.(hi a1·e o lat mă de 12, ungi11ul op11s d1: ~, ,; •, 1111• 11 1111 
r·c lclfl lte UJ1t.;h1nr1 d1J 112". Detern1innţ1 r;i.za <·errul111 1 i1·1 11111.41·111 I 
ghi ului . 

li). Jn Jl l'l1hll'llJ:l fll'('l'Pd<·nf;'I. ifpff'l'i11111H(Î ~I 1·:i z;1 11' !'1 ·111 111 III I 

Ir 11111 ,g h1 . 

li 1111 J dijll df' lllJflj fl'ifl/Jgflj /lll lllll >JI I 

' i 111 i•11f" dn liO" (, I , I . g i11.l1 dt• Hll \ll l •, 1111gl11ul 
. ·" 111 Hţ 1 lung111w1t l I 

di I li H Ht•i· .o11i·p1 1·orn111Hmzi'i.-

I ii 1111f1 1111111 p111·1 \f Plogn1111 11 11 l11n . . 
if, 11111 '•O ·. g 1n11J r. de 5 şi 8, inr unul din 

I id 1(1 l1111g 111111 „ di1\gon11l<•lor· 
il11il11!1 i111 gf1111rl11• dillf,1·1• diagon. ,·i)n 
I I t '-' ş r la turi . 
I" 11 'i111gli111I di11tr·" diao-on·1J 

I I I I !"- ( f', 
111 1 "i "'' ,.,, i·1•11f.r·<•le H două . , . . 

.r, 11/1111 fl11 1g11111·11 i·o11rd<'i I . ( e1rur1 de raze 9 ş1 13 este de 20. 
11 111 1 or t'Ornune. 

' ' i1111:li '"' d 1111.1·< · L1~naenLele I . I ,J ~ 111 I I "' aceeuouacer ,·, 111 
I " ' "' l'l'Hl'f'( li', CUI I intr-unul 

" i 1111~1 p111ldP11111, dis t1111t.a f{intre „ 
li 1 i l1 11111 11 f1 ·11p1•z 1111 1r: ·. . . centre fiind de S . 

. )1es1w<·t1v0 al · ... 
'" 11 1 I I · Cc ungi.mi iar l11t uriJ e ne-

11111 """ I Ir " l" 'Z1 1/ , 11::;11 
? 

' '
11

' '
111 "" "' 1111 vf1111r1Jc 

I I I ils1·11ţite ale tnipez ul ui s1'nt ;i/Jtm·afp 
I 111111(1 

tf1 111/lj I 

,j I ri li ( I 

ii t Ir/ 11 ( I 

f1111g11111l1· di11gonalelor lr'ap 1 . 
I ezu u1 ''"V 11111·1/t> !1·11pezu!ui. 

i111~~ lr111r1/ 11 dintre diaaonale 
I r> şi laturi. 

111 1 ~· 1111/ dintre diaaon· l 
11 I 1 I' n a e. 

i1111,1 lf'1 ·111·pdinpunttebazîndu .~ • . 
I J1111,J1 l111 pr111 ·1•d1•ntP. -vapec1tma1puţined in 

li' '111 1111111 I n1p1•z sin i lungi rle 16 . . 
li 111111 "111 "III r1 111 1il1• I? n' I . Şl 4. una dm laturile nepara-

~ - <'Zo va11 pe t 
drl, 11111 1111•1 ·„d1•11t •L , n ru acest trapez punctele 

I 1111 "I li I ' ' I'""' l1 • 1rl1• unei drepte d .~ . 
111 "I• 1111111•11tl1" 11/11r1• I"' ·11·"' I· epa:Late rntre ele cu 4, ducem 

I ' ni I reapta d 1 . . 
i •11 11 11 ,„ ll'f1ill l' „ I I ' e ung1m1 5 si 7. Care 

i " . '<tpc c a e acestor segmente? , 
11111 111/11 I l'I ' ('011Vi)X I BCD . 

I ''/ , ' , avem AB= 13 BC --. , ~. 111r III> 17 ,..., I I . . · ' - 25, 
I .\.rlcuaţ1lun d' 

i 11 "' 11111 :~. I 1·1 d1 ·1r1111 r <ii I . . g rmea iagonalei AC 
1 1· , 11ng 11111·1Je patru/ 1 . · 

i 1 ' 1111111·1 , 11111rfii11f dinlr<• i ·· I 111.e rn u1, unghiurile 
I I' 

1 
• , 1 1agon·i e 11 fi I I 1111•I1 · , , . I ') !. c • . „. ~ i , p1r111'f.11/ D e.~t,e • . 
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11trt•Jl /I . • ' . • . 

la dispozi\ ic tabelul tlc la pag11m 4 4 '. . 1 dacă apar a.tul meteorologic din [1gur11 
. [l fără a tn'1·1· im , 

Cum puteţi a a, . · t l O') 
V ut de observatorul din pune u . 

I.67 este vaz 

-,, 

./ 
; 

Fig. u;; 

CÎTEVA TEOREME ÎN PLUS 
(FACULTATIV) 

d nstreze · 11 <: ·\ cerut să se en10 . 
1 n problema 17 de la pagt n::i . B. -: t rele interioară şi exterioarl\, a l 

· to ar 1• 1. 1s,ec oa t 1 c 
T e o r e m a b l s e c . A t 1 tura opusă într-un rapor ' ega 

. d' t triunghi, impar a 
unui unghi m r-un v biul (fig. I.68). 
raportul laturilor ce îormeaza ung 

Fi~. 1. 6~ 

Ipoteza DB 

111ld11•11pl 11 A IJ . ·,, arnlt1 c1 ( 'J)' li Al>, < '/\" li A/:.' şi sr. 1tplicll l.1•orl')l)H lui 
llt 111" 11 /\ JID'C tăiat do AD şi in I\ BAH tăiat de CE' etc. 

I 111 hm:n teoremei bisectoarei vom rezolva: 
l'roMnni/. Fiind date două puncte A. n ~i un n11ni :l r k d ifrrit d1• 1. 

dl, • loc11l «comet ric al t uturorpunctelor M pentru care M A = ll (fig.I.69). 
~ MB 

I I I . li~I 

I 111111'7.:l 
li I 

1/11 
k. 

f'-11 
/~ 

; 

i '"r 
~ ............... 

------------
C B D 

lir ·.~olCJare. Să ducem bisectoarea interioară şi cea exterioară a -9:'.:A MB. 
I 111 111r l. 1'\ ia dreapta AB în două puncte C şi D astfel încît, conform teoremei 

· CA DA 1 D . l C . D • f ' d . d d Iii 111 l111\1·cr, ~- = - =ic. ec1 puncte e şi smt 1xe, nu epm e 
GB DB 

.li , 1 1 doar de A, B şi k (vezi problemele 4 şi 5 de la pag 10 ). Avem şi MC _L 

I ML>..., deci M se află pe cercul de diametru CD. 
Pcnlru a rezolva complet problema, urmează să demonstrăm că orice 

111111 ·1 fJf de pe cercul de diametru CD are proprietatea :~ = k (scrieţi ipo-

1 •~ 11 ~i "oncluzia acestei părţi a rezolvării). Această demonstraţie întîmpină 

11 1111 1 \.i mai mari decît ne aşteptăm. Vom proceda prin următoarea metodă. 
11111 11 lngo un punct M pe cercul de diametru CD, vom considera dreapta CM 

11 111111f 1·i« 11l B' al lu· B faţă de CM (fig. I.70). 

F iJ.( . r.;11 

A 

- Y DAC . 1::EAB':::: 1::EAC · DC 
1::DAB = 7- ' t 

. . . Alegem pe dreapta AB pune 

I 'n tt pi·o punctele C şi D ştim că au proprietatea ce trebuie stabilită, deci 
11111111111 11 01 M este diferit de aceste puncte. Rezultă că CM nu este per-
11 1!1111' pn AB, deci B' n1.1i se află pc AB şi dreflpta AB' taie dreapta 
11111 1111 p11nel M' (acest ulLifi fa.pL rezultă din BC ~CA , deci AB' .-rf CM). 
1111 10111r 1:;: M'C esLe bispctoa,rca -9:'.:AM' B, deci (l rem a bisectoarei) 

D' , 

· m schi ta nu:nHit. A B' · r E' 
Demonstraţia o, vo ' =·AC I:>' fiind pe semidreapta ia "" 

E' aşa încît AD = AE -- ' 

I I ( 
Ir. 

I /I 



( :1111lon11 p1·11111d p f11 · ţ1 " l'l\ZOlvl\1'1 1, .fi./' HI' VII lll'lll 111 1 I C'l '1• 1il d1 d11un11 t.1· 
('U. 1>111· <lro1lpLn CM nu po1lLO avoa mni mulL Jo <.Imu p11111 :t.1: com uno 1·U 

acest cerc, deci M' = M si Ml!_ = k , q.e.d. 
' M B 

ObserCJaţie. Pentru k = 1, locul geometric din problemă este medi 
toarea segmentului AB. 

Cercurile ce apar ca locuri geometrice ale tuturor M cu MA =k, pentr 
MB 

un segment da.t AB şi pentru diverşi k =?"' 1. ~c numesc cercurile lui Apollonio 
Problema rezolvată 2 de la pagina 9, împreună cu problema 18 de 

pagina 11 arată valabilita.tea următoa.rci teoreme. 
T I' ore ma lui M e ne I a os. Dacă o dreaptă d ce nu trece pri 

nici unul din vîrfurile unui triunghi A BC taie dreptele BC, CA, A B respect! 
• M N p t . MB=NC PA 1 in , , , a unei - ·-. -· = + . 

MC=-NA PB 

Copvenim, la fel ca în ca.zul puterii unui punct faţă de un cerc, să cons 

derăm că MB este negativ dacă M se a.flă în interiorul segmentului BC si poz 
MG , 

tiv dacă M se află pe dreapta BC, dar nu în interiorul segmentului BC. Vaio 
rea+ 1 din enunţul teoremei spune că sînt două posibilităţi: două din puncte 
M, _V, P sînt în interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. I. 71 
sa 11 ni, i unul dintre cele trei p:unct e nu se află în interiorul segmentului re 
peit '" (fig. I.72). A 

~ F;g.L)l 

B C M 
A 

D 

. 
Aceas tă teoremă ne dă posibilitatea să i mngi111111 1 11 111 „111d11 dp 11 dem on 

stra că trei puncte sînt coliniare. 
Următoarea teoremă ne oferă o mol.od11 d" 1 d 11 1111111 1i l 111 , 11 

sînt concurente. 

Te o .r cm a. I u i «J <1 v 11. 

din r1r<'lllclt• 1 n, h'C, <'.I, 1111.!1 

fltllld ·I~ cfo i11f!•l'HN'l f11 r1•sp1•t•f h 

·' 

pt• li ir i Ull 

, 11 sîut 
1 .1 ro c11 

M 11 
I// utun(li avem . 

fi{( ' I' li 

I' I 
1 (und<' racom <'. Ol1VCll\W de• ,mfll SU tl 

11 pnvil'e h se.mnrle rnpourlnlor <'<' 1urnr) (fig. T.73). 

A 

f ig. l.7 :.J 

1 11• poate întîmpla ca. figura să ara.te altfel: nu.mai unul din punctele M, N, P 
1 rrn nfle în interiorul segmentului respectiv) 

Demonstraţie. Teorema lui Menelaos în 6 ABM tăiat de PDC dă 
1
' 

1 
• GB. DM = +1, iar aceeaşi teoremă în 6 ACM tăiat de NDB dă 

1•11 CM DA 

r • DA • BM = +1. 
I DM BC 

Să înmulţim, membru cu membru , cele două egalităţi. ln dreapta obţi-
. DM DA B1W BM · GB_ -1 

1111111 evident +1, Iar în stinga DA · DM este +1, CM = MG' Iar BC - • 

" 11junge imediat la rela.ţia dorită ; mai mult, modul de redactare al dem~n-
1 rn\.iei nu este influenţat cu nimic de înlocuirea figurii I.73 cu o figură descrisă 
111 paranteza de după figura I.73" q.e.d. 

Obserc;atie. Dacă vom considera segmentele neorientate, atunci sem-
1111 I „-" (mi~us) din membrul Joi al relaţiei demonstrate dispare. 

Să dăm şi „rezultatul" problemei 13 de la pagina 50 rezolvată cu date 
I ii 1•rnle împreună cu demonstraţia sa. 

T e o r e m a I u i S t e w a r t. Dacă M este nn punct în interiorul 
luf11rii BC a unui triunghi ABC, atunci AM2 

• BC = AB2 • MC + AC2 • 

fi III - BC · BM · MC (fig. I.74) . 

A 

Fig . L; '• 

Demonstratfr. TMrf'11111 !11i PiLa.gora. generalizată în t:.,,ABM, LABC, 
d1 1M2 =- ,182 + nM 2 :.! tn· f?Jl(•(•()!; H, 

1c2 _ A n2 1 ne~ :J 111 • tir'· 1·os t: 



l•; li111 in1 ll l fi ~ 1101; fi 11111111 1(.ind pri.111u rcl1 q,i11 111 /lf' , ~· Hl'l°i :r,î iul din 
1'

1 11 
do1r11 , lnm ul(.iL; în }JJ'o1 tl11b il l'll LJ A!/. Rclut.ia co s1 01> ~ 1 11 1 1 HO llcr·ic, du 

co Lrocc.rn Lo1·.r 11 cn ul Aci· BM în membrul doi: 

A M
2 

• BC = AB
2
(BC - B M) + AC2 • BM - BC · B M (BC - B M) 

de unde pînă la relaţia d orită mai este numai un pas : BC _ B M = MC. 

9. Prob_I_eme pentru parag~aful facultativ 

mile 

1. Ce devine teorema lui Stewart cînd M este mijlocul lui BC? 
2. Calculaţi lungimile bisect oarelor unui t riunghi cunoscînd lung 
laturilor sale. 

. 3. Dese?ati o figură_ în care, în a.c elaşi t riunghi , să se poată apli 
Ş .•. t eorema Im Menelaos şi teorema lui Ceva , două din cele t rei punct 
fIInd aceleaşi în ambele aplicaţii. Enun-ţaţ i ~ezultatul obtinut. 

4. Enunţaţi şi demonstraţi reciproca teoremei lui ' Menelaos. 
5. Aceea.şi problemă pent ru t~orema lui Ceva. 

. 6. Se consideră trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, şi astfel înct 
pnntre ele să nu existe două care să fie interioare sau t angente interioar 

.<C1), ~C2) , (Ca)· ~a.~gentele comune exterioare ale lui (C1) şi (C
2

) se întU 
nes_c m A12 ; defm1m asemănă tor punctele A 23 , A

31
. Să se arate că cel 

trei puncte sînt coliniare. 

7. Enunţaţi o problemă asemănătoare cu problema. 6, în care s 
fie vorba şi de tangente comune interioare. 

8. Cercul înscris în triunghiul ABC atinge laturile BC CA AB î 
M N P · · ' ' , , respectiv. Demonstraţi că AM, BN, CP sînt concurente 

9. Enunţaţi o problemă asemănătoare cu problema 8 în care să fi 
vor~a de. un cerc tangent celor trei laturi ale unui triunghi , a.l t ul deci 
cel mscris . 

V 10. Ca~·e est e locul geometric al punctelor pentru care diferenţ 
pa tratelor distanţelor la două puncte date să fie constantă? 

llv. Care e~te locul geometric al punctelor ce au pm01·i egale faţ 
de doua cercuri date? 

12. Locul geometric din problema 11 ·~e numeşte „axa rndicală' 
a celor doll'" cer r· F 1 t . · i · 

, a . cu 1. ormu a,1 ŞI • emonstraţ1 o t rr 11 ·r> n1 ă care să aih4l 
drept caz particular pe cea din problema 5 pagina :n. · 

~3. Pe laturile BC, CA , A B ale unui t riunghi sc 1 ·0 11 s id r. r 1~ punctele 
A-!• N,_ P ast[el încît AM, BN, CP să fi e concurenl.n. Fin /1/ 1 , N ', P' 
sin1etricele lui M , N, P faţă de mijloacole lui nr·, ( '11, .111 I >1 • 111onstraţi 
că A,M' , BN', C P' sîn L 1:o oe111·enf.e. 

14 . Dintr-un pnnc l, .Jiii RO d111' p111·pn11d11•1il 11 111 pt1 111 1111 tf n /IC CA 
!( IJ 111 11n11i 1.f•i1111ghi ; fit n, /\', /1' p11 •111 11 1·1il 11 111 1 ,• I JO d1 11 111111 Hl.re

1
ze cA 

/JIP I f ' I" ~ I li" ~ f ' /I 11 ·~ / I II ' I , 
• , I 1111111 •1\ 1 I if P llll J ll H Ll'a ţi o l'llC' lp1·111 •1 

„ ft1 •11 11f 11 l1cf I 11 111111 11 11 11 111 11 111 111 1cll111 I 

)(), ()(l (, (ll' lllill 11l11loc111 J.( 111111111 1,l'll ' 111 p111l ei,O IOr r<rnl.r ·11 1:1 I '( Hlllll ll ' " 

I 1·nl,clor <l i s t 11 nţ 1 lo r h d11 11 p11111'1.o d11Lo A ş i l:J 01:1t.o con1:1t1111l 1 . 
16. So corn; ido1· 1111 p1111 <'l. A ş i o d reap tă d ce nn t rceo print I. l •'i t• 

d' rn1·alela. la d co troco prin mijlocul segmentului cu ·a.petele 1n 11 ~ i 

!11 piciorul perpendicularei a din A pe d. Să se <l emo11sL1·ezo c. ln1 ·ul 
gt'ometric al punctelor egal depărtate de A şi d este t ot unct t'U lot ~ 11 1 

J.(Oometric a l punctelor pentru ca.re distanţa la. a este med ie proj>CJrP o 
nu l ă intre distanţa la d' şi dublul distanţei de la A la d. 

17. lntr-un triunghi se cunosc două laturi a, b şi unghiul B opwi 
uneia din ele. Determinaţi cea. de a treia latură şi celelalte două unghiln·i. 
Discuţie: în ce cazuri avem o soluţie, in ce cazuri două şi în cc cuz1tri 
nici una :1 

Observaţie. în par~graful dinainte am învăţat să rezolvăm toi~to 1·0 11 
11111 rrobleme ce ni le-am pus anul trecut cu oca.zia. construirii triun ghi11-
1 l11r. Anume: cunoscînd trei din elementele unui triunghi (nu toato un ghiuri ), 
~ n 11 l c ulăm celelalte trei. Din problemele ce le-aţi rezolvat, aţi învll. \.nt s1~ onl 
1 1 d 11ţi lungimi şi unghiuri ce a.par în pa.ralelograme, trapeze, p t\t rulntt r·t 0111·1 
' 1 ro , cercuri. 

Aplicaţiile practice a.le geometriei ne pun tocmai astf I do 1.11·o hl111111 
In a.cest paragraf aţi luat cunoştinţă de posibilită ţi do (l < onl.r1111n d 1111, 

voll,area geometriei în stilul in care v-am prezentat-o. A ţi v./\ zul. d'I 1H 111 11 1 
l' ut. demonstra teoreme interesante, frumoase, asupro. fi g1irilor c Io 1 · 11110 11~ 
111 111 ; astfel de teoreme sînt încă multe. Enunţurile lor /nu so cornplio 111111·1111 
C11 f! imp1u este enunţul problemei 8, şi ce dificil ă , dnq'i1 nu irn pos ihil l\ , l\p1\1·11 
M 11 luţi a ei ducă n-am cunoaşte teorema lui Ceva.. Av~m As l.fel o id o 1\H llp1·11 
111H11 r·selor de care dispune mintea noastră în ac ţÎ1Jnou oi do e11nonr;i l,11·1 11 

li rntii. / 
In clasa a. IX-a., la „Geometria în pla.n", veţi relua c un oştinţo lo cl1p1Hnt11 

111 clasele VI-VII la un nivel mai înalt de rigurozita te ş i veţ i foc o c un oş 1, i 1q, , 

~ ' cu alte teoreme de geometrie. 
Atunci veţi stăplni mai bine decît a.cum calculul algebric şi ve ţi pulu1 l 

l'llzolva ecuaţii de gradul 2, ceea ce vă va. permite/să trat. ».ţi multe din prohl o-
111 ole f e le-aţi rezolvat pină acum cu date litera~e. 

l n cla.sa a VIII-a veţi folosi cunoştinţele din clasele VI - VII pcnLr11 
11L udiul figurilor în spaţiu şi pentru calculul elementelor lor. 



CAPITOtUL 2 

ARII 

INTRODUCERE -

Noţiunea de .arie era bi~e. cunoscută, încă dinainte de a fi început, î 
clasa a VI-a, studml geometriei. Astfel, in figura Il.1 , intuiţia ne îndeamnă 
să spunem că_ aria ABC este mai mare decît aria. DEF, în ciuda fa.ptului că 
DEF este mai „lungă" decît ABC. Există o situaţie geometrică în care ariile 
se adună, asemănătoare cu cele în care se a.dună lungimile segmentelor sau 
măsurile unghiurilor: în fig. Il.1 avem aria GHIJK =aria GHI +aria 
GJK +aria IJK. 

A 

Â 
B c 

E 
~ o· F 

Fig. ll. 1 I 

Dar noi nu am luat în considerare noţiunea de arie cînd am descris, în 
pa.rtea 1 a manualului pentru cla.sa a VI-a, noţiunile de bază ale geometriei 
plane. Este cazul să privim aceasta ca o lipsă ? Nu, deoarece, astfel 
d~ ~oţiuni , sugera.te de experienţa noastră ş i nu de logica dezvoltării geome
tnei, mai pot apărea şi chiar vor apărea în capitolul 3. 

Ne aflăm deci în faţa unei situa.ţii noi. Intuiţia noastră pune în evidentă 
o noţiune nouă şi unele proprietăţi ale ei . Noi „simţim" că aceasta este 0 notiu~e 
de g~o~etri e. Se pune problema să exprimăm toa te acestea în limbaj ul' geo
i:,e1ne1 nnrtidTe. 1·11 altr t' ll YÎnt.c s ă defin im i"l< · ras t ă no\ i11ne ş i s<l d em n nsll'ăm 
prnpri ret:1 \Î IP des1·upr1· i!P rli: nni in:1inl1· 

I :11111 l ll f'1 1urn l1 j )l ' ll('ll d 11 111 t1 11\ I 11 111.l III\ r1\111. !' llffi f!ll C'll ll' HI OWl.I, 111 '11 11, 11 111 
1111 1111 wgo 11c:1 „drop t, 111 \ i11 1J1" , ful'li 11 1g r10 1·11 cunoşt. i n \,o lf' d<• p11 u lll'll rrt 

1 I"" 111•1ilor (nvicl cnL în stl, fl\1 ·11 n 11 1• h11 7.1~ po el e ln d emons Lrnţii ). 

li/1 1· 1 ·r1 1aţ ie . Clnd vorbim do 1m 11 unui Lriunghi, ne gtndim de fap t. nu lu 
I 1 I 111 11 l'i i forma.t ă de vîrfurile triunghiului , ci la aria „interiorului triunghiu· 

11 111\ 11 lm1 drept mulţime a tuturor punctelor ca.re se află de aceeaşi part.e 
11 111 1 1·11111 d in laturile t riunghiulu i ca şi vîrful opus (fig. Il.2) 

Fig. II. 2 

l) ucă privim schema triunghi --+ int eriorul său --+ a.r ia, observăm că 

li• , r1rr triunghi, chiar gindit ca. o figură formată numai din trei punctr 
1 J1 l11r1 le) îi corespunde o arie. Un astfel de mod de a gîndi scurtează expune-

' 11 1•v 1 Lind repetarea inutilă a cuvîntului „interior". 

Aria unui triunghi 

D e f i n i ţ i e. Prin aria unui triunghi înţelegem jumătate din pro
I 11 ul dintre o latură a triunghiului şi înălţimea corespunzătoare acelei laturi. Cu 

11 11 t iu inte aria unui triunghi este egală. cu jumătate din produsul dintre 
t11 .A" şi ,.înălţime"). 

Aria triunghiului ABC o vom nota SA nc. 

c 

F ig. 11 3 S 
AB ·CD 

.u1c= -;-

Avem trei posibilităţi de a calcula aria unui triunghi dat, corespunză -
t 11 11 rc celor trei laturi ale sale, şi nu ştim dinainte că toate trei conduc la 
111 1 • l aşi rezultat. Ar fi trebuit deci să demonstr.ăm, înainte de a ~a. ~efiniţia 
"" rnai sus. o teoremă, al c ărei enunţ îl puteţi uşor deduce (vezi chiar pro

lil orn.a. 9, pag. 22) . 
Teorema as upra. puterii punctului apăruse ca o teoremă impo~tantă ; 

di n ca an~ dod 11-1 1.1•r11·r·rr 11\ l ui Pi La.go1·a . Teorema cc va trebui s-o demonstrăm 
, 11 .j dcsi, d L' 111'l 11J 111· 11il '' 111 nt·rsl, ]>nragnif, nu npnre 1.'.n o t eoremă aW d11 , • ,' „ 
111111111 t1 11 i l.1 i11 11 111 • 1p l l 11J1 11 11 i i ~" tTl l't 'll i' ~•1 fir• ( ll l Hil în rind 1· 11 t.c•11 rc•111 11 



lui Thales, cu cca ului Pitagora etc ... O astfel de tcorcrnu se rn1m n~lo „lem.1
1 

deci prin lemă vom înţelege tot o teoremă, însă care are numai un rol ajută to 
Istoria matematicii cuno::işte însă exemple în care o „umilă lemă" 

sfîrşit prin a deveni mai celebră decît teoreme demonstrate pc baza d 
Un astfel de r:xemplu îl oferă lema următoare: 

L e m ă. într-un triunghi, produsul dintre o latură şi înălţimea core 
punzătoare ei este acelaşi pentru toate cele trei laturi (altfel spus, definiţ 
preeedentă este corectă). 

4 

li 1V 
,' „ I 

Fig. II.4 

3 D · 

Ipoteza Concluzia 
AD J_ BC, BE _LAC (fig. Il.4). AD· BC = BE ·AC 
Demonstraţie. 6.ACD ,..._, 6.BCE, conform cazul11i 2 de a,semăna,re, 

deoarece 1=:ADC=90° = 1=:BEC şi :ţ._C=-.:ţ:C. Rezultă:=;~, de unde 

obţinem, scriind că produsul mezilor este egal cu al extremilor, relaţia di 

concluzie. 
Observaţie. Aria. unui triunghi depinde de unitatea de măsură aleas 

pentru lungimi. Dacă înlocuim această unitate cu alta, de k ori mai lung 
<lecit prima, atunci lungimile tuturor segmentelor se împart cu k, iar toat 
ariile triunghiurilor devin de k2 ori mai mici. 

In introducere am vorbit de o situaţie în care ariile se adună. Un prim 
fapt de acest fel este stabilit în teorema următoare: · 

Te ore m ă ( proprictatr de aditivitate pentru arii) . Dacii. D este un 
punct. din interiorul laturii. BC a unui triunghi ABC, atunci S.rnc = SA.BD + 
+ SACD. (fig. II.5). 

A -
Fig. II.5 

c 
BC·AH 

Demonstraţie. Să considerăm înălţimea AH. Avem SABC = --- = 
2 

(BD + DC)AH BD· AH + D C · Ali S + S 
2 2 - = /IU/I /ICD1 q.c.J. 

1l/1s11rv11ţic . Enunţul .„J>l'opt lnl 1q,11 1<1111111•11111 dn 11diUvitnt.0" 111Ln r<HHplirnl 
I 1111 I v11rrl d'.' · In.in·oblumoln O, '] do u11d jo1:1 , vom iru.liou nlto o:xprosii n1 1 

•I 1il prorr10t.l'iJ1 '. Jn po_r1\gr1~ful 111·1111Hor voi· opă1·eo, de asemen011, nlto pro-
1ll1 Iq1 <' 1 rorl\ lt se potrivoşto nonHf, f,iLlu . 

I 11 1u:heierea a.cestui paragrur, să arătăm cum teoremele dnmonst.r·al.o 
111 ilrn11 Himple, permit scurta.rea rezolvărilor unor probleme. 

11 , • Să se demonstreze că suma. distanţeJor unui punet, 
11 ni oriorul bazei unui triunghi isoscel Ia cele două laturi congruente esto 

1111d1111f,1 . , 

Fig. II.6 

I fwleza Concluzia 
/JR _L AB,. DF J_ Ar. :1 R ==: :'1r. TW 1 DF c- ..• (1·011stn111 ). 

l>emonstraţie. Aceasta este una dm problemele „de el. a VI-a". Acum pufrm 
1·11 11 d1 monstraţia astfel. Să scriem, conform teoremei de aditivitn.t.c, SAiw 

\' 1 + s deci" s - AB·DE + AC·DF AB(DE -! JJF) 
• /I/) ACD, . ABC - = Oh•.i 2 2 2 . I 

11 11 111 OE+ DF = 2~A;c , deci este a.c~eaşi pentru toate poziţiile lui f) 111 

I 11I1wiorul segmentului BC. 

1. Exprimaţi aria. unui triunghi dreptunghic. 
2. Calculaţi aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catetă a. 
3. Calculaţi ari~ unui triunghi echilateral de latură a ~ 

4. Cunoscînd două laturi şi unghiul cuprins între ele, exprimaţ, i aria 
unui triunghi. Care este raportul ariilor a două triunghiuri ce an nn 
unghi congruent. 

5. Calculaţi aria unui triunghi ale cărui laturi au lungimile snl1 ~ 

13, 20 şi 21. 
6. Pe laturile AB, AC ale unui triunghi se consideră punctel e D, E. 

Arătaţi că SABC =SADE+ SBDE + SBCE· 
7. In interiorul unui triunghi ABC se consideră un punct M. Arl\ -

taţi că SAnc = SABM + SBcM + ScAM· 

8. Intr-un paralelogram ABCD avem SABC = Svnc . ---
G I 



'I . J .11 111·lul d1illnntt>lur d1• lll nujlocul u111•1 laturi a unui Ir runghi I 
cPI !alte două latul'i c<ite <>gnl ru invol'sul raportului latmilor respectiv 

10. D mons\,raţi, prin ar·i i, teorema bisectoarei (pag.52 ). 
11. Inlr-un tr iunghi ABC , simetl'ica medianei AD fii\:\ de bise 

• 'T: ' ·p D ' . I I FR 1 IHl'ea 4E t aie BC m ,. . etermmat1 rarior~u - - . 
' · ' FC ..... 

12. Simetl'Îcele medianelor unui triunghi faţă de bisectoarele vîrfu 
ril011 respective sînt concurente. . 

rn. Suma distanţelor unui punct din intel'iol'ul nnui triunghi echila 
t era i la laturile triunghiului este constantă. 

l.4. Demonstn1, ţi, prin ari i, teorema lui Ceva (pnt.: 54-55!· 
l5. napor·tuJ nriilor a dou ă tl'i11nghiuri asemenea estt> 1·gal <:u patra 

tul raportului de asemănare. . 
16. R1:1.za, cercului înscris într-un triunghi este cîtul dmtre dublu 

ar iei t riunghiului şi perimetrul acestuia. . 
17. O paralelă Ia latura BC a unui triunghi ABC taie _laturlle A!J 

AC în M. ,V. Să se arate că aria triunghiului ABN este medie proporţ10 
nală între ariile triunghiurilor ABC şi A MN. 

18. Ariile a două triunghimi congruente sînt egale. 
19. Care este locul geometric al vîrfului A al unui triunghi 

.. ·1 ur ·, ee a1·e vîrfurile B, C fixe iar aria constantă? 

ARIA UNUI PATRUtATER 

Inamtc de a o rlefini. avem nevoie de o l emă , la fel ca în paragra.ful 
pr·eced ent. Anume : 

Le mă. Fie A. BC D un patrulater convex. Atnnt'i SABc + SA oe = 
= Sacn +SA.BD (fig. 11.7) . 

.'"'\ 
I 

8 

l'i\!. 11.-

Dem1 vrap.e. Să n.Jtftm cu O intersecţia diagonalelor patrulaterului. 

Conform 1 rop:'ietiiţ.ii de ad itiv it.ite avem SABC + SADC = SAoB + SBoc + 
'' •' (S' ' '' ) L (S.·01J + SnoA) = Snr1· t S 1 n ri, q.e.d . -l ·'nr 1 ~ u1'11 n - 1~ne ~ •>ro r• ·, , ' 

n c f I n J i I"· Prin rlu 111111l 11Rlrul ter convex ABCD lnţologcm numă· 
ul ' 11,1• + SAnc (\ l'~i l'rv. 11 l), nol.ut •rn SA11cv· 

n a("e. Prnb lornn 1· or11·l.it,u111n11 neeste1 de finiţii , r·czolv :~ l . 11. p1·rn !omit 

• 1.t, 1p·tre datorită faptu lui "ă am convenit să considerăm puLrulut.ornl 
f) d ept, Lot una cu BCDA etc. 

11.i i11Le ue a enunţa teorema privind a.ria unui pa.raleJogram, să rcam111-
l 1111 1·1 dacă avem două drepte paralele a şi b (fig. II.8), atunci distanţa de lit 
1111 p1111"L A de pe a la dreapta b este aceeaşi pentru toate punctele A E a; 
'' 11 1111u1eşte „distanţa de la a la b" şi este tot una cu distanţa de la b lu a• 

A A1 B a 

90Â 90Â 901 l'ig. (f ~ 
"li b 

b 
A' A; B' 

Vom numi inălţime corespunzătoare unei laturi a unui paralr.lol-{r11r11 
il1ttl1111\,a intl'e acea latură şi latura opusă. 

T e o r e m ii.. Aria unui paralelogram este egală cu produsul dh fr1 o 
f11 r1'l a sa şi înălţimea corespunzătoare . 

A C' B 

AD,,: ,,:" r ;,. 11.0 ~ 

D A' C 

Ipoteza 
A Bl/CD. A.D!/BC, 
AA' l_ CD, CC' J_ AB. 

Concluzia 
c'i'A.BC /) = (' D • A .1 1 

• 

Demonstraţie. Avem AA':::::::: CC' conform proprietăţilor dist.anţ:ei hit.ro 
dl'npt. ele p aralele AB, CD menţionate mai sus şi .AB:::::::: ('J) (op11sP în pn rnlo lo 

I' 1.1111) . Obţinem SABrn = S 48c SACTJ = Ani<;~~ + _CD~· 14 ' = C f) .. Ll ' . 

C o n s e c i n ţ a 1. Aria unui dreptunghi este egală cu produsul dintre 
lungimea ş i lăţimea sa. 

Fi1 li 111 
90° 
90° 

90 
90° 

B 

c 
,'J' \/l(.JJ A JJ • . 1 fJ 



Co u s e c l n ~ a !... Arta unul pătrat este og1 li\ cn t>l\trutul luuglmll 
laturii sa • ""' 

A 8 
Po')~ ' ~w „1 

~~0°, ~0°J 
D C 

SABCD = AB2. Fig. II.11 

Te ore mii . Aria unui trapez este egală cu produsul dintre semisum 
bazelor sale şi înălţimea sa (inţetegînd prin înă1,ţ1me a unui trapez distanţ 
dintre baz1). · 

Fig. II.12 

Concluzia 

~ AB + CD -. DD' . 
S.rncD - 2 

Ipoteza 

AB li CD, DD' _L AB. 

.. 

Demonstraţie. Să ducem şi BB' _L CD, B' fiind situat pe dreapta CD. 
Avem BB' = D,D' (distanţa dintre dreptele paralele AB, CD). Obţinem 

S S + S AB·DD' + CD·BB' (AB + CD)DD' t 
ABCD = ABD BCD = = e C. 

2 2 2 
Observaţie. I n general aria unui poligon se defineşte ca suma ariilor 

unor triunghiuri in car.e acesta „se descompune" (fig. 11.13). 

.. ' 

Fig. 11.13 

1. Aria, unui pătrat este de 5 cm2• Care este lungimea laturii sale ? 
2. Exprimaţi aria unui romb tn funcţie de lungimile d iagonalelor sale. 
3. Cunoscind lungimile celor două diagonale ale ~unui patrulater 

convex cu diagonalele perpendiculare, să se afle aria sa. 
· 4. Exprimaţi aria unui patrula.ter convex în funcţie de lungimile 

diagonalelor şi de unghiul dintre ele. 
5. Definiţi aria unui patrulater concav ca diferell'ţa ariilor a două 

triunghiuri. A veţi nevoie de vreo lemă în prealabil? 

6. Indicaţi trei moduri in care se poate „descompune" un patrulater 
concav în două triunghiuri, după niodelu l situaţiei din dofini1ir~ udei 

1111111 fl 1 l~~ ul ater co nvex şi dornonsLra~i că tn fiecare din aceste cazuri 
1111111 . 1u·11 for celor două triungh iuri este · egală cu aria patrulaterului · 

il11I 1111.ă în problema 5. 

7: J:ie ABCD un patrulater convex, E un punct interior laturii AB. 
111111 !·1 ca S .1ncD = S.4.D E + S RRCD· 

8'. Fie ABCD un patrulater convex, M şi N două puncte interioare 
111~ p 11..t.1v laturilor AB CD. Arătaţi că S - s + s 

. ' ABCD - AMND BMNC• 
H. Fie M, N , P, Q puncte interioare laturilor AB, BC, CD, DA ale 

1111111 patrulater convex ABCD. Demonstrati că s _ s + 
, , ABCD - MNPQ 

I ,\ „ MN + Sc.vp + SvPQ + s,\QNI· 

I~· Definiţi aria unui pentagon convex; va trebui demonstrată în 
1•11•1d11 bil o lemă. 

1 ~· Cunoscînd lungimile laturilor unui patrulater convex, determi-
11 11 \1 11na. sa . 

. 12. Aplicaţie practică. Ce trebuie măsurat pentru a determina ariile 
figura II.14? 

1-'ig. l l.14 

13. Cum fa.ceţi pentru a determina aria unui teren care are în inte
l1 111 d său o clădire (este vorba. de aria. terenului „inclusiv" clădirea) 
I ii 11·0 de o formă mai complicată? ' 

Fig. 11.15 

.11. Cu~. faceţi pentru a Jelermina aria unui teren în care un virf 
I 11 1 nacces1bil? · ____ _ 

Fig. 11.16 

111·lllq.i t11i rnio lv11 \.i p1'11hln11u1 do Lipul f2-14. oft•div po toreu, 



1r,. S1 1 1 · on ~ i dt1 ·1 .1nijlo:11·1 Io M , N , I\ f) 1d1 1nr:'(11·ilor tl 11 , /IC, 
DA ulc unui paralologrum. DrepLele AN, JJP, CQ , DM d (; Lunniuă u 
para.lelogram. Care este raport ul dintre aria acestui paralelogram şi 1 

a celui iniţial ? 

16. Raportul dintre baza mare şi baza mică a unui trapez este 
Se duc diagonalele şi se prelungesc cele două laturi neparalele pînă ci 
se întîlnesc. Să se afle raportul dintre aria. fiecărui triunghi forma t 
aria trapezului. Puneţi în evidenţă cele două triunghiuri de aceeaşi ar 

17. Aflaţi unghiurile unui romb a cărui latură este medie prop 
ţională între diagonalele sale. 

18. Se cH't un patrulater ABCD ş i se cere să se con struiascil 
triunghi ADE a dtrui arie s{t fie egală cn a ria patrulaterului. 

19. Dacă segmentul cc un, cşte mijloacele a dou{t laturi opnsc a 
unui patrulater convex împart e patrn laterul î n <lou:i patrulatere < 

aceeaşi arie , atunci patrulaterul iniţia l este un trapez 
lelogram . · 

20. Con struiţi un t riu nghi ABX care arc aceeaşi arie ca şi u 
patrulater con·.rex <lat ABCIJ. 

ln încheiere. vom prezenta m ,,; t 

Pita0 0 1 a 111 1„ ttoru ,,,„ r "'' 

a /vf b8 .--- -

a 

·~--_J 
D t.. D a C 

Fil,(. II.li 

În figura IJ.17 ABCD este un pătrat, AM= BN = CP = 
AM= a, iar AQ::::: BM = CN = DP, AQ = b. Din triunghiurile c 
gruente AMQ, BNM, CPN, DQP deducem congruenţa unghiuri) 
marcate cu o linie, respectiv cu două şi apoi, pe baza teoremei su 
unghiurilor într-un triunghi, că MN PQ este un dreptunghi. Din COI 
gruenţa aceloraşi triunghiuri deducem că MN PQ este un pătrat. Seri· 
(vezi problema 9) SABCD = SMNPQ + SAMQ + ... ,·deducem că (a+b)2 

=-= MN2 + 4 ah, deci MN2 = a 2 + b2
, ceea ce este Lo \' ntai teorema I 

2 

Pitagora. 

Problrma distrar1 11• ,i, Împărţiţi poligonul d111 f1 f( 111·11 11. IH 111 c inci poli 
goane astfel incH, aranjind11 -lo uit.foi, 1-1 11 11 11111111 11111 d 111 n l1 1111 pătrat 

Rezolva/'(' . Aril-I poligonului ()HI.! :1, d11 n 1 lui 11111 I' ' I 111! 111111 I" 11 11 VII rol'l ll 

,., , fi V3. Dad't exH.111i11 "' 111 1d 11 lv111 fi 1-p11· t. gă ·im în ef\ !:l egm enLc de lungime 

I ~. V5, dar 1111 de l/ :l. 

Fig.ll. 18 I 

J9 110 I 
l.. I 

l 1 
Să transformăm întii puJ1guuuJ inl r - 1111 dreptunghi, Je formă mai apro

pi 1 1L ă de cea pătrată. 

F ig . ll.19 1 

1 
2· 

)17 ,-ţ! l~ 
21 A ţfjş "' D y 

c I L_JJj GŞ.7 L F 

/ 2 

D 

Apoi să transformăm dreptunghiul într -un paralelogram, ce are una din 

lrlturi V3, dar avînd grijă să nu atingem tăieturile existente. 

Fig. ll.20 

j N M 

?JG 1: ~ 
--~ Vf 

Latura din stînga a triunghiului G se calculează prin teorema lui Pita-

1-(0 r ci., găsindu-se ~3 < 1, de unde sîntem siguri că tăietura ce separă pe G 

nu le întîlneşte pe cele dinainte. 
În fine, cum aria pa.ralelogramului obţinut este tot 3, ca şi a figurii 

ini ţiale, rezultă că înălţimea sa corespunzătoare a.cestei laturi va fi V3 şi, 
I.ii indu-l după această înălţime. vom putea compune pătratul dorit (vezi 
fi g. 11.21). Dar problema cere să tăiem poligonul în S, iar tăietura după acea 
! n ă lţime riscă să conducă la 6 părţi, ~u excepţia cazului cînd am face-o înce
pind din colţul dreapta jos P a.l paralelogramului (fig. II.21). 

Nu cumvn a Lingem cu această tăietură „buc ăţile mici"? Cn f' alcul ne 

1 u ·a t ă ·ă nul Di Hl1111\ 1\ ilf.V estedeÎ -vezi fi g. IJ.19 - ia r· înlil~irn a lill 

/l I.n i dl' 1tpl 11 li V 11111'· 1111 p1111 f' L () nşn iw·11 /'. /> ,I/O P:; lr 1 Ht) 11 1r111 •1t 1· 11 (; ş i 



i/3 l 
· !!!!.. =~de unde MQ= -a>T 

(inagolita.tea 
acea. a11eml!nare obţinem V 3 !. 

.....- 2 
2 ( 3 1) 

3rifică prin calcul direct sau prin ridica.re la pătra.t: 9 > 4 . 

~ fig . 11 .21 

G G ~ . . 
t . n hi dreptunghic cu unghml „dm 

5{1 observăm şi că G estew u~ ;_~up 1- = 300, deci PQ întilneşte latura 
iapta" de 300. Aceasta ne arata ca . d 1 • 2 - 1 de capătul 

t la distanţa e - -
w a paralelogramului intr-un pune 2 usa . 

l tei laturi deci în interiorul ei. 
l dreapta a aces . , 

Există şi altă soluţie: 

f77-1Ţ/ 

~ 
Fig . 11.22 

. . • ti să găsiţi si altele l 
Explicaţi-o şi rnc.erca. . blemă şi în alte poligoane: 
Eventual încercaţi aceeaşi pro 

un paralelo-

ram, un triunghi etc. 

POLIGOANE REGFtATE 
1. cu toate laturile 

. . . .N urnim poligon regulat un po igon 
D e f 1 n 1 ţ 1 e. . .1 gruente între ele. 

'ongruente şi toate unghmri e con . wr im un cerc în n (n ~ 3) arce 
J Dacă printr-un procedeu o.ar~care i~r:c!re din ele. unind punctele de 

. d orzile care subrntmd pe 
egale şi ucem ? . m un astfel de poligon. 
diviziune succesive, obţme 

A, 

Fig. lt.23 

\ 
\ 

lln1.ţhiuril u1·t111L ui poli l{P ll >11111. 1·011 gr11 oulo l'it111I lnt1c„i 1:10 111 urc;o d1> 
:lliO" 

111 /'(Huri ognlo eu - · (n '.2) il\r ll\ Luril e slnt congruento sublnLinzlnd ur·co 
li 

. 3&0" d 11 1lcoeaş1 măsură : -
n 

Am pornit prin a constata că astfel de poligoane regulate există. Să 
d111nonstrăm următoarea: 

T 1 rn 11 Ori<·e poligon rPl.(ula1 Qf' poate îns<'ri(' într-un <'ere. 

Fig. II.~'• 

Denwnsfrafie. Dat:ă -):: _11 ~ J:. I~ :=::.= -f:..1 3 =„.=1:.4 11 ~i l:ituril P 
A1 A2= A2A 11=A1A, ... =A.A1 , ducem mediatoarele laturilor A1 A1 ~i A2A3 

(vezi figurile 11.23 11.24 şi notaţiile de. acolo). Mediatoarele M 10 şi M 20 
~o întîlnesc în O. (Dacă nu s-ar întîlni, ar imemna că sînt paralele deci că 
-) ~ A 1A 2A 3 = 180° ceea ce este absurd). Triunghiurile 6. M 1A 20 _ 
_ 6. M 2A 20, (M1 şi M 2 fiind mijloacele laturilor A 1A 2 respectiv A2A3). Re
wltă că 0A 2 este bisectoarea lui ~A1A 2A3 • M 20 fiind mediatoare, segmente!~ :._. 

OA 2 = OA 3• Ducem0M3 J_ A 3A 4• Triunghiurile 6,0A 3 M2 =6.-0A 3M3 pentru· 
!'li ipotenuza 0A 3 este aceeaşi şi ~M2A30 este jumătate din unghiul.µQligonu-
l11i, deci congruent cu ~OA3M3• Rezultă că şi M 2A 3 = A3M3, deci OM3 este 
1nediatoarea lui A 3A4 deci, OA3 = OA4• La fel se arată că OA 4 = OA5 etc. 
Deci toate punctele A1, A 2, ••• , An sînt egal depărtate de O. Teorema este 
domonstrată. Acest punct O se va numi centrul poligonului regulat. 

Fig. I 1.25 

- -~ 

(
/ - ~)f' 

a~' I 
.·. \ 1~ / 

-~. 
Vom nota latura poligonului regulat cu n laturi cu ln (fig. Il.25). Ştiind 

nll un unghi la centru care subîntinde o latură de poligon regulat are 
3600 

. 
n 

~ i 1:unosci nd ruzn R n cer·cului circumscris poligonului, putem calcula AM (unde 

69 



M eH mijlocul laLuri1 AA'). AM = H 1:1in tHll ~1 d111 •1 /11 'J. /( Hlll 
I Kil' 

li li 

Segmentul OM dus din centru, perpendicular po l11Lur11 111 p11111'! 111 M se vu 
·. 180° 

numi apotema poligonului regulat. O vom nota cu a,„ ~i a" R cos ~- . 
r ~ 

Dacă lucrurile par simple presupunînd deja făcută împărţi1·ea unui cerc în 
arce egale, există totuşi anumite dificultăţi de construcţie. De pildă s-a de
monstrat că împărţirea unui cerc în 7 arce egale nu se poate face cu rigla şi 

compasul (ac@astă demonstraţie ţine de fapt de algebră şi nu de geometrie ). 
Fiţi atenţi: Nu am afirmat că nu s-a făcut pînă în prezent. Am afirmat c ă 
este dovedită imposibilitatea acestei operaţii. Construcţiile pe care Ie găsiţi 

prin anumite cărţi de desen sînt aproximative, contînd şi pe gradui de imper
fecţiune a obiectelor cu care desenăm (grosimea minei creionului de pildă ). 

Ele nu constituie procedee exacte ci rrnmai utile. 
Vom găsi că unghiul Ia centru corespunzător laturii unui hexagon 

regulat este de 60° (fig. II.26). De aici rezultă un procedeu simplu de construc
ţie a sa. Toate triunghiurile avînd un vîrf în centrul.hexagonului şi ca latură 

~I 
Fig. 11.26 

opusă lui, laturile hexagonului, sînt triunghiuri echilaterale. Deci latura 
măsoară cit raza: 16 = R. Impărţim un cerc în 6 părţi egale luînd un punct 
A pe cerc drept centru si cu o „deschidere" a compasului cit R, trasăm B si 
F fig . II.27). Mutîncl apoi succesiv centrul cercului obţinem si celelalte 
puncte de diviziune , vîrfurile hexagonului căutat. Observăm că este sufi
cient să găsim cu compasul numai trei puncte consecutive A, B, F 1 si pe 
celelalte le aflăm <lucind diametrele cu aceste extremităţi. Apotema a, = 

R Y3 
2 

l a 

1: ig. I l.27 

/ 
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D11< K uni111 din d1111/1 t11 do11 N l1·f11riln unui hn 11go11, cin plldN A, (', R, 
lq11111111 1111 tri11nghi t1('hil1tl.<11·11I. C11l1 ·11ll11d din form.ul to lnturilor ?Î npoto-

111 1!111·, ob~inorn. L 3 = ll V:1 ~i a. = 11
• ., ,, ~ 

I ,11 pă trat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul Ia centru corespunzător 

I 11 do 90°. Aplicind formulele obţinem l4 = R V2, a4 :__ ~2 · 

,.Poligo. u 

Dacă împărţim cercul în cinci arce egale şi unim punctele de diviziune 
1111 două în două, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui 

t1nl1 gon" regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersectează si în interio--
111 1 l'llrcului. Acest „poligon" se numeşte stelat (fig. II.28). ' 

A 

Fig. II.28 
1 \& 

' ,.>< 

(El este un poligon regulat concav.) 

Atunci cînd am făcut afirmaţia că orice poligon regulat are vîrfurile 
1111 1·orc, demonstraţia de mai sus era valabilă şi pentru „poligoane" stelate: 
1111 M-a întrebuinţat nicăieri in demonstraţie faptul că poligonul ar fi convex. 
I 111hui e numai să considerăm laturile complete, nu porţiuni din ele, cu vîrfu

' 11 lui , extremităţile laturilor, aşezate pe cerc. 

O primă constatare: 

Presupunem că un cerc a fost împărţit într-un număr par de arce egale 
t l d11 eem ca laturi coardele sărind peste cite un punct de diviziune. Obţinem 
11 11 poligon regulat cu un număr de laturi de două ori mai mic. De pildă unind 
1 Jl'l'urile unui hexagon regulat din două în două, obţinem un triunghi echila
fo1•11 I. Se pune deci problema „simplificării" cu un factor comun al numărului 
d11 diviziuni Î.Q care am împărţ.it cercul ş1 al „paşilor"-ttrcuri pe care „îi 
' l'Î111" cînd ducem corzile-laturi. 

Să presupunem că am împărţit un cerc în 14 arce egale. Facem un 
l1d1 nl în care apare ca fracţie ireductibilă raportul dintre numărul de arce 

1111\inle ş i al „ p ttşi lor să riţ,i". Jn funcţ. ie de acesta vom fll'et·iza natul'a poligo-

?I 



nulni ohţinul„ NoUtrn 1 ll n n11rn/1111I dn divit. 1111 11 \tnlo , <'ll Ic „pnşii" (n1·0~ 
1mbintinf! do o eo1\l'd1~ ) şi cu f fract,iu iredtu hi h Iii 11hţ11111t , /i din s implifi cn~ 
raportului n/k. ., 

r 

I II III IV V VI VII 1 

-
n 14 14 14 14 14 14 14. 

~ 

k 1 2· 3 4 {)' 6 7 
----- 14 7 14 7 

f 14 7 - - - -
3 2 5 3 - ---- - I ' 

....... 
;::i -

.....:i ;::i z- ;::i ..... z ;::i ..... z ;::i u- o ..... zUi:i=; o zUi:i:; o ~ z <z z~i:i=; ~~~ o ~ OE-<~ ~E-< o E-<~ ~E-< ~ 8 ~o ~~.E-< <~~ ~<~ << ~<E-< << ;::id ·, E-< E-< > E-< .....:i -.....:i< E-< .....:i ~ ...... ...... . -~< ...... .....:i 
E-< .....:i ...:i .....:i p... <z .....:i~.....:i p...~ .....:i~...:i p...~ ~ s <o -oo ~...:io o E-<-.:t< ~E-< I o E-<-.:t< ~E-< 
ZP... P...U~ ::C:t::..u p... CI) ""'" ::c: CI) p... CI)""'" ::c: CI) Z P... 

Am oprit aici tabelul. Dacă k = 8, atunci n - k = 6 şi este ca şi cum ~ 
' fi inceptţt _g_socotim de la punctul iniţial pe cerc în celălalt sens. Dacă în 1 

de 14 am fi _avut un număr impar de diviziuni iniţiale, de exemplu 2p + 
ne opream la k = p; de exemplu lan= 17 ne opream la k = 8. 

Altă constatare: dacă fracţia ireductibilă este un număr natural, poli~ 
nul este convex. Dacă numitorul lui f nu este 1 atunci poligonul este steh 
şi anume steaua are atîtea „colţuri" cit arată nu.mărătorul. 

' 

Deci nu toate poligoanele stelate cu acelaşi număr de colţuri sint „a• 
menea". Heptagonul din coloana a IV-a diferă de cel din coloana a VI-4 

Tabel de rezultato 

ls:- RV~ 

li~ I .!. 

!, /( 

R V ' -
l5 = - 10 - 2V5 

2 

R (v-· l10= - 5 - 1) 
2 

'!ls...L ai -= ::. 

"u -

li 1--'-· - -
ll111 '--'-·- ll 10 + \2V[i 

'• 

Tnb Iul nr d v ni in1d H 011 do r11p11 ul, <l1wl1 nrn ndllugn lu a0 ~i ln l
6 

Ito 

1111 r11 ulor Vî pe llnglt N ; ult,ir 11 11 lo d 11 11 li ni i din tabel nu trebuie memoNtl,o. 

12. Probleme 

1. în triunghiul echilateral ABC de latură a (fig. 11.29) se iau pun -
Lele N, MEAB, N' , P'EBC. M',P EAC, astfel ca MM'll.liC , 
NN'll AC şi PP'IJ AB. 

A 

Fig. II.29 N 
\ 

B c 

Dete,rminaţi x 1n funcţie de a astfel ca hexagonul MM' P P' N' N aX flo 
regulat. 

2. Pătratului din figura II.30, de latură ai se „taie colţurilo" în llŞH 
fel incit să „rămtnă" un octogon regulat. Să se calculeze latura x a octogo
nului in funcţie de latura a a pătratului (fig. 11.30). 

a 

Fig. II.30 

"I 

3. Cunoscînd 111 şi R, calculaţi a„. 
4. Folosind pătratul înscris în cerc de rază R, calcula\.i lrttu1·11 ortn

gonului convex înscris tn cerc în funcţ ie de R. 

5. Pe laturile hexagonului regulat A 8(' DEF se constru ies(' 1n afnn~ 
păt1·n1 . c , ş i in vîd11ril e hexagonului , c·u dou ă l11 l11ri 1-1!0 ucostor p1Hrnl,11 



cn laturi, tr·iunghiuri ochilntorale de tipul lui JJ!il . Sli su pnH'ir.uzo o fel 
rle poligon este G.H T.T K LM NOP RS (fig. TI .31). 

Fig. 11.31 

6. Precizaţi natura poligoanelor reg11late pentru n = 7. Cite „tipuri" 
de heptagoane stelate există? 

7. Precizaţi natura poligoanelor regula.te corespunzătoare împărţiri i 

cercului în 21 arce egale. Faceţi tabelul. 
8. Să se stabilească măsura unui unghi al unui dodecagon regulat 

convex (n = 12). 
9. Dacă un poligon are toate laturile congruente este oare regulat? 
10. Dacă un poligon are toate unghiurile congruente este oare 

regulat? 
11. Găsiţi numărul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era .„ 

necesar să· precizăm că poligonul este regulat? 
12. Să se demonstreze că in orice poligon regulat convex se poate 

inscrie un cerc, adică se poate construi un cerc tangent la toate laturile 
sale. 

Să se a.rate că centrul cercului înscris coincide cu cel al cercului 
circumscris poligonului regulat convex. 

.,, ni I « ~.• 1 1!lţ l c ~' rigla 

a :;1s 1 1 •nu{ segment dr ., .. " ,,, ţ '· llnde 11 1·.;·; on.cc ,,„·1 .1 w.ral. 

Ştim că construim pe V2 cunoscînd segmentul unitate (fig. II.32). 

'd 'lllJ\I./\ " l.lJI J\Hlll~ll ·: l>1 •: . 1111 H1·g11H•nL1il ; I// ·1 d111 ·(• 111 perpen-

1ilo1111 li U1 L 'ogrn.C'lll.111 . I H1 l '2. Po ii !li <lu cin pc„pcndicul ara 
li I ~ 1 <·onLrnui:int Gii !\(:c luşi pr1H:odcu : 132 JJ3 J_ AB2 (B

2
B

3 
= 1) etc. 

111111 111'1 1111 l11i PiLngora l' ez u!Lă AB2 =V3, AB3 = V4, = 2, AB
4

= 1/5 eti.:. 

11 1q11111 !11d ('Ql1S Lruit segmentul AB„_z = Vn ~ 1, construim ABn-1 = v;. 
11 11 il 1111I d111 :0 IR construirea lui [/;:;: prin „ recurenţă", adică folos indu-ne 

1111H I 1•111 ·(.i11 prealabilă a segmentelor V2, V .3„., Vn--=-î. 
\ t .::. [ V(l(l 1..'(' I 

'I ' ' I 

I 1111 ·11 rc uşi~1, raza R fi ind dată, să putem „cuprinde" în compas un 
111 1111 I dt) R V 2, am reuşit construcţia (fig. II.33). Ca în orice problemă de 

11 I 1111'~1 0, să considerăm problema rezolvată: pornind dintr-un punct ar bi -

Fig. ll.33 

/'' I 
<. 'j 

li 11 I, considerăm vîrfurile consecutive ale hexagonului regulat înscris în cerc 

li r ', n. Deci segmentul AC = R V3. Cu o deschidere de compas cit AC 
fi 1 11 1111'111 în A şi apoi în D, trasăm două arce de cerc care se taie în M. 

I 1i llMlil1 'l'ind triunghiul dreptunghic AMO, segmentul OM= R v2. Deci 
'""11·11im întîi virfurile trapezului A, B, C, D, apoi cu „deschiderea" AC si 

111tl1·1'11:. A şi D trasăm arcele de cerc care se taie în M, „prindem" în comp;s 
i11 ~ 1 11 11(. 11 OM şi o „purtăm" pe cerc de trei ori. Obţinem astfel vîrfuri!e pătra-
111 1111 1·;\utat. 

1 1 ' S â se arate câ dacâ douâ 
1111111'1'1' µo:iti re au suma constantâ, produsul lor este maxim cînd ele sînt egale. 

Vom încerca o soluţie geometrică a acestei probleme. Pentru aceasta 
1•1 Ji 1•11 1 <I o formulăm şi în felul urmi'ltor: 

Să se demonstreze că d·intre toate dreptunghiurile cu perimetru constant, 
11111 t'l'll mai !l'l -'1rc " uri· pui1·utu/. 



nw\A r p~un Mul 
--·- -muniggimea G - a + X ti Hlţirnea ED a - X (fig. n. 4). 

A B 
}x I H F E 

II a-x Fig. I I.3t, 

X ,_,..__ 

o C G ) 

Evident ambele au acelaşi perimetru. Cu notaţiile din figură, 

comparăm aria pătratului ABCD cu cea a dreptunghiului DEFG revine 
preciza care din ariile dreptunghiurilor ABHE şi HFGC este mai mare. 
beie dreptunghiuri au eite o latură x. Dreptunghiul II are cealaltă latur 
x mai mică decit o are dreptunghiul I. Deci dreptunghiul II are aria mai 

Să spunem şi altfel: 
Aria lui ABHE este xa. 'Aria dreptunghiului HFGC este x(a -

- a-x - x2• Vizibil aria lui EFGD este mai mică <lecit a pătratului A 
pentru că ax ;;i.: ax - x2 soluţie evidentă. (Egalitate am avea dacă x 

Această problemă re~olvată ne poate duce şi la o a doua: 
- .. Să se arate că dacă două numere pozitive 

produsul constant, suma ·tor este minimă · cînd ele sînt egale. 
Vom porni de la problema precedentă: tn figura pe ca.re am făc 

pentru ca. s-o rezolvăm, pătratul ABCD şi dreptunghiul DGFE au ac 
_perimetru şi ariile diferă pentru că dreptunghiul (II) este mai mic decît dr 
unghiul (I). Deci adăugăm la dreptunghiul II dreptunghiul cu interior h 
rat (III) FN MG astfel incit dreptunghiul (I) şi dreptunghiul C MNH să de 
echivalente (fig. 11.35). Deci pătratul ABCD şi dreptunghiul EDMN 

A B 

E i-------+-H_.F N 
/ .-

/ / 

{IJ~, 
X _~ ;f _ 

--·~-·------.,....._-c G M D 

Fig. Il.35 

echivalente (produsele DM · MN şi A ·AD sint egale) , dar perimetrele 
:diferă , cel al pătratului este mai mic deci 2(DM + MN) ;;i: 2(A B + A 

76 

t d rin puterea punctului 
O alti1 soluţ i li\ ' co~1stl1 problemli .se poa ~ e~~l de centru O, cea mai 

I' or : dintre toate corz~le care trec lprin M' 1~1 c . altă coardă A' B' "'t este AB J. OM (fig. II.36). ntr-adev.,.r oricare 

Fig. 11.3fi 

. OM deci B'N2 = R2 - ON2 > R2 -
f trece prin M a.re d:stanţă ON < . , , AB adică B' M + MA' > 
OM2= BM2, deci 2BN >2BM, deci A B_ ~ AM·MB=A'M·MB'= 
ÂM +MB. Dar a.plicind puterea punct~lm , 

ş1 problema este demonstrata I 

LUNGIMEA. ŞI ARIA. CERCULUI 
. . . . . l imii unei curbe Şi a ariei „mărginite" 

Ca.lcularea şi chiar definirea u~~ unele detalii a.le }or, necesită cunoş-
0 curbă închisă sînt probleme ca.re, l~ demonstra formulele pentru 

l ţ' . ~ De aceea noi nu vom 
lnţo ce nu e ave i mc~. . ăt un mod intuitiv de a ajunge la 

imea şi aria cerc.ulm, c1 doar vom ar a -

I ' . . d ă.m. două noligoane regulate convexe cu acelaşi număr de 
. Săd cons1 eprlu două octogoane, înscrise fiecare tn c'ite un cerc. 

tur1, e exem 

A 

Fig. 11.37 

. t l lor cu R r razele cercurilor în care -ştn.t 
Să notăm cu p ' p per1me re e , ' 

lru1crise. 1 · ă A AO B -
p SAB ~ ..,. !!.. ca urmare a faptu u1 c [..), 

Avem--=--- ' 
P SA' B' A' B' ~ _!M.. - !!}!_ AOB-~"""~A'O' B' ). 

[::.A'O'B' (cazul 1, de exemplu. O'A' O'B'' ~ . i! 

77 



d nn ' P lig . an u un număr foar 

mare de laturi înscrise tn a ·1 iai . 1 ţ' p R v r urJ, r ia - ... - ar rămtne ade 

ra~,ă, ia.r P .a.r fi „aproape" de lungime P r · 
pe de lungimea l a cercului de rază r. L A er ului de rază R, p ar fi „a pro 

Obţinem, schimbî~d mezii între . L l . 

I 

. ei, R ..,. - ' adică: raportul din 

ung1mea unui cerc . . r Acest ra t ş1 raza sa este acela.şi pentru toate cercurile. 
por constant se notea.ză cu 2 . l . 

este 3,14159 ... (7t este un num ~r i . . ~,.va oarea aproximativă a lui 
mină, de .exemplu . f a raţ10na1); mo1.)l nu se „măsoară" ci se det 
. ~ . , prm ormula, ce conţine o s • . f' . ~ . invaţa m clasa a XII-a: u_;na m mita. ş1 pe care o v 

7t = 2 V 3 (1 __ 1_· + _1_ 1 ) 
3 • 3, 5 • 32 - J . 3a + · · · · · 

Ltmgimea L a · L = 2nR. unm cere, de rază R estA t:lg,tlâ cu 2rr înmulţit cu R, a 

Să. revenim la figura II.37. şi să notăm cu Q lungimea liniei ABC . . f 

mată dm tre · 1 t · 1 o --. i a uri a e octogonului. Avem Q_ = 3AB = ~ _ <J:AOC 
ABC . . P BAB 8 - 360.;-

= 3500 , relaţie ce rămîne adevărată chia.r dacă arcul ABC f' . ABC î I ar I mare (pri 
nţe egeri; măsura, în grade, a arcului ABC). 
Să păstram punctele A şi C fixe i să . ~ 

un poligon regulat cu un număr mare ~ l ~o~s1dera~, în foc de un octogo 
A şi C printre vîrfurile sale {pentru aceas:a :::~ înlsclr1ts î~l acelaşi cerc, avîn - aru a uri or sale îl vom al 

un multiplu de 8). Relaţia Q_ ABC ă e . . p '"" 
3600 

va r mine valabilă şi pentru 

poligon; Q va fi „aproape" de lungimea M a arcului ABC . p . . i . , iar va f1 
ma:_:mte „ap,oape" de lungimea L a ce,cului de cază R. Obţinem M' 

ABC L 
= 

360
0 ' de unde deducem: 

Lungimea umil are de cere o:i - ~'<~u"ă d. tr .....,,~:1 i" U ID •Ul.t 

dată de formula uit.t (u fiind exprnr t'< î . d ) . -i 8u' u.t 11. n gra e . 

Fig. II .38 

'iA 

i1 r v ni11\ tlln n u la figura 11.37 şi să consid răm aria 

0 Ea st gală cu 8SAoB = ~OM = !_:_OM . Pină ai i d m n· 
2 2 

\,rt ţia este riguroasă şi ne conduce la: 

're ore ma. Aria unui poligon regulat convex este egali\ eu jumi\tate1 

11rodusului dintre perimetrul şi apotema poligonului. 

Dacă vom considera un poligon regulat cu număr foarte ma.re de laturi, 
tnecris în cercul de rază R, atunci perimetrul său va fi „aproape" de lungimea 
1 reului , iar apotema „aproape" de raza cercului. Ajungem la concluzia. oă 
1 ria unui cerc este egală cu jumătate din produsul dintre lungimea şi raza sa, 

d
. 27tR • R 

I 1că---: 
2 

Aria unui eere de rază R este egală eu 7tR
2

• 

ln fine, să considerăm, în figura JI.37, aria poligonului AB ... CO. Ea 

ste egală cu de trei ori aria triunghiului AOB, deci cu~ din aria octogonului 8 

regulat; raportul ~ este tot una cu raportul dintre măsura arcului ABC 'i 
8 

360°. Ţinînd punctele A şi C fixe şi mărind mult numărul laturilor poligonului 
regulat (acest număr rămînînd un multiplu de 8), aria poligonului considerat 
AB ... CO va fi „aproape de aria mărginită de razele OA, OC şi arcul ABC 

te. Ajungem la; 
D e f i n i ţ i a. Se numeşte sector circular figura formată dintr·un are 

1\\ unui cerc şi din razele acelui cere cu capetele în capetele arcului. 

Aria unui sector circular al unui cerc de rază R ce corespunde unui 

are de măsură u (exprimatA. în grade) este dată de formula u7tRz . 36.~ 

ObserPaţie. Cuvint'ele „multe", „aproape" , nu au sens matematic. Ele 
sugerează num i un raţionament, mai rafinat, ce nu 1-am precizat aici. 



13. Problem~ 

1. Aflaţi aria cuprinsă între un arc de 60° al unui cerc de rază 
şi coarda sa. 

2. Aceeaşi problemă pentru un arc de 240°. 
3. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre 8 

descriu cercuri ca în figura. 11.40. Arătaţi că aria haşurată este egală c 
aria triunghiului. 

J 

Fig. II.40 

·-4." Două cercuri secante au razele de 10 şi 7, iar distanţa centrelor 
de 15. Aflaţi aria porţiunii comune a•celor două cercuri. 

' 5. Aceeaşi problemă, cind distanţa centrelor este de 5. 
1

6. Două cercuri tangente exterioare au razele de 9 şi 4. Aflaţi aria 
cuprinsă între cele două cercuri şi una din tangentele comune exterioare. 

7. Aflaţi aria hexagonului regulat de latură a. · 
8. Aflaţi perimetrul figurii 11.41, dacă raza cercului este 6 şi dis

tanţa de la centru la vtrf este 12. 

· 9. Care este lungimea curelei d transmisie din figura II .42? 

10. Aflaţi lungimea şi aria unui se foerc. Desenaţi . 

11. Calculaţi aria din fJ ur II.4. (ha9uratll), precum şi perimetrul 
li haşura.te, razele celor trei cercuri fiin? toate egale cu 2. 

- -

2. Aceeaşi problemă pentru figura haşurată 11.44. · ·_-:-..... 

3 3 , rzs--- ----~ 

I 90° 90 I 
31 13 

I I I , 

I . 

!\ 9v 0 
I- . 

\ 
" ~- ----------- . \ 

/ t_ .J.... _______ _ 

3 

----; --r 

M"t mntlcA aeomttrln 1. 11 vn-a 



Capitol~l 3 

TRANSFORMĂRI GEOMETRICE 

In primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta cîteva no 
pregătitoare. 

SEGMENTE ORIENTATE S'IT.UATE 
PE ACEEAŞI DREAPTĂ 

Două semidrepte de pe aceeaşi dreaptă pot fi de acelaşi 

cuvinte se poate ca una să fie indusă în cealaltă), sau "de sensuri contrar 

alte cuvinte, în ca contrar, sau intersecţia lor este interiorul untli seg 
sau ele n-au nici un net comun). 

Observaţie. Dacă i: B , atunci semidreptele AB şi BA au se 
contra.re. 

D e f i n i ţ i e. Vom mi segment orientat o figură formată din 
puncte A, B, nu neapărat d erite, luate în această ordine. -Segmentul orienta.t for at din A şi B se va notă. AB. 

Deci AA este ş i el un s ment orientat, iar, pentru A f:. B, seg~e. - - . orientate 'AB şi B A sînt dife ite (swe deosebire de segmentele „obişn 
A.B şi BA care sînt aceleaşi). · 

Punctul A se numeşte· o iginea ia r B extremitatea segmentului ori 

J). e r I n 1JI11
• S1 1 • 111 1 ~l d t'I III dt'lll\ pt li ii ; Ull 8egrn rit ( l1iş1111it,) li r~ 

('tl Ş i un „sens" p d, d11t p1 1tfll l'• ll 14 1 nii<lr• Hpt:11 S a Jui d, 

Fig. Jl 1.3 
.LJ 

I 
s d . 

Acestea fiind fixate, definim mi1sura unui segment orientat A1J de p d, 
. -ş i o notăm tot cu AB, astfel: · 

Cazul 1. Dacă B = A, măsura segmentului orientat AB este conslderatA 
o; AA = .0. 

Cazul 2. Dacă B i: A, măsura segmentului orientat AB este egali cu 
lungimea segmentului (obişnuit) AB, cu semnul + dacă semidreapta AB are 
acelaşi sens eu s şi cu semnul - dacă semidreapta A B are sens contrar cu s. 

Fii.r. 111.4 u 
A B D ' c . 

- -Deci AB + BA = O. Dacă măsurile a două segmente ori nt t Al111 
gale -şi nu sînt O atunci segmentele (obişnuite) corespunzătoar slnt ong1·u· - -nte. Recipro.c, dacă AB = CD atunci avem AB = ± CD, semnul fiind I 

sau - după cum semidreptele AB şi CD sînt de acelaşi sens sau de a n&nl'Î 
i•ontrare. - - -T t~ o r e m ă. Dacă A, B, C stnt puuete coliniare, avem A B + BC .::m A t '. 

Demonstraţie. Va trebui să considerăm ma.i multe cazuri. - -Cazul 1. A = B. Relaţia se reduce la AC= AC: 
Cazul 2. B = C. Analog. - -Cazul 3. A = C. Relaţia devine AB + fiA =O; am observat mal sus 

d1 este adevărată. 
Cazul 4. B este întrP A şi C (fig. JJT.5). 

Fig. 111 .:i B c ---Se.midreptele AB, BC, AC au acelaşi sens deci AB, BC, AC au ace l aşi 
aemn şi relaţia se reduce la AB + BC = AC. 

Cazul 5 . .4 este într:_e B şi C (fig. JIJ.6). 

Firt . III .fi 
A c - - . - -A B şi HC au semne contrare, B{' > A B, Af ,1 tt t·e Ace la~ ! somn ·li BC 

ş i rel a ţia so r du I llC - AB ..:... AC . . 



'azul u. este Intre A .şi B . 

Se demonstrează asemănător cu ca.zul 5. 

Obserciaţii. 1. In definiţia măsurii unui segment orientat de pe o dreaptli 
dată, putem alege dintr-o dată unitatea şi sensul, alegind unitatea de măsură 
drept un segment orientat nenul , ce urmeazăJă aibă măsura +1 (fig. 111.7). 

u Fig. II 1.7_ 

2. Noţiunea de măsură a unui segment orientat şi teorema demonstrată 
ma.i sus ne permit să demonstrăm unele afirmaţii fără a mai considera mai 
qrnlte cazuri corespunzătoare diferitelor poziţii relative a punctelor de pe o 
dreaptă. De exemplu : 

· .t-otlemă rc::.olvaiă.Fie A, B, O trei puncte coliniare, fie A' simetricul 
lui A faţă de O iar B' simetricul lui B faţă de O. Să se demonstreze că A' B':;;;:::::: 
=AB. - -- - -Rezolvare. Ipoteza se scrie OA'= AO, OB' = BO, Demonstraţie: A'B' = ---- - - -------= A'O + OB' = - OA'+ OB' = - AO + BO = OA + .80 = BA deci, 
cum am observat după definiţia măsurii unui segment orientat, A' B' = AB. 

14. Probleme 

- -1. Dacă A, B, C, D sint puncte coliniare, arătaţi că AB + BC + - -+ CD+ DA =0. 
2. Care este relaţia intre măsuri de segmente orientate care defi

neşte mijlocul , M al unui segment (obişnuit) AB? 
3. Da.că segmentele (obişnuite) AB şi CD au acelaşi mijloc, atunci -- -AC= -BD. - - __.... --4. Dacă AB = CD, deroons aţi că AC = BD. 
5. Fie A, O, O' trei puncte co 'niare, fie B simetricul - --de O şi C simetricul lui B faţă de O'. Arătaţi că AC= 2·00'. - -- --6. A, B, C, D fiind puncte coli ·are, arătaţi că AB ·CD+ AC· -- - -· DB + AD · BC = O • 

. 7. A, B, M, N fiind puncte colin are, A # B, M # B, N # B şi -- --MA NA • arătaţi că M = N. -=-· - --MB NB 

, 
1 omid~·epfo dt1 1u·i·l 11. l Na. ' ·i cit• sew·· uri cont.rnr" 

'.110 dropio p1ualelc 

Să considerăm toate dreptele paralele cu o dreaptă daM, să consider~m 
o secantă şi un semiplan determinat de acea secantă. Toate semidrept Io 
oh ţi nute intersectind a.cel semiplan cu dreptele para.lele cu dreapta d~t tl. Io 

om considera că sînt de acelaşi sens. 
Dacă a.cum vom alege două semidrepte situate pe două din dr•epteJ 

poralele din figura 111.8, vom spune că semidreptele au ac elaşi sens da ă 
rl care din ele are acelaşi sens cu semidreapta din figura 111.8 de pe drea.ptfl 
pe care este situată, sau da.că fiecare din ele este de sens contrar cu semidreaptl-l 
r· spectivă din f<igura III.8: Yom spune că semidreptele alese sint de sensuri 

Fig. 111.8 . 

rontrare dacă una din ele este de a 1 · elaş i sens şi c uluit (I H lll! 1 0 111,1•111• ~ u 
semidreapta respectivă din figura 111.8 (s1 şi s9 slnt d u · 111,1 li 1111, 11 tl I 
sînt de acelaşi sens, iar r1 şi r2 slnt de sensuri contrnr ) (fig. l[ J, 1 ) . 

fii>( . 111.\1 

Să observăm că aceste convenţii nu depind nici de secant1:1 al easă 'i 
nici de semiplanul RIPs (fig. Tll.10). 

~ 

Fi1ot. 111. III 



SA ohi;1 r'vlim şi f'I\, dnf'li ln1·n1·1·1im s:i ,.rti·nrdli.ni " ln 111 · 11l11 şi mod sen· 

surile pe două drepte conr:urenle, nu reuşim, deoarece „acordarea" va depinde 

de secanta folosită (fig. TJI.11). 

'-

Fig. Ill.11 

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptă dată, 

acordare descrisă mai sus, ne permite ca, odată aleasă o unitate de măsură şi 

un sens pe o dreaptă, să măsurăm cu el8 toate segmentele or'ientate situPte 

pe drepte paralele cu dreapta dată (fig. III.12). 

A 

o 
u 

B 

c 

; ' ' 

Fig. 111.12 

Nu avem însă voie să măsurăm cu ele segmente orientate situate pe 

drepte neparalele cu acea dreaptă. 

Aplicaţie. Fie a şi b două drepte paralele 

şi D două puncte pe b. Fie M mijlocul lui A 

M şi N sînt situate pe o paralelă la a şi b şi ave 

şi B două puncte pe a, C 
, N mijlocul lui BD. Atunci --~N AB+ CD 

lrJ. = . 
2 

Enunţul dat reprezintă o teoremă, „com usă" din alte şase, indicate 

în figura III.13, care corespund cazurilor A l B sau nu, C = D sau nu, 

AB =CD sau nu, semidrepţele AB şi CD sîntÎe acelaşi sens sau de sensuri 

<·ontrare. 

Această teoremă nu ne face dec: i să afl rn nici un fapt nou . Ea este 

importantă deoarece reuş eşte să unifi ·e lntr· n singur enunţ, destul de sim· 

11 1111 ·i teoreme uit r•it (tuptul oe corespunde prim i. figuri din IIl.1 nu 
11 11, . t itlul de teoreml1). Aceasta este posibil datorită noţiunilor introduse 

1111,lmele două paragrafe. 

AB B A 

E c o c o c 
A B A B 

o 
f i1'(. l [! 11 

U>-. Probleme 

1. Se consideră unghiurile xOy, x'O'y' i~ care Ox şi O'x' sh;it para

Jole şi au acelaşi sens, iar Oy şi .O' y' sînt de ase,rr:i.en'.ea paral~ţe , şi au · 

uoelaşi sens. Demonstraţi că cele două unghiuri sînt congruente. 

2. Două unghiuri cu laturile paralele şi de sensuri contrare sînt 

congruente. 

3. Două unghiuri cu laturile paralele, două de acelaşi sens şi două 

tl e sensuri contrarii, sînt suplementare. 

4. Consideraţi un triunghi ABC, alegeţi pe fiecare din laturi cite o 
unitate de măsură şi un sens, consideraţi o paralelă la BC şi exprimaţi 
Loorema fundamentală a asem~nării. folosind numai măsuri . de segmente 
orientate. 

5. Consideraţi două drepte paralele, dou~ puncte A şi B pe prima 

~i două puncte C şi D pe a doua, şi unităţi de măsură şi sensuri pe una 
I 

<lin cele două drepte paralele şi pe AC. Consideraţi un punct M pe AC 

ş i intersecţia N între paralela prin M la cele două drepte şi BD. Expri-- - __ __,.. . 
maţi y = MN în funcţie de x =AM (şi de AB, CD, AC, care slnt 
constante). 

6. Fie A', B', C', G' picioarele perpendicularelor din vîrfurile A, B,C, · 
l /, ! 

nle unui triun hi şi din punctul G de intersecţie al medianelor sale pe 
dreaptll d. 



Exp1•lmaţ i GG' ounos tnd AA', BB', 

VECT llT 
. ' \ 

Cele arătate tn paragraful precedent ne conduc la: 

. - - '----Definiţi a. Fie AB Şi CD donă segmente orientate. Spunem 
ele sînt echivalente în unul din u~iitoarele donă cazuri: 

1: ;A = c, li= ifJ. 
2. ·A =F ·c , B =F D şi sint îndeplinite simultan condiţiile: 
a. AB ~-CD ~sau A , B, c, D sint coliniare 

-lt;- AB =CD. . 
c. Semidreptele A B şi CD au acelaşi sens. 

A.8 D 

·~// A a.. c D 

A c B D 

c.rr- --c . 
Să observăm că nu putem impune condiţia c atit timp cit n-ar fi 

impusă condiţia a. 
Orice segm~nt _orientat este echivalent cu el însuşi; dacă un segm 

orientat este_ echivalent cu al doilea, atunci şi acesta este echivalent cu 
mul; două segmente orientate echivalente cu al treilea sînt echivalente t 
ele. 

----~----~-- ---. ~ -L.~-- ---
.LZ/ - Fig, 111.15 

D e f i n i ţ i e. Se nun,ieşte vector o ulţime formată din toate segm 

tele orientate echivalente-cu uri -segment.,.orie tat dat. 
. -,,...,, . ..., ..... .!~ · .--- ~ • ' 

Vectorur format din toate segmentele rientate AA se va numi „v 
·- ~ torurnul". ------ -ln vorbirea curentă vom spune „vector l AB" în loc -- --conţine segmentul orientat AB" . şi vom spun deci ·eă „vectorii AB şi -- -coincid", sau că „sint egali'', în loc de „segm ntele orientate AB şi CD 1 

echivalente". ---- --

I 

Să observllm 11rt tll.nd dnt,t nn fi gm nt or•ientat AB şi un punct , 
. --' 1sU. un punct unio D us t fo l Incit segmentul orientat CD d . fie echivalent --III segmentul orientat AB. 

B 

Fig . III.16 ~co/ 
A 

7) 2) 3) 

Anume: dacă B =A, alegem D = C, iar dacă B =F A atunci ducem 
prin C dreapta d paralelă- <Ju AB (dacă A, B, C sint coliniare, d se alege dr Jl't 
A B }, alegem pe ea semidreapta s, de origine C şi de acelaşi sens u s mi
dreapta AB şi, in fine, alegem pe s p_unctul D pentru care CD= AB. 

Pe scurt: orice vector se poate „aşeza" astfe~ incit să aibă „origln n11 

ln orice punct dorim. · 

Problemă rezol"ată - - --Dacă AB este echivalent cu CD, demonstraţi că AC este echivnl ut --cu BD. 
Rezol"are. Cazul 1. A, B, C nu sînt coliniare. 

' Datorită faptului că semidreptele AB şi CD au acelaşi sens, ABDC 
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse A B, DC 
stnt paralele şi congruente. Rezultă că şi AC, DB sint paralele şi congruento; 
de asemenea, că semidreptele AC, BD au acelaşi sens.' Cele trei fapte, tmpro--- -ună, afirmă. conform definiţiei, că AC şi BD sînt echivalente. 

Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci şi D rezultă situat pe aceeaşi dreapti1 -- -cu A , B, C şi următorul calcul cu măsuri de segmente orientate : BD = BA + --------+AC+ CD · AC+ (CD - AB) =AC ne convinge de valabilitatea enun-
ţului şi în acest caz . 

Rezultatul din această problemă uşurează rezolvarea cltorva din pro· 
blemele ce urmează : 

16. Probleme 

1. Desenaţi două segmente orientate care să îndeplinească două din 
condiţiile a, b, c şi să nu o îndeplinească pe a · treia. Din oele t rei v ri· 
ant ni I\ ostei probleme, care este „absurdă"? · 



2. Fi A, JJ, l' l f'<J Î puncto 11 fH'(1liJ1in1·0 . Con ving ţl - v C'/1 < ic lij l l\. un 
punct uni c D astfel inci t ABCD să fie un paralelogram. C1nao terizaţi- l 
„vectorial" in două moduri. · -- ~ --3. Dacă AB este echivalent cu A'B' şi BC este echivalent cu B'C', -- --demonstraţi r,ă AC este echivalent cu A'C' (direct este mai greu <lecit 
s-ar părea la început; folosiţi problema rezolvată) .. 

4. lntr-un paralelogram ABCD se notează cu E, F mijloacele latu
rilor AB, CD. In figura obţinută găsiţi toate perechile de segmente 
orientate echivalente, cu capetele în cîte două din punctele A, B, 
C, D,E,F. 

5. ln problema 4, completaţi figura cu încă un punct, situat pe 
una din dreptele AB, BC, CD, DA aşa încît să putem forma cu el un --segment orientat echivalent cu AC. Incite moduri puteţi face aceasta ? 

6. Un triunghi echilateral ABC a.re „centrul" în O. „Aşezaţi" vec
torul OA cu originea în B , apoi în C. Precizaţi în fiecare din cele două 
cazuri _poziţia „extremităţii" vectorului. 

7. Indicaţi perechi de segmente orientate echivalente pe figura 
formată dintr-un triunghi şi mijloacele laturilor sale. 

UN G:BIURI ORIENTATE 

Acest paragraf este asemănător ca idee celor privind segmentele orien
tate de pe aceeaşi dreaptă şi de pe drepte paralele; aci însă situaţia nu ne 
conduce la noţiuni ce au complexitatea noţiunii de vector. 

Dacă privim foaia de hîrtie „de deasupra", aşa cum facem de obicei, 
atunci , relativ la orice semidreaptă, unul din semiplanele determinate de 
dreapta pe care ea, este aşezată ne apare „la stînga" semidreptei, iar celălalt 
„la dreapta." semidreptei. 

semiplanul ;/semiplanul 
de la stin9Y d~ la dreapta 
lui s ,/' lui s 

„ 

Fig. IIl.1 7 

Dacă însă am „întoarce foai a" şi aceasta .ar fi transparentă (ar fi mai 
grou să realizăm aceast.a privind-o „de dedesubt"), situaţia s-ar schimba : 
semiplanul ce a.părea „la stînga" semidreptei ar apărea acum „la dreapta" 
oi şi invers. 

ţ) () 

I 11 ' le ·e urm l\Zd vom P'' HlllHlll a „n -am fixat poziţia" din ·a1·0 
Iru planul şi de i l:l am pr lzuL, p ntru orice semidreaptă , care este 

1lpl1 nul de la stînga ei şi ai· est e cel de la dreapta. ei. 
ln l egătură cu aceasta, sint valabile următoarele proprietăţi: 
11, Dacă două se.midrepte s şi t au aceeaşi origine şi dacă t este situată 

111 lp lanul de la stînga lui s, atunci s este situată in semiplanul de la 

''"' li.! i t. 

Fig. IIl.18 

semiplanul ''de la . 
stinga 7ui s s ,~,' 

------
/ ~ ~ 

, /:. ~<:f .. "s...<.rl
3 

/ ~~ \.('.) V 

'?~ -ori 

b. Dacă s şi s' sînt cele două semidrepte diferite, cu originea în O situate 
1111 apta d, atunci semiplanul de la stînga lui s este tot una cu semiplanul 
I dreapta lui s'. 

semiplanul de la stlnga lui s = 
Fig. m . 1'.l =semiplanul de la dreapta lui s· 

s' s 

. Dacă Ox, O' x' sînt semi drepte paraleie de acelaşi sens, dacă Oy, O'y' 
111 de asemenea două semidrepte paralele de acela.şi sens şi dacă Oy este 
t1111~ă în semiplanul de la stînga lui Ox, atunci O'y' este situată în semiplanul 

11 st îllga lui O' x' . 

)', 

Fig. III "" 

semiplanul 'de la stinga lui O'x' .Y/ 
O' X' /, 

semiplanul de~c:_ stin7a lui Ox • 

0 X 

Obsen1aţie. Am prezentat noţiunile din acest paragraf, ca şi . din cel 
rnp ra semidreptolor de acelaşi sem şi de sensuri ·contrarii, la nivelul in tuitiv, 
I fo i ea in ptll't 11 I H 11 w1 unJului p ntru <·l. R VI-a.' 

Ol 



J) o Y • i ~ c•. 1•r1t rngh orhm! 1f 
llo '„ midr1•11f: u, k t\U w • ·I ori •h " 
au•, d';rn ordh 1 li vo.r otu =* (h, T.·), 

Deci: ~ (h, k) este şi el un unghi orientaţ iar, pentru h :F k, unghi 
orientat ~ (h, k) este diferit de unghiul ~ (k, h). 

D "' · "' iţi e. Prin mi'i~u a un 1 i ~mghi orientat ~ (h . k) not Hi ~<; '. 

:f- (I! k) vom înţ<'ll'I!'~· 
a. 0°, d1 di h = k. 
b. +1 ~10" sau --180°, dacă unghiul (obişnuit) 1::: (h, k) este alung; 
c. I.a c~lelalte cazuri, măsura unghiului (obişnuit) -1:: (h, k). iuată c 

smnnul + , tfa.cll k este m semiplanul de la stînga lui h, şi cu semr tl l - dacă 

"o în Sf.miplanul d• la l!:;):•h
450 

h 
kl 

> (h.kJ=0° h,k k • :ţi. (h.k)Fti80° • h 

Observaţii. 1. Convenţia de la c în legătură cu semiplanele n-avea se 
tn cazurile a şi b; de aceea a trebuit să le considerăm separat. 

2. In cazul b din defip.iţie, facem o convenţie care se poate enunţa 
astfel: tn calculele cu măsuri de unghiuri orientate, considerăm totdeauna 
360° = 0°. Aceasta este o situaţie asemănătoare cu cea în care sîntem inter 
saţi, tn aritmetică, de resturile împărţirilor numerelor cu 4, de exemplu: I 
studiul acestor resturi scriem 4 =O (mod 4) şi nu 4 = O; +2 = -2 (mod 
şi nu +2 = -2. Aici vom scrie, de exemplu, +180° = -180° (mod 360° 

Reamintim că l'l = b (mod c), unde a, b, c sint numere tntregi, inseamd 

c divide pe a - b. Io cazul nostru u = v (mod 360°) înseamnă: citul u - v est 
' 360 

un număr întreg. 
3. 01,ical'e ar fi o măsură de unghi u şi o semidreaptă h, există o se 

dreaptă unică k, cu aceeaşi origine ca şi h, astfel incit ~ (h, k) = u (mod 360° 
, Dacă pentru -180° ~ u ~ 180° acea.sta se poate înţelege din figu 
Ilt.21, să considerăm cazul u = 1 000°. Avem 1 000° = 3 · 360° - 80° = -
(mod 360°), conform convenţiei explicate la punctul 2. Deci problema, 
acest caz, se rezolvă <'ll în figur.a I II .22. 

~(h,k) = 7000° 
(mod 360°) 
~--------h 

71)00°= -80° 
(mod 360°) 

7000{1 -h 

I 

Un caz mal f1vnl lior este u = 280°, de exemplu, ln oare 1:1cl'iem u = 
360° - 80° = - 80° fmod 360°) şi care se rezolvă deci tot „prin figura 

I 1 l.22". 

4. Dacă privim planul „din partea cealaltă" atunci măsurile tuturor 
unghiurilor orientate apa,r cu semnele schimbate. 

Următoarea teoremă are aceeaşi importanţă ca şi cea asemănătoare 
li la segmente orientate de pe aceeaşi dreaptă: permite calcule şi demonstraţii 
t 1'11 a mai face figu~a, fără a mai considera toate cazurile ce pot apărea ca. 
111•mare a poziţiilor dif eritelol' semidrepte unele faţă de altele. Bineînţeles că 
111 demonstraţia ei va trebu i să considerăm toate aceste cazuri, cu toată „hăr-
1111 in". 

·r e o r e m ă. ,~)acă u, v, w iiÎUt trei semidrepte cu aceeaşi ' o"i~'iu~, at.uuH 
(1;, :.: ) .= :;t-(1,, :•) + :::f ("I, "') (:nod 360°). ~~ 
Demonstraţie. Cazul ţ. u = v sau v \ w. 1n acest caz relaţia este evi-

111 ntă, unul din numerele dÎ\ partea dreaptă fiind 0° .... 
Cazul 2. u = w. Relaţia se reduce la ~ (u, v) = - ::€- (v, u); ea rezultă 

11 n definiţia măsurii unghiului orientat şi din proprietatea a, ilustrată în 
t gura 111.18. 

Cazul 3. Unghiul ::€- (v, w) este alungit, iar celelalte două nu sînt nule. 

.Fig. lll :!:J ~- '\ 

W-~-~------__,,_...U 
V 

In ambele situaţii, relaţia rezultă din ::€-(u, v) + ::€- (v, w) = 180°. 
Cazul 4. Unghiul ::€- (u,, w) nu este nici alungit nici nuL 

Privind eventual „din pa.rtea cealaltă", putem presupune că w se află 
ln semiplanul de la stînga lui u. Să notăm cu u' şi w' semidreptele ce „prelun
~ se" pe u şi w. 

, 
u 

Fig. IIL24 -· 

Deosebim patru subcazuri : 
a) v se află în interiorul ~(u, w) (fig. 111.25, a). In acest caz relaţia Este 

„ (u, w) = ::€-(u, v) + ~(v, w), despre care ştim că este adevărată; 
b) v se află în int eriorul ~(w, u') sau coincide cu u'. J n acest caz relaţia 

t ate ::f(u, w) = ~(u, v) - ::f(v, w), despre care ştim că est e adevărată 

( s ituaţie asemănăt r u a); 



<;) 11 8, 1~ 1· 1 ln inL1 ri<11'1il ~(u, w' ) Ra u oi11oid1 1•u 1'. 111 1111 1d 111win nu\1 
'li h) o.jungorn la ~(u, w) = :::€-(v, w) - ~(u, v); . . . 

el) v se nl'Hi 1n interiorul :::€-(u'w'). Aici apare s\tuo\,1ti deo:. •bitu l egată 
· mvenţia. de mai sus. Relaţia devine :::€-(u, w') ,..- :::€-(u, v) - :::€-(v, w) (m 

:Jt-;0°). Ştim de la „unghiuri în jurul un~i punct" .că :::€-(u, v) + ~(~'. w! 
~\ :;€- (w, u) = 360°; aceasta arată că diferenţa dmtre membrul mtu ŞI 

l 360° d . lt tul 1. Cu aceasta teorema e 2-lea al relaţiei, împărţită a , a rezu ~ 

d< monsLrată. 

u' u u 

a) 
fig . lll.25 

u' u 

cJ d) 

17. Probleme 

t. Consideraţi un triunghi ABC. Convingeţi-vă că sau pentr~ to 
cele trei semidrepte AB, BC, CA „vîrful rămas" se află în semiplan 
de ia stînga, sau el se află în semiplanul de la dr~apt~ pen_tru to~ 
Enunţaţi teorema asupra sumei unghiurilor unm triunghi cons1 

rînd unghiuri orientate. ·~ . . · . . . 
2. Arătaţi că teorema asupra sumei ung~mrll_or unm tr1un?hi oh 

nută în problema precedent'ă rămîne valabilă ş1 pentru trei pu_nc 

coliniare (dar distincte două cîte două). . ~ . • . · 
3. Desenaţi un pătrat ABCD astfel încît ~ ş1 D sa ~ie ~n sem1_pla 

din stînga ~emidreptei A B. Care sînt măsurile unghmr~lor orient 

-=* (AB, 'AC), -=*(CB, CD), -=*(DB, DA), -=*(AD, AB) e~c. '. 
4. Desenaţi un hexagon regulat ABCDEF astfel mc1t C, D, E, 

să se afl e în semiplanul din dreapta semidreptei AB. Care sînt măsur 
unghiurilor orientate -=*(BC, BA), -=*(CD, CA), -=*(FC, F B), -=*(E 

ED) etc.? . . 
5, Se dau două drepte a, b concurente în O ş1 _pe fiecare se ~le 

c\te 0 scmidreaptă a', b' cu originea în o._ Cîte v~lo~~ poate lua masu 
unghiului orientat :::€-(a', b') (prima sem1dreapta fun~ oea d~ pe 
Arăt ţi că 2 ::f(a', b') ia aceeaşi valoare în toate cazuri) d B 1rise. 

O. ~1 d1J11 dou il Ao 1ni<l1· pl lt , Ic do 01·igino O. CHo somid 1·opLe b do 
origino O < X"is l i1 a~tfel Cf:l :::€-(h, b) = :;:€-(b, k)? Dar asLfeJ ca. :;:€-(h, b) = 
= -~(b, Ic)? 

7. Oricum ar fi punctele A, B, C, D diferite două cîte două, avem 
:::€-(AD, AB) +-=*(BA, BC) + :::€-(CB, CD) +:::€-(DC, DA)= 0°. 
Demonstraţi aceasta în general şi apoi consideraţi cazuri speciale ca exem
ple: patrulater convex, concav, există un punct comun interioarelor 
segmentelor AB, CD etc. 

8. Fie O, A două puncte pe o dreaptă d, fie B alt punct în plan şi 
C simetricul lui B faţă de d. Avem :::€-(OB, OA) = - :J:(OC, OA). 

DESPRE TRANSFORMĂ.RI GEOMETRICE 

Obişnuim să gîndim că două triunghiuri (sau, mai general, două figuri 
geometrice, deşi nu am discutat acest caz pînă acum) sînt congruente dacă, 
desenîrid una din ele pe o hîrtie transparentă, putem să le facem să coincidă 
prin suprapunere. Ne-am ferit pînă acum de astfel de „argumente" în raţiona
mentele noastre. În acest paragraf vom da o expresie matematică precisă a 
noţiunii de suprapunere, sau, cum se obişnuieşte a i se spune, de izometric. 

... 

L 
B l' 

.Â 
Fi~. Jrl.21i 

Din punct de vedere geometric, o „suprapunere" apa.re drept un proce· 
deu de a considera, odată cu fiecare punct P, punctul Q bine determinat 
pentru o suprapunere dată, în ca.re este „muta t" P. 

Dar a.ceasta nu este altceva decît „o i'uncţie definită pe plan, cu valori 
în plan". 

D e f i n i i i e. Se numeşte transformare geometrică o funcţie U : rt -+ 

-+ rt unde it este planul, gindit ca mulţimea punctelor sale, cu alte cuvinte o 
traPHform ro M netrlcă este o funcţie definită pe plan eu valori ln plan. 



Alliful 11p 11", o trtmsform.nr g om ~ri d ost udn 7 ~l 
1111110L l uin pl n un punct bine determinat, care ep n 

d l1 plnn. . ă re drept ceeo. o tndim noi 
Dar nu orice transformare geometric apa d f . U(P) A. dacă 

a fi o suprapunere. De exemplu, ln figura III.27, să e mim = -

Fi~. · 111.27 

d 
. , - A dacă p esta pe dreapta din figură 

peste în semiplanul dm stmga, U(!')l - l ~· dreapta. Prin acea.stă trii.nsfor-
. U(P) A dacă peste in sem1p anu m A A 

ş1 = + ' t 'vit" in cele trei puncte A_, O• +· 
mare geometrică U planul est~ „s r1 re nu modifică distanţele intre 
Aceasta nu este o suprapunere' o suprapune 

puncte. . . s!ormare geometrică ce duee 
J) e fin 1 ţi e. Se n~1m~şte ~zome~1:: orice 'îegment într-unul congruent 

puncte diferite în punete diferite şi care u 

cu el. · ă u se numeşte izometrie 
Cu alte cuvinte, transformarea geometric 

dacă: U(A) -L U(B) · 
a Pentru _orice--A ·:F B avem. r „ • 

b'.: U(A)U(B) ::= AB pentru orice A =I= B; 

A ă t 
în clasa a 6-a că si~etria faţă de o dreaptă d, pe 

Exemple. m v zu . . 
m n·-..ta cu sd este o 1zometr10. care o vo v · • 

OA 

Am vi1r:ut d 0.111 m n n 011 "lrnotrto faţ11 de un punct U, pentru oe.re vom 
l11t1roduce o noto.ţie li\ pngino. 100 ~t. o o i:r.ometrifl. 

U(B) 

U(A)U(B) = AB 
AO = U(A)U(O) Fig.' 111.ao 

etc. 

B U(A) 

18. Probleme 
1. Dacă U este o izometrie şi ABC este un triunghi echilateral, . 

atunci U(A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral. 

2. Dacă U este o izometrie şi A, B, C sînt puncte coliniare, atunci 
U(A), U(B), U(C) sînt coliniare. 

3. O izometrie duce un triunghi într-un tri.unghi congruent cu el. 
4. O izometrie U duce interiorul segmentului AB tn interiorul 

segmentului U(A)U(B). 

5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram. 

6. O izometrie duce un pătrat într-un pătrat. 

7. O izometrie duce o dreaptă intr-o dreaptă. 

8. Dacă A, B, C sint necoliniare şi U este o izometrie, atunci 
:ţ:. U(A)U(B)U(C) = :ţ:ABC. 

TRANS'LATII . 
U e f iniţie. Fie v un vector. Se numeşte translaţie de vector v, trans
roa geometrică T v care duce un punct P în extremitatea vectorului t1, 

i" cu originea în P. 

Fig. II 1.31 

p-/vfPJ 

ObserCJaţie. Translaţia de .vectoi· nU:l este aşa-numita transformare iden
' I rnnsformare ce lasă pe loc toate punctele .P . . Ea se va nota cu I. 

'I' 11 o r e m A. Ori e tran laţlo e te o lzometrle. 
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JJc.nwnstraţiri . I· iti A şi .B două puncte oarecare, A' şi D' hnnginilo lor 
- - 'd. · AA' · · BB' or f1 ec1 prin translaţia considerată. Segmentele orientate ŞI . : . 

echivalente, deoarece ambele „fac parte" din vectorul translaţiei. Vom de· 

osebi două cazuti. 
' B B' coliniare. ln acest caz ipoteza se poate scrie Cazul 1. A, A , , ___. ___. ___. 

___. ___. . · - 'B' ltă d' A'B' - A'A + AB' -AA' = BB' şi concluzia AB s .11. rezu m - -
---~~-BAR = A'A + AB + BB' = -AA + BB +A = · 

Cazul 2. A, A', B, B' necoliniare. 

• 
A 

a' 

Ipoteza 

Fig. Ill.32 

AA' 11 BB' AA' = BB'. 
Semidrea.p~a. AA' de acelaşi sens cu semidreapta BB'. 

· b ă AA' B' B este un patrulater ln acest caz începem prm a o serva c 
A A' 

( 

· t' . ~ ca urmare a părţilor 1 şi 3 ale ipotezei. Avtnd adică nu ara a .tşa ~ 
B' B 

l 
·1 AA' "'i BB' paralele "'i congruente el este paralelogram. Rezult a,tur1 e opuse , • . 

AB =A' B' ca opuse în acest paralelogram (pentru a evita folos~rea, ca 1:1 
sus, a unei teoreme „suplimentare" din cla.sa a 6-a, se poate arăta c.a .6ABA 

= ,6B' A' B, cazul 1). · . 
Obser'1aţie. Fie T 0 translaţie. Cunoscînd imaginea T(Po) pri~ aceast 

translaţi~_ a unui singur punct P0 , translaţia T este perfect determmată: 

este tran~laţia de vector PoT(Po)· .. 
·Intuitiv, un vagon de cale ferată, pe o porţiune dre~ptă ~~ hme, exec~t 

0 
translaţie (poziţia sa, -la. fiecare moment fixat, se obţme p.rmtr-o anumit 

translaţie, ce depinde de acel moment, din poziţia iniţială - fig. III.33). 

J H. Problemo 
1. O translaţie duce un cerc într-un cerc. 

2. Două cercuri de ra.ze egale pot totdeauna să fie „suprapuse" 
printr-o translaţie. 

3. O translaţie duce o dreaptă d într-o dreaptă pRra l elă cu ea, sau 
tot în d. 

. 4. Singurele drepte transformate în ele lrn1 I dt o Lranslaţie de 
yector nenul Tv sînt cele „paralele" cu ve torul v ni 1,1·1111 11 \ii i. 

5. Se consideră două cercuri şi un 8 grnont„ HN MO 0011'1l, 1·uiască un 
punct M pe primul cerc şi un pun t N Jll HI <Io 11 u "'" 111111. 1 J{n\Ontul 
MN să fie congruent şi parai I on li ~nwnL11 l clnL • 

6. Aceeaşi problemă A Jn o 111101uiiul1111111 cll1111m1 Ut ' 1111111 h•0tqll,/I. 

7. Se consideră un pătrnt A fi , /) ii 11111111•11 <), 11' 11 M, N, I' , (,) 111 J· 
Joacele laturilor AB, BC, CD, DA. ,'/\ 111 p1•11 ~tl ,1 pu \1111 p1111 11 l11lu1• 
TAâ (M), TAâ(N), TAâ(P), TAâ(Q). 

8. Se consideră un hexagon reguli t A /IC 1>101', 1ln 111111 t11•11 O, ,, 

precizeze imaginile virfurilor sale prin trans'l fl ţin tl t t littt' to, /\ 111t11t1f l -problemă pentru translaţia de vector O B. La, fel p nt,ru o 11 '11 111 I 111• -AC. 
9. O translaţie transformă o sem.idreaptă într·o s rnidr o pL 11111•11 

l elă şi de acelaşi sens cu ea. 

10. O translaţie transformă un segment orientat într-unul e hivn
lent cu el. 

11. O translaţie transformă un unghi orientat într-unul de aceeaşi 
măsură. 

12. Poate o translaţie de vector nenul să transforme un poligon în 

~ însuşi? 

13. Daţi exemplu de o figură care să fie transformată în ea însăşi 
de o translaţie de vector nenul. 

14. Arătaţi că o transformare geometrică ce transformă orice seg
ment orientat într-unul echivalent cu el este o translatie. ' , 

ROTATU 
' 

n e I I n I ţ i e. Ple C un punct tlxat şi u o măsură de unghi orientat. 

ul1 j1la de centru C ~I unghi ori ntat '' e defineşte drept transformarea geome· 

llO 



! C tn C lar un punct p + C tntr-un punct Q ~ 1 R , „~P) 
trl l R , 11 ce c uce C p 
4 llnlt prin )?(CP, CQ) == u, CQ 53 . . 

Q L .... 111.34 

· .C d P hi nul este transformarea identică J. 
Obser"aţii. 1. Rotaţia Re. o• e. ung. 1800 este tocmai simetria 
2. Rotaţia Re,± tso· de unghi orientat 

faţă de C. • 

Fig. III .35 

p 

t t' R este o izometrie. N ă · tăm Te ore mă. Orice ro . a.~1e l c. u două puncte oarecare M, 's no 
Demonstraţie. Va trebm să a e~em tă ă M'N' == MN. 

M) N' = R (N) şi să demons r m c 
M' = R u ( ' c. u . · 

Ca~~l „general" C, M, N necohmare .• 

Ipoteza , 
CM=CM',CN=CN, I 

::;€-(CM, CM') = ::;€-(CN, CN) ( = u). CM CN) =::;€-(CM, CM'>+ 

Demonstraţia în acest c~z. A;rcM~~N'} + :;::€-(CN', CN) = ::;€-(CN, 

l- ::;€-(CM' , CNJ =::;€-(CM:;€.~? +CN') =::;€-(CM', CN'), deci ::ţ:_MCN 
CN') + ::;€-(CN , CN~ + MCN _:_ /\ M'CN' (cazul 1) şi deci M'N' = MN = ::;€-M'CN'. Rezulta 6. = .W.. 
- • · l" c M N colimare. . . . N-CN' 

cazul „specia , , - N rezultă imediat din definiţie: C = . . .. . 
Subcazul C = M sau C - . d traţia de la cazul general rezult 

M c .J.. N Dm emons o 1800 
Subcazul C i' , r ~ 1 1 fiind în cazul de faţă O sau 

::;€-(CM, CN) . ::;€-(CM', CN'~;as~::e:e ~:elaşi sens, aşa slnt şi ~emid~eptel, 
Deci dacă s~midrep_tele C MN, l t de sensuri contrare, aşa sint şi CM ' CN 
CM', CB', iar dacă CM, C s n 

N' N'. 
/vf / Fiy;. 111.36 

C: /vf N~· 
. , N' - I c M' - CN' I = I c M - CN I 

In prima situaţie, a;em M, CN' = CM+ CN = MN , q.e.d. 
= MN, iar 1n a doua M N = CM + . 

Un carusel exeoutll o 1•nt nt,t" ( u aceoa91 precb:a,re ce, 9i Ja mi9ca,rea 
vagonul~i q~ ca,le fşrat ll priA' UR ), 

20. Probleme 

1. O rotaţie duce un cerc într-un c€rc. In ce caz o rotaţie dată. duce 
un cerc dat în el însuşi? 

2. Două cercuri de raze egale pot fi „suprapuse" printr-o rotaţie, 
al cărei unghi orientat poate fi ales cum dorim, i' 0°. 

3. O rotaţie transformă o dreaptă într-o dreaptă. Poate fi dreapta 
imagine pa.ralelă cu cea iniţială? Dar identică? Descrieţi cazurile ln 
care au loc a.ceste situaţii. . 

· ~4. O rotaţie transformă o semidreaptă într~o semidreaptă. In cazu· 
rile, precizate prin soluţia problemei 3, în care se poate pune problema 
dacă semidreapta imagine este de acelaşi sens sau nu cu semidreapta 
iniţială, precizaţi care este situaţia. 

5. Să se construiască un triunghi echilateral cu un vîrf dat şi cu 
celelalte două vlrfuri situate pe două drepte date. Descrieţi situaţia in 
care problema a.re o infinitate de soluţii. 

6. Să se construiască un pătrat ce are două vîrfuri opuse pe două 
cercuri date, iar uµul din celelalte două într-un punct dat. 

7. Care sînt rotaţiile care duc un triunghi echilateral în el însuşi ? 
8. Aceeaşi problemă pentru un pătrat ; 

9. Aceeaşi problemă pentru un hexagon regulat. 
10. Se consideră . un hexagon regulat AB_CDEF şi figura H formată 

din trei cercuri de rază .!_ AB de centre A , C, E şi din trei cercuri de 
3 . . 

rază .!_ AB de centre B, D, F. Care sînt rota.ţiile ce transformă figura . . . . 

H în ea. însăşi ? 

. 11. Se consideră un pătrat ABCD în care C, D sint în 'semiplanul 
din stînga semidreptei AR Precizaţi imaginile vÎrfurilor pătratuh.tî 
prin rotaţia RA.+45°· 

12. Se consideră un hexagon regulat ABCDEF, in care C este în 
semiplanul de la stînga semidreptei AB. Precizaţi imaginile vtrfurilor· 
sale prin rotaţiile R-t,+60·· Aceeaşi problemll pentru RA. 60°• 

... . 



18. C ş i .D fi ind pun ito tlirerite, deti l'Tn i n11ţl "'' p11 net X nsLf 
Rc.+oo• (X) = Ro.- OO' (X). AceeaŞi problemă lnlooulnd - 60° cu +1 
La fel cu +60°, +60°. 

Problema rezolva.tă. Dindu-se trei drepte para.lele (fixate) să se 
struiască un triunghi ecnilateral cu virfurile respectiv pe fiecare dintre 

Obser"aţie: dacă există uiwl, prin translaţie de-a lungul dreptelor p 

obţine o infinitate. 
SOLUŢIA 1 (folosind numai cunoştinţe de clasa a 6-a). 

dreptele a, b, c (fig. 111.38). Considerr:m problema rezolvată. 

a 
b 

• Fig. Ill.3B 

Ducem (notaţiile sînt cele din figură) AD _L c şi CM înălţimea triung 
~are taie segmentul AB in M, mijlocul său. Patrulaterul ADC M este în 
tibil 1::ADC = 1::AMC = 90°. Deci D1 = C1 = 30°. M este de aseme 
mijlocul segmentului PQ (P şi Q sînt punctele unde DM taie pe b, re 
tiv a). Problema este terminată: ducem AD J_ c, ADQ = 30°, luăm mij 
segmentului PQ. Unim A cu M şi prelungim pină taie b în B. AB este l 

triunghiului căutat. 
SOLUŢIA 2 (prin asemănare). Dacă distanţa dintre a şi b este m 

dintre b şi c este n, latura AC este împărţită in raportul m/n. Cum toate 
ghiurile echilaterale sint asemenea, luăm un triunghi echilateral A' B'O' 
bnpărţim latura A'C' in raportul m/n prin punctul interior N' (fig. 'HI 
Ducem prin A' şi B' paralele a' şi b' la B',N' şi obţinem o figură „asem 
cu cea căutată. Fie d' distanţa dintre a' şi c'. Prin procedeul construirii 

Fig. Ill.39 

,;de a patra p,roporţionC\le" , cunoscind distanţa d dintre dreptele a şi c, 
nem latura AC a triunghiului ABC căutat. 

OL_UŢţA 8 (prin r tuţJ )· Roiind p A ln jurul lui B cu 0° ajun em" 
111 · .Deci rotind dr . a~~u ~ ln J 1,11·ul unui puncţ fixat la lnceput B" e b ~b Î· 
11
1
1 J.n

1
u?olo unde „rot1tn Iul a t ai e, punctul C, deci avem latura dc a 'triut 

lf UU Ul. • 

P)lOOLEME RECĂ.PITU!tATJyE 
. ~· ln triunghi~! ABC, lat~ra BC = 5 cm, medianele CC'= 6 cm -

ş1 BB = 4,5 cm .. sa se afle celelalte laturi ale triunghiului. 
b 2 .. Ţrapezul 1s~scel ABCD este circumscris unui cerc. El are AB 

.azlatm1~1a, de 2 cm ŞJ baza mare CD= 8 cm. Se cere raza cercului inscri~ 
ş1 a uri e neparale e. i 

3. Intr-un triunghi isoscel OAB (OA~ OB), 1::AOB = 36°. Luăm 

pe latur~ OB punctul C interior, astfel incit CAB = 36°. Să se demon-
streze ca: · 

a) L.ACB....,., L,OAB, 
b} oe AB=AC. 

(de a 4. într-un cer~ de centru O.înscriem un poligon regulat cu 10I~turi 
.c gon regulat). Fie AB, BE ş1 EF trei laturi aJe sale consecutive AF 

se 1ntersect~ază c_u OB în C. Notînd AB = BE = EF = l OA = OB = 
= R demonstra.t1 că ' 

a) CB = R- l; . 

b) OC=AC, oe= l; 
c) R(R - l) = l2 sau l2 + Rl - R2 =O; 

· d.) ~~r~ficaţi. ~elaţia ,z2 + Rl _ R2 = (z + R + t V5) (z + R - 2RV5) 
ŞI gas1ţ~ d~ a1c1 latura decagonului regulat r.onvex în funcţie de raza 
cercului circumscris. 

5. in trapezul dreptunghic ABCD înălţimea BC ·= 4 cm. b . ~ . , , aza 
mica AB = Ap, . 1~r . baza . ;mare CD = 8 cm. Determinaţi măsura 
comună a bazei m1c1 ş1 la.turn AD. 

6. ln figura R.1 cercurile de centru 0 1 O O şi rază R R R 
sint ta,ngente la dreptele V T, V T' şi tangent~ e;terioare intre ~ie. 2

' 
3 

Fig. R.1 

Demon.stra,ţi că ~ri A 110rcului (01) este media propor+ională tntre 
cea a cercurilor (01) ş1 (011). v 
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7. Printr-un punct fix P si'tuat ln interiorul cercului fix de centr 
0(0 + P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloa 
M şi N respectiv. 

Să se demonstreze că MN are mărime constantă. 
8. ln cercul de centru O, A şi B sint două puncte diametral opu· 

' .....-...... 
Fie M şi N două puncte .Jfariabile pe cerc, astfel inclt MAN = 
Dreptele MB şi AN se înttlnesc în P. 

a) Cite grade are 1:::-MPA? 
15) Care este locul geometric al punctului P? 
9. ln triunghiul ABC, .:ţ:BAC = 60°, BD şi CE stnt înălţimi, ' 

o este mijlocul segmentului oe. 
a) ~se demonstreze că: D,.OED este echilateral. 
b) Dacă AC= 4 cm şi AR .este de mărime variabilă, să se găsea 

valoarea minimă a laturii triunghiului echilateral OED. 
10. Să se determine care este dreptunghiul de arie maximă însc 

într-un cerc de rază 1. 
11. în triunghiul isoscel ABC este înscris un cerc. Laturile AB 

- AC, AB = 13 cm, iar baza BC = 10 cm. Să se calculeze raza cerc 
înscris. 

12*. Se dă un cerc şi A un punct exterior. Ducem AT şi AS 
gente la cerc (fig. R.2). (S şi T sint pe cerc.) Coarda TL e paralelă cu A 
Segmentul AL tâie a doua oară cercul în Q. Demonstraţi că TQ în 
neşte tangenta AS în M, mijlocul ei. · 

Fig. R.2 

13. Se dă un triunghi ABC. Pe prelungirea laturii AC se 
un punct D, astfel încît ~ CBD = :ţ:_BAC. Demonstraţi că: a) 
este medie proporţională între AD şi· CD; b) BD este tangentă· 
cercul circumscris triunghiului ABC. 

14. Se dă triunghiul dreptunghic ABC cu :ţ:_A = 90°, AB = 
AC=·4. . .. · 

Să se găsească latura, pătratului AMNP, unde MEAB, NE B 
PEAC. Catetele fiind b,. c, aceeaşi întrebare. · 

llS. 1n figura ll.3, A.BC 1t un t1•iunghi oarecare, ABDE şi ACFG 
. plltra.te. Să 1te demonstreze oă: e,) EC = BG, b) E p -l PG. 

Fig. R.3 

· 16. Un semicerc cu raza R este inscri~ într-un trapez isoscel (adi ă 
r centrul pe baza mare DC, şi este tangent celorlalte laturi AB ;C 

fi DA). Unghiul : ADC format de o latură neparalelă cu haza mar~ are 
. Să se afle aria trapezului. 

17. ~ă se ~fle aria unui trapez isoscel,· ştiind că hazele sale sint 12 
I 20 cm, iar diagonalele sint perpendiculare între ele. 

~8. Intr-un pătrat ABCD sînt înscrise două semicercuri cu diametr 
D ŞI BC. ~n cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri şi l: 

I tura AB. Sa se socotească raza acestui cerc în funcţie de a latur AB 
19. Seg~entul A~= a, fix, este în acelaşi timp coardă şi tan~entă 

1louă cercuri concentrice de rază variabi~ă. Să se demonstreze ă · . . c aria 
11m•oane1 circulare cuprinsă între ele este constantă. 

20. 1n pătratul ~.BCD de .latură a (fig. RM se- înscrie ,triunghiul 
PQ cu :ţ:_QAP = 30 , (Q . pe segmentul DC şi P pe segmentul BC). 
A PQ = 90°. Se cer latur1le acestui triunghi, 

o· - a c 

Fig. R.4 

B 
21., Se dă triunghiul ascuţit unghie ABC în care CB == 3 şi tnălţi-

1111. 1A = 2. Să se afl fl latura pătratului înscris tn triunghi (două 
Muri pe BC, celelalte două respectiv pe AB, AC). 



( 

92. In figura R.5 ABC este un triunghi 1101 I hu r s lntr-un pl.tra 
(A B - AC = a) 'i pe !nălţimea AD ca diametru 1 ons'tl·uleşte un cer 
are t aie AB tn M şi AC tn N. Se cere MN tn funcţie de a. 

Fig. K :> 

• 

23. Demonstraţi că orice figură plană care are două axe de sim 
perpendiculare are şi un centru de simetriei Reciproca este adevăra 

24. Cu laturile cit ale respect!v triunghiului echilateral, hexagon 
regulat şi pătratului înscris în acelaşi cerc, se construieşte un triun 
Să i se precizeze natura. Găsiţi raza cercului circumscris lui. · 

25. Pe segmentul AB se consideră punctul M variabil şi, de ace 
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale AMC şi MBD. Cerc, 
circumscrise a0estor triunghiuri se taie în M şi N (fig. R.6). Arătaţi 

Fig. R.6 

1) A, D, N sînt coliniare. 
2) găsiţi locul geometric al lui P, mijlocul lui CD, cînd M se mi 
3) mediatoarele segmentelor CM şi MD trec printr-un punct 
4) dacă AM= x şi AB =a, să se exprime CD în funcţie de a 

26. a) Să se arate că simetricul ortocentrului unui triunghi f aţ 
o latură se a.flă pe cercul circumscris triunghiului. 

b) Să se construiască un triunghi cunoscînd: o înălţime, ortocen 
fixat pe ea şi mărimea segmentului dintre ortocentru şi alt vîrf. 

27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile a, b, . c cu seg 
tele CB' =a, AC'= b şi BA'= c, cum se ·vede în figura R.7. Se 
ţine un nou triunghi A' B'C'. Dacă ştergem cu radi~ra triun 

tnR 

Iniţia l , r~mtn 
ghiu l ABC. numa.I tdunghfol A, /J' , Construiţi din no1J triuu. 

(Olimpiada R F G 
' r '' 

1 !177) 

Fig. R.i 

28. Un trapez isoscel cu haza mic ~ . . 
„ 2b, ~ste circumscris unui cerc S a AB .= 2a ş1 haza mar·e DC = 

29. Fie ABCD · e cere aria trapezului 
a) Fie M un ;::c~trulat~i;onvex cu diagonalele AC=3 BD= 4 

(PE G_D), PQ li BD, (Q c:p~C) Q:N li BD, (NE AD), lv p li AC 
~- M ŞI M' coincid. <::: ' li AC (M' E AB). Demonstraţ i 

b) Calculaţi laturile lui MN p . 
30 C . ·. Q ID cazul în care el este romb 

• onstru1ţ1 ·un triun h. . 
J. t g I ABC cunoscînd raportul AB 3 
li ura BC - 4 · = -· , 

- ŞI raza cercului circwns . .., A C 5 
31 1 f' cr1s Il - 3 , · .n igura R.8 catetele AB = 3 · - cm. 

fh optunghic ABC sînt diam t 1 cm ş i AC . 4 cm ale triunghiului 
llfnră . Să se calculeze tangent: r;; a două semicercuri construit e în 

comună acestora. 

8 

Fig. Rs 

. 32. Se dă triunghiul ABC . 
ş i O' centrele cercurilor c1'r şi un .punct 1J mobil pe latura BC Fit 

) Să cumscrise triun h · .1 • 
a se arate că raport 1 1 g mr1 or ABD şi AC.D 

( Jnd D · u raze or acestor · · 
p~rcurge interiorul laturii BC. cercuri este constant 

b) Care este poziţia lui D t 
33. 1n figura R.9 ABC esten ru .ca razele cercurilor să fie minime? 

ln afara J · 0 un triunghi ech ·1 t l · · u1, pe laturi ca . diamatre s . . 1 a era ŞI se construiesc 
, em1cercur1. Un cerc est" t "' angent 



. . 511 e al'Je aria p rţlunll h11, 111•1tt t s m1cerour1. u s 
1u toate o.o e e. hiului echilateral. de z, .Io.tura trmng 

ln run ţie 

Fig . H.9 

d i tangente la . . . bilateral ca coar e ş . 
. 34 Pe latudle unm kmngh1 e_c trei a.ce de c"c ca în 1'.gur~ ti~ celelalt~ lâ.turi, se constru~escf ţie de l latura triunghmlm. r.espee l aria hasurată m unc , 

R.!O. Să se calcu eze ~. . 

~ Fig.R.10 

- ă e decupeze" . . tun hic cu catetele b, c, s s " 
35. Dintr-un trmn~h1 d=asă ~in triunghi (fig. R.11). 
l Înscris Se cere aria r cercu · . · 

Fig. R.11 

. ex' ABCD se ia. . l atrulaterulm conv . ·1 
36. Pe laturile AB ş1 CD a °n~ - QC. Să se arate că dacă ari~ 

respectiv seg~enteleQA:11t eg~!: patrulaterul ABCD este trapez (f12 lui A M PD ş1 NBC sm 8 
R.12) M N 

Fig. R.1 2 

p Q c . 
. - . d ază 2 cm înscriem un drep 

7 lntr-un cerc dat de centrul O ş1 e :netul M. Ducem MN 11. A 
h .3 . i' abil ABCD. Pe latura AB luPăQm//p AC (Q E DA). Arătaţi o ung l var (P E CD), ~ 

(M E BC); N p li BD i calculaţi perimetrul sau. M N PQ este paralelogram Ş 
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SOLUŢII 

PR.OBLEM'E RECAPITULATIVE 
DilV MATERIA OLASEI A 6-a 

l . Se compară de pild« L.EBG cu L.ABC. !. a) '1;.B'CH = 30°, hnpreună 
nu oimetricul •4u '1;.B•cr formează un unghi de 60' şi '1;.B'Hc a '1;.BAC etc ... 
b) '1;. BH C = 120' deci HI 11 hnparte ln '1;.BHI s '1;.I H C, '1;.BH I = 60° 
·to .. ~ 3. Cu no taliile din figura S.0. !. rezultă congruenţa fi.AD M~t:, A BN pen· 

Fig. S.0.1 

tru că '1;.D ""'-'1:.B-:;:_DAM =:: '1;.BAN şi AM""'- AN, deci ipotenuzele 
AD s AB. 4. Romb! Cu notaţiile din ligu„ S.0.2. L.ABC=::t:,ADC (cazul 2), 
ii oi AB =< AD, BC =::DC. Aşemănător se a.ată că AD=:: DC, AB =:: BC. 

A 
o 

Fig. S.0.3 

c 
& D 

n. lese imediat d"in inegalităţi de laturi in tdunghiuriJe formate cu laturile o l ~iale. 6. 5', 50', 125'. 7. Ar însemna (fig. S.0:3) că atlt 1'0AD cit şi L.OCB 
'" f{ isoscele, şi de aici că dintr-un punct se pot duce două perpendiculare 

11 tinete pe aceeaşi dreaptă. 8. Se dovedeşte că unghiurile opuse sint supli· 
mon tare. 9. ln figu„ S.0.4., '1;.ABA' = 90° = '1;.ABA •, '1;.A' =::""<:M· 

Fig. S.0.4 



W, 11:Ht,r ndj looo l „ 1\1' •11l ui mic" .ne. Nu m· i.r11p<wt11n\, 1 l,1•111111 pr·ln mijlocul 
111· u.lui po oare nu-l descrie A. 11. Considerăm problemu 1·ov.0Jv1 L . orcurile ou 
diametre DA respect iv BC au cite un semicerc pe care se utu1 doul1 vtrfuri ale 
pătratului (fig. S.0.5.) Fie M şi N „mijloacele" celorlalte doull. semicercuri. 
Pe aici (conform problemei precedente) t rer bisectoarele-diagonale ale unghiu -

Fig. S.0.5 

• 

c 
ril_or pătratului. Deci unim M eu ;o..; şi prelungim pină Laie semicercurile cele-
jalte. Obţinem P şi R, vtrfurile pătratului şi de aici încolo problema este 
simplă. Examinaţi cazul cind M şi N coincid. 12. I fiind pe bisectoarea 1:::A, 
arcele BL şi LC stnt congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a 
doua oară cercul), deci şi coardele LB = LC. I, centrul cercului înscris fiind 
şi pe bisectoarele lui B şi C, cu notaţiile din figura S.0.6. 1:::L = 2 · -9::: 1, 
1:::ILC = ~2 + -1::3. deci ~CIL = -9:::2 + -9:::3. 

A 

Fig. s.o.„ N 

L 
13. 1:::B' = 1:::ABB' etc., deci A'B' 11 A" B" (fig. S.0.7 ). 
14. a) Cu notaţiile din figura S.0.8: 1:::A1=1:::A 2= 1:::M, ~A2 =1:::ANE. De 
aici, 1:M1 =1:::ANE, şi 6AMN isoscel. b) Ducem.AE J_ MN, EN = EM, 

. /v1 

Fig. S.0.8 

HP C 
11 0 

"" UllJJ M ~ I N p 2JIJj,' „ 2All . . ) J 
f gment ~in A pnrnl 1 lu BC. ~ ' c ooul geometric al lui E este un 

,11~~dt~t:r;!~r~:~a;~~~eg~}n~r~~~~~~~~~e :s~~aJ. ::-:t l~nied-!Uij.locie şi alta fiind 
t"Aa li BH, A'C' I/ AC şi BH J..AC deci C' a~ . , m ipotenuză. 16. a) 
1101111 unghiuri opuse, drepte: figur'a S.0.9. A2 -.LAC, b). Patrulaterul are 

A 

Fig. S.0.9 

A . 
7. Folosind raţionamentul di lt' J d 11 l 
Muri şi laturi ale triun h ' l . nlu8 Jp.rnol ~Utţ rro >I Jll I' ( riwlf,or 111 o l Jnlte 

. g m m. • re unaim Bi ou 'D //(' I r un triunghi isoscel D,ABD cu ~BAD _ 0'6 • t • orm uzll 
rnoedentă ~EDA _ 900 d · . - 6 ~oof hll t 1•111. to. l>b1 JU•ohlom 
nltă-1::..BEC = ..Y ADF n' 11:1 congru.enţa.tr1.u~ghiurU01• /V'N/I t i/\ /UJ r • 

D - ~ . . ec1 AEF D mscr1pt1bJ} deci ~Alt'}( .A VN 00 
~o c~~e:J~1;fspenecdt1fvulaArCa I?etinălţitmămea .t A ' , apoi ou centrul ln A 91 'li do11ii 

. . m ersec această perpendi ul r lf. J 1 I 
1h1f,1J (cu unghi obtuz sau ascuţit) figura S.0.10. a , ,x h t ou 

A 
A 

c c 
Fig: S.O.lO 

'tl~;41 ..Y. <:1 B1.= ~C1 <!e ~om nota pe toate cu ~1, S.0.11) '1;:ADC =
- ~ · Dm tr1ungh1uJ Isoscel DCF rezultă: 

Fig. S.0.11 

~btomatlcl 8tOmatria O), a Vll•I 

111 



:tţ:.FDC - 180 - (180 - ci« + cil) - ci°' - <I 
2 2 

:t;::.EDA =tao• -:-.·(360°; oe):°' - Î) == ~IX ; oe): 1 _ 901 

:t;::.ADC = 180° - ";l: I, 

:t;::.EDF = :t;::.EDA + 1:'.:ADC - :t;::.FDC = <iot+ 
9 1 

- 90° + 180° -
2 

_ ..)::1 _ <):IX - <i 1 = 900 + <):ot + <): 1 - 2<):1 - <):ot - <): 1 = 90o, 
2 2 

22. Intti construim triunghiul dreptunghic BB'C unde se cunosli ipotem•~ 
BC şi cateta BB'. Apoi prelungim B'C pînă taie arcul care „vede" segmen~ 
BC sub unghiul A. Sint două soluţii după cum construim arcul capabil d 
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arc 
capabil de unghiul :t;::.A. Cu raza MA şi centrul M tăiem cu un arc de Ger 
a.cest arc capabil de A. figura S.0.12. 

N 

Fiir . S.0. 12 

Intersecţia est'e punctul căutat. Există două soluţii dacă se taie arcul capabi 
în 2 puncte, una dacă cercul de rază MA şi arcul capabil sînt tangente, nici 
una dacă MA > MN (MN J_ BC) şi o infinitate de soluţii dacă A = . 
. MA BC 

Şl =2· 
24. Se găsesc trei triunghiuri congruente. A doua intersecţie a d~uă cercu 
se află pe cercul circumscris unui patrulater„. · 

25. Construim un triunghi de laturi BC, .! BB' şi .! CC'. De aici rezolva.r 
. 3 3 

este: imediată ... 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul in B respecti 
C ducem corzile BB', CC'. Unim B cu C' şi C cu B' ş'i se vor tăia in A„ 

27. Se construieşte un triunghi cu două laturi cit cele date, şi a treia cit dubl 
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizaţi car 
este latnra a treia căutată„. 28. Considerăm problema rezolvată, avtnd cerc 
circumscris lui ABC, prin D mijlopul arcului BC trece prelungirea 'segment 
lui Al (bisectoarea cunoscută) (vezi figura S.0.13). Perpendiculara din 
mijlocul lui BC trece prin D şi prin O · centrul' cercului; mediatoarea cor 
AD trece şi ea prin O. Problema este rezolvată: construim triunghiuri! 
dreptunghice 6AA'I şi 6AA' M, ducem MD perpendiculară pe A' M şi {D} 
"""'.' Al n MD. Mediatoarele lui AD şi MD s·e tntîlnesc în. O. Cu o rază c 

OA tăiem dl'eaptli A, M tn B i , , . . 
11~~~~?.netante fiind „fneol'i!le" 1~ ~~8::dti~n!i,~~u;i1!~ ~~ ~P~M' (fig. S.0.14) 
11 e~gmentu1 T T' sub aoe1aşi unghi Ai 'd eoi ..,.... este constant şi 

' " anume e 900, ~M şi .:t:.M' fiind 
A.---

Fig. S.0.13 

Fig. s .o.g 

o"""'=---~----~-?. 
A Fig. S.0.15 X 

•t h · ă · A ... I ~·e me s se găsească pe paralela la O X r . 
1 luăm pe OZ segmentul M p = 0 M espec~iv O Y, egal depărtate de M 

lttgonală O-? şi punctele A şi B sînt i co~strmm paralelogramul AOBP d~· 
I. a:) 1n figura so 16 t 

1 
ce e cautate. 

Jll h. · · · ' pa ru aterul Tf1MS t · . . . ig. mr1 opuse drepte. Deci 1:::n T S - 60";; ~~ e mscr1pt1bil, avînd două 
)o 1 avem de-a face cu un tri '< h .. - ' T fund pe bisectoare Tf1 = T s 

ung I isoscel cu un unghi d 600 b) B' '< - • 
lfflghiului mobil ABMC t . . · e · isectoarea 

u. rece prin m '] 1 (f ' IJ ocu ix) al arruJui mare BC„. 
A 

Fig. S.0.16 

I 
I 



I pul:' 10 li 

1. AC = 25 cm, CB = 30 cm. 2. &:A = 275 cm, CB = 330 cm (C se gbe 

1n afara segmentului AB, mai aproape de A). 3. x = JL, y = xz, z = .! 
z :I 

4 F l · d' "l d · CA DA CA+ CB DA +DB • . o os1m una m proporţu e er1vate: GB = -D-B - GB == __ D_B_ 

._ .i}.B_ = AB_ -= CB•- DB-= C = D. 5. Rationament asemănător ca la ( 
GB DB · ' 

6. Se aplică teorema lui Thales de mai multe ori„. 7. Teoremele in legături 
linia mijlocie. 8. Dacă este corect formulată, reciproca este adevărată; 

monstraţia se face prin metoda redttcerii la absurd şi folosind rezultatele 

la problemele 4 şi 5. 9. AN = l. . 10. Se folosesc, de pildă, două triunghi 
NC 8 

congruente. 11. Revedeţi demonstraţia teoremei lui Thales, care a fost făc 

pe un. caz particular. In loc de D2 veţi avea Dm, iar B ar juca rolul lui 
Evident, neparticularizînd, va trebui să apelaţi la un „şir de puncte", scrii 
de exemplu: „D1, D2,„., Dm" , adică nu puteţi să enumeraţi toate punct 
12. Cu notaţiile din figura S.1.1 „purtăm", în continuare, pe aceeaşi se 
dreaptă segmentele de lungimi w şi u (OM= w, MA = u) şi, cu 

O w /v1 u „A 

~ ,/ 
X ~ 

Fig. S. I.1. 

tot în O, pe ceal altă semidreaptă, îl dllsenăm pe v (ON = v) , ducem 
A o paralelă la MN; BN = x. 13. Nu putem „începe" dintr-un punct 
segmentul x trebuind să apară pe ambele pte ln poziţii care nu-şi coresp.u 
Trebuie folosi t un alt procedeu. 14. Se foloseşte t eorema lui Thales în .6.0A1 

şi .6.0B1C1 şi apoi reciproca acesteia ln .6.0 A1C1• 15-16. Desenăm 6 segme 
paralele la laturi , dacă punctul D nu est e mijlocul lui BC, şi 3 dacă BD= 
Se demonstrează folosind repetat t eorema lui Thales şi problema 4. 17. P 
lungim latura CA â. triunghiului ABC cu segmentul AM == AB. Ţinl 

seama că triunghiul AMB est e isoscel, că 1:::,BAC este unghi ext erior t r iunghi 
lui şi că AD este bÎsectoare, obţinem AD ll MB. Aplicăm acum t eorema) 
Thales în .6.MBC. în cazul bisectoarei exterioare purtăm segmentul A M = A B astfel încît M să fie în interiorul lui AC (dacă AB < AC) etc.„ 18. P 
cedeul este asemănătot': Punctul M nu se găseşte în interiorul unghiul 

da r A rămine iut re O i:i B . Se găseşte ,Y{~ = AB . OD. 19. Se aplică t eore 
' ' M G CD OB 

lui Thales. 20. t/ :l = 
1
-: . Daţi alt e exemple fără să amplificaţi sau 

V (j ~ I '..! 

p T'OpOl' \.ifl d l'll ll j i<l ll A. 

I I·• ' ,, I 

I. u notaţiile din fi gur·a S..T.2. so ap l i că t eore . f 
111 Ll'iunghiurilo DAB şi CAB . · . ma · .undamentală a aseml'in ă rii 

Ş I apoi t eorema lui Thal s î 1 d' . 
1111ghiur·ile DAC sa u DBC . b .· M e n unu 111 tr i-
l I , ' se 0 ţme P = NP. 2. Procedeu s· ·1 l 

I ' a (1). 3. Exprimlnd două relat,,i j de im1 ar cu ce 
asPmfo::ire unde figurează un raport 

Fig. S.l.2 
o h . Fig. S.1.3 

o mun, se o ţme relaţia cerută. 4 U . d . 
hnzei mici cu miJ'lo,cul b · . • .mm, e pildă, una din extremităţile 

azei mari. prm punctul u d t - d 
M c tează diagonala d.ucem o paralei- l h n e, a ceas a reaptă inter-

h 
. ab " a a aze. 5. Este m fond p roblema 1 · se 

o ţme X = - - . 6. SO' = c(R + r] ' 
a+ b R _ r · 7· AD= 6 cm, DE= 10 cm, AE = 12 cm. 

8. Cu notaţiile din figura S I 3 x _ -ac ·ad 
• • ' - -- ' Y . -- etc. 

O. Cu notaţiile din figura , S.I.4. (D~ - am ACb ~a . . 

fundamentală a asemănări~ ND = ma' N- n) sem~hţme , dm teo~~ma 
, . · B=--, N A -

N C = ~. ' a+ b a+ b - a+ b 

a+ b 

·- - - ----·--
' 

F ig. S.l.ft 

.:~ 

c 

Fig. S.I.5 

10. a . Folosim notu.\.iiJe di n figu ra S.I.5 . B C - 5 B . . 
_ . · 1 1 - cm, 2C:1 = 3cm. ReVJne 

Ja a impurţ1 sr.grn ntuJ A1A2= 1 cm in raportul ~ o· A N - 1· 5 13 
3 · m o. - + -= - (cm) 

8 8 



n. 
12. 

~I 
-
1
-
1 

cm, PQ 
1.1 I 
1i rm . 

MO' = dr 
R - r 

elfi 
(0 ' l'iin<l c nll'Ul ce l'cuJui cu "aza ma i mi o ), MO 

H - r 

comună interioară MO' = ~, MO = - dlf_ (vezi Pentru tangenta 
'-' R+r R + r 

dR - dr procedeul analog de la problema 6) . 13. MO = - - , MO' = ~-. 
· R-r R-r 

14. Un cerc cu centrul O' pwOA, cu raza de k ori cit raza cercului dat, astfel 

încît O'A = k. 15. Rationament similar cu cel de la 14. 16. Punctul se află la 
OA ' 

intersecţia tangentei comune (exterioară sau interioară) cu linia centrelor. 
17. Prin două asemănări se „transpune" suma de rapoarte pe diagonala AC. 
18. 4. 19. Se aplică t eorema fundamentală a asemănării . 

3. pag. 22-23 
1. Au unghiuri l'Cspectiv congruente. 2.-3. La fel cu 1. 4. Cazul doi . 5. Cazul 
1. 6-7. Formaţi două triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu 
cel a două catete implică asemJnarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de 
asemănare: două unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atenţie: 
această proprietate va fi utilă la capitolul arii I IO. Se aplică problema prece-

dentă. 11. Din asemănarea triunghiurilor 6.P MC şi 6.MN B rezultă: PC = 
NB 

= MG = constant; pentru că raportul dintre o latură a unui pătrat şi diagonala 
MB 

sa este constant (uşor de demonstrat cu cazul 1). 12. Construim un pătrat 
oarecare MN PQ cu latura QP pe BC şi M pe AB, unim B cu N şi prelun
gim pini\ lfl N' pe latnrn Ar (fig. S. T.fi) . DtwP.m apni N' P' .J... nr f'l1" Pătl'a
tul căutat este M'N'P'Q'. 13. a. Din congruenţa 6.PAD=6.MAB. b. Din 
asemănarea 6.ABE '"'-' 6.AMQ (cazul 2) . c. Se arnt:11 it MB .J... PS, şi c ă patru
laterul convex PATM e inscriptibil.14. a. Din co11gru enţa 6.ECB= 6.DCA. 
b. Din a. rezultă AGCB inscriptibil şi de aici irne<lia t b. c. Patrulaterul CDEG 
inscriptibil (din a) etc. 15. Am demonstrat cii într-un triunghi, produsul 
dintre înălţime şi latura pe ca.re cade este constant. Deci DQ ·AC= DC· AA' 
(în 6.ADC), PD· AB = BD· AA' (în 6.A~), (A' fiind piciorul înălţimii 
din A) dar BD= DC şi de aici relaţia cerfU este imediată. 

A A 

Fig. S.1.6 

B Q B o Q' p 

p a ~. :n -3 . 
1. Comparăm în figura S.1.7 6.PAT-6.PTB (cazul 1). 2. Se aplică în ambele 
puterea punctul11 i şi se pune în evidenţă secanta comună. 3. Se demonstrează 
că un pund 1:oro nu se găseşte pe acea. secantă comună are puteri diferite faţă 

/ 

Fig. S.I.7 Fig. S.I.8 

de cercuri, unind punctul cu un punct de intersecţie al cercului şi constattnd 
că punctele celelalte de intersecţie cu cercurile diferi[. 4. Tangenta comună 
ln punctele lor de ta.ngenţă. o. Intersectăm două locuri geometrice de tipul 
celor din problema precedentă (secante comune) şi punctul se găseşte pe 
locul geometric corespunz«tor 'i celei de a trein perechi. 6. Pe aceeaşi semi
dreaptă d, cu o extremitate comună duoom 11 gm nt lo u ~i v, 'i pe segmentul 
care este diferenţa lor, luat drept oonrclll, onstruim un ooro (fig. S.I.8). Tan-
gent!l la a.cest cerc .este ViW. In pl\rtio~lur pentru M11101tlt1 to, RO in onrtln u-v 
ca diametru. 7. Umm A cu B 'i pr lungm111tnfl t11i1 tlrc UJll,11 <l tn M. Conllt,r·uim 
p = V MA· MB. Apoi luăm pe d sogm ntul M P p, 1111•1 1 ponte hm tn 
două sensuri, 'i construim cercurile oo 'tr u w n P, li , , Inii llcrn n, d11p 
cum am luat pe dreapta d punctul P d J>llrt, 111tu 111 1 ll,1 n 111 M, 11111 

AB lld, atunci punctul P de tangenţă 8 obilr10 cl111h11I 111 111 111l ot11•1111 ""ll 
mentului AB,-la. intersecţia ei cu d. Atunpi s lu~ 11 11 1,11 1111 c , • ()11 1111110• 111 
triunghiul 6.MAD şi 6.MCB şi ţinem seama /t 1111..ch 111• 11 111111• 111111 1111 
patrulater inscriptibil sînt suplementare. 9 •. Dao4 A 1 ) 111, 11•mll•11 1 

~AMD= ~BMSrezultă ~D,= ~C, (f1g. S.J. ). 

8 

Fig. S.1.9 

c · 

Aplictnd cazul 2, din asemănarea 6.AMD "'-' 6.BMC rezultă şi asemăna
rea 6.MDC:"' 6.MAB, deci ~C5=~B5, ~A6=~D6, deci 2(~1 + ~4 + 
+ ~5 + ~6) = 360° - (~1 + ~5) + (~4 -p- ~6) = 180°. 10. Cu notaţiile 
din figura S.1.10 avem pe de o parte MA· MB= k (din ipoteză), pe de altă 
parte MA · MC = c (constant) (ca putere a punctului M faţă de cerc). Făcînd 

A 

Fig. S.I.10 

117 



raportul, :;: - " (oon1tant). Deci daol A de1orle 01roul d t, B el 1ort 91 1 o IJ 

un oel'c rapor·tul dintre razele celor două cercuri fiind ! , avtnd oentl'Ul O', 
' ·o 

( 
MO' :c: _k_). _ 
MO c '°' 

11. Dacă M se află pe cerc, ducem diametrul c~ tre.ce prin M (MN) (fig. S.1.11) 
Punctul P astfel tnctt MN · MP =.k va .f1 .(dm asen;i.ănarea 6AMN '."' 
,_ t::,.P MB, cazul 2) piciorul perpend.1culare1 dm B pe diametru. P eşte fIJC1 
B mobil, <led descrie coarda perpendiculară pe MN, 

OP • 

Fig. S.I.11 

12. a) Pe latura AD construim unghiul ~EDA = ~CDB, triung~iurile 
L,EDA'"'"''t::,.CDB (x). b) Se observă că şi t::,.ADB,.... t::,.EDC (xx). c) Dm (x), 

.. . . d AE c EC 
(xx) rezultă respectiv (cu notaţnle dm figura ~.I.12) BD= b • DB =-;; 
de unde bd = AE · BD, ca = DB • EC. Adunînd: bd + ca = BD(AE + EC), , 
q.e.d. Această teoremă se numeşte a lui PtolPmeu. 
13. Demonstraţia se face prin reducere la absurd. 
14. Construim un cerc oa1·ecare ce treee pr·in.celo două puncte, astfel inel~ 
el să taie şi pe celălalt cerc. Ducem secantele . une ale celor două pe:ech1 
de cercuri. Din punctul l_or comun ducem taftll!nţa la cer~ul d.at. O~ţ1nem 
astfel un al treilea punct (cel de tangent~). Ce~cul ~~rcumscr1s ~lt1m1;1lm punct 
şi celor date este cercul căutat. Construcţia se simphflc~ dacă trmnghml form~.t 
de l'enfrul cercului dat şi cele două puncte dateeste1soscel. Sintdouăsoluţn . 

6. pag. 37-38 

1. 12, ~, ~, 144 • 2. Proie~ţia catetei cunoscute pe ipotenuză este 6, ipotenuza 
13 13 13 . 32 

este ~ , cealaltă catetă ~ , proiecţia cel~ilalte catete pe ipotenuză este 3 · 
3 I~~tenuza este de 25 cealaltă catetă de 20 şi proiecţia ei~ ipotenuză 16, 
i~r înăltimea 12. 4 . O ~atetă este de 26, cealaltă catetă 62,4 , ipotenuza 67,6 

etc. 5. C~teta cu proiecţia cunoscută are 5 V lU, cealaltă catetă este de 15 vro, 
înălţimea de 15 etc„. 6. !nălţimea are 21, ipotenuza 70, . o cat~tă 7V 10,_ 
cealaltă 21 V 10 etc ... 7. Dacă intr-un ţriu~ghi ~ătratul unei latu~1 este e~a~ 
cu suma pătratelor celorlalte două latur-1, triunghiul este dreptungh10. Atenţie '. 

l lfJ 

o gnfe1.ua tipi 1n rprmu1 r ~l o n ir,l'IOlJlrO e 1 'l m JlUnţUJ rmawr: 
,, aed pl'HrltUl jrotm\uz i sto ogal ou euma pătratelor cu totelor, triunghiul 
f Hto dreptunghi ' . 1; iun admis de la tncepUl oi1 triunghiul „are" catete, deci 
1 este dreptunghic. Demonstraţia se Iace prin construcţie: se dă un triunghi 
1 u laturile a, b, c, şi pe laturile unui unghi drept desenat alături ~xoy, se 
)JOUrtă respectiv segmentele oe;::::: b, OB = c. Rezultă BC = Vb2 + c2 = a. 
Din congruenţa celor două triunghiuri rezultă adevărul afirmaţiei. 8. In 
figura S.I.13, folosind notaţiile ei: c2 = xa , b2 = a(a - x), adunind obţinem 
ll• + b2 = a(x + a - x) = a 2

• 

fi. ln 6ABC cu ~A = 90° luăm pe ipotenuza BC punctele D =F E astfel 
(ll BD= BE ~BA , D fiind intre B şi C (este ca şi cum am fi dus cercul 

A 

c b 
l4!tţ . S.J.13 

r 

B X a-x c 

de centru "B şi de rază BA„.) . Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD 

ti cu ~A = 90° arătăm că :ţ:_E = :ţ:.DAC = 2-~ABC (de fapt am redemon-
2 

fft ra.t pe figura n.oastră teorema. asupra unghiului -înscris). Avem t::,.ACD"'"' 

""' t::,.ECA, ~~ = ~~ . AC2 = .(CB + BE)(CB - BD) etc. 10.a v2. 11. 2 V::t 
~ v-J 2. 2 2 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealaltă catetă de 5 V3, înălţimea 

rle 5 ~! etc ... 14. Latura „oblică" este de 5, diagonala mică de V 65, diagonala 

mare 2 V 29. 15. Există două posibilităţi : a) înălţimea de 2 Y 26, cealaltă diago

na l ă de 3fi7,Iatura „oblică" 2Y 30; b) înălţimea de 4fiî, cealaltă diagonală 

3 Y33, latura „oblică" sY3. t6. 2 YIT17. 8V2t/5.18.d= V209. _19. Ducînd 
prin punctul M o secantă ce trece şi prin centrul O, deducem•că puterea lui 
M faţă de cerc este O M 2 

- R 2
• Ea este minimă dacă OM = O deci cind punctul 

ste in centru, caz în care puterea este -R2
• 20. l/ 55. 21. 2 V Rr. 22. V39f 

Y23î. 23. Folosind teorema înălţimii într-un triunghi dreptunghic, sau, caz 
~rneral, folosind puterea punctulm într-un cerc unde se poate duce o coardă 
de u + v. 24. Considerînd triunghiul de catete 3 şi 4, ipotenuza este 5, pro
iecţiile catetelor pe ipotenuză sfnt 16/5, 9/5, ial' înălţimea 12/5 (vezi problema 
rezolvată 1). Considerăm acum un triunghi asemenea c u el, „raportul de 
osemănare" fiind 5 etc. 25. E mai mică cea dată. 26. Cea dată este „lăţimea" 
11dică latura .mai mică a dreptung;iiiului. 27. s v10, 13 V10, 15 v10, 9 V10; 
48 ~i 4o; 4s · 40 = 5V10. 15 J!i10+13V10. 9Vto sau 48. 40=(5·1s + 
I- 13 · 9)10 ,etc. 28. · „Dacă într-1un triunghi ABC, D este piciorul înălţimii 

din A şi AD2 = BD · DC, atunci ~A = 90°". Fals, deoarece D ar putea să 
nu fie între B şi C. 29. Construim triunghiul B'A'C' r,u A'= 90~ ,. B'A ' = 
e BA, C'A' =CA . Ştim din clasa a 6-a,că ~A <~A', dacă şi numai dacă 
BC < B'C' etc. . 
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i. !iÎn x 1dn //· ConHid 1•t'lrn un sftll'L d o r( unii• AO/I :>: şi AO -
(O este c ntrul 1· ·ului (fig. S.1.H). EvidonL ' '' })li' (JumlH1lt,o din coard 

. . d ) . JJB' . CC' d R 1 i mai apropiaHi e centru sm x = - , sm y =-(un osLo raza cercu u 
R R 

Fracţiile au acelaşi numitor şi este mai mare cea cu numărătorul mai mar 
2. Raţionament similar cu cel"precedent, se obţine cos x > cos y, 3. Sinus 
creşte ma.i repede în zona valorilor mici. 4. x = 45°. 5. Din tabel 53° < x 

Fig. S.1.14 

< 54°; din tabel 33° < 90° - x < 34°. 6. Din figura S.1.15 rezultă pe lin 
cele notate că înălţimea este a sin x cos x, iar proiecţiile pe ipotenuză sl 
a · sin2 x şi a · cos2 x. • 

Fi~. :-; . I. 1 :. 

h h 
7. Privind figura S.1.15, AC = -.- , AB = -- · BD = h · tg x, DC 

Slll X COS X ~ 

= h · ctgx, unde numim tangenta unghiului x (notat ţgx) raportul 
· cateta opusă 'lui şi cealaltă catetă, şi constatămă.tg ~ = ~ , iar cotangent 

• COS X 

unui unghi (notată cu ctg x) numim raportul dintre cateta -alăturată şi cealalt 
catetă; se verifică uşor că ctg x = ~~s x . . 8. Cu notaţiile din. figura S.1.1 

Slll X 

A b B 

Fig~ S.l.lfi 

D b+CCOS X 

DC = b + c · cos x, AD = c · sin x, BD=· V b'J. + c2sin2 x, AC · 

= V c2sin2 x + (b + c · cosx)2
• 
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11. An· 1111 2. 1u, Dl:Ulfl. ene ;.,a ''001 ai; ma1pmea. corespunzătoare buzei 

ste a · sin x, fiecare din celelalte tnAlţimi este 2a · sin x · cos x. 11. sin!:. ;,.,, 
. 2 

~ (fig. S.I.17). 12. tg. ~ ._ .!!._ (fig. S.I.18). 
2b 2 a . 

Fig. S.1.1; Fig. S.1.18 

a 
18. sin 11i li 2 

11 1 
' ' (oondiţiil R ± ,, 

Fig. S.J . 1\1 

16. cos IX = _!!:_ (fig. S.I.20). 
R I 

A 

B : 2V2 · c 
----- Fig. S.I.20 Fig. S.1.21 

l6. BF =a· cos4 x, AF = V(a ·cos x ·sin x)2 +(a· cos2 x - a. cos4 z)1 = 
a~_ sin x · 1·os x V 1 + sin2x · cos2x. 
8. 1>3!?. 50 -51 

1. r-1, lJ fiecare valoare o singură dată! 2. [O, 1] în afară de capete, fiecare 
vuloare de două ori! 3,_ .x~41° „„ .x~ll3°, cos .X=l,6 imposibil; .x~23°„„ 
"ln x = -9,3~ deocamdat.ă este imposibil, ~in x = 2 imposibil. 4. Se foloseşte 

orema Im Pitagora. 6. sm(90° + x) = cos x, cos(90° + x) = -:-sin x. 6. Nu. 
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- o.<2J-.:.. o.466l _"' '·Oll. _ _ ~ri= lt..!.., AD .!Y6 . 
s. a) AD == 2 v2. DC == 2 v2, BD - 2 V 3 3 . 3 

21/6 v- - 2V2 (V:3 + 1)(fig. S.1.21 ). BC = BD + DC = - 3- + 2 2 c;; ~ 

b) sin 750 = 1q {~__!) ; cos 750 = 1/ 22(V2 3 - f). 

VM+ 100 IH =V 46, m2 = Y19, m
3 

= f106. 
9 m= 4 · ]' 

. i 2 . o AB = 8. Ac= 11 obţinem dm teorema Ul 10. Notînd cu A unghml de 60 ' . - 4 V3 . 
_ . 11 V a . sin c = --=- ( B ş1 C se 

• w BC - V 97 · sm B =--=' V97 Pitagora generalizata - ' 2 V9? 

.1 2 t.V2 =4V2+V2; vor calcula din tabele). 11. 8 V 2 - V , V 2 -V 2 . 

V2~ V2 2io30' = V2+1/2 ; 12. 16 sin f , sin 22°30' = 
2 

- • cos _2 __ _ 

X • X "\ / 1 - cos X cos -=- = '\ I l + cos X • 13. 6. 8 cos - , sm - = V 2 ' 2 V 2 

R

2

= ~~ ._fi_~ 7,24 (cu rotunjire prin adaos). 
14. sin 5S- 0,829 

15. r = 6tg 310 ~ 3,606 

HV111 
16. 11 

17. a) (d1, 2)2 = 89 ± 80 cos 50" = 89 
sin ~ sin ~ . 40° b) ---""!' ± 80 sm · - 5- - 8 ·- • 

sin 50° (se exprimă oc ŞI ~ prm · · sinusurile lor). 
V 89 _ 80 cos 50° . . 

12VH b) unghiul ascuţit dmtre tAnge 18. a) --
5
-' l'e cosinusul cos 

- . b) cos a=~. 20. Fig. S.1.22 
19. a - ···' 26 . . · · e obţine c 

· · · n hi cu laL111·il t• I .!. 11, 6. ŞI .~ ·i lui Pitagora generalizată unm trm b~ Din lungimile pro1ecţnlor l~tur1 
un hiul opus laturii de . 1.3 es~e o ~:· ezului. h) Rezultă aplicînd .P1tagor 
ne:ara!ele pe baze, apo~ măl1;';',"~.~.f lui Pitagorn gen ... aH<ată, dm ace~ 
datelor obţinute. c) Cu a~ut.oru o h . din care am calculat d1agona ~ 
triunghi. d) din tri~ng~mrile ?reptu~g t}~aze etc. e) Utilizînd .si;ma unghiu 
se deduc şi un~hiur1ţe dmtr~ diagol~anu ş oate forma un triunghi impreună o 
rilor într-un trmngh1. ~1. D;agona ă un ptriunghi împreună cu baza de 16 
laturile de 4 ·şi 6, deci ea ormeazd 6 nu poate forma unghi obt~z cu az 
latura de 6. Cum 12 ~ 1~, latura e~eralizată, proiecţ. ia diagonalei de 12 
mare. Din teorema !m Pitago~a g I t oa ln prima figură. Se contin 

te 11 _ > 4 deci trapezu es 
baza mare es 8 ' 20 22 Slnt două soluţii după cum ac 
într-un mod ase:mă~ăt~r c.u probledma . ~a'i .porte a dreptei : V42 + (7 ± 5) 
capete sînt de părţi d1fer1te sau e ace 

l22 

, ln C::i.A.BD, ABCD ae o loul 1 (JJI fi N Wnd proiecţiile lui A, C pc 
/)) BM, BN tl apoi AM, CN (t or ma lui Pitagoro, generalizau, apoi teo

t111tu. lui Pitagora). Se apliod problema. 22. 24. Se folose,te problema rezolvată 
(.'I) ln oele 4 triunghiuri formate, din cite o dia~onală 'i .ctte două laturi.„; la 
tfrflt se foloseşte suma unghiurilor tntr-un triunghi . 25. După cum :r:,.B + I ~D e~ t c >,= sau< dectt 180°. . 

2 b2 + c2 a2 , :u notiq,iiJe din figura S.I.23: m = - - - . 

2 4 . 

b 

c 

Fig. S.T.23 

C~ I . C, . 
' / ____.,. 

Fig. S.I.2t. 

l . ă b' . . . S S b . . c2ab b2ac , e ap ic teorema isectoarei ŞI apoi tewart. e o ţme: - + -- -
'U a

3

bc · d · · · b · · h · 1 · A 4 I!! E h+c h+c 
i a = -- ŞI e aicI se scoate i, isectoarea ung m m ... .„, nunţarea b + c . 

1 lprocei nu ridică dificultăţi , demonstrarea ei se face prin reducerea la absurd. 
e aplică teorema lui Menelaos în L.C1C2C3, ţinînd seama că raportul seg-

lllntelor MGi = r
1 

, unde s-au folosit notaţiile din figura S.I.24. --- ~ -MG2 r
2 

1 o dau trei cercuri exterioare două Cite două C
1

, C
2

, C
3

• Fie M
12 

intersecţia 
ngontelor comune interioare ale cercurilor C

1
, C

2
, M

13 
la fel pentru C1, Ca 

i' M2a intersecţia tangentelor comune exterioare ... Demonstraţi că M
12

, 

1n, M2a* sînt coliniare. 8. Cu notaţiile din figura S.I.25, adică ţinînd cont de 
rlgentele (segment'e) dintr-un punet la care sînt congruente, aplicăm teorema 
I Ceva. 9. Exact acelaşi enunţ, înlocuind „cercul înscris" cu „un cerc 
ngent celor trei laturi, nesituat în interiorul triunghiului". 10. Două drepte 
l'pendicuiare pe segmentul de dreaptă care uneşte punctele, demonstrînd 
r1roiecţia medianei triunghiului cu . vîrf mobil pe latura fixată, răm.ine 

1·eu aceeaşi... 11. Se aplică rezultatul de la problema precedentă şi se obţine 1froaptă perpendiculară pe linia centrelor (această dreaptă se numeşte axă 
tllcală). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma 

li trei cercuri C11 C2, C3 ce n-au centrele coliniare sînt concurente (sau coincid 
011te trei). Demonstraţia pe haza problemei 11, la fel ca la concurenţa media-

. . MB NG PA · M'G MB Unrolor în triunghI. 13. Avem--.-,_= 1 (Ceva),--= -- etc. 
MG NA PB M'B MG 

, BD
2 

= MB
2 

- MD2
• Se scriu alte asemenea 5 relaţii; se înlocuiesc în luţ, ia de demonstrat şi se obţine o identitate. Reciproca: dacă punctele 

1 
}J.', F situate pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi satisfac din enunţ, 

tunci perpendicularele ridicate ln acele puncte pe laturile respectiVe sint 
tlllcurente. Demonstraţie. Fie M intersecţia celor din D, E şi F' 'piciorul per-



. d i teorem d ,. ( tl\ d111hu m .11, .f_'A li - . 

p ndi ular i din M fi A B. Folosm ~ că ambii m inlwl f! \nt. poz1ttv1, dec1 
- FB• = F'A• - F,.JJ~. Să presuJ;>~ne ui X a lui AB a şi D. Avem FA2 -
că F, p• 8tnt de acenaş1 parte a mi~o;}J _ 2p X . XA şi deci rezultă F X . 11 

- F B" = (F X - XA)' - (F ~. - P"--- F-;- Dacă aţi dat alt „final de soluţ1~ . 
= F' X. ţintnd seama de poz1ţ1e, - • F F' stnt intre A şi B. 15. Folosl\l 
atenţie 'ia situaţia tn care nu ambele J?fnc\e X 'al lui AB, sau mulţimea formatl 
problema 1: un cerc cu centrul tn ffilJ ocu 
numai din X. 

XA = XZ XA2 =XV, XY2 + AŢ2 =XV 
16. y x2+ (AT - AS)2 = (XT +AS) 

XY2 = 2XT · 4AS 
AS= SS' = TZ ~fig. S.I.26). 

A x·/ ----r-
Fig. S.1.25 

8 z /v1 

17. (Figura S.I .27\ 

' \ 
z ~ 

J<'1g . S . l.27 

O soluţie dacă B ;;. 90:, b ~ a 
1 soluţie dacă B > 900, b >a. sin B 8 
O soluţie dacă B < 90 , b < a . B '--.::::....,--=;.i._--;? 

B 90° b - a· sm 
1 soluţie dac~ < 0 ' .-. B < b <a 
2 soluţii daca B < 90 d a sm 
1 soluţie dacă B < 90 ' b ~ a 

V 
·2 2 • 2 Bunde semnul - apare, numai dacă sînt 2 soluţl 

Os B ± b -a sm c =a· c 

CAPl'f~LUL II 

10. pag. 61-62 
1 yT ab·sin "„ 3. S = a . 4. a) S. = 

1 S miprodusul catetelor. 2. S - 2 · 4 
. e urilor urc formează unghiurile congruente. 5. S 

b) Raportul produselor lat ct + b + c şi a b claturile triunghiul 
= V p(p _ a)(p _ b)(p - c), unei P """ - 2 ' ' 

O. SA!JC = SAIJi> ·I . ~· "! ' '~ (SA M ' 11111:. ) + .Ssce (se a.plică de două ori 
proprietatea de ud1LJVlt1tL ). 7. Se prelungeşte AM ptnă taie BC în N. Avem 
SAnc = SAnN + SANC = (SADM + SnMN) + (ScMN + ScMA.) şi apoi SMnc = 
= _SMNB + SMNC (de trei ori aditivitatea).~. \:nul din triunghiuri are aceeaşi 
nr ie cu un alt ul care lmpreună cu al doilea triunghi din enunţ completează 
p~ralelo~ramul„9. Se ţine cont că mediana împarte un triunghi în alte două 
triunghiuri de aceeaşi arie. 10. Cu nota,ţiile din figura S.TI .1 (ieste bisectoarea 

A 

Fig.'S .11.t 

lui A) exprimăm în două moduri raportul ariilor ·: 
A 

bi·sin -
2 

yh A 
ci · sin -

2 

Prin simplificare obţinem relaţia cerută de 

loorema bisectoarei. 
li. FB = SAFB = AB · AF ·sin x = AB2

• AC· AD· sin x = AB2 SAcn =(AB 12. 

FC SAFC AC· AF •sin y AC2 AB ·AD· sin y AC2 SABD AC J 

12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 11. 13. Suma distanţelor este aV3 1 
' 2 

11lt înălţimea triunghiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura S.11.2) 

Fig-. S.Il .3 

BM Snoc CN SAOC AP • - = - • -- = - • --- = PB avmd bazele AO, BO, CO respec-
oc MC SAOB NA SBOC 

V omune. Egalind produsul membrilor din stînga cu cel al membrilor 
ii dreapta, obţinem relaţia căutată. 
, Fie ABC, A'B'C' şi D, D' picioarele înălţimilor din A, A'. Avem t::, ABD,..._, 
/\A' B'C' de i ~~ ~A.lJ = BC i SAFIC = B ·AD_ - (!!2-.)2. 

' A 'J)' A.'JJ' B'C' Ş S.A ' H'C' /J'C'· A 'I)' IJ'( " 



16. Fig. S.11 .3) SABc = S„on + SBoc + S„oc = +AB ' R 

-t-1 CA·R = - 1 (AB-tBC-j~A)R etc. 
2 2 . 

SABN. AB SABC - AC teorema lui Thales etc. 17 -----, ---
• SAMN AM SABN AN 

1 1 
18. Evident: 2 ah = 2 ah. 

19. Două paralele echidistante faţă de BC. 

11. pag. 64-66 

.2.... BC · 
2 

1 V-5 2 ~ d d Sau se ma.i poate considera că este „inscriptibil" tn • cm .. 
2 

i 2· 

dreptunghi (fig. S.II.4) 

. . 1 

3. Procedeu identic cu cel de l~ romb: S = 2 didz. 

1 l '1ntr-un paralelogram ş i (lh \ inem 4. înscriem patru ateru 

(fi ~ . S.II.5) 

A 

/1 
/'l 

b~~~ ~ ·-~D 
'~\ c 

S 5 ţf ' S 11 ~) 6 a) Una din descompuneri este cea di 
5 S = R1 C - T>AC \ tg. ' ' ,• ' ' ' · d' 
g~ra S.U .5. u m prin .4 şi parn.lelc la BD ~i notăm cu h dtbranţa mtre 

5 = _1 HI>. h. b) Alte <lou:'I. <l compun rile obţinem fie pn·lunf' lnd AD 
2 . 

I ai 'lJ tn M , fit• pr11l11 n inel CD .pînă tai AB în N Scriem · S + = 
SA.BD + SnMn + SDMo = SAnn + SBnc· · · AnM M/J C 

7. Cu notaţiile dJn fi gul'a S.II.6putem descompune patrulaterul EBCD ducind 
diagonala BD. Deci: 

Fig. S.II.6 

SEBDC + SAEn = SBnc + (SEBD + SAED) = SBnc + SABD q.e.d. 
8. Cu notaţiile din figura S.11.7 

B 

Fig. S.11.7 

C " 

Fig. S.11.8 

S AMND + SBMNC = SAMND + SMNC + SMCB = SAMCD + SMCB = SABCD. 
9. Ducem o diagonală a lui MN PQ de pildă M P şi se ajunge la problema 
precedentă (fig. S.11.8). , 
10. Lemă: Fie ABCDE un pentagon convex (fig. S.II.9). Atunci oricum am 
duce o diagonală, „descompunem" pentagonul intr-un triunghi şi un patru
later a căror sumă de arii este constantă. Această consta.ntă se va numi aria 
pent agonului convex. Cu notaţiile din figură, după ce am dus o diagonală, 
de exemplu EC, să cercetăm SEDC + SABCD· a) Mai ducem o diagonală din
tr-una din extremităţile celei deja duse, de exemplu EB. 

B B B 

Fig. S.11. 9 

c 

o o o 
Avem SE ne+ S .ABCE =Seve +'S EcB + SEnA = S1rncn + SABE· In acest 
caz lema este demonstrată. b) Dacă ducem o din,gonală care nu nro ca extre
mităţi pe E snu C, de exemplu BD, avem: 
SADCE + ·1 ::: SADME + SnMc + SMcD + St.wr~ = SADDE + Srl])c q.e.d. 



11 . Nu p11Lotn clnLor1nin11 n1·in; nonl,moxornpl11; un drnpLunghl oii 1111 
şi ll\~Îm( r b oro 1tri1t nb. lln p1trnlologr1un 011 c) 1ti1,11rl\ " şi nllin 11 1 tlltl 
unghi tnLrO olo or., (or. V0°), 1\1'0 Oli (trio a. b . fjill or. < a. /). rn. I )fit \ • 

t,ouLO litLurilo : trobuio clu1:10 «linLr-un vlrî anu doui1 diagon11lo 111 I' 
(ro11pocLiv una ht pol,rulnLor), anu s/i "Tio ounosouLo dm11\ 11nghh11' t 1111 
ln ponLngon şi unul lo. p1ţLrulo.t.or .... Ul. So 1:1.plioll probi mtl pri 0111111111 
11. Cnloul!lm nrio. pnLrulut.ernlui ABCD (fig. s.n .1 O) şi mai mii III' li 

1•ilo :r.FAD, ::ţ:.FDA. Avom deci, prin <liforcn~l:i pin11 )a 1 O~ ~ p1 

do 1uci: AD2 sin FDA · sin FAI> 
s .... ,..n = .--2 sin AFD 

c 

fig. H.11.11 
Fi~. ::i.11.10 

tll. ~. J6. ln figura S.11.11 t:,EBD şi t:,EAC au aceCio.şi 
5 şi /\ABD şi t:,ABC, sau t:,AMD şi t:,BMC. DemonsLl'tt~iu 11 l,11 11 

Strm• = ~ ah(k2 - 1), SAEB =I. ah, SEAC = \ akh, S1111 

1 

1111( 2 2 2 ~ 
raponrt.o]e ultimelor trei arii cu aria trapez vor fi: 1/(lc~ 1 ), A/l 
1 /(k + 1 ). Rărnine de exprimat in funcţie de a, k, h nriilo /\ A MI 1 

caro so oMin din asemănarea. ]or cunoscind suma !ni'ilţ.imi\or lor. 
18 . Ducem dintr-unul din vîrfurile B sau C (de pild:"t clin /I) , pi 1 

dia gonala cc nu trece prin acest vîrf (BE li AC) (fig. ' .U .12) . . ' 1
,_,

1
, 

19. Cu notaţiile din figura S.ll.13 (M. mijlocul lui AJJ, N al 111\ /li I 
-- SoMN· Uacă şi SAvN = Sn;'IC cum rezultă din ipoteză, 111,1111< ·1 11111'1' 

role h
1 

= h
2 

şi problema esle 1·ezolvată. 

Filo( . s . ll.12 

o 
l. x = ~ . 2. x = :!' = a(V2 - 1) (am raţionaliznl in1mil.111•11I 

s v2+1 
cîml fracţia cu V2 - 1.) 3. an='/ R2 

- E_ _I. ( VîW- /,,) V 1, 2 

li 

l i 

I/ 'J.. l'i • Poli~on r1 ~ul"t ., 12 I t . ' '"'"' r(l1.11f tlt 11011 !'1 1.· , ) ' '1 " 111·1 (lnt,ur1 o<1 ngr11 nt.1 ). O. F1toom 1p111 I ( ( hopL(\gO<llHl '11,(llnt.r: 

/l 7 
·----·--

k 1 

r 7 

heptagon 
convex 

. 

,-- -- - i- -

I 

---- -
7 

·····-------~-

7 

•) 

__ _: _ _ _ I 3 

7/2 

hept agon 
stela t I 

7/3 

heptagon 
steld.'t 

:t 't J 21 I 21 I 21 I 21 I 21 I 21 I 21 21 I 21 I 21 

_ 2 _ _ ~_1 ~4-- 5 I 6 I 7 8 9' 10 11 
~ I 21 21'_7_ ---?---___ _ 

2 7 4 5 2j3 :_!1_7_ ?__! ?__! 
-------- 3 3 10 11 

· ,11., 21L 7LI 21L 21L n-- 21L ------
' v x ste- cvx j ste- ste- ste- 3L 7 L 21L 21L 

I lnt lat I t 1 cvx ste- ste- ste- ste-

'..li 

-- a at lat lat lat lat 

11 •J NU I contraexemplu. romb·-1 d"f--.---- · ·--- -- ·-
111 d1•11pt,11nghiul. Se ajun~e la. i ut ~ ent d~ pătr~t. 10. NU! Contra

" 111111 l,o construi un contraexemn Ir; ;i a1rea f1re~sca: oare pentru orice 
1111 tt d u1 •t o paralelă 11 N • . p . ncerca.ţi! Pentru a doua int1·e-

I ' . . . ... . -are important V d V 

li „. I r1nnghiurile fiind con rue , :a aca o?togonul este regulat 
1111 • o11i.rrncnLe şi înălţimile.„ g nte avmd laturile respectiv congru-

11 

li ' l'lll „întregii" figuri, adică se ad V • • • • 

I 1111 clltHOnate pe catete. Din e xuna arta trmnghmlUl cu aria semi-
i fi" •pot.onuză. a.c asttl sumă se scade a.ria semicercului 

lti!o• 1• do llngă latura de 15 t t . . 
I 11 11 111·i ilor celor două sectoar sd I}- as?uţ1te (f1g. S.II.15). Aria căutată 

. e lil caie se scade dublul ariei triunghiu-
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·.I 

11111111 11 l'I , 
, I l{llrl '.U.14 şi aria !'luta~!'l t nri. " ~o.ruh~i din. r .ul mic pl\l 

1•c torului <lin c rcul marc mmus dublul an t triu11gl11 ulu1 format. d 
doua. raze ş i linia cen trelor. 6. Aria trapezului minus suma ariilor c 
sectoare (fig. S.11.16). 

Fig. S. 11.1 6 Fig. S. ll.17 

7 S 
_ ::ia2 V3 

• - 2 

8. In figura S.II.17 :ţ:_O = 60°, TS = SP = 6 \/3, arc TMP = 47t. 

Conturul are 87t + 12 \/3. 
9. Fig. S.Il.18 

Fig. S. Il.1 8 

S 
V t 347t + 42 V~~ 

e gaseş e 3 · 
rtR2 

10. Ln = 7tR; Sn = ~. 2 . • • 
11. Din aria unui triunghi echilatera l de latu l'ă 4 scădem aria unm sem1cer 

de rază 2; · obţinem S .:_ 2 (2 f3 - 7t); P = 27t. 

12. S = 36 - 97t (procedăm asemănător cu 11); P = 6„. 

CAPITOLUL Ul 

14. Pag. ~i 
-- - -- -- D--A --AC o d n vm Sl folosim 1. AB + BC +CA .= O, CD+ + = a. u a , --+AC= O. 

2. AM = MB , sau relaţia echivalentă MA t,MB ~O. ':.___. __ 
-- -- -- BD a. Fie M mijlocul; AC= -CA= AM,+ MC =MB+ DM = - · --.-- --- .--4. AB+ BC +CA =O, BC +CD+ DB =O deci CA = DB etc., -• altfel, adunăm BC la relaţia din ipoteză: - - -- - ---;: - \ -AR + nr = CD + RC <=> A( = BO ~ -- DR . 
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/\VU II \Jl l'O lll . 'A ) l i(} (l/J, JIU" (/' ·. I J(l( I li ' llfJ t U(, /1U I 

< J li 1- 110' I 'C IJ I 2110' 200' - - -r 11 IJ = AD + DlJ, AC = AD - CD, B = - DB - CD 
11 l11011im şi obţ inem, după desfacerea parantezelor, O în sttnga. -- - - --• i\pi i . de ex. 6: MA NB + MN BA+ A N BM = O - -111 1111111 iese AN cu - NA ş i, ca urmare a proporţiei 1 deduc -N · BA = O, dar A ,,,_ B, dect M = N. 

7 

, ll ncă ~mul este alungit aşa este şi celălalt. Dacă fie M punctul de întîl-
1111'1 '.t Im .O' y' cu Ox de exemplu :;::..x'O'y' şi :;::..xMy' rezultă corespondente 

•11 11 r dent~ce) an~l<?g :ţ:,.xMy' şi :ţ:,.xOy. 
1 IJ nul d.m ele ~1 opusuţ la vî~f al celuilalt satisfac ipoteza problemei 1. 
1 ll~ul.d:n e~e ~1 cel obţmut dm celălalt înlocuind una din laturi cu „prelun
lroa ei smt m ipoteza problemei 1. 
, l1'ie M, N punctele în care paralela taie AB, AC (fig. S.III.1). - - -V111n avea 1 M = AN =Ml'!_ . 5. ln figura S. m. 2 - - -AB AC BC-

Fig. S.111.1 Fig. S.lll.2 

~ -'>' 
---+ ~ --+- MN' AM• - --+ 

ID' li BD, y = MN = MN' + N'N; -:::::::; = =;: (probl. 4); N'N = AB; 
CD' AC - - - -('D' = CD + lJD' = CD - AB se înlocuiesc una cu alta şi rezultă (evident, --- -ln expresie apar şi AB, CD, AC drept constante). 

0, Fie D mijlocul lui AB, D' piciorul perpendicularei din D pe d. -AC --+- 1 --+- --+-
vem,. făcind x = - în problema 5: DD' = - (AA' + BB') iar făcînd 

2 2 - - -AC - 2DD' + CC' r = - în problema 5: GG' = , înlocuim etc. 
3 3 
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I. (/, /1 ~I ll'I r' (fig. ' ', 111.:1) 

llCD 

11 , ,. ~I 1111 b (l'ig. S .111.4) 

B 
~AB 

~ 

CD 

b, c şi nu a ctbsurd. - -2. Luăm CD echivalent cu BA (fig. S. III .5). EHlO I.ol. nr1n 1·11 11 111 -valent cu BC. 

o;:;...-_____ c F 

Fig. ::;. I I 1.:, 

A B . t\ E B 

-obţinem AA' echiv<:l.leul. 1·11 I• li -echive.lent cu CC' şi (iar· prnbl1111111 • 
3. Conform problemei rezolvate - -echivalent cu CC', deci AA' - -AC echivalent cu A'C'. 
4. Figura S.III.6 - ---- --- -- --';;-ABşiDC;AE,EB,DFşiFC;AD,EFşiBC;AFşiEC; BF ~1 //' 

şi cele obţinute prin „permutarea capetelor în fiecare seg11w11t 1 • 

5. Figura S.III.7. 

D F 

E 
Cf1=BC 

A 

Fig. S.lll.7 
Fig. S.11!.8 

/)(', (' M N< ·, <. li/a 
( . "'" ... "' l :.I 

• 11 li1v11lont. Ctl nD I . 1-ţ c ii 1111 !I. ec 11vn enl cu ,,, E. D este simetricul lui C faţă de O, 

III !I n 
B fv1 t. 

-I/' 1'11 , NAI ŞI alte 2 triplete. 

- B 

111, AC)+ -:Ji:(BC, BA)+ ::ţ(CA, CB) = 1800 
ii duil on caz se obţi e 180° · · n -:- care este considerat tot una cu 18oo. 

I 11 • . I I I. I O b 

Iii', I(') = oe, ';J;:(/)C, BA)= 1800, -:Ji:(CA , ClJ) = oe etc . . 

· l·' ig . ~. 111. I t h 

- 120~, -90°, 30°, -90° 
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jţ, D110/I lnlo1111im a' < 11 a" (fii(. S.11 f.12) ohţi111111 : 
• ((I• , //) ,,. -("' ", a: ) I • ( n', li') 1 ~()" I (-( 11' , li' ·) 

b 

a" a' 

De · i o astfel de inlornire duce de la valoarea x la ,-i; -I 180" () 111111 I 
vtl du ce la x + 180° = x etc. 
Deci două valori x ; x + 180°. Dublul lui dă valorilo 2x , '.ol.ii I :1110 , I 
singură! 
6. Geometric două: bisectoarea -::f (h, k) şi „prelungir·ou" i. 811 p1111I 
co.leu.I -::f(h, k) = -::f(h, b) + -::f(b, k) deci 2-::f(h, b) = -::f (h, k), <1111• pul,11111 

un .multiplu la 360° deci -::f (h, b) = _!_ -::f(h, le) + 1 0° n. o h\.i11' I 
2 

tinete ~ :f (b, h) şi ~ -::f(h, b) + 180°. 

7. Vezi problema 1 
-::f(AD, AB) + -::f(DB, DA) + -::f(BA, BD) = 

1

1 0°. 
-::f (CB, CD) + -::f(BD, BC) +-::f(DC, DB) = 180°. 
Adun şi ţin seama de -::f(BA, BD) + -::f(BD, Br) = -:;f( BA, 11C) 
-::f(DC, DB) + -::f(DB, DA) = -::f(DC, DA). 

Suma este -360° 

Suma este +360° 

Fig. S.llI.14 

' 
Fig. S.lll.t;:i . 
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lj 
·""' 

\ . „ 

c 
Fig. ::) .111.1 :J 

Suma este 360° (şi în ·l1 ur 
în care este -360°) 

I I) l J ( /I) A li 0L1:. 
I '' 1111 fi , cl11 01 do ox „ li oi;t .o Irit.ro A şi ( ', 1:1' U (A) U ((') - U(A) .J (li) + 
ll t 11) l J (('), <loc i U (A) , U (JJ) , U(C) nu poL forma 1111 Lriunghi 

I lll :1, . 
1 1 ' 1 \ţ i onnrnonLnl de la probi. 2. 

1 I 1 ~ 1111 ~lirnplu ~sLe: !n figura ima~ine ~iagonale)e se t aie în părţi congru-
1 o11 11 t1 1.clol'ilm ~'Jla.gmea punctului de intersecţie a diagonale.lor pa,trula-

11111 11y111 , ~rphCăm problema . 4~. O adapta.re a raţionamentului de la 
1ld11111 11 ~ 11r11t .• 1 că 3 puncte necolmiare merg in 3 puncte necoliniare. 
111 111 1 111 1\ < sto paralelogram şi folosim şi problema. 3. 
l 1111 ltl1111111 2 no spune că im8:gi.n~a. este formată din puncte coliniare. Fie 
li tl1111 . puncte pe dreapta 1mţială, X un punct pe dreapta U(A) U(B). 

"1111111!r plele U(A)X, U(A). U(B) coincid, fie Y pe semidreapta AB 
111 1 lt ) U(A)X; vom avea U( Y) = X (probi . 2. 4) . In caz contrar 
I p11 prnlnngirea semidreptei AB. 

I 11 111 :1 do congruenţă . 

I 11111 • 111\111 '(, fiind isometrie, d.uce un cer·c. dat (de cent rul O şi raza R) într-o 
!111 11 1•11 r1:11lu1 de centru T(O) ŞI raza R. Frn X un punct pe acest ultim cerc 

f h I l\K l.f'ol ca IT echivalent cu T{O)ă. Rezult~ T{O)X echivalent cu OY 
111 ltli1111 11 rozo I vată pag. 91), deci OY are lungimea R, Y este pe primul· cerc. iar - ~ I S. deoarece Y X rezultă echivalent cu O T(O) deci cu vectorul trans-
tr I '/' , 
11 111 O ş i O' sint centrele, consider T00. - - -11'( I) es te echivalent cu BT(B) deci T(A) T( B) este echivalent cu AB 

1111111111111 rezolvată pag. 91), deci s-a văzut (pr ,; i. 7, set 18 pag. 99) că o 
1111 t1•1t duce o dreaptă AB în dreapta T(A) T(H) etc. 
I fi t 1 I/ o dreaptă. Pentru a f1 transformată în ea însăşi de T (ştim că 

11 il1 111 în ~a paralelă cu ea sau în ea îns ăşi) trebuie ca punctul Cv = Tv(A), 

1111 I ti c „AC echivalent cu v" să se afle pe AR etc. 5. Fie AB segmentul 

I M N congruent şi paralel cu AB este tot una cu iiN este echivalent 
. -

I I li fl 1111 cu BA, deci cu: N este fie transformat din M prm translaţia T;\fi, 

oa_O 

Fi~. 8.lll.1t\ 
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l'N' ( '/'' 

A /v1 

Q N(i Î 

N 
l·' 1ll , 111 I 

o P(Q) 1C 

8. DD' = OD, TB't = T"Et; deci soluţie asomi'ln1 f.onr1• 1·11 pr·111111l 

B 

-----~ 

I 
I 

I 

C' D' 

lE' 
I 

Fig. S.I! Ll8a Fig. t-i.111.18 h 

~ · ~ -
9. S-a yăzut că din AT(A) echivalent cu BT(B) rezulUi ,~fi 11 I 1 

T(A)T(B) etc. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi pr·oh}t~n:? 8. 1 Jlll'ld111 
15 pag. 89. 12. Nu . deol\roce dacă T este translaţ>Jl'l •. „ ş A ' ' 

Poligonului şi B1 = · T,JA ), atunci poligonul va t e J u1 Hă cu11 111 - - -A B B l ·.r.li-u <>re şi cu AB1 = BlB2 = B zB3 = . . et re ' , i. z.„ ~ 

distincte. 

f'ij( . S.111 I 
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- -------------, 
'/' nrnu t.1•1111Hfor11111r<, A 1111 punnL fi , · 1111111 vnrinhtl. li 1'(11 ). 

~ ~ 

'l'(X) nt,1111ci A X ochiv1dc nL Oll /J Y dooi (problomu ro;i:olv1~L ln 

11r·hivalonL <'U Ali, ndicl1 Y -= TA11 (X). 

(I I (l'J 

11111111 aplieaL/1 centrului O 11 duce în O' (O' = Re, u(O)). Fie M' = Re, u(M). 
111 l'rind o isometrie, O' M' =OM dar O' este fix deci M' descrie un cerc 

111 11 1 r11zi'\ cu a primului. Dacă punctele C =O (coincide C cu O) atunci 
111 , vn Lr nsforma în el însuşi. 2. Centrul Cal rotaţiei se va găsi pemedia-

1 11 1111 00' (linia centrelor) şi unghiul .:ţ:,,OCO' poate fi const~uit cit vrem 

Fig. S.III.21 

I 11111\111 este o isometrie. considerăm M' = Rc,u(M), N' = Rc,u(N) şi 
li,„ 11 (P) imaginile prin rota.ţie a punctelor coliniare M, N, P. (N intre 

I /') Da.că M', N', P' nu sint coliniare rezultă M'N'. + N' P' > M' P'. 
llN 1-NP= MP dar M'N', 'MN, N'P'=NP, MP=M'P', con-

1 I 1111 f . 
I 11111idreapta OX luăm punctele A şi B (A intre O şi I!). Deci OA + 

/I OB. Ele au imaginile respectiv A', B' iar O' îi corespunde lui O. 
I 1 11 1 B' nu se găsesc de aceeaşi parte a lµi O' rezultă că A' B: +O' A' > 

11' dur A' B';:::: AB, O'A' =OA, O' B' = OB. De aici contradicţia. 5. 
d1 1· un problema rezolvată în cazul în care d li d'. Da.că rotim A cu 60° 

I 111 l11i O, ajungem în B. Deci soluţia revine la a roti pe d cu fi0° în jurul 
1 1 111:010 un de „rotita" lui d taie dreapta d' avem punctul B. O soluţie 
I 111• poate da şi prin asemănare considerînd că toate triunghiurile 
I I 1 rn 111 sînt asemenea şi împărţind latura O' A' a 11nui „model" echila-

1 I I ' I)' cu punctul C' intr-un raport egal cu oe . Găsim apoi prin Thales 
CA . 

proporţională, segmentul O' D', putem construi apoi pe „model" 
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unghiul A'O'J)' şi prohl 11 111 1~ "" ''" rov.o lv11tll. Duot1 d ş i d' nu HtnL pnrnlol , 
procedăm Lo Luşi otl tn 111• lflll Ho l11pu. 
Avem o infiQ.itoLo do l10 l11ţ 11 1111/l ,/ llo,oo '• (d ') ud ică d' est o chiar „r•otita' 
ou 60° a drepto i d). '- · 
6. Rotin_i. primul ooro O 11 00° h1 Jlll'ul p1111ol,11ln i fix C şi intersectăm cu cercul 
O'. Pot _f1 0,. 1, 2, ~. 4.so lupi. 7. Colt cl o 1'..aO" 11 11 oonLr•ul C 1n centrul cercului cir· 
cumscr1s tr1unghmlu1 e llllu torni ilnl •. H, O. Sol u~ i i nsomănătoare cu 7. 10. Daci 
O este „centrul hexagonl!-Ju i11 

1· gnlol,, llo. 1 tW" fllnL rota ţi ile care rezolvă pro· 
blema ln afară de rota.ţrn do „ 111·g11u1 011t,11 O. 
11. Soluţiile sînt pă trate l e punctul.o: 

c :a 

Fig. S.111.23 Df8;
1 

A 
I 
I 
I L ____ _ 

f;7 rov 
/ 

12. Soluţiile sînt hexagoanele punctate : 

Fig. S . 111.2~ 

13. a) Cu notaţiile di!' figură 

F ig. S.111.25 .. 
f : • ' '1 ; ,"'i;i Li „~ } .~. /: 

PR OBLEl\'IE B.ECAPIT ULATIVE 

1. Fie G centrul de greutate al triunghiului. Pentru că medianele se intersec
tează la două treimi de vîrf şi o treime de „bază", rezultă BG = 3 cm, GC = 
= 4 cm. Folosiţi reciproca teoremei lui Pitagora, ~BGC = 90°, şi teorema 
lui PiU\gora şi AC = V73 cm, AB = 2 V 13 cm. 
2. Folosim faptul că tangentele duse dintr-un punct la un cerc sînt congruente, 
aici BC = AD, BC = 5 cm. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora, aflind înăl
ţimea, fie prin teorema înălţimii, aflind raza cercului înscris, obţinem r = 2 cm. 
3. a) Triunghiurile au unghiuri congruente. 
b) In 6.0CA, ~OAC = ~COA = 36°, deci CA = OC. Dar şi 6CAB este 
isoscel deci CA= AB. 
4. P~ntru a, b, se foloseşte problema precedentă ; c) Prin asemănarea triun
ghiurilor ACB şi OAB; d) Se efectuează înmulţirea în me~brul drept. Din 
c) şi' d) rezultă că produsul este O cînd unul din factori este O, deci numai 

z = R·V5- t. 
2 

o. Aplicînd teorema lui Pitagora, se ajunge Ja ecuaţia 64 - 16x + x 2+16= 
= x2

, deci x = 5 cm. 
6. Din asemănare rezultă că R~ = R1R3 şi de aici obţinem relaţia imediată . 

./""-.... 
(ln fond, se poate exprima şi tg 0 3 VT' în trei moduri.) 
7. Patrulaterul OMPN este dreptunghi, deci MN=OP. 
8. Triunghiul APM este dreptunghic şi are un unghi de 50°. Deci -1-MPA = 
= 40°. Punctul P vede segmentul fie sub un unghi de 40° cînd M, N sînt pe 
semicercuri diferite determinate de AB, fie de 140° cînd sînt pe acelaşi semi
cerc. Deci P descrie un cerc. 
9. a) OE = OD (mediane în triunghiuri dreptunghice cu aceeaşi ·ipt)tenuză), 
şi ~EOD este unghi la centru care subîntinde acelaşi arc cu unghiul înscris 
~EBD = 30°. (Patrulaterul BEDC este inscripti~il); b) OE este m1nim ctnd 
Rr este minim, deci cînd este perpendicular pe AB. BC ln acest caz este 
4 f3cm şi OE = 2 y-3 cm. ' 
10. Considerăm „jumătate" din dreptunghi determinat de o diagonală. Tri
unghiul dreptunghic astfel format are înălţimea corespunzătoare ipotenuzei, 
maximă atunci Cînd acea.sta este egală cu raza. Deci dreptunghtul căutat 
este. pătratul şi aria sa va fi 2. 

11. _!! cm. 12. Din asemănarea triunghiului T MA cu /:::,.AMQ (fig. S.R.t) ti 
3 ·, 

aplicind puterea punctului M faţă de cerc, se obţine re laţiA 4 eruLi1. 
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18. Se compari trlunarhlurllu IJDA t i BCD. Ce1·oul ci_rcurns l'is 6.ABC 
tungent la dreapta .8[), O rolo1109Lo puterea punctulUI. 

F.ig. S. R.l 

. ; 

. 14. x = !~ ; y = __.!!:~ . · 15; · Triunghiul 6.EAC =. /;:,BAG. De 
. • 7 . . .b + c . .. ' . . • 

6,AEH ~ -- 6,AG] etc„. 16. S = R1(2 fl-1). 17. S =256 cm'. 18. x = 1 . I 

19. s = 
111

1'C • 2o.a. y, - 2\/f ;2a.V' - 2v 3. a. V21-6n . 21. 
i . . 3. . . 3 . ' 3 

= . ~ . = 1,2. 22. M N · -sars 5 
• ţ>.3. C~ntrul . j.. 1

metrie este intţersecţia cei 

două ~xe. Nu, contraexemple: paralelogramull 24. Se aplică reciproca teorem 

lui Pitagora. Raza. căutată este R ~3 'uride R este raza cercului iµiţiaL 25.1 J 
arată că :ţ:.AMN + :ţ:.MND = 180°; 2) Un-segment de dreaptă paralel c 
AB şi de două ori mai mic (se completează, prelungind AC şi BD, uri parai . 
logram); 3) Mediatoarele din enunţ sînt şi bisectoarele unghiurilor B şi A 
In fond, chiar mediatoarele din eriunţ sînt „fixe"; 4) CD= V Jx2+a2 

- 3az 
26. a.) Ortocentrul descrie U:n ·arc · capabil de suplementul unghiului A 
deci simetric cu „celălalt" arc. b) Se determi.l).ă poziţia a.celui vîrt Acest vil 
împreună cu un capăt al înălţimii şi cu .Simetricul ortocentrului faţă de celă I 
ca.păt determină cercul circumscris triunghiului etc. 27. Considerăm prob le 
rezolvată, prelungim CC' pînă t aie A'B' în C1 , ducem din B paralela. B 
la CC' (E E A-' B ') şi constatăm că A 1 B' este împărţit de E şi C 1 î:n t rei pă 
congruente. Analog, procedăm pe celelalte demă laturi A'C' şi C'B'. 28. 'S . 

= 2(a + b) L~ a.h - 29. Se a.plică teorema lui Thales de 4 ori, l - ~ . 30. " 

aplică teorema bisectoarei şi faptul că bisectoarea unghiului A t rece prin mij· 
locul arcului IJC. 31. TS - V 6. 32. a) 6 AOB ,..,_, 6 AO'C, unghiurile din· 
fiind supliment.a.re, t.riu.nghiurile fiind isoscele şi subintinzind unghiuri la cen~ 

· · . ' -. v ' • • } v} • „ 33 (4V3 --' 1)n:- 6V.3 'ftt 
Lru de mă;;un egale. b) D sa fie p1c1oru ina ţ1mn. • 24 . . - • •. 

. . b . b2 2 
. 27t - 3VJ J2 35 T = - c 1 - c . . 7t 

34 .. 6 • • · b + c+ Vb•+c• '2hc (b + c + fb"+c•J 2 
• 

36. Dacă A tJ n~ar fi paralei cu CD, ~i da.că s-a.r înlîlni În partea stingă " 
figurii I I.5D, atmrni înălţimea din D 6.A.MD ai· fi mai mică ded~ înă~ ţi1r: ea 
d in Q a 6.BNQ şi de asenienea: înălţimea din !Jl! a. 6.MDP ar f 1 ma~ micii 
decît înălţimea din B a .6 BCQ; deci, ar rezult a. aria AMPD < m·fa, BNQC. 
37. 8 cm. · 
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Probleme recapi _.. - · 

CAPITOLUL 1 
Relaţii met;i:ice . ..... .. ............. . ... . . . 
Introducere ' .... . ........ „ ••••• '. '. •••.•••••••••..•. •• ••.•.•• : •• 

Teorema lui Thales .. . .. ·1' ~~p· ~~;telor rea.le oa.recare ... . ... . .... . . 
l · Thales in ca.zu · · .. · · · · · · · · · · · · Teorema ui lă a. asemănărn. · · · · · · · · · · · · · · .. . . · · · 

Teorema fundamenta C 'le de asemănare. . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 
. h' i asemenea. azuri . . ...... . ..... . 

Trmng mr . · t fată de un cerc . · · · : · · · · · · .. . ... . · · · · · 
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Cîteva teorrrnc m p 
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Introducere . . - : - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .... . 
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· regulat e . · · · · · · .. .. . . · · · · · · · Pol~goane late stelate. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. . - . .. . .. . . . 
Pohg?ane r~gu . a cercului . . . . ... ........... . - . ' 
Lungimea ş1 ar i 

CAPITOLUL 3 
ă · ometrice t v . . · · · · · · · · · · 

-Transform r~ g~ t situate pe aceea,şi ?reap a · · · ·~ d_;~~te paralele ... · 
·segmente or1en a. e . si de sensuri cont ra.re p .. - .... . 
Semidrepte de a.cela.şi sens . . .... . ........... . . '. ... .. - '. '. .. .. . .. . 
Vectori . · „. · · · · · · · · · · · · · · ... ....... · · · · · · · · · · · · · · · · .... ... .. . 

h . · orientate · · · · · · · ·. . .. . · · · · · · · · 
Ung mri · f vri geometrice . . · · · · · · · · · · .. .. .. · · · · · · · · 
Despre ~~a.ns orma ... . .... . .. . ...... . . - .. ... '. .. . . . . . .... .. . 
Tra.nslaţn · · · · · · · · · · · .. . ... . , . · · · · · · · . .. ... . . 
Rotatii .. · · .· · · · · t: · · · · · · · .... . · · · · · · · · · · · · · · · · · '. ... .. .. . 
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19 
26 
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46 
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58 
59 
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71 
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si 
85 
88 
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114 
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139 

141 
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