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Paradoxul lui Russell şi câteva variante populare ale sale
 
Introducere.
 
Paradoxul lui Russell sau paradoxul mulţimii tuturor mulţimilor este un paradox logic.

 
În opinia lui Wittgenstein "este cel mai mare paradox al logicii şi matematicii contemporane ". El a preocupat şi chiar a tulburat – timp de mai bine de un secol – lumea matematicienilor şi logicienilor. Acest paradox afectează în special teoria (naivă) a mulţimilor.

 
Or, se ştie – Teoria Mulţimilor este temelia cvasi-totalităţii disciplinelor matematice – cât şi pentru alte câteva ştiinţe conexe. În consecinţă, odată cu relevarea acestui paradox, s-a instaurat o mare îngrijorare, o anumită "tensiune dramatică" în lumea matematicienilor şi logicienilor – privind consistenţa şi corectitudinea unei bune părţi din ştiinţa contemporană.

 
Faima paradoxului lui Rusell este datorată pe de o parte -simplităţii sale, iar pe de alta – tălmăcirii şi implicaţiilor sale în diverse alte domenii. Graţie variantelor sale populare, paradoxul a cucerit interesul tuturor prin formulări captivante, şocante, uneori chiar amuzante.

 
El s-a dovedit a fi şi un catalizator şi un ferment pentru cercetările din epocă, contribuind implicit la revizuiri, dezvoltări, sau chiar la apariţia de noi teorii ştiinţifice.

 
Bertrand Russell (1872-l970)

 
Un scurt istoric consideră mulţimea – drept o colecţie de.
 
În 1872, Cantor, părintele teoriei (naive) a mulţimilor elemente cu aceiaşi proprietate.

 
Şi Gottlob Frege, unul din partizanii teoriei cantoriene a mulţimilor, credea că tot ceea ce poate fi exprimat printr-o proprietate, poate constitui o mulţime. De altfel în 1893 el publică volumul I din "Grundgesetze der Arithmetik", o lucrare în care construieşte o axiomatică pentru teoria cantoriană a mulţimilor, precum şi un sistem logic aferent. Această lucrare ar fi trebuit (şi sub unele aspecte a şi reuşit.) să fie cheia de boltă a bazelor matematicii şi logicii sfârşitului de secol XIX şi începutului de secol XX.

 
Russell, care manifesta rezerve faţă de unele aspecte ale teoriei cantoriene a mulţimilor, găseşte o primă versiune a paradoxului său în cursul anului 1900 – conform unei scrisori adresată lui Couturat, în 8 decembrie. Pe 16 iunie 1902, într-o scrisoare către Frege îi înfăţişează acestuia o variantă a paradoxului, asemănătoare celei care circulă şi acum. Dar pentru prima dată paradoxul "vede lumina tiparului" în 1903, în celebrul volum al lui Russell "The Principles of Mathematics". Pentru a observa impactul paradoxului lui Russell – încă de la Georg Cantor (1845-l918) apariţia lui, să mai amintim câteva amănunte din epocă.

 
În momentul semnalării paradoxului său, volumul II din "Grundgesetze der Arithmetik" al lui Frege era deja sub tipar, aproape gata să fie publicat. Sesizând dificultăţile ridicate de paradoxul lui Russell, care practic dovedeau că sistemul axiomatic propus de el era inconsistent, acesta apucă să mai adauge pe ultima pagină din tratat xxnAppendix. Iată ce scrie cu amărăciune marele Frege în 1903 în această postfaţă: " Un om de ştiinţă nu poate să întâlnească nimic mai stânjenitor decât ceva ce, după terminarea unei lucrări, vine să zguduie unul din pilonii construcţiei sale. O scrisoare a lui Bertrand Russell m-a pus în faţa unei astfel de situaţii, tocmai când tipărirea prezentului volum lua sfârşit".

 
Un alt nume de mare matematician – legat de paradoxul mulţimii tuturor mulţimilor – este cel al lui Emst Zermelo.

 
Se pare că Zermelo descoperise acest paradox (în orice caz, acesta era cunoscut în cercul ştiinţific de la Gottingen – inclusiv lui Hilbert), chiar cu 1 – 2 ani înaintea lui Russell!

 
În literatura germanofonă de speciGottlob Frege (1848-l925) alitate, paradoxul mulţimii tuturor mulţimilor este numit chiar paradoxul Zermelo-Russell (Zermelo-Russellsches paradoxon).

 
Să reţinem totuşi că meritul de a-l lansa lumii ştiinţifice şi apoi de a-l studia pe parcursul mai multor ani îi revine – incontestabil, lui Russell!

 
Să amintim aici şi o remarcă maliţioasă din epocă, ce are ca subiect subînţeles – paradoxul lui Russell. Ea aparţine lui Poincare, care dezaprobând teoria lui Peano despre limbajul formal construit pentru matematică, cunoscut şi sub numele de logistică, spune sarcastic: Finalmente, logistica s-a dovedit că nu este chiar sterilă. Până la urmă a dat naştere -unei contradicţii.".

 
Henri Poincare (1854-l912)

 
Prezentare generală.
 
Pentru a dovedi inconsistenţa teoriei naive a mulţimilor, Bertrand Russell consideră o mulţime ceva mai specială, anume mulţimea tuturor mulţimilor ce nu se conţin ca element. Vom nota cu R această mulţime, pe care o vom numi în continuare mulţime Russell. Evident, pentru R există doar două posibilităţi: să se conţină sau să nu se conţină ca element.

 
Să urmărim ce se întâmplă cu mulţimea lui Russell în fiecare din aceste două situaţii:
 
— Dacă R este în mulţimea R, atunci, după modul cum a fost definită mulţimea R, rezultă că R nu este în mulţimea R; contradicţie!
 
— Dacă R nu este în mulţimea R, atunci, după modul cum a fost constituită mulţimea R, rezultă că R este în mulţimea R; iarăşi contradicţie!

 
Prin urmare, noţiunea de mulţimea tuturor mulţimilor este contradictorie, paradoxală.

 
Variantă formalizată.
 
În spiritul teoriei cantoriene a mulţimilor: o mulţime M, cu elementele x, care au proprietatea P, se scrie (în notaţia lui Peano) astfel: M = i x: x are proprietatea P}.

 
În concordanţă cu această convenţie de notaţie, mulţimea Russell asociată unei mulţimi X se scrie R = ix: X i XK.
 
Folosind şi relaţiile de apartenenţă/non-apartenenţă cunoscute în teoria mulţimilor, argumentul lui Russell se transcrie – foarte scurt: (a) R e R => R £ R; (b) R £ R => R e R.

 
Totodată, din (a) şi (b), rezultă echivalenţa (1) R e R: R £ R
 
(c) R e R R £ R, o contradicţie evidentă.

 
De asemenea, folosind reguli simple de deducţie, putem da următoarea transcriere logică a paradoxului lui Russell: definiţie ipoteza 1 din (1) şi (2) atunci R £ R din (2) şi (3) ipoteza 2 din (1) şi (5) atunci R e R din (5) şi (6)

 
R e R

 
R £ R

 
Dacă R e R

 
R £ R

 
R e R

 
Dacă R £ R

 
R e R dacă şi numai dacă R £ R

 
Din (4) şi (7)

 
Comentarii şi precizări terminologice

 
O primă obiecţie – pe care ar putea să o ridice chiar şi un elev de gimnaziu – este cea asupra relaţiei de apartenenţă dintre mulţimea R şi ea însăşi. Se ştie că relaţia tipică dintre mulţimi este cea de incluziune/non-incluziune, nu cea de apartenenţă/ne-apartenenţă (rezervată relaţiei dintre un element şi o mulţime). Dar să observăm că o mulţime de mulţimi are ca elemente tot mulţimi; deci are sens folosirea relaţiei de apartenenţă în acest caz.

 
Să observăm apoi că şi din punct de vedere conceptual, noţiunile de "mulţime de mulţimi" sau "clasă de clase", sau "mulţimea tuturor mulţimilor care se conţin (sau nu se conţin) ca element" au sens. Ele derivă (în accepţia partizanilor teoriei cantoriene a mulţimilor) dintr-un principiu foarte natural şi în perfect acord cu intuiţia noastră, anume principiul existenţei unei mulţimi (clase): "pentru orice condiţie (inteligibilă) c, există o mulţime (clasă) M, astfel încât pentru orice obiect o, avem: o este membru al lui M dacă şi numai dacă o satisface c ".

 
Iată doar două scenarii lămuritoare, credem noi.

 
"Socrate este un om". Deci el este membru al unei mulţimi de oameni. Dacă acestea conţin – să zicem – mai mult de 100 de oameni, el este de asemenea membru al mulţimii tuturor mulţimilor cu mai mult de 100 de oameni. Mulţimea oamenilor este o mulţime, dar nu este un om; însă mulţimea tuturor mulţimilor este o mulţime. Acum întrebăm: mulţimea tuturor mulţimilor cu mai mult de 100 de oameni îşi aparţine? Răspunsul este afirmativ! ".

 
Sau – poate mai clar – oferind următorul argument: "Să ne imaginăm mulţimea tuturor creioanelor din lume. Este această mulţime membră a ei, sau nu? În mod cert – nu! Pentru că o mulţime de creioane nu este un creion, ci o mulţime abstractă. Dar dacă am considera mulţimea tuturor obiectelor din lume care nu sunt creioane,. O mulţime de non-creioane? De exemplu, o mulţime de cărţi, scaune, copaci, oameni, chiar mulţimi – fireşte. Evident o astfel de mulţime este şi ea un non-creion, deci îşi aparţine sieşi!"

 
Din aceste exemple reţinem că o mulţime (clasă) poate să fie (sau nu) element al unei alte mulţimi şi – mai mult – că în anumite situaţii, o mulţime poate fi membră a ei înseşi.

 
Problema în legătură cu "mulţimea tuturor mulţimilor care se conţin (sau nu se conţin) ca element" nu este însă de constituire a ei, ci una onto-logică, de existenţă logică a sa.

 
Un astfel de "construct" – în urma unei analize logice (de altfel chiar elementare, cum am văzut mai sus!) – a dovedit Russell că este contradictoriu, paradoxal.

 
Câteva variante populare ale paradoxului lui Russell.
 
Paradoxul bărbierului.
 
În 1919 Russell a dat o versiune foarte simplă şi amuzantă paradoxului său. O varianta pe care o prezentăm în continuare într-o formă uşor modificată (în formă, nu în fond!).

 
„Să zicem că Figaro este bărbierul satului. Conform unei convenţii (contract) cu primăria satului, el bărbiereşte acei şi numai acei săteni care nu se bărbieresc singuri. Se pune problema, cine îl bărbiereşte pe Figaro? "

 
Evident, avem doar două posibilităţi:
 
— Dacă Figaro se bărbiereşte singur, atunci – conform convenţiei – nu-l mai bărbiereşte Figaro. Contradicţie!
 
— Dacă Figaro nu se bărbiereşte singur, atunci – de asemenea, conform convenţiei – îl bărbiereşte Figaro. Iarăşi contradicţie!

 
Există şi o variantă – mai puţin cunoscută a acestui paradox, anume paradoxul poştaşului: „într-un sat, poştaşul satului duce corespondenţa numai sătenilor care nu pot veni la oficiul poştal să-şi ridice cores-pondenţa. Poate poştaşul să-şi ridice singur scrisorile?"

 
Paradoxul cataloagelor.
 
Este o altă formă sub care a circulat paradoxul mulţimii tuturor mulţimilor. Într-o versiune (ceva mai concisă decât cea care o expunem mai jos), numită şi „paradoxul bibliotecarului", el a fost formulat de către filosoful elveţian Ferdinand Gonseth în 1934.

 
Îl prezentăm în continuare – cu riscul de a lungi puţin povestea lui – într-o formă absolut verosimilă, care să elimine definitiv artificialul.

 
Să ne imaginăm următoarea situaţie (care chiar se poate întâmpla): Biblioteca Naţională solicită tuturor bibliotecilor din ţară să redacteze cataloage cu toate titlurile (cărţi, sau alte materiale scrise) existente în fiecare din ele – în două exemplare: unul pentru uzul propriu, altul pentru Biblioteca Naţională.

 
Fiecare bibliotecă întocmeşte propriul său catalog şi deoarece Ferdinand Gonseth (1890 -l975) şi catalogul redactat este la urma urmelor "un titlu", unele biblioteci inserează în catalog şi titlul însuşi al catalogului; altele (poate din modestie) nu. Astfel, la Biblioteca Naţională ajung două tipuri de cataloage: unele care se conţin ca titlu, altele care nu se conţin ca titlu. Responsabilul de resort din Biblioteca Naţională decide, în consecinţă, să facă la rându-i două cataloage: unul cu cataloagele care se conţin ca titlu şi altul cu cataloagele care nu se conţin ca titlu. Evident şi responsabilul îşi pune problema dacă să-şi insereze sau nu titlul în catalogul "cataloagelor" bibliotecilor din ţară. Şi dacă îl inserează, în care dintre ele să o facă?

 
În cazul în care s-ar decide să aleagă catalogul "cataloagelor" care se conţin ca titlu, nu ar avea nici o problemă: poate să introducă sau nu şi titlul catalogului său.

 
Dar dacă ar opta pentru varianta – oarecum de bun simţ – pentru a insera titlul catalogului său – în catalogul "cataloagelor" ce nu se conţin ca titlu (în notaţie prescurtată – Ccnct)?

 
Atunci, responsabilul cu cataloagele de la Biblioteca Naţională se află în următoarea dilemă:
 
— Dacă ar însera titlul în Ccnct, atunci conform constituirii Ccnct, titlul nu ar trebui înserat în Ccnct. Contradicţie!
 
— Dacă nu ar însera titlul în Ccnct, atunci conform alcătuirii Ccnct, titlul ar trebui înserat în Ccnct. Contradicţie!

 
Evident, în urma ultimelor achiziţii tehnologice s-a adaptat şi circulă deja şi o versiune – pentru pagini Web – a paradoxului cataloagelor.

 
Paradoxuri de listă: paradoxul nominalizării, paradoxul omisiunilor etc.

 
Prin exemplele anterioare, observăm cum paradoxul lui Russell nu afectează doar „fundamentele matematicii", ci îşi extinde tentaculele şi în afara lor.

 
Vom evidenţia în continuare – în premieră, sperăm noi – câteva paradoxuri din aceiaşi familie a paradoxului lui Russell, dar care se „insinuează" mai adânc în viaţa noastră reală. Şi care bineînţeles, aduc „capcanele" şi „grijile" paradoxului foarte aproape de noi.

 
Le-am numit generic, paradoxuri de listă. Începem, exemplificativ – cu un paradox care poate surveni la orice competiţie artistică, sportivă, ştiinţifică etc; anume: i Paradoxul nominalizării.
 
La o gală de premiere (de exemplu: OSCAR, Palme d'Or, UNITER, MTV Music Awards etc.) se întocmeşte o listă cu nominalizările la un anumit premiu. Cineva (o persoană sau un jurnal din domeniu) face o altă listă cu persoanele (producţiile, performanţele etc.) – pe care le vom numi – generic – elemente care nu sunt în "lista oficială ". Adică întocmeşte o listă a ne-nominalizaţilor (sau ne-nominalizatelor), o listă conexă celei oficiale. Altcineva alcătuieşte o listă L – a elementelor care nu sunt în lista conexă.

 
Să vedem ce se întâmplă în/cu această a treia listă! Relativ la un element e, există doar două posibilităţi: să fie în L, sau să nu fie în L. Le analizăm pe rând:
 
— Dacă elementul e este în L atunci – conform modului de alcătuire a listei L, e nu este în L/
 
— Dacă elementul e nu este în L atunci – conform modului de alcătuire a listei L, e este în L/

 
În ambele situaţii se ajunge la contradicţie.

 
O altă situaţie privitoare la liste – care excede cazului nominalizărilor – este cea în care, în urma unei enumerări oarecare, sunt pasate (omise) alte elemente asemănătoare (poate de mai mică importanţă, sau considerate după alte criterii de selecţie). Cu toţii am văzut: texte de legi, regulamente, înşiruiri de proprietăţi etc, care după enumerarea unor: articole, puncte, însuşiri etc., ne "expediază", printr-o ultimă sintagmă de tipul "altele decât cele de la": articolele punctele. Etc. Această ultimă citare "prin omisiune" poate să şi lipsească (ca în cazul nominalizărilor). Semnalăm şi pentru acestea ii. Paradoxul omisiunilor.
 
Să presupunem că avem o listă: de însuşiri (calităţi, defecte etc.), de articole (de lege, din regulamente, sau – pur şi simplu – de uz casnic!), de proprietăţi etc.

 
Ca la paradoxul nominalizărilor, putem considera o nouă listă: cea a omisiunilor faţă de lista iniţială. Dacă vom considera acum o a treia listă O, ale cărei elemente nu sunt în lista omisiunilor, se ajunge în acelaşi fel la situaţia dilematică din paradoxul nominalizărilor. Prin particularizarea listei iniţiale, pot prolifera paradoxuri pentru: calităţi, defecte, boli, cod penal, regulamentul cercetaşului, nominalizări, cataloage, mulţimi, bucătărie etc., etc.
 
(Cvasi-) paradoxul colecţionarului.
 
Să mai punem în evidenţă o situaţie paradoxală (cvasi-paradoxală, sau semi-paradoxală!).

 
Să presupunem că un colecţionar doreşte să-şi facă o colecţie deosebită de a tuturor celorlalţi colecţionari. Anume, el vrea să facă o colecţie de lucruri (obiecte) care nu fac parte din nici o colecţie.

 
Dar când colecţionarul nostru analizează ce fel de lucruri 1 trebuie să conţină această colecţie C, stupoare!:
 
— Dacă un lucru 1 este în colecţia C, atunci 1 nu este în nici o colecţie – deci nu este nici în colecţia C; contradicţie!

 
Să observăm că nu mai obţinem o contradicţie dacă ne plasăm în complementara lui C, adică dacă ne interesăm de lucrurile ce nu fac parte din colecţie (deşi acest lucru este mai puţin important pentru un colecţionar!). Într-adevăr:
 
— Dacă un lucru 1 nu este în colecţia C atunci, conform constituirii lui C înseamnă că 1 este într-o colecţie, (nu neapărat C). Deci nu mai avem contradicţie.

 
Rezultă că (semi) paradoxul colecţionarului nu face parte decât aparent din familia paradoxului lui Russell. În ciuda paralelismului evident, mulţime – colecţie, cât şi a modurilor asemănătoare (auto-referenţiale), dar nu identice – în care sunt constituite atât mulţimea Russell R cât şi mulţimea C!

 
În acelaşi fel ca la (cvasi-) paradoxul colecţionarului, putem să obţinem variante pentru – să zicem: – un paradox al negustorului, dacă ne imaginăm un negustor care vrea să comercializeze produse ce nu le mai comercializează nimeni (alţi negustori, magazine, firme,.);
 
— (sau prin oglindire) un paradox al cumpărătorului, dacă ne închipuim un cumpărător care vrea să cumpere produse ce nu le-a mai cumpărat nimeni etc., etc.

 
Chiar şi pe jumătate. Paradoxale, aceste situaţii de extracţie aproape cotidiană – ne arată încă odată cât de insidios poate apărea paradoxul în existenţa noastră!

 
Tentative pentru evitarea paradoxului lui Russell.
 
Evident că aproape imediat după semnalarea paradoxului – şi a consecinţelor sale dezastruoase asupra ştiinţelor matematice (şi nu numai a lor) – s-au căutat căi de soluţionare.

 
Una dintre ele a constat în revizuirea teoriei cantoriene a mulţimilor de către Emst Zermelo în 1908. Acesta a propus o axiomatizare a teoriei mulţimilor (care a fost completată în 1922 de Abraham Fraenkel – rezultând binecunoscutul sistem Zermelo-Fraenkel), care să evite conceptul paradoxal de „mulţime a tuturor mulţimilor". Acestă axiomatizare restrânge principiul comprehensiunii, principiu cantorian – după care o proprietate (un predicat) defineşte o mulţime.

 
Atenţie însă! Această axiomatizare evită paradoxul lui Russell (cât şi un alt paradox celebru al teoriei naive a mulţimilor lui Cantor, anume paradoxul lui Burrali-Forti), dar nu garantează excluderea apariţiei unor noi tipuri de paradoxuri! Oricând este posibilă apariţia unei alte situaţii paradoxale, care să submineze în aceiaşi măsura eşafodajul noii teorii.

 
O altă abordare care să elimine paradoxul este teoria tipurilor elaborată de însuşi Russell în două etape: în 1903 (teoria "simplă" a tipurilor – în Principles of Mathematics) şi în 1908 (teoria ramificată a tipurilor, în articolul "Mathematical Logic as Based on the Theory of Types").

 
Prin teoria tipurilor se evită în special autoreferinţa (prezentă şi în alegerea mulţimii din paradox), cea care este prezentă şi în alte paradoxuri cunoscute şi în mod sigur una din cauzele apariţiei lor.

 
În esenţă, teoria tipurilor este o teorie ierarhizată, în care mulţimea (clasa) este de un tip superior tipului elementelor sale. Emst Zermelo (1871 – 1953)

 
În această ierarhie a tipurilor, o entitate aparţine unui tip şi numai unuia, iar o anumită proprietate nu poate fi atribuită decât unei entităţi de tip imediat inferior tipului proprietăţii. Astfel, tipul 0 corespunde elementelor (indivizilor), tipul 1 – proprietăţilor elementelor, tipul 2 – pentru proprietăţile proprietăţilor elementelor etc. În felul acesta este posibil să te referi la toate obiectele care îndeplinesc o anumită
 
— ^yfcd condiţie (predicat), numai dacă obiectele sunt toate la acelaşi nivel ori – -sunt de acelaşi "tip". Conform acestei teorii, mulţimea tuturor I mulţimilor trebuie considerată de tip superior tipului ei înseşi. De aceea conceptul de mulţime a tuturor mulţimilor, conform teoriei tipurilor – nu există, sau este lipsit de sens – din punct de vedere sintactic.

 
O altă cale de evitare a paradoxului lui Russell ar fi considerarea unei logici trivalente. Adică – pe lângă prezenţa situaţiei bivalente: M e M, respectiv M i M, s-ar mai adăuga şi posibilitatea de indecidabilitate M e M sau M i M.

 
Dar şi aici – în locul limitării impuse de legea terţului exclus din logica bivalentă – ar trebui să funcţioneze o lege a quartului exclus!

 
Şi nu garantează nimeni că nu poate apare un paradox similar celui al lui Russell şi pentru această situaţie!

 
Au existat bineînţeles şi alte abordări de soluţionare a paradoxului, precum cele ale lui David Hilbert şi formaliştilor (care cereau folosirea doar a obiectelor finite, bine definite şi constructibile), sau Luitzen Brouwer şi intuiţioniştilor (după care nu poate fi asertată existenţa unui obiect matematic, până nu se poate indica şi o cale de construcţie a lui).

 
Luitzen Brouwer (188l-l966)

 
Factori favorizanţi în apariţia paradoxului.
 
Inventariem aici trei elemente importante ce pot genera paradoxuri:
 
— Libertatea excesivă în formarea mulţimilor în teoria lui Cantor – susţinută şi în axiomatica lui Frege – propusă pentru Teoria naivă a Mulţimilor. Defecţiunile instaurate, mai cu seamă prin axioma de comprehensiune, au fost oportun şi magistral speculate de Russell în construcţia mulţimii R.
 
— Autoreferinţa – cea care instituie un soi de circularitate, un fel de "cerc vicios" şi care este prezentă în proprietatea după care se generează mulţimea R sau variantele sale. Pentru anihilarea ei, Russell a conceput Teoria tipurilor, iar Quine – Teoria stratificării.
 
— Negaţia (sau anumite forme de negaţie). După părerea noastră, negaţia este de asemenea una din cauzele apariţiei paradoxului "mulţimii tuturor mulţimilor" – şi nu numai. Aţi observat desigur că şi în definirea mulţimii R s-a insinuat negaţia: mulţimea tuturor mulţimilor care nu-şi aparţin!

 
Prin negare suntem deja "aruncaţi în infinit!". Ori – se ştie – infinitul este tărâmul predilect de apariţie a paradoxurilor. Reluând dintr-un exemplu anterior: un creion este un obiect, dar un non-creion poate însemna orice, o infinitate de alte lucruri!

 
Paradoxul lui Russell – sursă de progres.
 
Este foarte interesant cum această situaţie paradoxală, survenită la o problemă punctuală, a generat apoi progrese în ramuri ale matematicii, unele destul de îndepărtate de zona de criză.

 
Astfel, pe un lanţ cauzal pornind de la paradox, s-a pus problema dacă sisteme axiomatice (precum cel al lui Zermelo-Fraenkel sau teoria tipurilor) sunt libere de contradicţii. Şi dacă sunt suficient de puternice: capabile să demonstreze toate propoziţiile adevărate şi să infirme toate propoziţiile false.

 
Din păcate şi aceste noi sisteme au avut parte de critici din partea specialiştilor, pentru faptul că nu au reuşit să evite şi alte paradoxuri, poate la la fel de nocive.

 
Este de observat că aceste probleme nu sunt de natură matematică, ci mai degrabă de limbaj şi de structură a matematicii, de sintaxa matematicii. Aceasta nouă disciplină logico-matematică, care este îndeobşte cunoscută sub numele de metamatematică – este poate cel mai important câştig epistemologic provocat de paradox. Ar putea fi considerată şi ca o medicină a matematicii: pornind de la simptome, stabileşte anumite afecţiuni, găseşte şi prescrie remedii care vindeca total sau parţial, definitiv sau temporar – anumite stări de boală.

 
Este suficient să amintim aici doar trei din corifeii metamatematicii şi aportul lor la noua disciplină: DavidHilbert (prinprogramul lui Hilbert, 1920-l922), Kurt Godel (prin teorema de incompletitudine, 1931), Willard van Orman Quine (prin teoria stratificării, 1937).
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