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NOTAŢII 

e — semnul de apartenenţă la o mulţime 

d — semnul de neapartenenţă la o mulţime 

c — semnul de incluziune a mulţimilor 

$£ — semnul de neincluziune a mulţimilor 

U — semnul de reuniune a mulţimilor 

f) — semnul de intersecţie a mulţimilor 

V — cuantificatorul universal („oricare ar fi") 

1 — cuantificatorul existenţial („există") 

a> — semnul de implicaţie logică 

<*=> — semnul de echivalenţă logică 

0 — mulţimea vidă 

{XGX\P(X)} — mulţimea elementelor din X care au proprietatea F 

{**} el ~~ * a m ^ e ^ e elemente 

X \ ^ 4 , Cx^» Ĉ 4 — complementara în X a mulţimii A 

A\B — diferenţa a două mulţimi A şi B 

A X B — produsul cartezian al mulţimilor A şi B 

Xn — produsul cartezian a n mulţimi egale cu X 

ŢI — semn pentru un produs (cartezian) de mulţimi sau de 
numere 

T T — semnul de reuniune disjunctă 

Yx — mulţimea funcţiilor definite pe X cu valori în Y 

f:A-*B — funcţia / definită pe mulţimea A cu valori în mulţimea B 

f(A) — imaginea directă a mulţimii A prin funcţia / ; f(A) =* 
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f~x(A) —imaginea inversă a mulţimii A prin funcţia / ; / - 1 (A) «* 
= {x\f(x)eA} 

f-1 — inversa funcţiei b i jec t ive/ 

o — semnul de compunere a două funcţii 

supp, spt — suportul unei funcţii, măsuri, distribuţii 

N — mulţimea numerelor naturale; N = (1, 2,...) 

R — mulţimea numerelor reale (dreapta r) 

R + — mulţimea numerelor reale pozitive; R + = {x € R \x^0) 

R — dreapta reală extinsă; R = R u { — co, -f- oo} 

C — mulţimea numerelor complexe (planul complex) 

C — planul complex extins C = C u {oo} 

Q — corpul numerelor raţionale 

Z — inelul numerelor întregi 

l<*, &],[<*> b), {a, 6], (a, b) — intevale în R 

| a | — modulul lui a 

z — conjugatul numărului complex z 

Re z, re z — partea reală a numărului complex z 

Im z, im z — par tea imaginară a numărului complex z 

log, In — logaritm în baza e 

ea, e x p a — funcţia exponenţială în baze e 
b 

var x(t), V x— variaţia totală a funcţiei x:[a, b] -*• R 
(e [a, b] a 

M 
dx ' 

ăx ' 

dxn 

— semnul de integrală 

fx — derivata parţială a funcţiei / în raport cu x 

f — derivata funcţiei / 

/(») _ derivata de ordin n a funcţ ie i / 

Ker / — nucleul aplicaţiei liniare / ; Ker / = {x \f(x) ^ 0 } 

max A — cel mai mare element al mulţimii A 
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min A — cel mai mic element al mulţimii A 

ni A — marginea inferioară a mulţimii A 

sup A — marginea superioară a mulţimii A 

lim, lim sup — limita superioară 

lim, lim inf — limita inferioară 

lim xn — limita şirului {xn}ne-^ 
n-*ao 

s *» — suma unei serii 

S — semn pentru suma unei familii sumabile de elemente 

int A, Â — interiorul mulţimii A 

Ă — închiderea mulţimii A 

|| || — norma 
J2(X, Y) — spaţiul operatorilor liniari şi continui definiţi pe X şi cu 

valori în Y 
J2(X) — spaţiul operatorilor liniari şi continui definiţi pe X cu va

lori în X 
Ck{T) — mulţimea funcţiilor de clasă Ck pe T 
C°°(T) —mulţimea funcţiilor de clasă C00 pe T 
det A — determinantul matricii A 

C)c: — combinări de n elemente luate cîte k 

n î — n-factorial; n ! = 1 • 2 •... • n 
$ij — simbolul lui Kronecker;;>$# = 0 dacă i^j şi Bi§ = 1 dacă 

i = j 
0 — elementul nul într-un spaţiu liniar 

ABREVIERI 

a.p.t. = aproape peste tot 
ex. = exemplu 
i.e. (id est) = adică 
obs. = observaţie 
rel. = relativ la 
v. = vezi 



A 

abatere medie pătratică (a două funcţii reale / şi g pe intervalul compact 

[a, b]), expresia / f ţ ^ ) „ g^2 dXm D a c ă a ^ _TC| b ^ 7r> i a r g parcurge 

polinoamele trigonometrice de ordin n, atunci a.m.p. a funcţii lor/ şi g îşi atinge 
valoarea minimă de îndată ce g este polinomul Fourier de ordin n asociat lui 
/ pe [-TU, TU]. (S.M.) 

acces perfect (al unei funcţii într-un punct) Fie / : ^ c = R -> R. Un a.p. 
al lui / î n x e A este o mulţime perfectă T czA care se acumulează în x at î t 
la stînga cît şi la dreapta astfel încît res t r ic ţ ia / | F este continuă în x. O func
ţie de prima clasă Baire în intervalul compact I are proprietatea lui Darboux 
dacă şi numai dacă admite un a.p. în fiecare punct din / (la extremităţi acu
mularea va fi unilaterală). (S.M.) 

acoperire, familie {F>i}ieI de părţ i ale mulţimii 9C avînd proprietatea 
ţ j Di = 9C. Se numeşte subacoperire a a. {Di}ieIo subfamilie {Di}iej, Jczl 

iei 
astfel încît (J Di = 9C. Dacă mulţimea / este finită a. se numeşte finită. Dacă 

9C este un spaţiu topologic şi toate mulţimile D( sînt deschise se spune că a. 
{D(}ie 1 este a. deschisă. Dacă {Di}i EI şi {Fj}jer sînt două a. ale lui 9C şi dacă 
pentru orice j e J există iei astfel încît FjczDi, se spune că a. {Fj} -g r este 
subordonată a. {Di}işI (sau că {Fj}:e r este înscrisă în {Di}ieI). (Gh.Gr.) 

acoperire convexă v. spaţiu liniar 
acoperire echilibrată v. spaţiu liniar 
acoperire liniară v. spaţiu liniar 
acoperire local finită v. familie local finită de mulţimi 
acoperire plină v. mulţime ordonată 
acoperire solidă v. spaţiu liniar ordonat 
acoperire Vitali Fie (X, d) un spaţiu metric, 93 tribul borelienelor lui X şi 

\L\ 93 —• R4. o măsură numărabil aditivă cu proprietatea că \x(A) < oo pentru 
orice bilă închisă AcX. Fie AaX o mulţime şi 9̂  un sistem de mulţimi 
închise şi mărginite ale lui X. Vom. spune că 9" este o a.V. pentru A sau că A 
este acoperită în sensul lui Vitali de 9* dacă fiecare mulţime din S are măsură 
strict pozitivă finită şi, în plus, există un număr strict pozitiv a şi un număr 
b > 2 astfel încît pentru orice x din A şi orice e > 0 putem găsi F e 9' cu pro
prietăţile: a) xeF; b) \i(F) < e; c) ii{B(F, b B(F)))l\i{F)^a, unde 'j(F) este 
diametrul lui F iar B(F, 8(I*))-.bila. deschisă de centru F si rază ,$(F) (i.e. 
B{F, ${F)) =. {xeX\d{x,F) <:§(F)}) ; :. , 
Teorema de acoperire a lui Vitali. Dacă (̂ T, d) este un spaţiu metric compact 
şi 9" o a.V. pentru o mulţime AczX, atunci există o parte finită sau un şii{Fn}n 
de elemente din 9", mutual disjuncte, astfel încît mulţimea A\JUF»| 

este jx-neglijabilă. 
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Considerăm acum cazul X — R . Fie X măsura Lebesgue în R şi A c R o 
mulţime mărginită. Se spune că o familie de intervale Ş nedegenerate şi măr
ginite este o a.V. pentru A dacă pentru orice x în A şi orice e > 0 există un 
interval / e Ş cu x e / şi \(I) < e. Teorema de a.V. spune că dacă Ş es te 
o a.V. pentru AczR., atunci există o parte finită sau un şir {In}n de elemente 
din Ş, mutual disjuncte, astfel încît m u l ţ i m e a £ \ f U - f » ) este neglijabilă. (/. C.) 

aderenţa unei mulţimi v. punct aderent 
adevăratul maxim v. spaţii Lp, spaţii £p(\i) şi LP(\L) (în raport cu o măsură 

Radon), funcţie total măsurabilă 
adjunctul formal (al unui operator diferenţial liniar) Fie F(x, D) — 

= J ] aa(x) D a un operator diferenţial liniar; aici a = (ax, ...,a») este un 

„ i $ 
multiindice, D a = Dj ... D„ , unde Dk = , | a I = ax + ... + a», iar 

coeficienţii aa(x) sînt funcţii de clasă cel puţin Cm într-o mulţime deschisă 

din Rw . Notînd cu (u, v) — \ u(x) v(x) dx produsul scalar din L2(Q), a.f. 

(sau algebric, sau transpusul) operatorului P , notat cu P (sau *P), este unicul 

operator diferenţial ce verifică (Fu, v) — (u, Fv) pentru orice ueC™(£l), 

l/e C00. Expresia lui P este Fv = J j ( - l ) ' a ' Da(aa(#) n). (G. G.) 

adjunctul unui operator v. operator autoadjunct, operator simetric 
algebra Grassmann (a unui spaţiu vectorial real finit-dimensional V), o 

R-algebră asociativă cu element 1, notată /\{V), cu proprietăţile următoare: 
1) V este un subspaţiu vectorial al l u i / \ ( F ) şi vf\v — 0 pentru orice n e V> 
unde prin y\ se notează înmulţirea în f\(V)', 2) Algebra /\(V) este generată 
de elementul unitate împreună cu elementele lui V; 3) /\(V) este un spaţiu 
vectorial de dimensiune 2n, unde n este dimensiunea lui V. Sin.: algebră ex
terioară. Explicităm, mai întîi, o construcţie efectivă a a.G. /\(V*), unde V*: — 
= H o m ^ j F , R) este dualul lui V, i.e. spaţiul tuturor funcţionalelor (formelor) 
liniare pe V. Amintim că dacă W,VV ..., Vv sînt spaţii vectoriale, o aplicaţie 
f' V±x ... X Vp -+ W se numeşte aplicaţie p-liniarâ (sau aplicaţie multiliniarâ 
de grad p) dacă, pentru orice ie {1, ..., p] şi orice sistem de vectori vj e Vj, 
jj^i, aplicaţia parţială 

Vi3vl->f(vlt ...,Vi_vv,Vi+1, ...,vP)eW 

este liniară; se utilizează termenul de aplicaţie biliniarâ pentru o aplicaţie 
multiliniarâ de grad p = 2. Pentru orice număr natural p se pune Vp : = 
— Vx ... X V (de p ori). Se numeşte p-tensor covariant (sau tensor covariant de 
grad p, sau funcţională multiliniarâ de grad p, sau formă p-liniarâ) pe V orice 
aplicaţie ^-liniară / ; Vp —• R. Mulţimea tuturor ^?-tensorilor covarianţi pe spa
ţiul vectorial V are o structură evidentă de spaţiu vectorial; acest spaţiu vec
torial se notează prin TP(V*) şi se numeşte a p-a. putere tensorială a lui V*. 
Avem T1^*) = V* şi se pune, prin definiţie, T°(V*): — R (i.e. un tensor 
covariant de grad zero pe V este, prin definiţie, un număr real). în fine, se 
pune 

r ( 7 * ) : = © TP(V*) (suma directă de spaţii vectoriale). 
P>0 
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Dacă p si q sînt numere naturale, produsul tensorial a doi tunsori covarianţi 
fe TP(V*) şi g e Tq(V*) este tensorul covariant / ® ge TP+Q(V*) definit prin 

( / ® g) K , . - , vp+q) =f(vlt ..., vp) g{vp+1> ..., vp+Q) 

pentru vv ..., vp+Q e V. Cînd p — 0, / = c e R şi se pune / ® g = cg; în mod 
similar se tratează cazul q = 0. Produsul tensorial este o operaţie biliniară şi 
asociativă, dar necomutativă în grade p, q > 1. Această operaţie se extinde 
prin liniaritate la o înmulţire pe spaţiul vectorial T(V*), care face din acest 
spaţiu vectorial o R-algebră, numită algebră tensorială a lui V*. Pentru orice 
număr natural p, grupul Sp al permutărilor mulţimii {!,..., p} acţionează 
la stînga pe spaţiul vectorial TP(V*) prin aplicaţia Sp x TP(V*) 3 (a,f) l~-> 
! - > a / e TP(V*) definită prin 

af(vv...,vp): = / (w o ( 1 ) va{p)) 

pentru orice ^-uplu de vectori vv ..., vp e V. Un ^-tensor covar ian t / pe spaţiul 
vectorial V se numeşte alternat (sau exterior) dacă of = e(o) / pentru orice 
t xeSp , unde e(a) este semnul permutării a, i.e. e(a) = 1 cînd a este pară şi 
c(a) = — 1 cînd a este impară. Mulţimea tuturor j!?-tensorilor covarianţi alter
naţ i pe V este un subspaţiu vectorial al lui TP(V*), care se notează prm/\p(V*) 
şi se numeşte puterea exterioară de grad p a lui V*. Avem /\^(V*) — J^(V*) = 
~ F* şi se pune, prin definiţie, /\°(V*): = T°(V*) = R. în fine, se pune 

A(V*) = 0 AP(T 7*) ( s u m â directă de spaţii vectoriale). 

Pentru orice număr natural p avem o aplicaţie liniară Alt: TP(V*) -+ TV(V*), 
numită aplicaţia de alternare, definită prin 

Alt(/) : = i . Yi e(a)q/. 
p\ oeSp 

Această aplicaţie are proprietăţile următoare: 1) Pentru orice fe TP(V*), re
zultă Alt (/) e'/\p(V*); 2) Dacă fe /\P(V*), atunci Alt (/) = / ; 3) Alt (of) = 
= e(a) Alt ( /) ; 4) Alt (Alt (/) ® g) - Alt ( / ® Alt(g)) = Alt ( / ® g) pentru 

fe Tp(V*) si g e T«(F*); 5) Alt ( g ® / ) = ( ~ l)w Alt ( / ® g) p e n t r u / e T^(F*) 
şi g e Tff(F*). Dacă p şi q sînt numere naturale, produsul exterior a doi tensori 
al ternaţi / e / \ p ( F * ) şi ge/\Q(V*) este tensorul alternat f /\ g e /\P+Q(V*) 
definit prin 

/Ag = J £ ± j H A l t ( / ® g ) = — L - X e(a)a(/®g). 
p\q\ p\q\ oeSp+q 

Cînd )̂ = 0, / == c e R şi se pune c A g = cg; în mod similar se tratează ca
zul q = 0. Produsul exterior este o operaţie biliniară, asociativă şi, în plus, 
anticomutativă, i.e. ff\g = (— l)pq g f\f dacă / este de grad p şi g de grad q\ 
în particular, f /\f = 0 cînd / este de grad impar. Menţionăm că dacă 
/i» •••»/w sm"t tensori alternaţi pe V de grade pv ..., px respectiv, atunci 

A A - . A / * « ••fo + " + fo>! Alt (A ® ... ® fN). 

Produsul exterior se extinde prin liniaritate la o înmulţire pe spaţiul vectorial 
/\(V*) şi face din acest spaţiu vectorial o R-algebră, numită a.G. a lui V*. 
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Teorema bazei. Dacă / j , . . . , / ^ este un reper al lui V*, atunci produsele exterioare 
de forma /t- A ••• Afip cu l^h < ... < ip^n formează un reper în spaţiul 
vectorial /\P(V*); în particular acest spaţiu vectorial are dimensiunea 

( n \ n ' { YL \ 

•• = '- cînd O^p^n şi I I : = 0 cînd p> n, deci spaţiul P) p\{n-p)\ \p) 
vectorial f\(V*) este de dimensiune 2n. 
Dacă W este un alt spaţiu vectorial de dimensiune finită, se asociază fiecărei 
aplicaţii liniare A:W-+V un morfism de R-algebre A*: j\{V*) -*/\(W*) 
definit, pentru orice fe/\p(V*), p r i n ^ * ( / ) : = foAp, unde Ap: = A x ... xA 
(de p ori), cînd p > 1 şi A*('f): = f cînd p = 0; tensorul alternat A*(f) are 
acelaşi grad cu / şi se numeşte imaginea inversă a lui / prin aplicaţia liniară 
A. Aplicaţiile V l~* /\(V*) şi A i—> A* definesc un functor contravariant de 
la spaţii vectoriale de dimensiune finită la R-algebre. 
Teorema determinantului. Dacă A este un endomorfism al lui V', atunci, pentru 
orice w-tensor a l t e r n a t / pe V, unde n este dimensiunea lui V, avem A*(f) = 
(Amintim că determinantul det(^4) al unui endomorfism A al lui V se defi
neşte folosind un reper al lui V care identifică V cu R w ; definiţia nu depinde 
de alegerea acestui reper.) Dăm în continuare o construcţie a algebrei exterioare, 
a lui V. Fie V**: = Horn (V*, R) dualul lui V*; aplicaţia V3vi-+v** e V**, 
definită prin v**(f): = f(v) pentru feV*K este un izomorfism de spaţii vec
toriale. Acest izomorfism se utilizează pentru a identifica spaţiile vectoriale 
V şi V**. Vom defini deci algebra exterioară a lui V punînd /\P(V) '• =/\p(V**) 
pentru orice p ^ 0 şi d e c i / \ ( F ) : =/\(V**). Aplicaţia canonică 6: V*p -* 
-*• f\v{V*) definită prin 0(fv...,fp) = f1A ••• Afv este ^-liniară alterna
tă, i.e. 

Vad) W ^ l a l O l / , /,) 
pentru orice fv ...,fPeV* şi a <= Sp, iar aplicaţia Q*:/\p{V*)*-+/\p{t), definită 
prin .9 <—» 9 0 0, 9 e /\P(V*)*, este un izomorfism de spaţii vectoriale. Astfel 
spaţiul vectorial /\P(V) este canonic izomorf cu dualul spaţiului vectorial 
/\P(V*). Există construcţii mai generale care permit definirea algebrei ten-
soriale T(M) şi a algebrei exterioare /\(M) pentru orice A -modul M, unde 
A este un inel comutativ cu element unitate, în rest arbitrar. Menţionăm aici 
numai că se pot construi puterea exterioară /\P(V) şi a.G. /\(V) pentru un 
spaţiu vectorial complex finit-dimensional V după modelul prezentat mai sus 
în cazul real. (M. / . ) ' . ' 

algebră, spaţiu liniar X înzestrat şi cu o „operaţie de înmulţire a elemen
telor", i.e. o aplicaţie (x, y) -* xy a \vXXxX în X cu următoarele proprie
tă ţ i : x(yz) = (xy) z; x(y -f z) = xy + xz; (y + z) x; == yx + zx; (ax) (py) == 
= (a(3) (#y), unde a, P sînt scalari. O a. X se spune că este o a. mi /ă sau o 
a. complexă, după cum X este un spaţiu liniar real sau un spaţiu liniar complex. 
Se spune că o a. X este comutativă dacă xy = y# oricare ar fi elementele *, y 
din AT. Se numeşte a. cw unitate o a. X în care există un element u cu proprieta
tea: xu = «•*• oricare ar fi x e X . Cînd un astfel de element u există el este unic. 
Elementul u se numeşte element unitate. într-o a. cu unitate un element # 
se spune că este inversabil dacă există un element x' astfel ca x'x =* xx' — 
— u, unde u este elementul unitate al a. Elementul x' se numeşte inversul lui 
x. Cînd un element # este, inversabil^ inversul său x' este unic şi se notează 
x-1. O submulţime G a unei a. X se numeşte subalgebră dacă din x,yeG re
zultă că şi elementele x + y, OLX (unde a este un scalar oarecare) şi xy aparţin 
lui G:: Dacă A este*> submulţime oarecare a a. AT, cea mai mică subalgebră * care • 
conţine Â se mxmeşfessuiialgebra generată -de A ; ea este mulţimea tuturor eleV \ 
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mentelor ze X de forma z = S] "k{Xi, unde n este un număr natural 

oarecare, X1# X2, ..., X» sînt scalari oarecare, iar fiecare element X{ este de forma 

Xi = anan ... a i m j , aijQA, j = 1, 2 , . . . , m<. 

Două a. X, V (ambele reale sau ambele complexe) se numesc izomorfe dacă 
există o bijecţie h: X -+ Y cu proprietăţile: 

M*i + *2> = M*i) + Â W ) 
h{aLx) — cth(x) (a scalar); h(xxx2) = AJATJ A(^2)* 

Orice a. este izomorfă cu o subalgebră a unei a. cu unitate. Fie Z o a . comuta
tivă cu unitate. O submulţime E a a. X se numeşte zieaZ dacă din #, y e JE 
rezultă că şi elementele x -\- y şi xz aparţin lui E oricare ar fi z e X. Un ideal 
E se numeşte ideal nenul dacă E ^ {0} şi se numeşte ideal propriu dacă E^X. 
Un ideal propriu E se numeşte ideal maximal dacă din EczE', unde £ ' este 
un ideal propriu, rezultă E — E'. Orice ideal propriu este conţinut într-un 
ideal maximal. Dacă a. X nu are ideale maximale nenule, atunci X este un 
corp. Dacă E este un ideal în a. X, atunci spaţiul liniar cît XjE se organizează 
ca a. definind înmulţirea a două elemente oarecare x, y (unde x este clasa de 
echivalenţă determinată de elementul x din X) prin xy = xy. A. XjE se nu
meşte a. cît (a a. X prin E). Un ideal propriu E este maximal dacă şi numai 
dacă a. cît X / £ este un corp. (R. C.) 

algebră Banach v. algebră normată 
algebră Banach involutivă, algebră Banach complexă X în care s-a da t 

o aplicaţie x -+ x* a lui X în X cu următoarele proprietăţi: (x + y)* = # * - } -
-f-y*; (<x#)* = OCA?* (unde a e C iar â este conjugatul lui ce); (#;y)* = y * # * ; 
(**)* - #; || **|| = p i ] . Dacă X satisface condiţia || #** || = || x Ha, 
atunci X se numeşte C*-algebră. Aplicaţia x -+ ^* a lui AT în X se numeşte 
involuţie. Orice C*-algebră, comutativă, unitară, este izomorfă cu algebra 
Banach C^(T) a funcţiilor complexe continue definite pe un anumit spaţiu 
compact T (în C'(T) se consideră operaţiile obişnuite şi norma obişnuită: 
II x U = max { |x(t) \\teT}, xe Cc(t)) (teorema Gelfand-Naimark).{R. C) 

algebră Banach semisimplă v. radicalul unei algebre 
algebră Banach unitară v. algebră normată 
algebră Boole v. mulţime ordonată 
algebră booleana v. mulţime ordonată 
algebră comutativă v. algebră 
algebră cu unitate v. algebră 
algebră exterioară v. algebra Grassmann 
algebră grupală Fie G un grup topologic local compact şi CK[G) = 

— { / :G->r | / este continuă şi are suport compact}, unde F este R sau C. No
tăm cu C7H1(G) spaţiul vectorial al măsurilor Radon mărginite pe G (v. măsură 
Radon). 9/£x(G) împreună cu operaţiile obişnuite de adunare şi înmulţire cu 
scalari, precum şi cu operaţia de înmulţire dată de convoluţie (i.e. produsul 
măsurilor mărginite m şi n este m * n) devine algebră Banach cu element uni
ta te ee (unde ze este măsura Dirac concentrată în e, elementul uni tate al lui 
G). Această algebră este comutativă dacă şi numai dacă G este grup comuta
tiv. Norma pe ^(G) este dată de m !-> J | jw| | | : = || |m| (], unde |j \\ este 
norma obişnuită a măsurilor Radon mărginite. Avem relaţia U|m * n\\\ ^ 

- < | | l w | | | • | | |n| | | , pentru orice m şi n\ din CM1(G): Putem spune că CK1(G. 

file:///vXXxX
file:////teT}
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este dualul spaţiului normat 9C(G) înzestrat cu norma convergenţei uniforme 
/ '—• 11/II = sup {\f(x) | | xeG}. Vom considera acum o subalgebră a lui 
9îl1(G). Anume, fie u. măsura Haar invariantă la stînga pe G, Pentru orice două 
func ţ i i / ş i g din -61({JL) (v. spaţii J2p([i) şi Lv(\i) (în raport cu o măsură Radon)) 
convoluţia l o r / * g este definită jji-a.p.t. şi extinzînd-o peste tot putem scrie 
f*ge J21([x). Mai mult, dacă f—f şi g' = g ţx-a.p.t. rezultă că / ' * gf = 
— / * S ^-a.p.t. Vom putea defini atunci în mod neambiguu pentru / şi'g' în 
V-([L) convoluţia/**^: =f*g. în acest mod, I . 1 ^ ) înzestrat cu operaţiileî 
a) (Adunare) / + f : = / + g; b) (înmulţire cu scalari) af: = af ; c) ( înmul
ţire) / •gr : = / * # ' , pen t ru / , g* în L1(|JL) şi a în T, devine algebră Banach. Norma 
este norma lui V-([i)t deci | | / || = 11/11!. Algebra V-(\L) se numeşte a. g. a 
lui G (sau algebra grupului G). Dacă f1 este în L1([x), putem identifica / cu 
măsura Radon m = f\i din c)?l1(G) (v. măsură Radon definită prin densităţi). 
Aşadar, avem injecţia liniară V: L1^) -^CK1{G), V(f) = ra — /pt, care este 
şi izometrică (11/11!= | | |*w| | | ) . Identificînd L1^) cu V(L}(\L)) putem scrie 
L1{[i)czcK1(G) şi atunci se arată că V-(\i) este un ideal bilateral în CW-(G)^ 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) Algebra V-^i) are element un i ta te ; 
2) Grupul topologic G este discret. Aşadar, în general, L1([JL) nu are element 
unitate. Se arată însă că pentru orice vecinătate V a elementului uni ta te 
există o funcţie uy: G —• [0, oo) care este continuă, simetrică (i.e. uy(x~x) =» 

= uy(x) pentru orice x în G), are suportul inclus în V şi i uy(x) dfji(#) = L 
Familia {uy}y qj> s e n u r r ieşte unitate aproximativă pentru convolujie. Denu
mirea se justifică în cele ce urmează. în primul rînd, am notat prin °^ 
familia vecinătăţilor lui e şi °^ devine mulţime dirijată cu ordinea da tă 
de V< W: <=> V => W. în al doilea rînd, vom lua un număr l^p < oo şi un 
spaţiu Banach X şi vom constata că pentru orice / e £x(ix), şirul generalizat 
{/* uy}y _cv „converge" la / în J2v

x(\i). Mai precis, pentru orice e > 0 
există o vecinătate V a lui e astfel încît | | / * uy — f \\p < e. (I. C.) 

algebră normată, algebră X înzestrată cu o normă || • || care satisface 
condiţia || xy | |< || x || • || y || oricare ar fi elementele x,yeX. Dacă X 
este o a.n. şi dacă X este complet ca spaţiu liniar normat, atunci X se numeşte 
algebră Banach. Studiul a.n. începe în anul 1929, prin considerarea de către 
J. von Neumann a a.n. de operatori liniari şi continui într-un spaţiu Hilbert» 
şi este continuat de F. J. Murray şi J. von Neumann între anii 1936 şi 1943. 
A.n. abstracte au fost studiate în 1936 de M. Nagumo. între anii 1939— 1941* 
I. M. Gelfand dezvoltă o teorie a a.n. comutative în care un rol important 
îl are noţiunea de ideal maximal. A.n. au fost generalizate în anul 1952 de 
R. Arens prin introducerea „algebrelor topologice". Se numeşte algebră topolo
gică o algebră X înzestrată cu o topologie liniară pentru care aplicaţiile x—>xy® 
şi y -> x0y ale lui X în X sînt continue oricare ar fi elementele x0, y0 e X. Dacă 
X este o a.n., atunci aplicaţia (x, y) —> xy a lui XxX în X este continuă; 
n particular X este o algebră topologică. Două a.n. X şi Y (ambele reale sau 

îambele complexe) se numesc izomorfe dacă există o bijecţie h: X —• Y cu urmă* 
toareleproprietăţi: h(x1-}-x2) = h(x^) + h(x2); h(oLx) — &h(x) (a scalar); h(xlx2) — 
= h(x^) h(x2); || h(x) \\ — \\ x \\. Se numeşte a.n. unitară (resp. algebră Banach 
unitară) orice a.n. (resp. algebră Banach) în care există un element uni ta te 
u cu || u || = 1. Se numeşte caracter al unei algebre Banach complexe, comu
tative, unitareX, orice funcţională liniară n e n u l ă / pe X care este „mrltiplica-
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tivă", i.e. f{xy) ~f(x)f(y) oricare ar fi elementele x,yeX. Dacă T este un 
spaţiu compact, atunci spaţiul Banach C r (T) al funcţiilor reale sau complexe 
continue definite pe T (cu norma obişnuită) (v. spaţiu liniar normat) înzestrat 
cu operaţia obişnuită de înmulţire a funcţiilor este o algebră Banach comuta
tivă, unitară. Fie X o algebră Banach complexă, comutativă, unitară. Dacă 
X* este dualul spaţiului Banach X, atunci mulţimea ¥(X) a caracterelor al
gebrei X este o submulţime a lui X*. în raport cu urma topologiei slabe* 
cr(X*, X), spaţiul topologic ^(X) este compact. Fie <&(X) mulţimea tuturor func
ţiilor complexe cp̂  definite pe &(X) prin y%(f) = f(x), unde xeX. Mulţimea 
<!>(X) este o algebră în raport cu operaţiile obişnuite cu funcţiile. Dacă || x2 || = 
=• || x\\2 şi Şa; 6 Q>(X) oricare ar fi x e X, unde Şx este conjugata lui <p#, atunci 
a.n. X este izomorfă cu a.n. a funcţiilor complexe continue/definite pe spaţiul 
compact 9(X). {R. C.) 

algebră normată unitară v. algebră normată 
algebră tensorială v. algebra Grassmann 
algebră topologică v. algebră normată 
alternativa lui Fredholm Fie X un spaţiu Hilbert complex, XI e J2(X) 

un operator compact, U* adjunctul său şi X^O, X e C . Atunci (17 — XI) (X) = 
s= {Ker (U* — XI)}-L, unde I este operatorul identi tate iar A ^~ este complemen
tu l ortogonal al mulţimii A. Afirmaţia este adevărată şi dacă X este numai 
prehilbertian, fiind atunci necesar ca adjunctul U* să existe şi să fie compact. 
Se poate da o afirmaţie de acest gen şi pentru spaţii Banach. Informaţia cu
prinsă în egalitatea precedentă se poate descrie astfel: i) Dacă X nu este în 
spectrul lui U, atunci ecuaţia (U — }J) (x) = y are soluţie unică pentru orice 
ye X; ii) Dacă X aparţine spectrului lui U, atunci ecuaţia (U — XI) (x) = y 
are soluţie dacă şi numai dacă y este ortogonal pe orice soluţie a ecuaţiei (C7* — 
— XI) (x) = 0 . în plus, pentru orice X^O, X în spectrul lui 17, subspaţiile 
proprii Ker(Z7 — XI) şi Ker ([/* — XI) au aceeaşi dimensiune (finită). într-o 
prezentare mai sumara a.F. spune că ecuaţia (U — XI) (x) = y sau are soluţie 
unică pentru orice y eX, sau ecuaţia omogenă (U — XI) (x) = 0 are cel puţin 
o soluţie nenulă. Teorema admite o frumoasă extensie pentru funcţii analitice. 
Fie D un domeniu în C, X un spaţiu Hilbert complex, / : D -* £(X) o funcţie 
analitică astfel încît f(z) să fie un operator compact pentru orice ze D. Atunci 
sau (f(z) —- I )" 1 nu există (în J2(X)) pentru orice ze D, sau (f(z) — I)"1 există 
pentru orice z e D\A, unde A este o submulţime discretă a lui D (fără puncte 
de acumulare în D). Dacă zeA atunci ecuaţia f(z) (x) = x are soluţii nenule 
in X. Ex.: Fie X = C[a, 6], spaţiul funcţiilor complexe continue definite pe [a, b], 

(b 

organizat ca spaţiu prehilbertian cu produsul scalar (x, y} = V x(t) y(t) ăt. 
Fie K(s, t): [a, b] X [a, b] -*• C o funcţie continuă şi operatorul integral U, 
cu nucleul K, definit prin 

U(x) = z, z{s) = V K(s, t) x(t) ât. 

Operatorul U_ este atunci compact şi U* este operatorul integral definit 
de nucleul K(t, s). O ecuaţie de forma 

V K(s, t) x{t) dt » X#(s) + y(s), 
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numită ecuaţie integrală de tip Fredholm de speţa a doua, se poate studia cu 
a.F. care se enunţă atunci astfel: sau ecuaţia neomogenă 

£*<*•' \x(s) + y(s).= V K(s,t) x(t) dt 

are soluţie unică pentru orice y e C [ a , 6], sau ecuaţia omogenă 

kx(s)=X K(s, t) x(t) ăt 

are soluţii nenule si atunci ecuaţia neomogenă are soluţie dacă si numai dacă 
rb _ 
V y(s) z(s) ds = 0 pentru orice z soluţie a ecuaţiei omogene. Afirmaţia are loc 

dacă X = L2[a,b], KeL2[a,b] x [a, b]. Operatorul U se numeşte operator 
Hilbert-Schmidt iar K nucleu Hilbert-Schmidt (v. şi ecuaţii operatoriale li
niare în spaţii Banach). (Gh. Gr.) 

analiza funcţională v. spaţiu liniar topologic 
analiză microlocală, termen generic prin care se înţelege ridicarea analizei 

de pe spaţiul de bază la fibratul cotangent în vederea studiului singularităţilor 
distribuţiilor sau al hiperfuncţiilor. Toate considerentele în care apar fronturi 
de undă sau spectre cingulare ţ in de a.m, (G.G.) 

analiză vectorială Vom lucra în R 2 sau R3 . Un element u din R 2 sau R 3 

se numeşte vector şi o, funcţie cu valori în R 2 sau R 3 se numeşte funcţie vectorială. 
Un element din R se numeşte scalar şi o funcţie cu valori în R se numeşte 
funcţie scalară. Un vector u din R 2 se notează prin u — (ux> uy) şi un vector 
v din R 3 prin v = (vx, vy, vz), punîndu-se în evidenţă componentele scalare. 
Dacă n — 2, vectorul u = (ux, uy) se scrie sub forma u = uxi + uyj, unde 
i = (1, 0) şi y == (0, 1) sînt versorii canonici din R2 . Dacă n = 3, vectorul 

—» —* —* —* 
v = (vx, vy, vz) se scrie sub forma v = vxi -f vyj -f- vzk, unde i = (1, 0, 0), 
j = (0, 1, 0) şi k == (0, 0, 1) sînt versorii canonici din R3 . Produsul scalar al 
vectorilor m — mxi -f- myj şi n = nxi -f nvj din R 2 (resp. m — mxi + myj -\-
-f- mzk şi n — nxi + nyj -f- nzk din R3) este 

m ' n — mxnx -f- myny (resp. m • n = mxnx -f- myny -f- mznz). 

Produsul vectorial al vectorilor m şi n de mai sus din R 3 este 

mxn — (mynz — mzny) i + (mznx — mxnz) j -f (mxny — mynx) k. . 
Formula se reţine uşor dezvoltînd după elementele primei linii determinantul 
simbolic 

Ki j k \ 
m x w = det , „, * « • « * , 

1 mx my mz 
nx ny nz J 

Vom considera o mulţime oarecare D şi o funcţie vectorială F definită pe D, 
Dacă F: D -+ R2 , atunci vom scrie F. = Fxi + Fyj, unde Fx şi Fy sînt[ func
ţii scalare definite pe D, anume F(h)=Fx(h)i+Fy(h)j pentru orice h în D. Si
milar, dacă F: D - • R 3 scriem F = Fxi -\-Fyj -f Fzk. Funcţiile scalare Fx, 
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Fy (şi Fz) se numesc componentele scalare ede funcţiei vectoriale F. în cazul cînd , 
D c Rw (w> 1 număr natural), vom spune că funcţia vectorială F este deriva
bilă, integrabilă, de clasă Cm, dacă componentele sale scalare sînt respectiv de-
rivabile, integrabile, de clasă Cm. Dacă / este un interval al dreptei reale şi 
F: I —> R 2 (resp. F: I —• R3) este o funcţie derivabilă în punctul tQ din / , putem 
defini derivata lui F în t0 prin 

Similar, dacă i7 este integrabilă pe [a, 6] c / , definim 

£ >(*) d* = li* Fx(t) dtYi + | £ i7^*) d/J 7etc. 

Dacă F şi (r sînt funcţii vectoriale definite pe / şi / este funcţie scalară definită 
pe i", toate derivâbile în tQ din I, avem formulele: 

a) (/-F)'('o) W P o W . ) +f{t,)F'(t0); 

b) (F • G)' (t0) = F'(t0) • G[t9) + F(t0) • G'(*0) ;• 

c) (FxG)'{t0) = F'(t0)xG(t0) + F(t0)xG'(t,). 

în aceste formule, de exemplu, fF este o funcţie vectorială, definită pe I şi 
care ia în orice punct t valoarea următoare: (fF) (t): =f(t)F(t) etc. Fie acum 
D cz R 2 sau D cz R 3 o mulţime nevidă. O funcţie scalară 17: D -> R se v a 
numi cîmp scalar. O funcţie vectorială F: D —>.R2 (dacă D c R 2 ) sau F: D —> R 3 

(dacă D c R 3 ) se numeşte cîmp vectorial. Vom presupune în cele ce urmează 
că D este o mulţime deschisă şi că lucrăm cu cîmpuri de clasă C1. Un cîmp 
scalar U, ca mai sus, pune în evidenţă cîmpul vectorial gmd(JJ):D —> R 2 

dU -+ dU'-* (daca D c R 2 ) , numit gradientul lui U definit prin grad (U) = —•{.-] j 
• • • . . • < ? * d > > . 

(resp. grad (C/): D -» R 3 definit p r i n ; grad (17) ==•-—- i + — j + — ^ 
dx 3y dz 

dacă D c R 3 ) . Un cîmp vectorial F: D -» R2 '-(resp. i7 : D -* R3) pune în 
evidenţă cîmpul scalar div (F): D —> R, numit divergenţa lui i7. Anume,, 
d i v ( jF ) •« i Z l + i f V ( d a c ă D c R 2 , s a u d i v [F) ^_ E°L + EîL + i ^ L (dacă 

^^ ^y 5^ • dy dz 
D c R 3 ) . în fine, un cîmp vectorial F: D ~» R 3 pune în evidenţă un alt cîmp 
vectorial ro t ( .F) :D -» R3 , numit rotorul lui F. Anume,. 

rot {F) = f A _ i^.) 7+ & _ A ) 7+ f Es. _ if*) i. 

Formula se reţine uşor dacă dezvoltăm după prima linie determinantul sim
bolic 

rot (F) = det JL JL JL 
dx dy dz 

\FX FV FZJ 
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Unii autori notează curl (F) în loc de rot (F). Subliniem că gradientul, di
vergenţa şi rotorul unui cîmp au semnificaţii intrinseci, nelegate de sistemul de 
axe ales, ceea ce face ca aceste cîmpuri să fie larg utilizate în fizică. Un cîmp 
vectorial F se numeşte cîmp potenţial dacă există un cîmp scalar U astfel încît 
F = grad (17). Dacă mulţimea D este simplu conexă, condiţia necesară şi 

7\F ?>F 
suficientă ca F să fie cîmp potenţial este — » — identic pe D (în 

dx By 
cazul cînd DczR2), respectiv rot (F) = 0 (în cazul cînd D c R 3 ) . Un cîmp 
vectorial F se numeşte cîmp solenoidal dacă există un alt cîmp vectorial G 
astfel încît F — rot (G). Dacă mulţimea D este simplu conexă, condiţia ne
cesară şi suficientă ca F să fie cîmp solenoidal este ca div (F) = 0. Se arată 
că dacă D cz R 3 este simplu conexă, orice cîmp vectorial F: D -*> R8 s© 
poate scrie sub forma F — F' -f F", unde F/ este un cîmp potenţial şi F" un 
cîmp solenoidal. Să considerăm acum un drum rectificabil simplu şi închis 
d'. [a, b] - • D, precum şi un cîmp vectorial F: D —• R3 . Integrala curbilinie 
de al doilea tip V Fx dx -j- Fy ăy -f- Fz ăz se numeşte circulaţia vectorului 

Jd 
{câmpului) F de-a lungul drumului d. Dacă 5 este o suprafaţă inclusă în D, 
integrala de suprafaţă de al doilea t ip 

V Fx dy dz + Fy dz dx -f Fz dx dy 
JS 

se numeşte fluxul vectorului (cîmpului) F prin suprafaţa 5 . (I. C.) 
aplicaţie v. funcţie 
aplicaţie conexă, aplicaţie / : X -* Y, unde X şi Y sînt spaţii topologice, 

astfel încît dacă AczX este conexă, atunci f(A) cz Y este de asemenea co
nexă. în cazul X = Y = R a.c. sînt echivalente cu funcţiile care au proprie
ta tea lui Darboux. (S. M.) 

aplicaţie de clasă Cr v. model de varietate dif erenţiabilă 
aplicaţie dif erenţiabilă v. varietate dif erenţiabilă 
aplicaţie (liniară) tangentă v. spaţiu tangent 
aplicaţie ^.-proprie v. dezintegrarea măsurilor, imagini de măsuri Radon 
aplicaţie olomorfa v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 
aplicaţie proprie v. dezintegrarea măsurilor, imagini de măsuri Radon 
aproape peste tot (a.p.t.) v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un 

clan, prelungirea măsurilor Radon 
aproximaţii succesive, procedeu pentru demonstrarea existenţei soluţiei 

problemei lui Cauchy, constînd din construcţia unui şir de funcţii care converge 
uniform către soluţie; procedeul se aplică în general la ecuaţii funcţionale de 
forma x = f(x), a.s. construindu-se după regula xjc+i = f{xjc)', pentru ecuaţii 
diferenţiale a.s. se construiesc după regula 

**+i(0 = * + [ fis> *k(s)) ăs> *o(0 = *• (A- H-) 

argumentul unui număr complex v. logaritmul complex 
aria unei suprafeţe v. integrala de suprafaţă 
aritmetica numerelor reale constructive Fie x = { # » } w 6 ^ ^ ^ ^ { ^ « « N 

numere reale constructive, Kx şi Ky marginile canonice ale acestor două nu
mere şi k = max {Kx, Ky). Fie a raţional. Să punem x+y = {x2n + y2»}*6N* 

19 A T O M A L UNEI M A S U R I 

*y = {*2*«>WMeN> m a x {%>y} == m a x ^Xn>y^ - * = ( - % } „ e N . a* = 
= (a, a, ..., a, ...). Se poate arăta că şirurile x -f- y, xy, max (x, y), — x şi a* 
definesc numere reale constructive. (S. M.) 

aritmetica numerelor reale constructive pozitive Fie R̂ j" mulţimea numerelor 
reale constructive strict pozitive şi R + mulţimea numerelor reale constructive 
pozitive. Fie R* oricare din mulţimile Rfi şi R+ . Dacă x, y e R * , atunci x + 
+y e R*, xy e R*. Din x e R + şi y e RjJ" rezultă x -\- y e R'<j\ Din x e R + rezultă. 
| x | e R+. Dacă x e R*, y e R*, atunci max {x, y}e R* şi min {x, y} e R * . 
Obs. Un element din R j constă într-un număr real {%n}nejx şi un întreg 
pozitiv n pentru care xn > ljn. (S. M.) 

asociaţia unei familii de elemente v. descompunere ortogonală 2 
atlas v. varietate dif erenţiabilă, varietate analitică complexă 
atlas structural v. varietate dif erenţiabilă, varietate analitică complexă 
atom al unei măsuri Fie T o mulţime nevidă, (2 un clan de părţi ale lui T 

fi m\ Q -* X o măsură aditivă. Aici X poate fi R sau un spaţiu Banach. O 
mulţime A e Q se numeşte atom al lui m dacă: a) m(A)^0 (în cazul X = R 
trebuie să avem şi m(A) finit); b) Pentru orice B eQ, BczA, avem m(B) — 0 
sau m(B) = m(A). Vom spune că m este măsură non-atomică dacă în Q nu 
există nici un atom al lui m. De exemplu, măsura Lebesgue considerată pe 
un interval oarecare din Rw este o măsură non-atomică. Vom spune că o măsură 
m este pur atomică dacă există o familie cel mult numărabilă de atomi mutual 
disjuncţi {Ai}ieI ai lui T astfel încît T = U ^f. De exemplu, măsura cardi-

* el 
nai cârd (măsura discretă) este o măsură pur atomică. Anume, N = [J {n} 

M e N şi cârd ({«}) = 1, deci fiecare {n} este atom al măsurii cârd. Dacă J este un 
trib de părţi ale mulţimii nevide T şi X este un spaţiu Banach, se arată că urmă
toarele afirmaţii sînt echivalente pentru o măsură numărabil aditivă m'.^-^X: 
«,) Măsura m este non-atomică; b) Măsura m este slab non-atomică, i.e. pentru 
orice x' din dualul X' avem x' om non-atomică. în particular dacă m'.J~* W1 

este o măsură numărabil aditivă, fie m = (mv m2, ..., mn), unde m$: 5T -+ R 
sînt componentele lui m definite prin WJ = pi o m (aici pi: Rw - • R este proiecţia 
canonică de ordin i). Rezultă că m este non-atomică dacă şi numai dacă toate 
componentele mv m2> ..., mn sînt non-atomice. Fie 6 un clan de părţi ale mul
ţimii nevide T şi fie m: 6 —• R+ o măsură aditivă. Se spune că o mulţime 
A e Q are proprietatea lui Darboux (faţă de m) sau că m este mulţime cu pro
prietatea lui Darboux (faţă de m) dacă pentru orice O^u^m(A) există BeQ, 
BczA, astfel încît m(B) — u. Se spune că m are proprietatea lui Darboux 
sau că m este măsură cu proprietatea lui Darboux dacă orice A e G are proprie
tatea lui Darboux. Fie S un semitrib de părţi ale mulţimii nevide T şi 
m: 2 -* R + o măsură numărabil aditivă finită. Dacă E G 2 este o mulţime cu 
proprietatea că nu există B e j , BczE, B atom al lui m, rezultă că E are pro
prietatea lui Darboux. Condiţia aceasta este numai suficientă, după cum se 
vede considerînd exemplul măsurii pur atomice m: 9*(N) -> R + , definită prin 

m(A) = 2 J — » fe-t^ ^ e c a r e -^ a r e proprietatea lui Darboux. Revenind la 
neA 2n 

cazul general, observăm că pentru orice mulţime E e 2 cu m(E) > 0, mul
ţimea atomilor mutual disjuncţi care sînt incluşi în E este cel mult numărabilă. 
Să notăm această mulţime cu sfl. şi să presupunem că s& este nevidă. Dacă s€ 
este finită, ea va conţine 5 t atomi de măsură m egală cu a1m(E), 5 2 atomi de 
măsură egală cu a2m{E),..., Sn atomi de măsură egală cu anm(E) cu 



A X I O M A A DOUA DE N U M Ă R A B I L I T A T E 20 

®i>a2 ... ><zwşi J ] Statal. Dacă ^ este infinită, ea va conţine St atomi 

.de măsură ^iw(£), S2 atomi de măsură a2m(E), ..., Sn atomi de măsură 

anm(E), ... cu % >& 2 > .... ><% > ... şi Ş ] S i^ -< 1. 

Teorema lui S. Marcus Dacă ^ este nevidă, mulţimea £ are proprietatea lui 
Darboux faţă de m dacă şi numai dacă: 1) în cazul cînd s& este finită, avem 

P 
®p^l— 2 ] Si&i pentru p = 1, 2, ..., n — 1; 2) în cazul cînd ^ este infinită, 

t = l 
• / > • 

avem a ^ ^ 1 — V* S{ai pentru toate numerele naturale p. (I. C.) 
t = l 

axioma a doua de numărabilitate v. bază pentru topologia T 
axioma alegerii O tratare neaxiomatizată a teoriei mulţimilor duce la 

paradoxuri. Totuşi, teoria naivă a mulţimilor este de cele mai multe ori sufi
cientă pentru scopurile celorlalte ramuri ale matematicii. Ne vom plasa deci în 
cadrul teoriei naive a mulţimilor. A.a. afirmă că dacă A este o mulţime ne
vidă şi {Xa}aeA o familie de mulţimi nevide, există pentru fiecare a din A 
cîte un element xa din Xa. A.a. este echivalentă cu propoziţiile următoare: 
1) Dacă o mulţime ordonată X are proprietatea că orice parte a sa total or

donată are majorant, atunci există un element maximal în X (lema lui 
Zorn ). 2) Orice mulţime nevidă poate fi bine ordonată [principiul bunei 
ordonări). 3) Orice parte total ordonată a unei mulţimi ordonate este 
inclusă într-o mulţime total ordonată maximală (lema lui Kuratowski). 
4) Dacă A este o mulţime nevidă şi { Z f l } a e ^ este o familie de mulţimi nevide, 
două cîte două disjuncte, există o mulţime B cu proprietatea că mulţimile 
B f| Xa au cîte un singur element pentru orice a din A (postulatul lui 
Zermelo). (I. C.) 

axioma infinitului v. corpul numerelor reale 
axioma lui Tihonov v. axiome de separare 
axioma Ti de separare v. axiome de separare 
axiome de separare, proprietăţi de separare cu mulţimi deschise sau cu 

funcţii continue în unele clase de submulţimi ale unui spaţiu topologic. Fie 
St un spaţiu topologic: 
Axioma T0. Pentru orice două puncte distincte cel puţin unul dintre ele ad
mite o vecinătate care nu conţine celălalt punct. 
Axioma Tv Oricare ar fi două puncte distincte, fiecare admite o vecinătate 
care nu conţine celălalt punct. (Această axiomă este echivalentă cu afirmaţia 
că orice punct este o mulţime închisă. Dacă este verificată axioma Tx se spune 
că X este un spaţiu Tv) 
Axioma T2. Pentru orice două puncte distincte există vecinătăţi disjuncte. 
(Un spaţiu topologic în care este satisfăcută axioma T2 se numeşte spaţiu 
topologic separat sau spaţiu Hausdorff (v. şi spaţiu topologic separat).) 
Pentru a.s. care urmează denumirile nu sînt încă standard. Trebuie totuşi 
remarcat că diversele accepţiuni ale noţiunilor de spaţiu normal, regulat sau 
complet regulat diferă între ele doar prin prezenţa sau absenţa axiomei Tv 
Axioma T3. Pentru orice punct x şi orice mulţime închisă F astfel încît x£F 
există mulţimile deschise şi disjuncte G, H astfel încît xeG şi F<-H. (Un 
spaţiu topologic separat în care este verificată axioma T3 se numeşte spaţiu 
regulat (v. şi spaţiu topologic regulat).) 
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Axioma lui Tihonov (T3i/2). Pentru orice punct x şi orice mulţime închisă F 
astfel încît x$F există o funcţie con t inuă / : % -* [0* 1] astfel încît f(x) = 0 
şi f(F) = 1. (Un spaţiu topologic separat în care este satisfăcută axioma lui 
Tihonov se numeşte spaţiu (topologic) complet regulat fv. şi structură uniformă» 
spaţiu topologic complet regulat).) 
A xioma T±. Pentru orice mulţimi închise şi disjuncte A, B există mulţimile 
deschise şi disjuncte G, H astfel încît A^G şi B<~H^ (Un spaţiu topologia 
separat în care este verificată axioma T4 se numeşte spaţiu normal (v. şi 
spaţiu normal).) 
Din axioma T2 rezultă Tv iar din Tx rezultă T0. Din axioma T4 rezultă axioma 
lui Tihonov, iar din aceasta axioma T%. Orice spaţiu normal este complet re« 
gulat şi orice spaţiu complet regulat este regulat. (Gh. Gr.) 

axiomele lui Peano v. mulţimea numerelor natutalfe 
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banda generată de o mulţime v. spaţiu liniar ordonat 
bandă (într-un spaţiu liniar reticulat) v. spaţiu liniar ordonat 
bază a unui fibrat vectorial v. fibrat vectorial 
bază algebrică v. spaţiu liniar 
bază de elemente pozitive (într-un spaţiu liniar dirijat X), submulţime 

convexă B de elemente pozitive astfel ca orice element x > 0 din X să se re
prezinte în mod unic sub forma x — cd> cu b e B şi 0 < a e R. Existenţa unei 
b.e.p. este echivalentă cu existenţa unei funcţionale liniare / pe X care să 
fie „strict pozitivă", i.e. din 0 < xeX sk rezulte f(x) > 0. D a c ă / este o func
ţională liniară strict pozitivă pe X, atunci mulţimea 

B ={xeX \x> 0; /(*) = 1} 

este o b.e.p. în spaţiul X. (R. C.) 
bază de filtru v. filtru 
bază de filtru convergent v. filtru convergent 
bază de mulţimi deschise v. bază pentru topologia T 
bază de mulţimi mărginite v. mulţime mărginită (topologic) 
bază de vecinătăţi Fie 9C un spaţiu topologic, x e 9C şi 9 ^ mulţimea ve

cinătăţilor punctului x. O familie 93 cz °^x se numeşte b.v. (sau sistem fundamen
tal de vecinătăţi) ale lui x dacă pentru orice V e 9 ^ există B e 93 astfel încît 
BaV. Familia mulţimilor deschise care conţin punctul x este o b.v. pentru x. 
Dacă 9C este un spaţiu metric şi x e 9C, familia sferelor deschise cu centrul în x 
este o b.v. pentru punctul x. Fie TX şi T2 două topologii pe mulţimea 9C, fie 
x e 9C şi 93*, 93J b.v. ale lui x în cele două topologii. Se spune că 93* Ş* ^ 5 sînt 
echivalente dacă pentru orice V e 93i °xistă W e 932 astfel ca I f c V şi pentru 
orice Ue 93? există S G 9 3 * astfel ca a J. Dacă pentru fiecare x6 9C există 
în topologiile TX şi T2 b.v. echivalente, «lunci cele două topologii coincid 
(v. compararea topologiilor). Fie 9/ o mulţime şi î?(9/) familia părţilor lui 
y . Fie T:y -+$>{9[y)) astfel încît pentru orice xey,T(x) are proprie
tăţile: i) # e V pentru orice VeT(x); ii) Pentru orice U, V e T(x) există 
WeT(x) astfel încît WcU (\V\iii) Pentru orice V e T(x) există U e T(x) 
astfel încît pentru orice y e U există W e Xţy) astfel ca WcV. Atunci 
există, şi este unică, o topologie T pe 0/ astfel încît pentru orice xey, T(x) 
este o b.v. ale lui # în această topologie. Se spune că această topologie a fost 
generată cu ajutorul vecinătăţilor."(Gh. Gr.) 

bază Qrjtonormală v. spaţiu Hilbert 
bază pentru o topologie v. bază pentru topologia T 
bază pentru topologia T, familie 95 de mulţimi deschise în spaţiul topologic 

(9C, T) astfel încît orice mulţime deschisă este reuniunea unei familii de elemente 
din 93. Se spune uneori că 93 este o bază de mulţimi deschise pentru topologia 
T. Familia 93, inclusă în T, este b.t. T dacă şi numai dacă pentru orice xe9C 
şi pentru orice vecinătate V a lui x există B e^d astfel încît xe Bc 
cz V. Fie 9C o mulţime şi ^ o familie de părţ i ale lui SC. Familia 93 se numeşte 
bază pentru o topologie pe 9C dacă există o topologie T pe 9C astfel încît 93 
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să fie o bază pentru T. Familia 93 este o bază pentru o topologie dacă 
şi numai dacă următoarele condiţii sînt îndeplinite: i) U {B \ Be^ă} = 9C; 
ii) Pentru orice U, V e 93, mulţimea U fi V este reuniunea unei familii de 
elemente din 93. O familie c5 de mulţimi T-deschise avînd proprietatea că fa
milia intersecţiilor finite de mulţimi din c5 este o b.t.T se numeşte subbază 
pentru topologia T. Se spune că un spaţiu topologic este cu bază numărabilă 
dacă există o bază numărabilă pentru topologia spaţiului. Se mai spune, de 
asemenea, că într-un asemenea spaţiu este îndeplinită axioma a doua de 
numărabilitate. Orice spaţiu topologic cu bază numărabilă este separabil. 
Din orice acoperire deschisă a unui spaţiu topologic cu bază numărabilă se 
poate extrage o subacoperire numărabilă (teorema lui Lindelof). Orice spaţiu 
metric separabil este cu bază numărabilă. Familia intervalelor deschise este 
o bază pentru topologia lui R. (Gh. Gr.) 

bază Schauder v. spaţiu liniar normat 
bază vectorială v. spaţiu liniar 
bijecţie v. fwncţie 
bilă v. distanţă, spaţiu liniar normat 
bilă unitară deschisă v. spaţiu liniar normat 
bilă unitară închisă v. spaţiu liniar normat 
bord v. domeniu 
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C*-algebră v. algebră Banach involutivă 
capacitate Fie (E,i) un spaţiu topologic separat. O c. pe E este o aplica

ţ ie c: ^{E) -* R (unde ^ ( J E ) este mulţimea părţilor lui E) avînd proprietăţile: 
1) Aplicaţia c este crescătoare (Xcz Y => c(X)^c(Y)); 2) Dacă {Kn}n

 es"te 

un şir crescător de părţ i ale lui E avem lim c(Kn) = c (\J Kn*\; 3) Dacă 

{Kn}n este un şir monoton descrescător de mulţimi compacte avem lim c(Kn) = 
n 

= c((~\ Kn\ De exemplu, dacă 96 sînt borelienele lui E şi [i: 93 -*• R + este 

o măsură numărabil aditivă şi finită putem defini c. c: ^(E) —> R prin 
c(A) = inf{pi(B) | BZDA, Be^}. Dacă F este un alt spaţiu Hausdorff şi 
T'.E-+F este continuă, atunci orice c. c pe F generează c. d pe E prin 
d(A) = c(T(A)). O mulţime' AczE se numeşte c-capacitabilă dacă c(A) = 
= sup{c(i^) | KczA, K este compact}. O mulţime BczE care este c-capacita
bilă pentru orice c, c se va numi mulţime capacitabilă. Pentru a da exemple 
de mulţimi capaeitabile, introducem două noţiuni. O mulţime BczE se numeşte 
K-borelianâ dacă aparţine clasei monotone generate de compactele lui E. 
O mulţime BczE se numeşte analitică dacă există o funcţie continuă / : ! - » £ 
cu / ( / ) = B, unde I este mulţimea numerelor iraţionale din intervalul [0, 1]. 
Se arată că o intersecţie sau o reuniune numărabilă de mulţimi analitice 
este analitică şi că orice submulţime boreliană a lui i" (cu topologia indusă 
<ie [0, 1]) este analitică. într-un spaţiu metric secvenţial compact mulţimile 
boreliene sînt analitice (v. şi mulţimi susliniene; mulţimi proiective; mulţimi 
analitice). Pentru orice c. c pe E avem următoarele rezultate: 1) Orice mul
ţime isT-boreliană este c-capacitabilă; 2) Orice mulţime analitică BczE cu 
proprietatea că există un şir {Kn}n de mulţimi compacte ale lui E astfel încît 
B c I J Kn este c-capacitabilă. în particular, într-un spaţiu metric a-compact 

w 
mulţimile boreliene sînt c-capacitabile. Fie acum o mulţime nevidă E şi o 
clasă de părţi 9Cc:3>(£) cu proprietatea că A, B eW => A [) B e 9C şi P e n t ™ 
orice şir {An}n de mulţimi din 9C avem O Ane 9C O funcţie m\ 9 (E) -» R 

n 
se numeşte ^-capacitate dacă are proprietăţile: 1) Este crescătoare; 2) Pentru 
orice şir crescător {Kn}n de părţi ale lui E avem lim c{Kn) - c (\J KnY, 
3) Pentru orice şir descrescător {Kn} de mulţimi din 9C avem lim c{Kn) = 

n 
= c (O Kn\ O mulţime AczE se numeşte c-^C-capacitabilă dacă c(A) = 

= sup{c(.ft") | Ke 9C KczA). Se arată că mulţimile ^-susliniene sînt c-90-capa-
citabile pentru orice c. c. (I.C.) 

capacitate (în Rw ) , noţiune (extinsă apoi la cazuri mult mai generale^ 
v. capacitate) ce îşi are originea în teoria potenţialului. Fie B = B(x0, R) o bilă 
i n R K , iar G{x,y) nucleul Green al bilei B; dacă JJL este o măsură pe B, se 
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numeşte potenţial Green al măsurii jx, funcţia superarmonică [G[i) (x) = 

== V G(x, y) ă\i(Y). Fie K o mulţime compactă conţinută în B; se notează 
JB 

cu 9- — S-K mulţimea funcţiilor pozitive, superarmonice minorate de 1 pe 
K; fie WK = inf V şi VR regularizată lui WR care este deci o funcţie super-

ve<7* armonică; Va apare ca cel mai mare potenţial Green al unei măsuri pozitive, 
-cu suportul conţinut în K, majorat de 1 pe B. Masa totală a măsurii \x corespun-
zînd acestui potenţial se numeşte c. c(K) a mulţimii K. Pentru o mulţime 
deschisă o v c a c B , se defineşte c. sa c(cd) = sup c(K), superiorul luîn-
du-se după toate mulţimile compacte K conţinute în B. în sfîrşit, pentru 
orice mulţime E inclusă în B, c. sa exterioară C*(E) se defineşte ca inf C(co), 

cu a> deschisă, oc:B. Bineînţeles c , respectiv c. exterioară, are proprietă
ţile unei c. generale (v. capacitate). Mulţimile de c. nulă joacă un rol impor
t an t în analiză. De pildă, are loc rezultatul următor (teorema lui H. Cartan). 
Pentru ca £ c B să fie polară este necesar şi suficient ca c*(E) = 0 (rea
mintim că o mulţime E se numeşte polară dacă există o funcţie subarmonică 
neconstantă, astfel ca Ea{x\y(x) — — oo}). Orice mulţime polară este de 
măsură Lebesgue nulă, dar reciproca este falsă; cu alte cuvinte, faptul pentru 
o mulţime de a avea c. nulă este mai fin decît acela de a fi de măsură Lebes
gue nulă. Există de asemenea legături interesante între măsurile Hausdorff 
şi c, (G. G.) 

capacitate (în Cn), noţiune intim legată de structura complexă. Fie în 
C operatorii d = 3 -f d şi dc. = i(d — B)', atunci ddc = 2idd- Fie acum u o 
funcţie de clasă C2 în C n . Se defineşte operatorul (ddcw)* = ddcwA ••• Add cu, 

s ' ""V ' 
&-Ori 

deci (ddcw)* va fi o formă de tip (k, k). Pentru o funcţie plurisubarmonica u 
într-un domeniu QcrCw , se poate defini 

{ddcu)k A 9 = V wfdd^w)*-1 ddccp 

(cp formă de tip (n — k, n — k) cu suport în Q.) şi prin recurenţă se poate 
defini (ddcw)^ ca un curent de bigrad (k, k); acest curent lezultă pozitiv. Fie 
jQ un domeniu strict pseudoconvex în Cn (consideraţii asemănătoare se pot 
face înlocuind pe Cn cu o varietate Stein oarecare), Ecz Q,; notăm cu 9£(JE, O) = 
~ {u plurisubarmonica în O, u | £ ^ — 1, u | 0 ^ 0 } şi cu <&(w',E, CI) — 
= sup {u(w), u e °ll(E, Q.)}. Funcţia co*(^, E, O) = limtoţw, E, Q.) se numeşte 

^-măsura mulţimii E relativ la Q. Dacă K este o mulţime compactă inclusă 
în Q. se defineşte c. c(K, Q,) în raport cu Q, prin formula 

c(K, Q) - V (ddcco*(^, K, 0))w . 
JK 

In cazul unei mulţimi deschise UczG, c(U,,Q) = sup c(K, Q), K mulţime 
K 

compactă inclusă în U, dar verificînd condiţia suplimentară (de pluriregula-
ritate) u>*(z, K, Q.) | K = — 1. în cazul n = 1 se regăseşte "noţiunea uzuală 
de c. în R2 (izomorf cu C). Există legături între c. şi noţiunea de mulţime plu-
ripolară. (G. G.) 

capacitate spectrală, o aplicaţie F, definită pe o familie de părţi închise 
ale unui spaţiu topologic T cu valori subspaţii vectoriale închise ale unui spaţiu 
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Banach (sau, mai general, Frechet) dat E, care verifică următoarele condiţii: 
°° / 00 \ 

1) F(0) ={0} ; 2) F{T)=E\ 3) Dacă A j e 9 şi f) Aje9, atunciF f| AA=* 

= p | - F ( ^ J ) ; 4) Pentru orice acoperire deschisă {Gk}™ finită a lui T, cu 5} e 9, i = l 
y = 1, ..., m, spaţiul E se descompune astfel: E = FţG^ -f ... -f F(G™), ori
care ar fi m (dacă această ultimă proprietate are loc pentru un m fixat se spune 
că F este o w-capacitate spectrală). Despre familia <? se presupune că este 
stabilită la intersecţii finite, că mulţimea vidă şi spaţiul total aparţin lui 9 
şi, în sfîrşit, că pentru orice F e 9 există Gj deschişi ce includ pe JF astfel încît 

00 

GjeJ şi P | GJ = F. Noţiunea de c.s. joacă un rol central în teoria descompu-
i 

nerilor spectrale ale sistemelor de operatori ce comută. Cel mai adesea, spa
ţiul T este un compact din C sau Cn. Astfel, dacă Te£(E), cu E spaţiu Banach, 
este un operator C-scalar, atunci operatorului T i se asociază în mod natural 
o c.s. în acest caz rolul spaţiului topologic fiind mulţimea compactă o(T) 
( = spectrul operatorului T), iar spaţiul F(A) ataşat oricărui închis A din 
a(T) este invariant la acţiunea lui T\F(A) şi spectrul lui T este inclus în A. 
C.s. joacă în acest caz rolul măsurii spectrale pentru operatorii normali. în 
general, unui sistem decompozabil a = (av ..., an) de operatori care comută 
se asociază o c.s. (G.G.) 

capătul unui morfism v. categorie 
caracter v. algebră normată 
caracter pe un grup v. grupul caracterelor unui grup comutativ 
categoria diagramelor v. functor 
categoria grupurilor abeliene (Ab) v. categorie 
categoria mulţimilor (Ens) v. categorie 
categoria săgeţilor v. functor 
categoria spaţiilor topologice (Top) v. categorie 
categorie, o ternă 6 formată din: 1) O clasă Ob(6), numită clasa obiec

telor lui 6 ; 2) Pentru orice pereche de obiecte A, B ale lui (2, o mulţime 
H o m g ţ ^ , B), numită mulţimea morfismelor de la A la B în (2; 3) Pentru 
orice ternă de obiecte A, B,C din 6, o aplicaţie Homg(^[, B) x H o n W B , C)-> 
->Honig{^ , C), numită compunerea morfismelor în Q şi notată (u, v) \-> vou 
(sau vu). Se presupun verificate următoarele axiome: 
61) Dacă (A, B)^(A', B')t atunci mulţimile Hom^f^, B) şi Homg(i4 ' , £ ' ) 
sînt disjuncte. 
(22) Compunerea morfismelor este asociativă, i.e. dacă A,B C, D sînt 
obiecte în 6, u e Home(A, B), v e Hom^ţ/J , C) şi w e Hom^ţC,' D), atunci 
W o ( l ) o « ) = ( u ; o i ) ) o M . 
63) Pentru orice obiect A în G, există un morfism id^ e H o m ^ j J , A) 
astfel încît id^ o u= u cînd u e Hom^ţ^T, ^ ) şi v o id^ = u cînd i; e H o m g ( ^ , 
Y), unde X şi Y sînt obiecte arbitrare în (2. 
Dacă u e H o m e ( ^ , B), se spune că A este domeniul (sau swrsa) lui M şi se notea
ză s(u), iar £ codomeniul lui M (sau capătul lui w) şi se notează c(«); un morfism 
u e H o m g ţ ^ , J9) se indică uneori printr-o săgeată w: A -+ £ (sau 4̂ A f i ) ; 

de aceea morfismele unei c, se mai numesc săgeţi. Elementul id^ cu proprie-

r 
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tatea indicată în axioma 6 3 este univoc determinat de A şi se numeşte iden
titatea lui A. O c. (2 se numeşte mică dacă Ob (<2) este o mulţime, şi finită 
dacă (2 are un număr finit de morfisme. Ex.: 1° C. mulţimilor (Ens); obiectele 
acestei c. sînt mulţimile iar morfismele ei sînt aplicaţiile de mulţimi. 2° C. 

f spaţiilor topologice (Top) cu obiecte spaţiile topologice şi cu morfisme aplicaţiile 
continue. 3° C. grupurilor abeliene (Ab) ale cărei obiecte sînt grupurile abe
liene şi ale cărei morfisme sînt morfismele de grupuri. 4° O mulţime preor-
donată este o c. mică I cu proprietatea că, pentru orice pereche de obiecte i, 
y în I , mulţimea Hom/(t,y) conţine cel mult un element; se scrie i^j cînd 
Homj(i, y ) ^ 0 . 5° Dacă M este un monoid cu element identitate e, se poate 
defini o c. (2 cu un singur obiect e punînd Ob ((2) = {e}, Homg (e, e) — M 
şi luînd drept compunere a morfismelor legea de compoziţie a lui M. 6° Fie 
(2 o c. şi S un obiect în (2. Vom defini o c. (2/S după cum urmează. Obiec
tele lui (2/S sînt perechile de forma {X, p) cu X obiect în (2 şi p: X -+ S morfism 
în (2. De asemenea, dacă (X, p) şi (Y, q) sînt obiecte în (2/S, atunci un morfism 
/ : (X, p) —> (Y, q) în (2/S este un morfism / : X -> Y în (2 cu proprietatea 
c& p = qof. Se spune că (2/S este obţinută prin relativizarea la S a c. (2. 
Un obiect (X, p) al c. Q/S se numeşte obiect peste S în (2 sau S-obiect în 
(2, iar p proiecţia lui X în S. Evident, cînd (2 = Ens, se spune mulţime 
peste S, iar cînd (2 = Top se spune spaţiu topologic peste S etc, 7° Fie (2 o 
c. C. iwa/a (sau opusă) c. (2 este c. 60 p definită după cum urmează: 

Ob (6op) = Ob (S) şi Homg o p (A, B) = Homg (B, A), 

iar dacă uettom^B, A) şi v e Hom^ţC, £ ) , compunerea DOM în Cop se de
fineşte ca fiind compunerea UQV în (2. Evident ((2op)op = (2. Fie (2 o c. Un 
morfism u: A — *• J9 în 6 se numeşte monomorfism dacă pentru orice obiect 
X şi orice cuplu de morfisme/, ge Hom^ţX, A) astfel încît uof=uog, re
zultă / = g. Dual, morfismul u se numeşte epimorfism dacă pentru orice obiect 
Y în 6 şi orice pereche de morfisme / , g e Homgţ-B, Y) astfel încît fou — 
— go u, rezultă / = g. Fiind dat morfismul u: A —> B în (2, se spune că un 
morfism v: B —> A este invers la stingă (resp. invers la dreapta) al lui u dacă 
t;o w = id^ (resp. MOÎ) = id^). Dacă u admite un invers la stînga, atunci u este 
u n monomorfism; dual, dacă u admite un invers la dreapta, atunci u este un 
epimorfism. Morfismul u: A —• B în 6 se numeşte izomorfism dacă există un 
morfism v: B -> A care este simultan invers la stînga şi invers la dreapta 
;al lui u; v este atunci unic determinat, se numeşte inversul lui u şi se notează 
tur1. Fiind dată o c. (2, o c. (2' este o subcategorie a lui (2 dacă: 1) Ob ((2') c 
c: Ob((2); 2) Pentru orice pereche de obiecte A,BeG', H o m g , ^ , B) c 
•cz Hom^,(^4, B); 3) Compunerea morfismelor în (2' este indusă de compunerea 
anorfismelor în (2. Subcategoria (2' a lui (2 se numeşte plină dacă Homg,(y4„ 
.£) = B.omp(A, B) pentru orice cuplu de obiecte A, B din £\ (M. J.) 

centru, punct staţionar (soluţie constantă, punct de echilibru) al unui 
îsistem dinamic x' =f(%), caracterizat prin faptul că toate traiectoriile situate 
;într-o vecinătate a acestui punct sînt curbe simple închise. Exemplul cel mai 
.-simplu îl reprezintă echilibrul stabil al unui pendul fără frecare. (A. H.) 

centrul de greutate (al unei mulţimi compacte relativ la o măsură Radon) 
v. integrala unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 

ciclu limită, traiectorie periodică (traiectorie care este curbă simplă în -
*chisă) a unui sistem dinamic, cu proprietatea că există o vecinătate a ei care 
nu mai conţine alte soluţii periodice. Dacă c. 1. este mulţime co-limită pentru 
^traiectoriile care intersectează o vecinătate a sa, el se numeşte stabil. Un c.U 

\ 
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stabil modelează oscilaţiile care nu sînt generate de excitaţii periodice exterioare 
(autooscilaţii). (A.H.) 

circulaţia unui cîmp vectorial (de-â lungul unui drum) v. analiză vecto
rială 

cîmp potenţial v. analiză vectorială 
cîmp solenoidal v. analiză vectorială 
cîmp vectorial v. analiză vectorială, f ibratul tangent 
clan v. clasă de mulţimi 
clan borelian v. clasă de mulţimi 
clan de generatori (pentru un spaţiu cu măsură) v. spaţiul metric asociat 

unui spaţiu cu măsură 
clan ereditar v. clasă de mulţimi 
clasa canonică (a unei suprafeţe riemanniene) v. divizor 
clasa unei forme diferenţiale v. formă diferenţială (în Rw) 
clasă de convergenţă Fie 9C o mulţime şi 6 o familie formată din perech* 

(/, x), unde / este un şir generalizat in 9C iar x e 9C. Tacă (/, x) e (2, se va 
spune că / converge ((2) către x şi se va scrie (2-lim/ = x. O astfel de fa
milie (2 se numeşte c.c. pe 9C dacă are următoarele proprietăţi: i) Dacă {x§}8 A 
este un şir generalizat în 9C şi x§ = x pentru orice S e A , atunci (2-lim x§ = 

8eA 
= x; ii) Dacă (2-lim x§ = x şi {yt}iej este un subşir al lui {#s}S e A, atunci 

8eA 
(2-lim yi=x; iii) Dacă şirul generalizat {^s}ge^ nu converge ((2) către x, există» 

* e 7 
atunci un subşir generalizat al sau care nu conţine nici un subşir generalizat con
vergent ((2) către x; iv) Pentru orice mulţime dirijată A şi orice familie {A $} 8 ^ 
de mulţimi dirijate, fie B = {(&, a) | 8 6 A, a e A §}. Dacă pentru / : B -> 9C există. 
xe9C astfel ca (2-lim Hm f(S, a) = x, atunci (2-lim/o g = x, unde g: A X 

SeA aeA$ 
xTTA$-+B este definită prin g($, h) — (S, h(8)) pe A x 1 7 ^ 8 consi-

8 e A 8 e A 
derîndu-se ordinea produs. Fie (2 o c.c. pe mulţimea 9C. Există atunci, şi 
este unică, o topologie T pe St astfel încît G-convergenţa şirurilor generali
zate este echivalentă cu convergenţa în topologia T. Se spune că topologia 
T a fost generată de c.c. (2. Unii autori numesc spaţiu cu convergenţa o mul
ţime 9C pe care s-a dat o familie (2 avînd proprietăţile i) şi ii). Unei asemenea 
clase i se poate asocia de asemenea o topologie. Familia şirurilor generalizate 
convergente în raport cu această topologie este în general strict mai mare 
decît familia şirurilor (2-convergente. \Gh. Gr.) 

clasă de mulţimi Fie T o mulţime nevidă (numită uneori şi mulţimea to^ 
tala sau spaţiul total). O c m . ale lui T este o parte si a mulţimii ^(T), unde 
^(T) este mulţimea tuturor părţilor lui T. Sin.: clasă de părţi. Vom considera 
numai c m . nevide. Principalele c m . folosite în teoria măsurii sînt următoarele: 

semiclanul (semiinelul), o c m . si cu proprietăţile: 1) A, B e si => A 0 
OBesi; 2)A,Besi şi A c B => există A = AQc:A^czA2cz ... czAn = B 

mulţimi din si cu Ai+i\Aie si, i = 0, 1, 2,...,n — 1. Ex.: si == {[a,b) \, 
a^b} este un semiclân de p a r ţ i a l e lui R ; 

clanul (inelul), o c m . si cu proprietatea A, B e si => A U B e si şi A\JB-& 
e si- Dacă si este clan atunci si este semiclân. Ex. : si = mulţimea tuturor 
reuniunilor finite de intervale de forma [a, b) cu a^b numere reale; si ester 
clan de părţi ale lui R ; 

algebra {corpul)^ b c m . si ale lui T care este clan şi în plus Te si; ' 

! 
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semitribul (^-inelul) este un clan si cu proprietatea: pentru orice şir{An}n 
00 

de mulţimi Ane si avem p ) An e si. Ex . : Mulţimea tuturor mulţimilor 

măsurabile de măsură finită dintr-un spaţiu cu măsură este un semitrib 
(care în general nu este tr ib); 

tribul (a-inelul), o c m . si cu proprietăţile: 1) A, B e si => A\B e si', 
00 

2) Pentru orice şir{An}n de mulţimi Ane si avem [J Ane A. Orice trib este 
n = l 

semitrib. Ex.: Dacă T este o mulţime infinită, atunci si ~ {A czT \ A este 
cel mult numărabilă} este t r ib ; 

a-algebra (clanul borelian, corpul borelian), o c m . si ale lui T care este 
trib şi în plus Te si; 

n-sistemul, o c m . si ale lui T cu proprietăţile: 1) A,BesişiAz>B=> 
=>A\B e si; 2) Pentru orice şir {An}n de mulţimi Ane si mutual disjuncte 

OO 

(i.e. Am(]An = 0 dacă m^n) avem \J Ane si; 3.) Teşi. Ex. : Dacă (T, 

J, u.) şi (T, 7, v) sînt spaţii cu măsură astfel încît \i(T) şi v(Ţ). sînt finite, 
.atunci si — {^ e 7 | \i(A) — v(A)} este Ti-sistem; 

laticea, o c m . si cu proprietăţile: 1) A, B e si => A [) B e si; • 2) A, 
B e si=> A fi B e si; 3) 0 e si. Ex.: Mulţimile compacte într-un spaţiu to
pologic separat formează latice. Să considerăm o proprietate P pe care o pot 
avea sau nu c m . ale lui T. Vom scrie P(si) pentru a desemna faptul că si 
are proprietatea P. Să considerăm şi o c m . si. Vom presupune că există cel 
puţin o c m . 03 astfel încît °ld^>si şi P(93). în aceste condiţii vom numi (dacă 
există) c m . generată de si şi proprietatea F cea mai mică c m . 93 ca mai sus şi 
o vom nota prin clp(si). în mod explicit, clp(si) se caracterizează astfel: 
1) clP(si)^si; 2) P(clP(si)); 3) 95^si şi P(^)=*.cE=>clp(.srf). Ex.: si este o 
c m . oarecare şi P este proprietatea de a fi clan, cu alte cuvinte P(93) înseamnă 
că 93 este clan. Atunci clp(si) există şi clp(si) se numeşte clanul generat de si. 
De obicei se notează clp(si) = G(si). Aşadar Q(si) este cel mai mic (în sensul 
incluziunii) dintre clanurile care includ pe si, i.e.: 1) Q(si)^si; 2) Q(si) 
este clan; 3) 98^si şi ^ este clan => 9 8 = D 6 ( ^ ) . Similar, se definesc semi
clanul generat de si, algebra generată de si, semitribul generat de si, tribul ge
nerat de si, a-algebra generată de si, n-sistemul generat de si. Dacă (T, T) este un 
spaţiu topologic, tribul generat de T (i.e. tribul generat de mulţimile deschise) 
se numeşte tribul mulţimilor boreliene ale lui T, pe care îl vom nota prin °)3(T). 
De fapt, S6(T) este o cr-algebră şi se mai numeşte şi a-algebra mulţimilor bo
reliene. Se observă că 93(7") = a-algebra generată de clasa mulţimilor închise = 
tribul generat de mulţimile închise. Elementele lui ^(T) se numesc mulţimi 
boreliene (sau mulţimi Bor el, sau mulţimi 'măsurabile Bor el). Se arată că: 
1) Clanul generat de un semiclân 1? este clasa Q.({J>)= i\J Ai \ familia [A i}^ej 

este finită, mulţimile Aiety sînt mutual dis junctei ; 2) Tribul generat de un 
• oo ) 

semitrib 6 este clasa ^(â) — f U A n | şirul {A n} n este format cu mulţimi A n e cH; 

3) Tribul (sau o-algebra) generat de semiclanul 9 = {[a, b) \a^b numere 
reale} coincide cu a-algebra mulţimilor boreliene pe R ; 4) Tribul (sau a-al-

r « 
gebra) generat de semiclanul Cy5 =< ]~X I.ai> ^i) \ai^°i numere reale, i *= 

J 
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— 1, 2, ..., n \ coincide cu a^algebra mulţimilor boreliene pe R n . Un şir de mul
ţimi [A n}n se numeşte şir crescător de mulţimi (resp. şir descrescător de mulţimi) 
dacă AnczAn+1 pentru orice n (resp. AnZDAn+1 pentru orice n). Un şir 
de mulţimi care este crescător sau descrescător se numeşte şir monoton 
de mulţimi. Limita unui şir monoton de mulţimi {An}n se defineşte ca fiind 

00 00 

UmAn = [J An (dacă {An}n este crescător) iar lim An == p | An (dacă {An}n 

este descrescător). O c m . si se numeşte clasă monotonă dacă are proprietatea 
că pentru orice şir monoton {A n}n de mulţimi An e si avem lim A n e si. Pentru 
orice c m . si există clasa monotonă generată de si, notată °lfll(si), Anume, 
^(si) are proprietăţile: 1) ^(si) ^> si; 2) ^{si) este clasă monotonă; 3) 93 :D 
ZD si şi 93 este clasă monotonă =s> 93:^97£(^). Se arată că pentru orice clan 
si, tribul generat de si coincide cu clasa monotonă generata de si. Dacă si 
este o c m . ale lui T, notăm cu si^ clasa locală generată de si, i.e. si\ = { 5 c 
c i | B f ] ^ G ^ pentru orice A e si}. Dacă si este clan, atunci si^ este al
gebră, iar dacă si este semitrib, atunci si^ este a-algebră. O c m . si se numeşte 
clasă ereditară dacă are următoarea proprietate: dacă A e si şi Ba A, atunci 
B e si. în particular, putem vorbi de clanuri ereditare, triburi ereditare. Mai 
precis, un clan ereditar este un clan care este în acelaşi t imp şi clasă ereditară. 
Similar, un trib ereditar este un trib care este în acelaşi timp şi clasă ereditară. 
Putem considera o c m . 93 şi cu ajutorul ei putem construi: 

clanul ereditar generat de 93, notat 9£(2(93), care este cea mai mică clasă 
si avînd proprietăţile: si=>°l3, si este clan şi si este clasă ereditară. Se arată 
că 9^2(93) = iA <= T | există o familie finită {At}ieF, ^ * e 9 3 , astfel încît 

Acz U AX 
ieF f 
tribul ereditar generat de 93, notat 9£(93), care este cea mai mică clasă 

si avînd proprietăţile: ^ : D 9 3 , si este trib şi si este clasă ereditară. Se arată 
că 9^(93) = fAcT | există o familie cel mult numărabilă {At}ieM, Ate^, 

astfel încît A c U AX- (^ C.) 
ieM / 

clasă de părţi v. clasă de mulţimi 
clasă ereditară v. clasă de mulţimi 
clasă locală generată de o clasă de mulţimi v. clasă de mulţimi 
clasă multiplicativă v. integrala Kolmogorov 
clasă semicompactă v. măsură pe spaţiu produs 
clasificarea lui Baire Se referă la funcţiile definite pe un spaţiu topologic 

şi cu valori într-un spaţiu topologic. Funcţiile continue sînt considerate de 
clasă zero. Prin inducţie completă se definesc funcţiile de clasă n (ca limite de 
funcţii de clasă n — 1) iar prin inducţie transfinită se definesc funcţiile de 
clasă transfinită a de orice putere numărabilă. Pentru funcţii reale de o va
riabilă reală s-a pu tu t demonstra, pentru orice număr natural n, existenţa unei 
funcţii de clasă Baire egală cu n, care nu este de clasă n — 1. Pentru funcţiile 
reale de una sau mai multe variabile reale, clasa Baire se păstrează prin con
vergenţa uniformă. (S. M.) 

clin, submulţime E a unui spaţiu liniar X cu proprietăţile: dacă x,ye 
eE, atunci x + yeE; dacă xeE şi O ^ a e R , atunci axeE. Unii autori 
o numesc con sau con convex (cu vîrful 0 şi conţinînd 0). (R. C) 
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codimensiune finită v. spaţiu liniar 
coeficienţi Fourier v. spaţiu Hilbert, dezvoltarea Fourier a funcţiilor reale 

periodice 
coeficienţii Newton-Cotes v. formula Newton-Cotes 
cofunctor v. functor 
comandă v. sistem dinamic 
combinaţie liniară v. spaţiu liniar 
compact v. spaţiu topologic compact 
compact polinomial convex v. domeniu Runge 
compactificare Fie % un spaţiu topologic separat. Se spune că spaţiul 

topologic compact 0/ este o c a lui 9C dacă 9C este homeomorf cu un sub
spaţiu dens al lui S//. .Mai exact, o c a lui 9C este o pereche (9, 0/) în care 
y este un spaţiu compact iar cp este un homeomorfism între 9C şi un subspaţiu 
dens al lui Q/. Deoarece orice spaţiu compact este normal şi orice subspaţiu 
al unui spaţiu normal este complet regulat rezultă că nu toate spaţiile topolo
gice admit c Un spaţiu topologic separat care admite o c se numeşte com
pactificabil. Observaţia precedentă este de fapt mai completă căci un spaţiu 
este compactificabil dacă şi numai dacă este complet regulat. Două c ale lui 
9C, (cp, 3/) şi (*F, SE), se spune că sînt egale (sau echivalente) dacă există h: y -> 
-* SE un homeomorfism aşa ca &09 = *F. Dacă există aplicaţia continuă 
h: y -*• SE astfel ca ho cp = \P, se spune că (cp, 0/) este mai mică decît (*F, 
SE), şi se notează (9, y)^(xY, SE). Relaţia introdusă este o relaţie de ordine 
în mulţimea c lui 9C. Se numeşte c cu un punct (sau c Alexandrov) a spaţiului 
9C, un spaţiu compact St astfel încît St să fie un subspaţiu dens al lui 9C şi 
S t \ S t să se reducă la un punct. 
Teorema lui Alexandrov. Un spaţiu topologic separat este compactificabil 
cu un punct dacă şi numai dacă este local compact. 
Fie St un spaţiu complet regulat. Există atunci o c (9, 0/) a lui St astfel 
încît pentru orice funcţie continuă şi mărginită / : St —• R există, şi 
este unică, o funcţie continuă şi mărginită g: y —> R astfel ca g să fie o 
prelungire a lui I 0 9 - 1 (pe scurt, o prelungire a lui / , dacă se identifică St 
cu 9('.\')) astfel încît sup \f(x) | == sup | g(y) \ . Această c se numeşte c 

Stonc-Cech. (Orice două asemenea c sînt echivalente.) In raport cu ordinea 
introdusă, c. Stone-Cech este cea mai mare c a lui 9C. Dacă St este local com
pact, c Alexandrov este cea mai mică c a lui 9C. (Gh. Gr.) 

compactificare cu un punct v. compactificare 
compactificare Stone-Cech v. compactificare 
eompactificarea lui Alexandrov v. compactificare, frontiera ideală 
compactificarea Kerekjârtâ-Stoilow v. frontiera ideală 
compararea convergenţei sau divergenţei a două serii Fie rn şi r'n resturile 

de ordinul n ale celor două serii. Convergenţa are aceeaşi viteză dacă 0 < 
< lini inf (| rn |/ | r'n | ) ^ l im sup (| rn\j\ r'n \ ) < 00. Dacă prima inegalitate este 
înlocuită cu —, prima serie converge cel puţin la fel de repede ca şi a doua. 
Dacă, în particular, lim (| rn | / | r'n |) = 0, prima serie converge strict mai repede 
decît a doua. Dacă în prima definiţie înlocuim ultima inegalitate prin = , prima 
s«rie converge cel puţin tot atî t de încet ca şi a doua. Dacă în particular 
lini (| rn | / | r'n |) = 00, atunci prima serie converge strict mai încet decît a 
doua. Condiţii similare pentru compararea divergenţei a două serii (v. şi serie 
numerică). (S. MS) 

compararea topologiilor Fîe 9C o mulţime, x1 şi T2 două topologii pe 9C, 
generate, respectiv, de familiile de mulţimi deschise \7X şi 7 2 . Se spune că T2 
este mai fină decît Tt (sau că TX este mai puţin fină decît T2) dacă orice mulţime 
T rdeşchisă este T2-deschisă (deci dacă <Jlcz<72). Se notează T^Tg . Se mai 
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spune în acest caz că T2 este mai tare decît TA (sau că T, este mai slabă deci t 
T 2 ) . Afirmaţiile următoare sînt echivalente: i) T ^ ^ ; ii) Aplicaţia identică 
i(x) = x definită pe (9C, T2) CU valori în (%, T J este continuă; iii) Pentru orice 
xe9C, orice vecinătate a lui % în topologia TX este o vecinătate a lui # în topo
logia T 2 ; iv) Pentru orice Acz9C, închiderea lui A în il conţine închiderea 
lui A în T2 ; v) Orice mulţime închisă în T2 este închisă în T2. în raport cu această 
ordine, mulţimea topologiilor pe 9C este o latice completă cu cel mai mic şi 
cel mai mare element. Cel mai mic element este topologia indiscretă, iar cel 
mai mare element este topologia discretă. Fie {T,-}; £l O familie de topologii pe 
9C, S'Î familia mulţimilor deschise în T$, i e I. Marginea inferioară a familiei * 
{T*}teJ e s t e apologia, în care familia mulţimilor deschise este D^ţ. Marginea 

l e / 
superioară a familiei {T»} i6/ este topologia în care U 7i este o subbază. (Gh.Gr.) 

ie J 
complement ortogonal (într-un spaţiu Hilbert) v. spaţiu Hilbert 
complement ortogonal (într-un spaţiu liniar reticulat) v. spaţiu liniar 

ordonat 
completarea unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive aditive definite 

pe un clan 
completatul unui spaţiu liniar normat v. spaţiul liniar normat 
completatul unui spaţiu liniar topologic separat X, spaţiu liniar topologic 

separat şi complet X astfel ca X să fie izomorf (ca spaţiu liniar topologic) 
cu un subspaţiu liniar topologic dens al spaţiului X. Un astfel de spaţiu X 
există, şi este unic, cu excepţia unui izomorfism. O metodă de a construi c. 
s.l.t.s. X este cea care urmează: Fie °H? o bază de vecinătăţi ale originii în 
spaţiul X şi să ordonăm 9^ punînd V^ V2 <=> Vxz> V2. Fie Y mulţimea 
tuturor şirurilor generalizate Cauchy de forma { a F } F e n^cu ayeX. Mulţimea 
Y este un spaţiu liniar cu operaţiile: 

M aF}F 6c^) ~ { X a F } F e q ^ , 

unde X este scalar. Pentru orice W e 9 ^ fie W mulţimea tuturor elementelor 
a e Y cu a— {ay}yeqjt> pentru care există V0 e °H9 astfel ca ayeW dacă V^VQ. 

Atunci sistemul {CW \ °^0 € 9^} este o bază de vecinătăţi ale originii pentru o 
topologie liniară pe Y. Punînd G = P) {W \ W e 9^} obţinem un subspaţiu 
liniar închis (închiderea elementului nul în spaţiul Y). Spaţiul liniar topolo
gic cît X = Y/G este completatul lui X. (R. C.) 

completatul unui spaţiu metric v. spaţiu metric complet 
completatul unui spaţiu uniform v. şir generalizat Cauchy 
complexificatul unui fibrat vectorial v. fibratul tangent complex 
complexul Cauchy-Riemann tangenţial Fie CI o mulţime deschisă din Cn, 

$0. frontiera sa, presupusă netedă. Operatorul Cauchy-Riemann tangenţial 
db este operatorul indus pe frontiera BQ. de către operatorul Cauchy-Riemann. 
Acesta se poate descrie explicit astfel: Fie 9 o formă de tip {p,q) ce provine 
clin restricţia la l\il a unei forme; de tip (p, q) cu coeficienţi C00 în Q.. Fie cp' o 
antfel do formă, cloci 9 ' | bil ---r 9, ^ 9 este definit ca proiecţia ortogonală a . lu i 
#9' | BLl pci «paţiul formelor de tip (p, q -\- 1) ce provin din forme C00 din & 
şi această definiţie nu depinde de alegerea lui 9'. Se obţine astfel un complex, 
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numit c.C.R.t. Soluţiile ecuaţiei dt,u = 0 se numesc funcţii (sau forme) Cauchy-
Riemann şi se bucură de unele proprietăţi remarcabile (de exemplu funcţiile 
Cauchy-Riemann formează o algebră). O problemă actuală este studiul pre-
lungibilităţii analitice a funcţiilor Cauchy-Riemann. Primul rezultat im
portant în această direcţie fiind teorema de prelungibilitate a lui H. Lewy. 
Coomologiile asociate c.C.R.t. intervin în mod natural în teoria twistorilor şi 
în aplicaţiile sale la rezolvarea ecuaţiilor Yang-Mills. (G. G.) 

complexul de Rham v. formă diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă) 
complexul Dolbeault v. formă diferenţială (pe o varietate complexă) 
componentă a unui spaţiu liniar reticulat X, submulţime G a lui X cu 

proprietatea: G + G^* = X (unde G^- este complementul ortogonal al mulţi
mii G). Orice element x e X se reprezintă în mod unic sub forma x = x' -f x" 
cu x' eG şi x"eG-*-. Orice componentă G este o bandă şi are loc egalitatea 
(G-*-)-1- = G. O bandă G este o componentă dacă şi numai dacă pentru orice 
element pozitiv xe X există elementul x' da t de formula x' = sup {y eG | 
0 ^ ; y ^ # } . în particular, într-un spaţiu liniar complet reticulat orice bandă este 
o componentă. Dacă v este un element oarecare al spaţiului liniar reticulat 
X iar G este banda generată de v, atunci G este o componentă dacă şi numai 
dacă pentru orice element pozitiv x e X există elementul xf dat de formula 
xf — \y/ (xJ\n \v |). în particular, într-un spaţiu liniar a-reticulat banda 

n e N 
generată de un element oarecare v este o componentă şi coincide cu mulţimea 
({v}-1-)-1-. Dacă{G^}-£ T este o familie totală de componente a unui spaţiu liniar 
reticulat X, atunci X este izomorf (ca spaţiu liniar ordonat) cu un subspaţiu 
liniar ordonat al spaţiului liniar ordonat produs Ţ~[ Gj. (R. C.) 

componentă scalară (a unei funcţii vectoriale) v. analiză vectorială 
con, clin E într-un spaţiu liniar X cu proprietatea: E [] { — E) — {0}. 

Unii autori numesc astfel de clin, un c. propriu, utilizînd denumirea de c. 
pentru clin. De asemenea, unii autori numesc, c. (cu vîrful 0) orice submul
ţime E a unui spaţiu liniar avînd proprietatea: xeE, G < Xe R=> Xx e E. 
(R. C). 

condiţia lui Levi v. pseudoconvexitate 
condiţia lui Lipschitz Funcţia / : [a, b] —* R satisface c.L. dacă există o 

constantă k cu proprietatea că pentru orice pereche x, y e [a, b] avem | f(x) — 
"•* f(y) \^k \ x ~~ y \* Orice funcţie cu derivată mărginită satisface c.L. iar 
aceasta din urmă implică continuitatea absolută. (S. M.) 

condiţia iui Riesz, condiţie îndeplinită de anumite spaţii liniare ordonate, 
care constă în faptul că dacă pentru trei elemente pozitive oarecare xL, x2, y 
arc loc inegalitatea y^x± + x2, atunci există elementele pozitive yv y2 
astfel ca y — yx + y2 şi yt^xi, i — 1, 2. Dacă X este un spaţiu ordonat, 
următoarele condiţii sînt echivalente: 1) Spaţiul X satisface c.R.; 2) Dacă 
xi» x2> J\ '^2 s n r t elemente pozitive astfel ca xx + x2 = yx + y%> atunci există 
elementele pozitive zij, i, j = 1, 2, astfel ca xi — ziX -f- zt% şi y$ — zLj -f- z2j; 
3) Mulţimea ordonată X are proprietatea interpolatorie; 4) Pentru orice ele
mente pozitive a,b} c, d cu a^b şi c^d are loc egalitatea [a + o, b + d] — 
=[a , b] + [c, d] (segmentele fiind în sensul ordinei). Orice spaţiu liniar reticulat 
satisface c.R. Mulţimea funcţiilor continue x'. [— 1, 1] -+ R eare satisfac con
diţia x(—V) -f #(1) = #(0), înzestrată cu operaţiile obişnuite şi cu ordinea 
punctuală, este un spaţiu liniar dirijat care satisface c.R. dar care nu este un 
spaţiu liniar reticulat. (R. C.) 

conjugatul unui număr complex v. corpul numerelor complexe 
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conjugatul unui spaţiu local convex X, mulţimea tuturor funcţionalelor 
liniare şi continue definite pe X. Se notează X* sau X* (unde T este topologia 
spaţiului X) sau X'. Sin.: dualul lui X. Cu operaţiile obişnuite cu funcţionalele 
(i.e. d a c a / , geX* iar X este un scalar, atunci ( / + g) (x) = f(x) + g(x), 
(X/) (x) = 1f{x): \fx e X), mulţimea X* este un spaţiu liniar. Dacă X 
este un spaţiu local convex separat, atunci pentru orice element 
nenul x0eX există feX* astfel ca/(#0)=^0. Pentru un spaţiu local convex 
separat X topologia local convexă definită pe X* de familia {qx}xex a 

seminormelor date de formula qx(f) = \f(x)\, feX*, este separată. Această 
topologie se notează o(X*, X) şi se numeşte topologia slabă* pe X* (ea fiind 
topologia slabă pe X* în raport cu sistemul dual (X, X*}, unde <#,/> = 
— / W (v- s i s tem dual de spaţii liniare). Dacă W este o vecinătate echilibrată 
şi convexă a originii în spaţiul local convex separat X, atunci mulţimea {/e 
eX* | \f(x) | ^ 1 , \fxeW} (i.e. polara W° a lui W în raport cu sistemul 
dual {X} X*}) este compactă în topologia a(X*,X) (teorema Alaoglu-Bour-
baki). Dacă X este un spaţiu liniar normat, atunci conjugatul său X* este 
spaţiu Banach în raport cu norma 

11/II = sup {|/(*) | | | | * H * s l } , / e X * . 

în acest caz, din teorema Alaoglu-Bourbaki rezultă că sfera unitate închisă 
în X* este compactă în topologia a(X*,X). Dacă X este un spaţiu Banach, 
{4n}n e N un. şir cu valori în X*, iar fe X*, atunci pentru ca / = l im/ w în topolo-

n 
gia a(X*, X) este necesar şi suficient ca următoarele două condiţii să fie sa
tisfăcute: 1) Şirul {\\fn\\}ne-]Kj este mărginit; 2) Există o submulţime A a lui 
X astfel ca subspaţiul liniar generat de A să fie dens în X, iar/(A?) = limfn(x)t 

VxeA. (R.C.) 
continuitate absolută I. Cazul măsurilor cu semn. Fie T o mulţime nevidă, 

¥ o a-algebră de părţi ale lui T. Se consideră şi două măsuri cu semn \i, v: 
: 5?*--•R. Se spune că v este absolut continuă în raport cu \i (în scris v<^ \i) dacă 
pentru orice mulţime A din ^ cu \v\(A)< oo şi pentru orice e > 0 există S > 0 
cu proprietatea că oricare ar fi B e ^ c u Ba A şi \\x. | ( £ ) < $ avem |v|(J5)<e. 
Aici | \i I este modulul lui A etc. Echivalent: măsura v este absolut continuă 
de tip 0-0 în raport cu \i, i.e. pentru orice A e S" cu | v \(A) < oo avem 
|[x|(^f) = 0 => v(A) — 0. în cazul particular cînd [i, v: 7 -*• R + sînt măsuri 
pozitive rezultă că v <̂  [i dacă şi numai dacă pentru orice mulţime A 
din 9 " c u v ( J ) < oo şi pentru orice e > 0 există 8 > 0 astfel încît oricare ar 
fi 5 6 7 cu BaA şi \L(B) < 8 avem v(B) < e. Dacă în plus măsura v este 
a-finită, atunci V< [̂JL dacă şi numai dacă pentru orice A din J cu ţx(^4) = 0 
avem v(A) = 0. 
II . Extensie. Vom considera două clanuri Qx şi (22 de părţi ale unei mulţimi 
nevide T şi o clasă de părţi QczQl(]Q2, precum şi două măsuri aditive m 
şi n definite, prima pe QL, a doua pe Q2 cu valori, fiecare, sau într-un spaţiu 
normat sau în R . Vom spune că m este absolut continuă în raport cu n pe S 
dacă pentru orice A din (2 şi pentru orice e > 0 există S > 0 cu proprietatea: 
oricare ar fi B e G, B a A cu n(B) < S avem m(B) < e, ceea ce este echivalent 
cu a spune că | m(B) | < e dacă m ia valori în R sau \\m(B) || < e dacă w 
ia valori într-un spaţiu Banach. Dacă 7 este un trib de părţi ale mulţimii 
nevide T, X un spaţiu Banach, m: J —> X o măsură numărabil aditivă şi 
jx: 7 -*> R + o măsură numărabil aditivă pozitivă, atunci următoarele afirmaţii 
sînt echivalente: 1) Măsura m este absolut continuă în raport cu u.; 2) Pentru 
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orice e > 0 există S > 0 astfel încît oricare ar fi A e 7 cu \L(A) < § avem 
\\m(A) || < e; 3) Pentru orice ^ din ^ cu p(A) = 0 avem w(^4) '= 0 (echi
valent w (̂ 4) = 0). Să consemnăm şi faptul că dacă (2 este un clan de părţi 
ale lui T, X un spaţiu Banach, m: Q —• A măsură aditivă şi JJL: 6 —• R + o 
măsură pozitivă numărabil aditivă şi finită, atunci m<^[i implică m numărabil 
aditivă. Dacă în plus \h este non-atomică, atunci m este şi ea non-atomică. 
Două măsuri m şi n se numesc echivalente dacă m<^.n şi n<^m. Fie X un spaţiu 
Banach, G un clan de părţ i ale lui I şi w: Q -+ X o măsură aditivă. O mă
sură aditivă şi pozitivă u.: 6 -> R+ se numeşte măsură control pentru m dacă 
este echivalentă cu w. Fie 5T un trib de părţi ale lui T, A" un spaţiu Banach 
şi m: J —• X o măsură vectorială numărabil aditivă. Atunci există o mă
sură control pentru m cu proprietatea m<^[i^nî (teorema Bartle-Dunford-
Schwartz sau teorema de existenţă a măsurii control). O precizare a acestei te
oreme este teorema lui Rîbakov care afirmă că există %' în dualul X* al.lui X 
astfel încît j x'om j să fie măsură control pentru m. (I. C.) 

continuitate aproximativă Funcţia / : I -> R este aproximativ continuă 
în xel ( I c R , interval) dacă există o mulţime A cz]R pentru care x este 
punct de densitate, astfel încît restricţia / | A este continuă în x. Funcţia / 
este aproximativ continuă a.p.t. pe I dacă şi numai dacă / este măsurabilă 
Lebesgue pe I. (S. M.) 

continuitate bidimensională F i e / definită pentru al^x^bi, a2^y^b2, 
cu valori reale. Funcţia / este bidimensional continuă în punctul p dacă 
lim A 2( / ; p,p') = 0 ' (v . diferenţă bidimensională). Dacă p are coordonatele 

p' -»p 
(x,y), atunci condiţia revine la lim \f(x, y) — 0. Continuitatea implică 

c.b. dar reciproca nu este adevărată. (S. M.) 
continuitate constructivă Funcţia reală / definită pe un interval compact 

JczR este continuă constructiv pe I dacă există o funcţie constructivă 
co(e) > 0 definită pentru e > 0 astfel încît din x, y e I, | x — y\ <co(s) să re
zulte \f(x) — f(y) | < e . Aici / este un interval de numere reale con
structive. (S. Af.) 

continuitate şi derivată preponderentă Fie / : J czR —>• R şi fie ae I. Dacă 
există o mulţime măsurabilă Lebesgue Eal astfel încît, notînd cu m mă
sura Lebesgue, avem 

m(E f] (a,a + h)) 1 
lim inf ' > — > 
h -> o + h 2 

m(E (](a + h, a)) 1 
lim inf > — > 
h -»o - —h 2 

şi dacă lim f(x) —f(a), a t u n c i / e s t e preponderent continuă în a. înlocuind 
x-^a, xeE 

f(a + h) - f(a) 
ultima condiţie prin lim există, numim limita astfel 

h-*0, a + heE h 
obţinută derivata preponderentă a lui / în a şi o notăm /pT (a). O funcţie pre
ponderent continuă este de prima clasă Baire şi are proprietatea lui Darboux. 
Dacă / este continuă, atunci /p r este Darboux de prima clasă Baire. (S. M.) 

contracţie, aplicaţie g definită pe un spaţiu metric (9C, d) cu valori în 
acelaşi spaţiu, pentru care există qe (0, 1) astfel încît d(g(x), g(y))^qd(x, y) 
pentru orice x, y e 9C. Se spune uneori că g este o q-contraefie. 

file:///fxeW}
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Principiul c. D a c ă (9C, d) e s t e u n s p a ţ i u m e t r i c c o m p l e t i a r g e s t e o ^ - con t r ac 
ţ i e p e 9L, a t u n c i ex i s t ă , şi es te un i c , e l e m e n t u l x* e 9C as t fe l î nc î t g{x*) = 
= x*. P e n t r u orice x^) e 9C ş i rul c o n s t r u i t p r i n #(w + 1) = g(x(n)) converge c ă t r e 
x* şi 

d(x*, *<w>) ^ — ^ — d^-V, xW) ^ - ^ — d(xl°), xO-)). (Gh. Gr.) 
1 - q 1 - q 

conu l lu i Fil ippov v. p rob lema lui Cauchy p e n t r u s i s teme de ecua ţ i i d i fe ren
ţ i a l e 

conu l pozit iv v . spa ţ i u l in ia r o rdona t 
conve rgen ţ a cu r egu l a to r v . conve rgen ţa în s ensu l ordinei 
conve rgen ţ a i nd iv idua l ă v . conve rgen ţ a în s ensu l ordinei 
conve rgen ţa în s ensu l ordinei F i e X o m u l ţ i m e o r d o n a t ă , {#n}neitsr l i n ?*r 

d e e l e m e n t e d i n X ş i x u n e l e m e n t d in X. Se s p u n e că ş i rul c.s .o. c ă t r e x d a c ă 
e x i s t ă d o u ă ş i ru r i {an}ne-^, {&.»} n e ^ d e e l e m e n t e d i n X as tfel ca an^xn^bn, 
V w e N şi an î x (i. e. a^a2^ ... şi x = \y*an) i a r bn [ x (i.e. bL^b2^ 

n e XsT n G N n e N 
> ... şi # = / \ 6 » ) . Se m a i s p u n e că ş i rul (o)-converge (sau că es te (o)-conver-

M e N 
gent) c ă t r e #. E l e m e n t u l # se n u m e ş t e (o)-limita ş i ru lu i ş i se n o t e a z ă x =• 
(o)-lim #w . E l e s te u n i c . D a c ă x = (o)-lim AT» şi y = (o)-limyn, i a r # n < y * , 

V « G N , a t u n c i x^y. D a c ă ş i rul {%} M G 1 N (o)-converge că t r e u n e l e m e n t x, 
a t u n c i orice subş i r (o)-converge c ă t r e ace laş i e l e m e n t . D a c ă x = (o)-]imyn — 

n 
« (o)-limzn şi yn^%n^zn, V w e N , a t u n c i x = (o)-lirn xn. D a c ă { # » } W G N e s t e 

u n ş i r d e e l emen te d i n X, e l e m e n t u l \ / / \ ^ (dacă exis tă) se n u m e ş t e limita 
» e N i > » „ 

inferioară a ş i ru lu i şi se n o t e a z ă l im xn; e l e m e n t u l / * \ \ / / Xj ( dacă ex i s tă ) se 
n n el$ j "^ n 

n u m e ş t e limita superioară a ş i rului şi se n o t e a z ă l im xn- P e n t r u ca x = (o)-
n 

- l im xn î n t r -o la t ice r e l a t i v a -comple tă , es te necesar şi suf ic ient ca şirul{%n}ne-KT 
n 

să- fie m ă r g i n i t şi ca l i m xn = l im xn — x. D a c ă X e s t e u n s p a ţ i u l in i a r ordonat» 
n n 

a t u n c i d in x = (o)-lim xn şi y =(o)-limyn r e z u l t ă OLX + $y — (o)-lim (a.xn -f-
n n n 

-f fiyn) or icare a r fi n u m e r e l e rea le a , p. D a c ă X e s t e u n s p a ţ i u l in ia r r e t i c u l a t , 
a t u n c i x = (o)-lim xn d a c ă şi n u m a i d a c ă e x i s t ă u n şir {vn}n g ^ d e e l e m e n t e 

n 
d i n X as tfel c a % J, 0 şi | xn - x | < v f t , Vw e N . D a c ă # = (o)-lim # n ş i y = 
= (o)-\imyn î n t r - u n s p a ţ i u l in iar r e t i c u l a t , a t u n c i x j\y — (o)-lim xnl\ym 

n n 
ş i %Ny — (o)-lim xn\Jyn. D a c ă % — (o)-lim xn î n t r - u n s p a ţ i u l in i a r r e t i c u l a t 

n n 
a r h i m e d i a n şi d a c ă {Xw}WGlsr e s te u n şir d e n u m e r e rea le c o n v e r g e n t c ă t r e u n 
n u m ă r X, a t u n c i \x = (o)-lim \n%n- D a c ă X e s t e u n s p a ţ i u l in ia r a - r e t i cu l a t , 

n 
u n şir {xn}% 9 ^ d e e l e m e n t e d i n X es te (o) -convergent (că t re u n a n u m i t e l emen t ) 
d a c ă şi n u m a i d a c ă e x i s t ă u n sir {vn}nel<r d e e l e m e n t e d i n X as t fe l c a v » J, 0 

ş i | Xi — XJ \^vn d a c ă i,j^*n. î n t r - u n s p a ţ i u l in i a r a - r e t i c u l a t p r e z i n t ă in -
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te res şi u n t i p de c o n v e r g e n ţ ă n u m i t ă convergentă individuală. U n şir {%n}nGjr 
d e e l e m e n t e d i n t r - u n s p a ţ i u l in ia r a - r e t i c u l a t X conve rge i n d i v i d u a l c ă t r e 
u n e l e m e n t x, d a c ă (x A a) \/b = (o)-lim (xn A a) \/b o r icare a r fi e l e m e n t e l e 

n 
a, b e X. P e n t r u ca ş i ru l {xn}n e Kr s ^ c o n v e a r g ă i n d i v i d u a l c ă t r e u n e l e m e n t 

x, e s t e necesar şi su f i c ien t ca x \J a = l i ra (xn V#) ş i x/\a = lim (xn/\a), 
n n 

Va e X. Se n o t e a z ă x = ind - l im xn şi se s p u n e că x e s t e limita individuală 
n 

a ş i ru lu i . î n cazul ş i rur i lo r gene ra l i za t e cu v a l o r i î n t r - o m u l ţ i m e o r d o n a t ă , se 
p o t defini d i fer i te t i p u r i d e c o n v e r g e n ţ ă ca re genera l i zează (o) -convergenţa 
ş i ru r i lo r o rd ina re . î n cazu l u n u i s p a ţ i u l in ia r r e t i c u l a t X, u n rol i m p o r t a n t 
îl a re u r m ă t o a r e a c o n v e r g e n ţ ă . F i e {x§}8 G A u n şir gene ra l i z a t cu v a l o r i în X 
P r i n def ini ţ ie , ş i ru l gene ra l i z a t (to)-converge (sau es te (co)-convergent) c ă t r e u n 
e l e m e n t x, d a c ă e x i s t ă u n şir gene ra l i z a t {vy}-^ G A cu v a l o r i în X cu p r o p r i e 
t ă ţ i l e : v^ l 0 (i.e. d i n X ' ^ X " r e z u l t ă v^»^v-^,, i a r 0 = / \ v\) şi p e n t r u 

XeA A e A 
or ice X e A e x i s t ă S 0 G A as t fe l c a | x$ — x \ ̂  v-^ d a c ă S ^ § 0- E l e m e n t u l # se n u 
m e ş t e (to)-limita ş i ru lu i gene ra l i z a t si se n o t e a z ă x = fco)-lim ^ § . E l e s te u n i c , 

8 e A 
F i e a c u m X u n s p a ţ i u l i n i a r r e t i c u l a t a r h i m e d i a n , {xn}n e N u n şir d e e l e m e n t e 
d i n X şi x u n e l e m e n t d i n X . Se s p u n e că ş i rul converge cu regulator c ă t r e % 
d a c ă e x i s t ă u n e l e m e n t v > 0 d i n X , i a r p e n t r u orice n u m ă r e > 0 e x i s t ă u n 
n u m ă r n a t u r a l nQ as t fe l c a | xn — % | < e v d a c ă w > w 0 . E l e m e n t u l # se n u m e ş t e 
(p)-limita ş i ru lu i şi se n o t e a z ă # = (p)-lim xn. E l es te un i c . E l e m e n t u l v se 

n 
n u m e ş t e regulator de convergentă. C o n v e r g e n ţ a cu r e g u l a t o r se m a i n u m e ş t e şi 
(p)-convergenţă. U n şir (p ) -convergen t c ă t r e u n e l e m e n t x e s te şi (o) -convergent 
c ă t r e acelaş i e l e m e n t . R e c i p r o c a n u e s t e a d e v ă r a t ă . C o n v e r g e n ţ a cu r e g u l a t o r 
se def ineş te în m o d a n a l o g şi p e n t r u ş i ru r i genera l i za te . (R. C.) 

convergen ţă a .p . t . v . t ipur i de conve rgen ţă folosi te în t eor ia m ă s u r i i 
conve rgen ţ ă ap roape s i gu ră v . t ipur i de convergen ţă folosi te în t eor ia 

m ă s u r i i 
conve rgen ţă ap roape u n i f o r m ă v . t ipur i de convergen ţă folosi te în t eor ia 

m ă s u r i i 
conve rgen ţă a s imp to t i că v . t ipur i de conve rgen ţă folosi te în teor ia m ă 

sur i i 
conve rgen ţ ă cons t ruc t ivă Şirul {xn}n el^r d e n u m e r e rea le conve rge con

s t r u c t i v că t r e n u m ă r u l rea l xQ d a c ă p e n t r u orice k î n t r e g poz i t i v ex i s t ă u n n u m ă r 
n a t u r a l mjc as t fe l înc î t d in n^wj£ r e z u l t ă | xn — * 0 | < l/k. N u m ă r u l % 
e s t e l i m i t a c o n s t r u c t i v ă a ş i ru lu i {xn}n e ^ ; ea es te u n i c d e t e r m i n a t ă . U n ş i r 
d e n u m e r e reale converge c o n s t r u c t i v d a c ă şi n u m a i d a c ă es te u n şir C a u c h y 
c o n s t r u c t i v . ( 5 . M.) 

convergen ţă c o n t i n u ă F i e Jn : X —> R , X = s p a ţ i u m e t r i c . Şirul {fn}n e TVT 
conve rge c o n t i n u u în xQ d i n X d a c ă e x i s t ă u n n u m ă r real f(x 0) cu p r o p r i e t a t e a 
că d i n xn —» %Q, Xn^X, r e z u l t ă fn(%n) —>f{%o)- D a c ă funcţ i i le f n s în t c o n t i n u e 
i a r X es te c o m p a c t , a t u n c i c.c. es te e c h i v a l e n t ă cu c o n v e r g e n t a uniformă. 
( H . H a h n ) . (S. Ai.) 

convergen ţă c v a s i u n i f o r m ă Arze îa -Bore l F i e (X, p) şi (Y, o) d o u ă s p a ţ i i 
m e t r i c e . Şirul \fn}ne^, fn'- X -» Y, conve rge cvasiuDiform că t r e / : X —• Y p e 
X d a c ă {fn} converge c ă t r e / p e X şi d a c ă or icărei pe rech i d e n u m e r e p o z i t i v e 
(e, AT) îi co re spunde u n n u m ă r poz i t iv AT/ > AT, astfel încî t p e n t r u orice x G X 
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avem o(f(x),fn (x)) < e, unde nx este un număr natural cuprins între A7 şi Ar/, 
depinzînd de x. (S. M.) 

convergenţă cvasiuniformă Arzela-Gagaev-Alexandrov Fie (̂ Y, p) şi (Y,a) 
două spaţii metrice. Şirul{fn)n,fn'- X -+ Y, converge cvasiuniform pe X către 
f. X ->• Y dacă {fn} converge* c ă t r e / pe X şi dacă pentru orice număr e > 0 
există un şir (finit sau nu) de numere naturale n1<n2< ... < np < np+1 < ... 
şi un şir de mulţimi deschise Gv G2, ..., Gp, GP+1, ... care realizează o acoperire 
a spaţiului X, astfel încît pentru xeGP avem o(f(x),fn (x)) < e, p — 1,2, ... 
(s. *r.) 

convergenţă cvasi uniformă Arzela-Hobson Fie (X, p) şi (Y, c) două spaţii 
metrice. Şirul {fn},fn: X -+ Y, converge cvasiuniform pe A" către / : X -> Y 
dacă {/w} converge către / pe X şi dacă la orice pereche de numere pozitive 
(ztm) corespunde un sistem finit de numere naturale nl,n2, ...,np mai mari 
decît m precum şi un sistem de tot atîtea mulţimi deschise Gv G2, ...,GP astfel 

P 
încît X = [J Gi şi o{f(%),fnXx)) < e pentru orice xeGi. c.c.A.H. implică 

i = i 
atît convergenţa cvasiuniformă Arzela-Borel cît şi convergenţa evasiuniformă 
Arzela-Gagaev-Alexandrov. Dacă funcţiile fn sînt continue* iar spaţiul X 
este compact*, atunci cele trei tipuri de convergenţă cvasiuniformă sînt echi
valente, fiecare fiind necesară şi suficientă ca funcţ ia / să fie continuă. (S. M.) 

convergenţă în măsură v. tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii 
convergenţă în medie v. tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii 
convergenţă în medie de ordin p v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 

măsurii 
convergenţă normală Fie S o mulţime, F un spaţiu Banach şi B(S,F) 

mulţimea tuturor funcţiilor mărginite definite pe 5 cu valori în F. Pentru 
orice fe.B(S, F) se pune \[f \\s = sup ||/(s) ||. Evident, B(S, F) este un spaţiu 

se S 
vectorial, operaţiile de adunare şi înmulţire scalară în B(S, F) fiind induse de 
operaţiile corespunzătoare din F, || • \\$ este o normă pe B{S,F) şi, înzestrat 
cu această normă, B{S, F) este un spaţiu Banach. Fiind dat un şir de funcţii 
fn'-S-> F, n^O, se spune că seria de funcţii \ \ fn este normal convergentă 

dacă satisface condiţiile următoare: 1) fn e B(S, F) pentru orice n ^ 0; 
2) Y* WfnWs•< °0- £-n- a u n e * s e r ^ ^ e funcţii S\ / » implică convergenţa ei uni-

formă (pe S). Mai general, se spune că seria de funcţii jK fn este normal con-

vergentâ pe mulţimea AaS dacă seria de funcţii ^ gn este normal conver-

gentă, unde gn — fn \ A. Ex.: Dacă S este un spaţiu topologic şi F — C, 
corpul valuat al numerelor complexe, se utilizează frecvent noţiunea de serie 
normal convergentă pe orice mulţime compactă din 5. (M. / . ) 

convergenţă punctuală v. şir de funcţii, serie de funcţii 
convergenţă uniformă v. şir de funcţii, serie de funcţii 
(o)-convergenţă v. convergenţa în sensul ordinei 
(ca)-convergenţă v. convergenţa în sensul ordinei 
p-convergenţă v. convergenţă în sensul ordinei 
convexitate reală v. pseudoconvexitate 
convoluţia a două distribuţii v. distribuţie 

39 C O N V O L U Ţ I A M Ă S U R I L O R RADON 

convoluţia a două funcţii Fie X, Y, Z spaţii Banach şi o aplicaţie bili-
niară X x Y -*Z, notată prin (x, y) i~> xyeZ cu proprietatea || xy || ^ 
^ II x II * \\y II pentru orice x în X şi y în Y. Dacă X = Y = Z = corpul 
scalarilor (reali sau complecşi), atunci aplicaţia (x, y) i-> xy este înmulţirea obiş
nuită. Fie şi G un grup local compact separat cu măsura Haar invariantă la 
stînga [L. Fie, de asemenea, două funcţii / : G \ U " -* X şi g: G\V -> Y, unde 
U şi V sînt mulţimi [x-neglijabile. Vom presupune că / şi g sînt local ji,-inte-
grabile şi vom nota m = f[i şi n — g[i (v. măsură Radon definită prin den
sităţi). Dacă există, convoluţia m * g se defineşte prin 

(m * g) (y) = \ gix-T-y) âm{x) = \f(x) gix^y) ă\±(x)eZ. 

Similar, dacă există, convoluţia / * n se defineşte prin 

( / * n) (y) = [/(yx-1) Af*-1) dn[x) = [f(yx-*] g(x) A(*-») dp{x) = 

= [f(yX)g(x-1)dij.(x), 

deci (m * g) (y) = (f*n) (y) (v. convoluţia unei măsuri Radon cu o funcţie). 
în virtutea acestei observaţii, dacă mulţimea A = {y e G | funcţia definită 
pe G cu valori în Z prin x !-> f(x) gix^y) este ji-integrabilă} este nevidă, vom 
numi funcţia f*g:A —> Z definită prin 

(f * g) (y) -fy(x) g^-'y) Mx) = fy(yx) gix-1) dţiix) 

convoluţia funcţi i lor/ şi g (sau produsul de convoluţie al funcţiilor / şi g). Avem 
deci (f\i) * g = / * (g[i) =f*g şi supp (/ * g) cz supp (/) -supp (g). Am notat, 
pentru A şi B incluse în G,AB— {ab \aeA,beB}şiAB este aderenţa lui A B. 
Dacă G este unimodular, 1 < p < oo, 1 < q < coş i (l/^>) + (l/q) = 1, atunci 
pentru orice / e J2^(pi) şi g e £Q

Y(i-i) funcţia / * g este definită peste tot pe G 
şi ia valori în Z. în plus, produsul de convoluţie (/JJI,) * (gţx) (v. convoluţia 
măsurilor Radon) există şi avem (f\i) * (g\±) — (/ * g) \i- în plus, funcţia / * g 
este continuă şi mărginită şi | | / * g 11 ̂  | \f \ \p • 11 g \\q> unde | | / * g | ' | = ' 
= sup {| / * g | (x) | x e G}). Putem defini ş i / * g * h prin relaţia (f * g) * h =? 
—f * (g * ^)* c a r e a r e loc în anumite condiţii. Ex.: Dacă grupul local compact este 
G = R w cu operaţia de adunare, iar măsura Haar ţi. este măsura Lebesgue, 
considerăm două f u n c ţ i i / e JB1^) şi ge£.l{[i). Atunci f*g este definită [i-a.p.t. 

(f*e) M 

Se mai scrie: 

= \ f{* - y) g(y) dv(y) = \ f(y) g(x - y) ăAy)-

(f*g) (%v *i>-> xn) =. 

f(x1 - yv x2 - y2, ..., xn - yn) gb'v y%> ••-, yn) fyi d>'2"... dyw . 

în plus, funcţia / « g e ^ d i . ) . Dacă n— 1, se mai scrie ( /* .g)(^) = 

$: 
/(* - y) s(y) dy- (i-c.) 

convoluţia măsurilor Radon Fie X, Y, Z trei spaţii Banach şi G un grup 
local cempact separat. Vom considera şi o aplicaţie biliniară continuă definită 
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pe X x Y cu valori în Z, notată astfel: dacă x este în X şi y în Y, atunci va
loarea aplicaţiei în {x, y) e X xY este xyeZ. Se presupune că || xy | |< 
^ II x II * II y I! pentru orice {x, y) în X x Y. Dacă .Y, Y şi Z sînt corpul sca
larilor r reali sau complecşi, aplicaţia de mai sus este înmulţirea obişnuită. 
Se mai consideră şi două măsuri Radon dominate (v. măsură Radon vectorială). 
anume m: 9C(G) -+X, n: 9C(G) -*• Y (unde 9C(G) este spaţiul funcţiilor numerice 
continue cu suport compact). Integrala folosită va fi integrala esenţială (v. 
integrala superioară esenţială (în raport cu o măsură Radon)). Vom spune că 
produsul de convoluţie al măsurilor m şi n există dacă pentru o r ice / din 9C(G), 
funcţia h: G X G —• F = corpul scalarilor, definită prin h(x,y) = f{xy), este 
| m | ® j n |-integrabilă (v. măsura Radon produs). în acest caz, se constată 
că h este m ® w-integrabilă. Măsura Radon 

u: c)C(G) -* Z, u{f) = V h(x, y) d(w ® w) (#, y) 

se numeşte convoluţia măsurilor m şi n (sau produsul de convoluţie al măsurilor 
m si n) si se notează m * n. Se arată că u este dominată de măsura Radon po
zitivă v: 9C{G) -> T, 

" ( / ) = \h{x,y)d{\m\<g)\n\){x,y), 

deci | m * » | < | w | * | w | (v. măsură Radon vectorială). în general, produsul 
de convoluţie a două măsuri Radon arbitrare nu există, dar dacă una din ele 
are suport compact (sau amîndouă sînt mărginite) această existenţă este 
garantată. (I. C.) 

convoluţia unei măsuri Radon cu o funcţie Fie X, Y, Z spaţii Banach şi 
o aplicaţie biliniară X xY -+ Z, notată prin ^(x, y) l~> xy e Z, astfel încît 
ii xy II< II x II • \\y\\ pentru orice xE X şi y e Y. în particular, dacă X = Y «• 
= Z = V = corpul scalarilor reali sau complecşi, aplicaţia biliniară (x, y) i-> 
i-> xy este înmulţirea obişnuită. Fie şi G un grup local compact separat. Vom 
considera o măsură dominată m:cK{G) —• X (v. măsură Radon vectorială) 
şi / : G —• Y o funcţie care este local integrabilă în raport cu măsura Haar pi 
invariantă la stînga pe G. Vom nota prin A funcţia modulară a lui G (v. mă
sura (Radon) Haar. Se pune problema existenţei convoluţiilor m * n şi n * m, 
unde n — f fx (v. măsură Radon definită prin densităţi), ceea ce se realizează 
automat dacă m sau / au suport compact. Dacă mulţimea A a punctelor y 
dinG astfel încît funcţia definită pe G prin x l-> f{x~1y) este m-integrabilă este 
o mulţime nevidă, atunci funcţia m * / : A -* Z definită prin 

( m > / ) (y) = y {x^y) ăm{x) 

se numeşte convoluţia măsurii Radon m cu funcţia f (sau produsul de convo
luţie al lui m cu / ) . Dacă mulţimea B a punctelor y din G pentru care func
ţia definită pe G prin x \~>f(yx~1) A (A;-1) este m-integrabilă este o mulţime 
nevidă, atunci funcţia / * m: B -> Z definită prin 

( /* m) (y) = U y * - 1 ) A(*-i) dm(*) 

se numeşte convoluţia funcţiei f cu măsura Radon m (sau produsul de convoluţie 
al lui f cu m). De exemplu, cu notaţiile de la măsura (Radon) Haar, cu ej * / = 

4 1 COOMOLOGIA FASCICOLELOR 

— ft-i şi / * ct = f A(£_1) pentru orice £ în G (aici et este măsura lui Dirac 
concentrată în teG). Dacă m este mărginită (v. măsură Radon) ş i / este o 
funcţie boreliană mărginită, rezultă că m * / este definită peste tot. în parti
cular, dacă m are suport compact şi / este o funcţie boreliană mărginită, 
rezultă că există şi măsurile m * (/(x) şi (/jx) * m. Acum să presupunem că 
m este mărginită şi / este local (x-integrabilă. Presupunînd că măsura m * (/jx) 
există şi că funcţia definită pe G x G prin {%, y) \~> f{x~1y) este | m | ® (/ţx)-
măsurabilă (în particular, aceasta se realizează dacă / este boreliană), rezultă 
că funcţia x i-> f{x~xy) este m-integrabilă pentru u.-aproape orice y din G. 

Atunci funcţia definită u,-a.p.t. cu valori în Z prin (m */) {y) = \f{x~1y) dm{x) 

este local ^-integrabilă şi avem relaţia m * {f\x) = (m */) [X. Similar, dacă 
măsura (/[x) * m există şi funcţia definită pe G x G prin {x, y) \'-> f{yx~1) 
este (/fx) 0 | m | -măsurabilă (în particular, aceasta se realizează dacă / este 
boreliană), rezultă că funcţia x \->f{yx"1) A(^_1) este m-integrabilă pentru 
|x-aproape orice y din G. Atunci funcţia definită jx-a.p.t. cu valori în Z prin 

( / * m) (y) = \ fiyx-1) A ^ - 1 ) dm{x) 

este local ^-integrabilă şi avem relaţia (/fx) * m = (/ * m) [x. Să remarcăm că 
dacă m este mărginită şi / e J2^([x), l ^ ^ ^ o o , atunci convoluţiile m * {f\i) 
şi (/[x) * m există. Dacă, în plus, funcţia definită pe G x G cu valori în Y 
prin (x,y) i-> f{x~1y) (resp. {x, y) \~>f{yx~1) este | m | (g) [x-măsurabilă, atunci 
m * / (resp. / * m) este definită [x-a.p.t., avem m * / e -Gf (n) (resp. f * m e £%(\L) 
şi subzistă formula m *(/[x) = (m */ ) (x (resp. (/pi) *m = ( /* m) (x). Dacă 
m este mărginită şi / este continuă şi mărginită, atunci m * / este continuă 
şi mărginită. Dacă, în plus, G este unimodular sau m are suport compact, 
atunci / * m este continuă şi mărginită. în general, suportul lui m * / (resp. 
/ * m) este inclus în supp (m) • supp (/) (resp. în supp (/) • supp (m)). Am notat 
AB = {ab | ae A,be B} pentru orice A şi B incluse în G, iar Z R este 
aderenţa lui AB. (I. C.) 

coomologia fascicolelor Prin fascicol vom înţelege aici un fascicol de grupuri 
abeline. Fie X un spaţiu topologic; notăm prin Ab(X) categoria fascico
lelor pe X. Considerăm functorul Yx- Ab(JY) -»• Ab definit prin Yxfâ): = 
== CJ{X) şi F x ( 6 ) : = 6x pentru orice facsicol ^ pe X şi orice morfism 0 din 
Ab(.X). Acest functor este exact la stînga, i.e. şirul de grupuri abeliene 0 -+ 

a x 3x 
-» ^'(JY) —> ^ ( Y ) —* ^ " ( Y ) este exact oricare ar fi şirul exact de fascicole 
0 -> c^/—> 9̂ —> ^ " - » 0. în general F x nu este un functor exact, i.e. aplicaţia 
Px n u este surjectivă pentru X şi S '̂ arbitrari. Un contraexemplu este furni
zat de planul complex puncturat X = C * ( = C \ { 0 } ) şi şirul exact de fascicole 
0 - + Z —-> O —•> 0 * - > l , unde, pentru orice mulţime deschisă C7 în C*, Z(C7) este 
grupul tuturor aplicaţiilor local constante de la U în Z, 0(J7) este grupul aditiv 
al tuturor funcţiilor olomorfe pe U,0*(U) grupul multiplicativ al funcţiilor 
olomorfe şi fără zerouri pe U, CLU aplicaţia de incluziune şi p^ aplicaţia 
0(17) 3 / i ->e nl*eG*(U). C.f .investighează acest fenomen cu ajutorul unor inva
rianţii care controlează abaterea de la exactitate a functorului r x - Aceşti in
varianţi sînt grupurile de coomologie Hq{X, 9:) ale spaţiului topologic X cu 
coeficienţi în fascicolul ¥, q^Q. Teoriile clasice de coomologie tratează si
tuaţii specifice (coomologie singulară, coomologie Alexander, coomologie de 
Rham) sau sînt aplicabile numai în cazul X paracompact (coomologie Cech). 
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Definiţia generală a fost obţinută abia în 1955 în mod independent de A. Gro~ 
thendieck şi R. Godement. în teoria lui Grothendieck grupurile de coomologie 
Hq(X, 9 ) sînt interpretate în contextul mai general al teoriei functorilor de
rivaţi în categorii abeliene. Pe de altă parte definiţia lui Godement este neaş
teptat de simplă şi naturală. Ambele definiţii folosesc pentru construcţia gru
purilor HQ(X, 9 ) anumite rezoluţii ale lui 9:- Se numeşte rezoluţie a fascico
lului 9" orice şir exact de fascicole şi morfisme de fascicole de forma 

e d° d1
 d

q 

0 -> 9 -» £9 -> £l -+ ... -> £q - * ... 
în cele ce urmează vom prezenta definiţia lui Godement, care utilizează aşa-
numita rezoluţie canonică. Se numeşte fascicol flasc pe X orice fascicol <£ 
avînd proprietatea că aplicaţia de restricţie p^ : J2(X) -+ J2(U) este surjectivă 
pentru orice mulţime deschisă U a lui X. De exemplu, dacă topologia lui X 
este discretă, atunci orice fascicol pe X este flasc. Important este însă faptul 
că, pentru X arbitrar, orice fascicol poate fi scufundat într-un fascicol flasc; 
mai precis, există un fascicol flasc 9 şi un monomorfism de fascicole e: 9 -+ 
-> 9r, canonic asociate lui 9*. Anume, pentru orice submulţime deschisă U 
a lui X, CJ(U): = J~J 9#> unde 9 ^ este fibra lui 9 în punctul x (aplicaţiile 

xeU 
de restricţie p^ ale lui 9 fiind proiecţiile canonice evidente) iar ZJJ este apli
caţia 9-(£7) B s i-> {s%}x eU e ^{U), unde s% este germenul definit de secţiunea 
s în punctul x. Rezoluţia canonică a lui Godement se construieşte acum induc
tiv după cum urmează: se pune mai întîi i2 0 :—9, fascicolul flasc asociat lui 9 \ 
şi s: 9 -+ J2° monomorfismul canonic. Apoi, dacă fascicolele J2°, ..., J2Q şi mor-
fismele e, d°, ..., d^1 au fost deja construite, se pune 9 2 : — Coker dq~x

t 
jDCL+l. = Şq şi dq: = eq . nQy u n d e nQ: £Q __> cfq ş j eQ: j q __ £q+l s î n t morfisme 

canonice. Notăm că rezoluţia canonică a lui 9 este o rezoluţie flască, i.e. toate 
fascicolele jQq sînt flasce, q^O. Grupurile de coomologie ale lui X cu coeficienţi 
în fascicolul 9 se definesc prin Hq(X, 90-* — Ker dq

xj~lm d9^1, unde 

este rezoluţia canonică a lui 9 şi d-1: --- 0. 
Teoremă. 1) Dacă cp: A" ~+ Y este un omeomorfism, atunci H^fA", 90 = 
= Hq(Y, cp*9), q^O, unde 9*9 este imaginea directă a lui 9 prin cp (deci 
grupurile de coomologie Bq(X, 9 ) sînt i«variaţi ai perechii (X, 9 ) ) ; 
2) Acocierea Ab (X) 3 9 i-> Hq(X, 9 ) e Ab este un functor aditiv pentru orice 
q^O; 3) H°(X, 9 ) = 9 ( A ) ; 4) Pentru orice şir exact 0 -> 9 ' -» 9 -+ 9^" - 0 
de fascicole pe X avem un şir lung exact 

0 -> 9 ' (X) -> 9 (X) -> 9 / /(X) - ^ H^AT, 9 '̂) -> H 1 ^ , 9 ) -» 

-> H 1 ^ , 9 / / ) - ^ H2(X, 9r/) ->. . . 

care depinde functorial de şirul exact 0 -> 9" -> 9-' -* 9V/ -> 0; 5) Hq(X, 9*) = 
= 0 pentru g ^ 1 dacă 9 este un fascicol flasc. 
O problemă importantă în teoria c.f. este găsirea, în diverse situaţii, de proce
dee de calcul ale grupurilor de coomologie. Unul din aceste procedee constă 
în utilizarea de rezoluţii aciclice. Un fascicol J2 se numeşte aciclic cînd HQ(X, 
jQ) = 0 pentru q^l', de exemplu, fascicolele flasce sînt aciclice. O rezoluţie 
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a lui 9 se spune că este aciclică dacă fascicolele £q, q^O, care intervin în această 
rezoluţie sînt toate aciclice. 
Teorema lui de Rham abstractă. Dacă 

£ d° *Q 

0 -> 9 -> £° - * . . . - > £q -i> ... 

este o rezolutiv aciclică a lui 9 , atunci există izomorfisme naturale Hq(X, 9 ) ~ 
2-Ker d i / I m d^ 1 . 
In cazul X paracompact există o clasă importantă de fascicole aciclice, şi 
anume fascicolele moi. Se numeşte fascicol moale (sau leneş) pe spaţiul para
compact X orice fascicol 9 pe X avînd proprietatea că, pentru orice submul
ţime închisă A a lui A', aplicaţia de restricţie p-J: 9(AT) -* 9(^f) este surjectivă, 
unde 

9{A) : = lim $(U) şi 9
X

A : = Hm p f 
Uz>A Uz>A 

Aceasta înseamnă că, pentru orice vecinătate deschisă U a lui A în X şi orice 
secţiune s e 9 ( £ / ) , există o secţiune iezf(X) astfel încît tx = s# cînd ^ e ^ . 
Evident orice fascicol flasc pe spaţiul paracompact X este un fascicol moale. 
(\-i aplicaţii ale teoremei lui de Rham abstracte se pot obţine două teoreme de 
importanţă fundamentală în matematica modernă: teorema lui de Rham 
(v. formă diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă)) şi teorema lui Dolbeault 
(v. formă diferenţială (pe o varietate complexă)). (Al". / . ) 

corp Banach, algebră Banach care este şi un corp. Dacă X este o algebră 
Banach complexă comutativă unitară şi dacă X este un corp, atunci X este 
izomorfă cu algebra numerelor complexe [teorema Gelfind-Mazur). Dacă 
într-o algebră Banach complexă unitară X, norma satisface condiţia || xy \\ = 
— II x II • II y I! oricare ar fi elementele x, y, atunci X este un c.B. (R. C.) 

corp borelian v. clasă de mulţimi 
corp ordonat arhimedian v. corpul numerelor reale 
corp valuat v. valoarea absolută, corpul numerelor reale 
corp topologic v. corpul numerelor reale 
corpul numerelor complexe, un corp comutativ C satisfăcînd condiţiile 

următoare: 1) Corpul numerelor reale R este un subcorp al lui C; 2) Ecuaţia 
z% -f 1 — 0 are rădăcini în C; 3) Pentru orice corp C cu proprietăţile 1) şi 
2), există un unic morfism de corpuri cp: C —>C care lasă fixe numerele reale. 
Teorema de unicitate. Dacă C şi C sînt două corpuri ale numerelor complexe, 
atunci există un unic izomorfism 8: C -» C care lasă fixe numerele reale. 
(Rezultă imediat din condiţia 3)). 
Teorema de existenţă. Există un corp al numerelor complexe. Ex. : Există 
diverse modele „naturale" pentru c.n.c. Un model este corpul C: = R M / 
j(l + x2), unde )R[x] este inelul polinoamelor în nedeterminata x şi cu coe
ficienţi numere reale, iar (1 -f- x2) idealul generat în acest inel de polino-
rnul 1 -f- x2. 17n alt model este corpul C al tuturor matricilor de forma 

[ x -y \ -io 
z — \ j , x, y e K, 

{ y x ) 
cu operaţiile de adunare şi înmulţire de matrici în sens uzual. în cele ce 
urmează, vom descrie modelul geometric, utilizat în mod curent în geometrie 
şi analiză. Considerăm planul numeric real R 2 = R x R . Elementele lui R2 . 
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pe care le numim vectori, sînt perechile ordonate z — (x, y) de numere reale 
x, y. Operaţiile vectoriale în R 2 se definesc prin egalităţile: 

{%> y) + (%'» y') = (x -f x't y -f y'), pentru (x, y) e R 2 şi (x\ yf) e R 2 ; 

\{xt y) = [\x, Xj), pentru X e R şi (x, y) e R2 . 

Vom defini acum o a treia operaţie în R2 , anume înmulţirea complexă: 

(x, y) (x\ y') = {xx' — yy', xyf + x'y), pentru [x, y) şi (xf, y') e R2 . 

în particular, pentru orice număr real X şi orice pereche (x, y) e R 2 avem 
\(x,y) = (X, 0)(x, y), i.e. înmulţirea scalară în R 2 este un caz particular de 
înmulţire complexă. Este imediat faptul că R 2 împreună cu operaţiile de 
adunare vectorială şi înmulţire complexă definite mai sus este un corp. Acest 
corp va fi notat prin C şi va fi numit c.n.c.; elementele acestui corp sînt deci 
numerele complexe. Pentru a justifica axiomatic această definiţie, să observăm 
mai întîi că aplicaţia injectivă / : R -* C, definită prin j(x) = (x, 0), este un 
morfism de corpuri. Se convine atunci să se identifice numărul real x cu numărul 
complex j(x); cu această identificare R apare ca subcorp al lui C Apoi, dacă 
se notează prin i numărul complex (0,1), numit unitatea imaginară, se vei:ftea 
uşor că i2 + 1 = 0, deci ecuaţia z2 -f- 1 = 0 are rădăcini în C, şi anume z = 
= ± i. în fine, este uşor de văzut că C verifică şi condiţia universală 3), deci 
C este într-adevăr un corp al numerelor complexe în accepţie axiomatică, 
teorema fundamentală a algebrei. Pentru orice polinom 

P(z) = ^ + «1^-1H-...+ a„ 
de grad « > 1 şi cu coeficienţi în C, ecuaţia P(z) = 0 are cel puţin o rădăcină 
în C (şi deci exact n rădăcini). 
Deoarece orice număr real x este identificat cu numărul complex j(x) — 
— (x, 0), se vede că orice număr complex z = (x, y) e C admite scrierea unică; 
z = x -\- iy cu x, y e R c C. Pentru orice număr complex z = (x, y) = x -j-
-+- iy> x se numeşte partea reală a lui z, iar y partea imaginară a lui z) se notează: 

Re z : — x şi Im z : — y (sau, respectiv, re z şi im z). 

Numărul complex z se numeşte pur real (sau, simplu, număr real) 
cînd Im z — 0 şi pur imaginar cînd Re z — 0. Pentru orice număr 
complex z — x -f iy, conjugatul lui z este numărul complex z '• = x — iy. 
Conjugarea complexă este aplicaţia c : C —• C definită prin c(z) : = z. Este 
clar că aplicaţia c este un endomorfism al corpului C, i.e. : c(z -f- z') = c(z) -f-
-\-c{z')s c{zzf) = c(z) c(z'), z, z'eC; c(l) = 1. în plus, coc = id, deci c 
este o aplicaţie bijectivă şi c"1 = c; c este deci o aplicaţie involutivă. De 
asemenea, c(z) = z dacă şi numai dacă z este real. în particular, c lasă fixe 
punctele reale şi, cu excepţia identităţii lui C, este singurul endomorfism al 
lui C cu această proprietate. Pentru orice număr complex z — x -f- iy, modulul 
lui z (sau valoarea absolută, sau norma euclidiană) a lui z este numărul real 
pozitiv z definit prin egalitatea : \z\2 : = zz = x2 + y2. Avem: |jzrf = 0 ^ = 
= 0; \z + z' | ^ \z\ + \z'\\ \zz'\ = |*| \z'\ şi | 1 | = 1. în particular, \z\ ^ 0 
pentru orice z. Astfel C este un corp valuat (cu norma euclidiană), în particular 
un corp topologic; acest corp topologic este conex, local conex, local compact 
şi cu bază numărabilă. Corpul valuat C este deci planul numeric real R 2 înzes
t ra t cu înmulţirea complexă şi cu norma euclidiană, deci esenţial acelaşi lucru 
cu planul euclidian înzestrat cu înmulţirea complexă', termenul curent folosit 
pentru această noţiune este acela de plan complex. Pentru z pur real, norma 

45 CORPUL NUMERELOR REALE 

euclidiană a numărului complex z coincide cu norma euclidiană a numărului 
real z, i.e. R este un subcorp valuat al corpului valuat C. Structura de corp 
valuat a lui C este semnificativă în analiză şi permite definirea unor noţiuni 
importante: spaţiu normat complex, spaţiu Banach complex, spaţiu Hilbert 
complex etc. (M. J.) 

corpul numerelor reale Prin corp se va înţelege un corp comutativ. De
finiţia axiomatică a c.n.r., datorată lui Hilbert, consideră c.n.r. drept un corp 
ordonat satisfăcînd o condiţie suplimentară de completitudine. Un corp ordonat 
este un corp K în care este dată o mulţime P de elemente din K, satisfăcînd 
axiomele următoare: a) 0 ^ P ; b) Dacă xeK şi x^0, atunci xeP sau 
~-xeP\ c) Dacă x,yeP, atunci x + y e P şi xyeP. Corpul numerelor 
raţionale Q, împreună cu P : = {x e <Q | x > 0}, este un corp ordonat. Fie H 
un corp ordonat şi P mulţimea elementelor sale strict pozitive. Se scrie x < y 
sau y > x cînd y — xe P, şi x^y sau y^x cînd x < y sau x = y. Relaţia 
„ ^ " este o relaţie de ordine totală în K. Se spune că un element x e K este 
strict negativ cînd x < 0 (sau, echivalent, — x> 0). Se spune că elementul 
xeK este pozitiv cînd x^0 şi negativ cînd x^0. Corpul ordonat K se nu
meşte arhimedian dacă pentru orice cuplu de elemente x, y e P, există n e N 
cu proprietatea nx > y. Ex.: Corpul ordonat Q al numerelor raţionale 
este arhimedian. Prin morfism de corpuri ordonate de la corpul ordonat R 
la corpul ordonat IC se înţelege o aplicaţie 9 : K —• K' astfel încît: a) 9 este 
crescătoare; b) 9 este morfism de corpuri, i.e. y(x -{• y) = q>(x) + ty(y)> 
<${xy) = <p{x)<p(y), 9(1) = 1. Morfismul de corpuri ordonate 9 se numeşte 
izomorfism de corpuri ordonate dacă 9 este o aplicaţie bijectivă. Prin definiţie 
(Hilbert), un corp al numerelor reale este un corp ordonat complet, i.e. un corp 
ordonat R cu proprietatea că orice mulţime nevidă majorată în R are margine 
superioară. Menţionăm că orice corp al numerelor reale este un corp arhimedian. 
Teoremă. 1) Există un corp al numerelor reale; 2) Dacă R şi R/ sînt două 
corpuri ale numerelor reale, există un unic izomorfism de corpuri ordonate 
9 : R -> R'm 

Teorema de existenţă trebuie înţeleasă în sensul următor: Există un corp 
al numerelor reale în ipoteza că există o mulţime a numerelor naturale, i.e. 
o mulţime N satisfăcînd axiomele lui Peano. Cum reciproca este imediată, 
rezultă că existenţa unui corp al numerelor reale este echivalentă cu existenţa 
mulţimii numerelor naturale sau, în alţi termeni, axiomele numerelor reale 
conţinute în definiţia lui Hilbert sînt echivalente cu axiomele lui Peano. Pe 
de altă parte, pentru existenţa mulţimii N a numerelor naturale se face apel la 
aşa-numita „axiomă a infinitului" care este una din ipotezele tulburătoare ale 
matematicii. Demonstraţia teoremei de existenţă constă în construirea 
unui model concret pentru c.n.r. Modelul pe care-1 propunem aici este 
o variantă a celui clasic al lui Dedekind şi a fost sugerat, printre i Iţii, de Little-
wood. Deoarece se presupune că există o mulţime N a numerelor naturale, 
există de asemenea un corp Q al numerelor raţionale; trecerea de la N la Q 
se face prin operaţii simple de algebră elementară. Fie 9(<Q) mulţimea părţilor 
lui Q şi fie R mulţimea tuturor elementelor x e 9(Q) satisfăcînd condiţiile 
următoare: a) x este o mulţime nevidă şi majorată; b) x nu are un cel mai 
mare element; c) Dacă re x, rf e Q şi r' ^ r, atunci rf e x. Mulţimea R se 
ordonează prin relaţia de ordine a lui 9 (Q) , i.e. prin incluziune de mulţimi. 
Aplicaţia j : Q -> R'definită, pentru orice r e Q, prin egalitatea j(r) = {p eQ\ 
p < r} este injectivă şi crescătoare. Vom defini acum două legi de compoziţie 
în R , o adunare şi o înmulţire. Dacă x, y e R, suma x + y se defineşte prin 
egalitatea x + y: = {r -f- r' \ r e x, r' e y). Notăm că opusul — x al unui 



C O R P U L R * DIN A N A L I Z A N O N S T A N D A R D 46 

element x din R în raport cu adunarea precedentă se calculează prin — x = 
= j[ — r) cînd x = j(r) pentru un reQ şi prin — x = {r e Q | r -f r' < 0 
pentru VV' e #} cînd x^j(Q). Tradusul xy a două elemente x, y e R se 
defineşte în mai multe etape. Dacă unul cel puţin din elementele x şi y este 
egal cu /(O), se pune xy = 0. Dacă # > /(O) şi y > /(O), se pune 

xy : = {re Q\ r^O sau există r ' e x şi r" e y astfel încît r ' > 0, r" > 0 

şi Y' r" = r}. 
&-z-rr—r:—~ 
Dacă x < j(0) şi y > j(0) se pune xy : = — ( — x) y. Dacă x > j(0) şi y < y(0) 
se pune xy : = — #( — 3/). în fine, dacă # < j(Q) şi r < /(O) se pune #y : = 
= (~ x)(—y). Corpul R înzestrat cu adunarea şi înmulţirea definite mai sus 
este un corp al numerelor reale, i.e. satisface axiomele lui Hilbert. Vom conveni 
să considerăm acest corp R drept c.n.r.; elementele lui R le vom numi numere 
reale. Aplicaţia j : Q —> R definită mai sus este un morfism injectiv de corpuri 
ordonate, i.e. induce un izomorfism de corpuri ordonate între corpul Q şi un 
subcorp ordonat j(O) al lui R . Pentru orice r e O se convine să se identifice 
numărul raţional r cu numărul realj(r), i.e. să se considere corpul ordonat Q 
drept un subcorp ordonat al lui R. Pentru orice număr real x, modulul (sau 
valoarea absolută sau norma euclidiană) a lui x este numărul real pozitiv x 
definit prin \x\ : — max (x, —x). Avem proprietăţile următoare: \x\ = 0 <=> 
<=> x = 0; \x + y\<i\x\ + \y\\ \xy\ — \x\ \y\\ | 1 | = 1. Astfel R este un corp 
valuat (cu valoarea absolută euclidiană), în particular un corp topologic; 
acest corp topologic este conex, local conex, local compact şi cu bază numă-
rabilă. Considerat ca spaţiu topologic şi ca mulţime ordonată R se numeşte 
dreapta reală (sau dreapta numerică reală). Obs. O construcţie alternativă a 
c.n.r., datorată lui G. Cantor, se obţine folosind şiruri Caucîiy de numere ra
ţionale. Un şir {rv}v de numere raţionale se numeşte şir Cauchy dacă, pentru 
orice număr raţional c > 0, există v 0 e N , astfel încît \rv — rv»| < e cînd v, v ' ^ 
^v0 . Două astfel de şiruri Cauchy {rv}v şi {r'v}v se numesc echivalente dacă şirul 
{rv — r^}v converge la 0, i.e. pentru orice număr raţional e > 0, există v 0 e N , 
astfel încît [rv — r'v | < e cînd v^v0 . Mulţimea tuturor claselor de echivalenţă 
de şiruri Cauchy de numere raţionale are o structură evidentă de corp ordonat 
complet, deci canonic izomorf cu c.n.r. [M. / . ) . 

corpul K* din analiza nonstandard Fie i?(N) inelul aplicaţiilor lui N în R. 
Submulţimea F(N) a lui R(N) a aplicaţiilor cu suport finit (i.e. nule pe comple
mentara unei mulţimi finite) formează un ideal în i?(N). Conform lemei lui 
Zorn, există în i?(N) un ideal maximal M care conţine pe F(N). Factorizarea 
lui i?(N) prin M conduce la corpul R* nearhimedian şi necomplet, care conţine 
strict pe R. Trecerea de la R la R* este similară trecerii de la Q la R. într-adevăr, 
un număr din R* este o clasă de şiruri echivalente de numere reale, două şiruri 
fiind echivalente dacă diferă printr-un şir din idealul maximal M (v. numere 
şi funcţii în analiza nonstandard). (S. M.) 

corpul. scalarilor v. spaţiu liniar 
criteriul de comutativitate al lui Schwarz v. diferenţiala funcţiilor numerice 
criteriul de comutativitate al lui Young v. diferenţiala funcţiilor numerice 

" criteriul de semiconvergenţă aî lui Abel (în cazul seriilor) Fiind date şirurile 
de numere complexe {w»}w>0 şi {*>»},» >n» fie u'n : = unV{ — un şi Vn: — 
= v0 + ... + vn pentru w ^ 0 . Presupunem că sînt verificate condiţiile urmă
toare: 1) lim un = 0; 2) Ş ] Ju'a\ < 00; 3) Şirul { F » } w > 0 este mărginit. 
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Atunci seria V uriVn es~te convergentă (în general, numai semiconvergenţă) 
M > 0 

şi are loc egalitatea V" unvn = — Sj un Vn> m particular inegalitatea 
w^0 

2 J un'vn < M YJ \un I» vinde M: = sup \Vn\. 
n^0 I M>0 n>° 

V (-l)71'1 1 1 
Ex.: Considerăm seria 2 J — ^ ~~ \ — ... Dacă punem un = 

n^l n 2 3 
1 

= — şi vn — (— l)w _ 1 , se vede că sînt verificate condiţiile criteriului lui 
n 

Abel, deci seria 2 J este convergentă. (M. J.) 
n^>\ n 

criteriul de semiconvergenţă al lui Abel (pentru integrale improprii) Fie 
1= [a, b), unde — 00 < a < 5 ^ + oo, şi fie u şi v două funcţii complexe pe / 
astfel încît: 1) lim u(x) = 0; 2) ue C1(7) si derivata u a lui u este o funcţie 

I 3x ->b 
(absolut) integrabilă pe / ; 3) Funcţia v este continuă şi cu primitivă mărginită 

j-6-0 
pe I. Atunci integrala improprie 1 u(x) v(x) dx este convergentă şi are loc 

Ja 
identitatea 

rb-o rb 
K u(x) v(x) dx = — i u'(x) V(x) dx, 

rx 
unde V(x) : - \ v[t) dt, xe I, în particular inegalitatea 

rb-0 I rb 
\ u(x) v(x) dx < M \ \u'(x)\dx, unde M : == sup |F(#) | . 
Ja I Ja, x e I 

fco sin x sin x 
Ex.: Considerăm integrala improprie i dx, unde funcţia — se 

Jo x x 
consideră egală cu 1 în punctul x = 0. Este suficient să stabilim convergenţa 
integralei pe mulţimea 1 = [1, 00). Dar în acest interval sînt îndeplinite con-

1 
diţiile teoremei precedente pentru u(x) = — şi v(x) = sin x. Astfel integrala 

x rco sin x 
improprie V — — d# este convergentă, deci la fel este integrala improprie 

j \ x 
f °° sin x 
\ dx. (MJ.) 
Jo x 

criteriul lui Caucliy de existenţă a limitei v. şir numeric 
cub (centrat într-un punct) v. derivarea măsurilor 
curbă (în ]Rn), o clasă de drumuri în R w echivalente. C. este simplă, închisă, 

respectiv rectificabilă, după cum drumurile din ea sînt simple, închise, respectiv 
rectificabile. (S.M.) 
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curbă bicaracteristică Ecuaţia Hamilton-Jacobi şi integrarea sa. Fie p 
•• p(x, 5) o funcţie definită pe fibratul cotangent T*(~Rn), 

Hv y [ŞL JL „ÎL A) 

cîmpul hamiltonian de vectori asociat lui p. Ecuaţiile care definesc curbele 
integrale ale lui Hp, 

dxţ = 8p(x, l) ^ âţţ = __ dp_ ^ . . = 1 

dt Bţj dt 8XJ 

se numesc ecuaţiile lui Hamilton. Funcţia p este constantă pe aceste curbe, 
situate în fibratul cotangent şi în caz că se anulează pe o astfel d^ curbă, aceasta 
se va numi bicaracteristică (sau bandă bicaracteristică). Proiecţia unei bicarac-
teristici pe bază se numeşte c.b. O bicaracteristică apare deci ca o aplicaţie 
C00: I -»• X*(RW), I fiind un interval de pe dreapta reală. Soluţiile ecuaţiilor 
lui Hamilton care nu se pot prelungi în afara intervalului i" se numesc bicarac-
teristici maximale, iar proiecţiile lor c.b. maximale. Ecuaţia caracteristică 
(denumită şi ecuaţia Hamilton-Jacobi) este ecuaţia p(.r, grad cp(#)) — ®> iar 
suprafaţa cp(#) — c este caracteristică în punctul x dacă funcţia cp verifică 
ecuaţia caracteristică în acel punct. Sub formă analitică, teorema de existenţă 
a soluţiilor ecuaţiei Hamilton-Jacobi este următoarea: Dacă p(Q, yj) = 0, 

unde (0, 73) este un vector cotangent iar ^ 0 şi dacă <\> este o 
Brin 

funcţie indefinit derivabilă în R^-1 astfel ca = r^, i < n, atunci 

există o vecinătate a originii în ]Rn şi o soluţie unică 9 (deci p(x, grad cp(#))= 0 
în această vecinătate) verificînd condiţiile iniţiale 

M°) 9 ( ^ , ..., xn-i> 0) = ty(xL, ..., xn-i), —- = ri. 
dx 

Sub formă geometrică acest enunţ revine la faptul că dacă o subvarietate S0 

de dimensiune n — 1 din fibratul cotangent nu este tangentă la Hv în nici 
un punct al său, dacă p se anulează pe SQ şi dacă forma a = jTj dţj A &x§ 

3 
restrînsă la S0 nu este nulă, atunci reuniunea bicaracteristicilor lui p ce pleacă 
din 5 0 generează o suprafaţă n-dimensională caracteristică în fiecare punct. 
în teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale această teoremă se aplică funcţiilor 
p(x, £) ce sînt simboluri principale de operatori diferenţiali (sau pseudodi-
ferenţiali). Forma o se numeşte forma simplectică (sau 2-forma fundamentală). 
Aceleaşi definiţii şi rezultate se obţin atunci cînd se consideră funcţia p de
finită pe T*(X), X fiind o varietate diferenţiabilă; cîmpul hamiltonian Hp 

se defineşte invariant prin: 

< t, dp > = o{t, Hp) pentru orice t e T{T*(X)). (G. G.) 

curbă eliptică v. latice de perioade, funcţie modulară 
curbă integrală j v . fibratul tangent 
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curentul definit de un sistem de ecuaţii diferenţiale, aplicaţia care asociază 
punctului iniţial (t0, x0) şi argumentului t, valoarea în / a soluţiei determinate 
de condiţiile iniţiale considerate. Pentru sisteme de forma x' — f(x) curentul' 
x are proprietatea că x(t; t0, x0) = y(t — tQ> x0) şi y defineşte un grup de t rans
formări cu un parametru y(t, x0) = Tt{x0), Tt(Ts(xQ)) = Tt+S{x0), TQ(xQ) = % 
pentru orice x0. (A. H.) 

cuvînt v. monoid 
cvasiintegrala unei funcţii (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 

superioară şi integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 
cvasinormă, funcţională reală q definită pe un spaţiu liniar X, satisfăcînd 

condiţiile: q(x) = 0 <=> x = 0; q(x + y)^q(x) + q(y)\ q{ — x) = q(x). Dacă q 
este o c. pe spaţiul liniar X, atunci formula d(x, y) — q(x — y) defineşte în 
X o distanţă invariantă la translaţie (i.e. d(x -f- z, y + z) = d(x, y), \fx, y, ze 
eX). Ea se numeşte distanţa asociată c. q. Reciproc, dacă d este o distanţă in
variantă la translaţie într-un spaţiu liniar X, atunci formula q{x) = d(x, 0) 
defineşte o c. pe spaţiul X. Prin topologia definită de o c. se înţelege topologia 
definită de distanţa asociată c. Această topologie nu este întotdeauna o topo
logie liniară. De exemplu, considerînd spaţiul liniar C(R) al funcţiilor reale 
continue definite pe dreapta reală, formula 

q(x) = sup { | x(t) | ( 1 + | *(*) I)-11 te R,}, x e C(R) 

defineşte o c. pe C(R) dar topologia dată de această c. nu este liniară, 
(R.C.) 

cvasivariaţia unei măsuri v. variaţie; semivariaţie; cvasivariaţie 



D 

densitate a unei mulţimi într-un punct v. punct Lebesgue aî unei funcţii 
densitate de distribuţie v. măsură gaussiană 
densitate de repartiţie v. măsură gaussiană 
densitatea unei măsuri Radon vectoriale (în raport cu o măsură Radon 

pozitivă) v. măsură Radon vectorială 
dependenţă funcţională Fie E o mulţime nevidă şi u: E —• R o funcţie. 

Fie fvf2, ...,fm:E -* R alte m funcţii, m ^ 1. Vom spune că u depinde de 
funcţiile fvf2, ...,frn pe o submulţime nevidâ A a E dacă există o mulţime 
B c R m astfel încît (fl(x),f2(x),...,fm(x))eB pentru orice xeA şi există o 
funcţie U: B —• R astfel încît u(x) — U(fx(x), f2(x), ...,fm{x)) pentru orice x 
din A. Ex.: 1° Fie E o mulţime nevidă şi fie u: E —• R o funcţie oarecare. Vom 
considera o funcţie injectivă oarecare / : E —> R. Atunci u depinde de / pe E. 
2° Fie f, g, h: R 3 —• R, definite prin f(x, y, z) = A;2 + y2 -f- r*, g(#, y, 2) = 
= # + y + £ şi h(x, y, z) — y^ -+- zx + #>>. Atunci / depinde de g şi h pe 
R3, A depinde de / şi g pe R3, dar g nu depinde de / şi h pe R3 . Revenim 
la cazul general şi considerăm o mulţime nevidă E, precum şi m funcţii 
j \ > fz> •••>fm: -E —*• K-i m ^ !• Se spune că f\,f2, -.-, fm s m t - i n d.f. pe o mulţime 
nevidă A a E dacă cel puţin una din ele depinde de celelalte pe mulţimea A. 
Dacă E este un spaţiu topologic, vom spune că funcţiile fl,f2> • ••>fm s m ^ inde
pendente într-un punct a din E dacă pentru orice vecinătate V a lui a nici 
una din ele nu depinde de celelalte pe V. în acelaşi context, vom spune că 
Jv f%> ---'fm sm"t independente pe o mulţime Fa E dacă sînt independente în 
orice punct din F. Se arată că dacă f[ff2, -.^fm sînt în d.f. pe o mulţime 
Acz E, atunci mulţimea {(fi(x),f2(x), . . . , /mM) | x e A} a R w nu are puncte 
interioare. Vom considera că E este o submulţime nevidă a lui Rw, n ^ 1, 
•a este un punct interior al lui E, iar funcţiile fv f2, ...,fm' E —> R au 
derivate parţiale continue pe o vecinătate a lui a. Dacă rangul matricii 

— (a)\ este exact m, atunci funcţi i le/ l 9 /2 , ...,/TO sînt indepen-
8XJ Ji^i^m, l ^ j ^ n 

dente în a. Dacă rangul matricii de mai sus este r < m, atunci există o veci
nătate U a lui a astfel încît printre cele m funcţii fltf2, >-->fm s& existe r funcţii 
independente pe U, iar celelalte m — r funcţii să depindă de ele pe U. în 
particular, dacă m >n, funcţiile fvf2> •••> fm n i 1 pot fi independente în nici un 
punct. (I.C.) 

derivare în algebra Ck
Mia v. spaţiu tangent 

derivare numerică, capitol al analizei numerice care se ocupă cu aproxi
marea derivatei funcţiilor numerice. Cel mai utilizat procedeu este aproxi
marea derivatei / ' prin derivata unui polinom de interpolare. Derivînd oricare 
din formulele de reprezentare a polinomului de interpolare se obţine o formulă 
de d.n. Pentru evaluarea erorii se folosesc rezultatele de la interpolare. Are 
loc, spre exemplu, următoarea teoremă: Fie 

/ : [> , fc]-*R, (xx... xn) e [a, b]n, & e N . 
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Dacă / este de clasă Cn+k, atunci pentru orice % e [a, b] şi pentru orice-
i e {0, ..., k} e x i s t ă ^ în acoperirea convexă a mul ţ imi i !^ , ..., xn, x) astfel ca: 

h i\ 
/<*>(*) - r<*>(/; xlt ..., xn-, x) = £ 7 - f — C f / ( » + * > (&) *><*-*> {xl 

£0 (w + l)! 

n 
unde ix>(x) = Yl (x — xi). (Gh.Gr.) 

* = 1 

derivarea funcţiilor monotone Dacă / este o funcţie monotonă definită 
pe un interval I c: R, atunci / este derivabilă a.p.t. (i.e. mulţimea {x e I j f 
nu este derivabilă în x} este neglijabilă în raport cu măsura Lebesgue pe I) 
(teorema lui Lebesgue). Se mai arată că funcţia g: I -*• R, dată prin g(x) = 
= f'(x) dacă / are derivată în punctul x şi g(x) este arbitrar dacă x nu are 
derivată în x, este măsurabilă Lebesgue. Dacă / : [a, b] -» R este crescătoare, 

atunci funcţia g este integrabilă Lebesgue şi avem l g d u J < / ( 6 ) — f(a), unde 

\i este măsura Lebesgue pe [a, b). Dacă numim o astfel de funcţie g o deri-

vată a lui / şi notăm g = / ' , ultima formulă se ser ie i / ' (#) âx </(&)—/(a). 
Ja 

Inegalitatea reciprocă nu are loc în general; ea are loc pentru funcţii absolut 
continue. Fie {fn}n un şir de funcţii reale definite pe [a, b], toate monotone de 

00 

acelaşi sens. Se presupune că seria do funcţii \* fn este convergentă şi fie 
n=="l 

00 

/ : [a, b] —• R suma ei (care este monotonă de acelaşi sens). Atunci avem V* f'n(x) = 
n = l 

= f'(x) a.p.t. în raport cu măsura Lebesgue (teorema lui Fubini asupra de
rivării seriilor de funcţii). (I.C.) 

derivarea măsurilor Fie (T, CJ, \i) un spaţiu cu măsură a-finită. Vom 
numi reţea în T (relativ la [i) un şir 9£ — {An}n de mulţimi din ST, mutual 
disjuncte, cu U -^n = T (se mai numeşte şi partiţie a lui T). Un şir monoton 

n 
de reţele este un şir {c}ln}n d e reţele cu proprietatea că pentru orice număr na
tural n avem: oricare ar fi A din Sc^+j, există B din cyin astfel încît AczB. 
Un şir regulat (relativ la \i) de reţele este un şir {9C«}w de reţele cu proprietatea. 
că pentru orice e > 0 şi orice mulţime E din CJ există un şir {A jc}jc de elemente 
din ( J Cjln astfel încît f j i f£ \ f U AkX\^0 şi \i((\J Ak\\E\ < e (este sufi
cient ca proprietatea să aibă loc pentru mulţimile E de măsură finită aparţinînd 
unui semiclan care generează pe CJ). în cazul particular cînd T este o mulţime 
măsurabilă în R* şi (x este măsura Lebesgue pe T, un şir {9£n}n de reţele se 
va numi şir indefinit de fin dacă pentru orice x din T şi orice e > 0 există, 
A în U 9£» astfel încît # e 4̂ şi diametrul lui A este mai mic decît e (v. mă-

n 
sura Hausdorff). Orice şir indefinit de fin este regulat relativ la măsura Le
besgue. Vom considera un şir monoton de reţele {9£w}w şi funcţia de mulţime 
cr: 7 -> R, unde J este o a-algebră pe T cu proprietatea că {J 9 £ » c 7 şi 
se presupune că o(A) este finit dacă [i(A) este finit. Definim pentru orice 
număr natural n funcţia dn: T-+ R. Definiţia se bazează pe faptul că pentru 
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orice x din T există o unică A din 9£« cu x e A. Vom pune atunci dn(x) = 
= a(A)l\i(A), făcînd convenţiile: a) dn(x) = oo, dacă JJL(^) = 0 şi G(A) ^ 0; 
b) dn(x) = — oo dacă [i(A) = 0 şi a(^4) < 0. Pentru orice x din T definim 
derivata superioară (resp. inferioară) a lui a în # în raport cu u. prin DG(X) = 
= lim sup dn(x) (resp. prin Do(«) = lim inf dn(x)). Dacă — oo < Dff(#) — 

n n 
— T)G(X) < oo, vom spune că cr este difer enţiabilâ (sau derivabilă) în x relativ 

ia [i si {9£w}w. Vom nota valoarea comună DG(X) = Da(#) prin Da(#) şi vom 
numi pe DG(X) derivata lui G în x relativ la [i şi {9£»}n« 
Teorema de densitate (varianta I). Fie {9t»}w un şir monoton şi regulat (relativ 
ia JJ.) de reţele şi FeV. Definim v: J -* R + prin \>(A) — \x(A fii7) — 

— \ cp^dfx. Atunci avem Dv(#) = 9 F ( # ) v-a.p.t., unde <pp este funcţia ca

racteristică a lui F. 
Teorema de diferenţiere (de derivare) a integralei nedefinite (varianta I). Fie 
{9£»}w un şir monoton şi regulat (relativ la \L) de reţele şi / : T —• R o funcţie. 

jjL-integrabilă. Definim G'.J -~> R, G(E) — \ f d\i. Atunci DG(X) = f(x) pt-a.p.t. 
JE 

în ceea ce priveşte legătura cu teorema Radon-Nikodym şi teorema de descom
punere a lui Lebesgue se arată că: dacă v: 9* —> R este o măsură numărabil 
aditivă reală şi v = v : -f v2 este descompunerea sa Lebesgue relativ la [x, 
unde vt este absolut continuă în raport cu u. şi măsurile v2 şi u. sînt singulare, 
v2 fiind concentrată pe mulţimea u.-neglijabilă H e 9", avem pentru orice E 

din 9" relaţia v(£) = v(H()E) -f \ Dv^x) d\i(x). Aici DVi este derivata lui 
JE 

vx în raport cu u,, relativ la orice şir monoton şi regulat (relativ la JJL) de re
ţele {9CW}« (teorema de diferenţiere (de derivare) a măsurilor) (varianta I). 
Acum vom considera un caz particular, anume: T este o mulţime deschisă 
nevidă inclusă în R&, 9 este mulţimea părţilor măsurabile Lebesgue ale lui 
T şi \i este măsura Lebesgue pe T. în acest caz se poate renunţa la specifi
carea reţelei după care se face derivarea. Dacă x e T, vom numi cub centrat 

k 
în x un interval de forma ŢT lxi ~ E> # i+e] inclus în T, unde e este număr 

t = l 
strict pozitiv. Vom mai considera o a-algebră 2 de mulţimi măsurabile Lebes
gue care include mulţimile boreliene ale lui T. Vom spune că un şir {En}n de 
mulţimi din 2 tinde regulat la x din T dacă: a) \i(En) > 0 pentru orice n; 
b) Există un număr 1 ^ a < oo şi un şir {Kn}n de cuburi centrate în x astfel 
încît En a Kn şi \i(Kn)l\i(En)^a pentru orice » ; c) B(En) -> 0, unde o(En) 
este diametrul lui En. De exemplu, pentru k = 1, putem lua En — [x — an, 
x+an], sau En = [x, x-\-an], sau En = [x — an, x], unde {an}_ este un şir de 
numere strict pozitive care tinde la zero. Fie acum şi G : 2 -*• R ° măsură nu
mărabil aditivă cu G(E) finit dacă \i(E) este finit şi x în T. Derivata superioară 
regulată a lui G în x este D r a(#)=sup lim supatEn)l\L(E»), iar derivata inferi-

En n 
cară regulată a lui G în x este Dra(#) = inf lim inf G(En)l[i(En)) unde superiorul 

sau inferiorul se ia după toate şirurile {En}n care tind regulat la x. Dacă 
— oo < Dra(#) = DrG(x) < oo, atunci vom nota DrG(x) = D ra(#) = 
— Dra(#) şi vom spune că a este difer entiabilă (derivabilă) regulat în x iar 
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DrG(x) se va numi derivata regulată a lui G în x (sau derivata lui G în x). în 
acest caz avem DVG(X) — Hm G(En)j\i(En), unde {En}n este un şir oarecare 

n 
care tinde regulat la x. 
Teorema de densitate (varianta II). Fie F e 2 - Definim v: 2 ~»>R+ prin G(A)~ 

— ii(A (]F) ~ \ cppdu.. Atunci avem T>rv(x) = <PF(#) u-a.p.t. 
JA 

Teorema de diferenţiere (de derivare) a integralei nedefinite (varianta II). Fie 
/ : T -> R o funcţie JJL-integrabilă si o: 2 ~ • R» G(A) = \ f ă\x. Atunci T)TG(X) — 

JA 
~ f(x) ^~a-P-"fc- P e T. 
în cazul unei măsuri numărabil aditive a: 2 —• 3R> Dro(#) există şi este 
finită (Ji-aproape pentru orice x în T şi există o mulţime H e ^ c u \i(H)~ 

= 0 astfel încît a (A) = G(A f] H) + V D ra(^) djx(^) pentru orice /î din 2 

(teorema de diferenţiere (de derivare) a măsurilor) (varianta II). (/. C.) 
derivata aproximativă Fie 5 o mulţime măsurabilă din R . Un punct x 

din R este de densitate pentru S dacă lim(m(S fi I)jm(I)) = 1 pentru 
m(I) -* 0, unde m desemnează măsura Lebesgue, iar I este un interval centrat 
în x. O funcţie reală / definită pe o vecinătate a lui x este derivabilă aproxi
mativ în x dacă există o mulţime S" pentru care x este punct de densitate, 
astfel încît lim((f(y) — f(x))j(y — x)) pentru y -+ x, y eS, există şi este finită. 
Valoarea limitei este d.a. a l u i / î n x. Sin.: derivată asimptotică. A fost introdusă 
de A. Denjoy şi A.I. Hincin. (S.M.) 

derivata areolară (în punctul z0, a funcţiei complexe / de variabilă com
plexă z), limita 

D/ 2rui 
— = hm 
Dto 

1 Cz 

- \ f(z) dz 
'7U1 Jc 

TU J i 
dco 

cînd domeniul d conţinînd pe z0 se află cuprins într-un disc cu centrul în z& 
şi de rază tinzînd la zero, la numărător aflîndu-se integrala lui Cauchy a func
ţiei (într-un domeniu D ZD d) f pe curba închisă şi rectificabilă c care delimi
tează domeniul d iar la numitor aria acestui domeniu. Dacă / nu îndeplineşte 
condiţiile de monogeneitate ale lui Cauchy, d.a. măsoară gradul de neolo-
morfie al funcţiei / în z0. Noţiunea a fost introdusă în 1912 de matematicianul 
român Dimitrie Pompeiu. (5. M.) 

derivata calitativă, limita calitativă (dacă există) a raportului (f(x) — 
— f(a))/(x —- a). Existenţa ei în fiecare punct al unui interval / c R implică 
existenţa derivatei ordinare pe I şi egalitatea lor, de îndată ce / este continuă 
pe I. Dacă o funcţie reală de prima clasă Baire, cu proprietatea lui Darboux, 
admite d.c. finită sau infinită, cu excepţia unei mulţimi cel mult numărabile^ 
şi dacă această derivată este pozitivă a.p.t. pe intervalul I, atunci funcţia este 
continuă şi crescătoare pe i". (S. M.) 

derivata congruentă Fie Q o parte a lui R care nu conţine pe zero dar care 
se acumulează în zero. Fie / : I ~* R. Derivata g-congruentă a lui / î n ae 1 
este limita (dacă există) 

r i , r f(a + h)-f(a) 
U (a) = lim 

h-*0 h 
heQ 
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A fost introdusă de Sindalovski, care a arătat că în condiţii adecvate pentru 
<Q se poate obţine un analog al teoremei Denjoy-Young-Saks. (S. M.) 

derivata exterioară v. formă diferenţială (în Hn), formă diferenţială (pe 
o varietate diferenţiabilă) 

derivata Frechet Fie X şi Y spaţii liniare normate -(cu acelaşi corp al scala
rilor) şi J2(X, Y) mulţimea operatorilor liniari şi continui care aplică X în Y. 
Dacă A este o vecinătate a unui punct xQ din X, un operator U: A —» Y se 
spune că este un operator derivabil (sau difer enţiăbil) Frechet în punctul xQ 
•dacă există V e £{X, Y) astfel ca 

lim H ^ ( * o + * ) - U(%o)-V(z)\\ = 0> 

\\z\\-+0 | | * | | 

Operatorul V este unic, se notează U'(XQ) şi se numeşte d.F. în x0 a iui U. 
Pentru orice zeX, elementul (CJ'(xQ)) (z) se numeşte diferenţiala Frechet a 
lui U în x0 şi se notează dll(x0', z). Dacă E ci X este o mulţime deschisă şi 
dacă U : E —> Y este un operator derivabil Frechet în orice punct x e E, atunci 
se spune că U este derivabil Frechet pe E. Aplicaţia x —> U (x) se numeşte d.F. 
a lui U pe E şi se notează [/'. Dacă U este un operator derivabil Frechet într-un 
punct x0> atunci U este continuu în punctul xQ. Dacă U: X —> Y este diferen-
ţiabil Frechet într-un punct x0, atunci U este diferenţiabil Gâteaux în x0 şi 
pentru orice zeX, âU(x0; z) — $U(xQ; z) (în membrul drept fiind diferen
ţiala Gâteaux). Dacă U e J2(X, Y), atunci U este derivabil Frechet pe X şi 
U'(x) — U pentru orice xeX. (R. C.) 

derivata Frechet la dreapta (la stingă) v. derivata Frechet laterală 
derivata Frechet laterală Fie X un spaţiu liniar dirijat care este şi un spaţiu 

Banach în care conul pozitiv este închis în topologia normei. Fie J2{X) mul
ţimea operatorilor liniari care aplică X în X şi care sînt continui în topologia 
normei. O submulţime A a lui X se numeşte vecinătate la dreapta, (resp. la 
stingă) a unui punct x0 din X dacă există un număr e > 0 astfel ca x0 + eS+ cz 
a A (resp. x0 — eS+ a A), unde S + este mulţimea elementelor pozitive ale 
sferei unitate deschise din X. O submulţime E a lui X se numeşte mulţime 
deschisă la dreapta (resp. la stingă] dacă este o vecinătate la dreapta (resp. 
la stînga) a oricărui punct al său. Dacă A este o vecinătate la dreapta a unui 
punct x0, un operator U: A -» X se spune că este un operator derivabil Frechet 
ia dreapta în punctul x0 dacă există V e J2(X) astfel ca 

i i m \\U(*o+*)-U(*o)- V(*)\\ _ _ 0 

IMH° 11*11 

Operatorul V este unic, se notează Ud(x0) şi se numeşte derivata Frechet la 
dreapta a lui U în xQ. Dacă E este o mulţime deschisă la dreapta, un operator 
U: E - > Z s e spune că este un operator derivabil Frechet la dreapta pe E, dacă U 
este derivabil Frechet la dreapta în orice punct al mulţimii îs. Aplicaţia x -* 
-> Ud(x) a lui E în J2(X) se numeşte derivata Frechet la dreapta a lui U pe E 
şi se notează Ud. în mod analog se definesc noţiunile de operator derivabil 
Frechet la stînga într-un punct sau pe o mulţime deschisă la stînga, precum şi 
derivatele corespunzătoare U's(x0)t U's. Derivatele Frechet la dreapta şi la stînga 
(într-un punct sau pe o mulţime deschisă la dreapta, resp. la stînga) se 
numesc d.F.l. (R. C.) 

derivata generalizată Fie T o mulţime deschisă pe dreapta reală, F unul 
din corpurile R, C şi cp, ty două funcţii local integrabile care aplică T în F . 
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Dacă / , g sînt respectiv distribuţiile definite de cp, ^ şi dacă g este derivata 
distribuţiei / , se spune că cjj este d.g. a funcţiei 9. Aceasta înseamnă că: 

f <\>(t) x{t) ăt = - I <p(*) x'(t) dt, V# e <Z)r (T) 

(pentru notaţii v. distribuţie). într-un mod evident se definesc derivatele par« 
ţiale de ordin oarecare în cazul T cz Hm. (R. C.) 

derivata inferioară a unei măsuri (într-un punct în raport cu o măsură) 
v. derivata măsurilor 

derivata inferioară regulată a unei măsuri (într-un punct în raport cu 
o măsură) v. derivata măsurilor 

derivata lui Csâszâr Fie ci o familie de submulţimi ale lui R cu proprie-
tăţile: Dacă Se 6 şi T cz S, atunci Te c5; Dacă {Sfc}kej^ este un şir de mul-

00 

ţimi din ci, atunci [J S^ aparţine lui cS. Fie F: R ~+]R,E cz R şi x e R . 
Punem 

k^l 

sup F Ax) = inf {y; {x; F(x) > y, x e E) e 6} 
xeE & 

şi definim analog pe inf F Ax). Punem apoi lim sup F Ax) = 
xeE & X-+XQ ® 

= lim ( sup F Ax)) şi definim analog pe lim inf F Ax) şi lim F Ax). 
X->XQ XQ~h<XQ<xo~\-h } X—>XQ ° X->XQ ® 

Luînd în rolul lui F(x) raportul din definiţia derivatei lui F(x), obţinem ceea, 
ce vom numi c5-derivatele extreme şi c§-derivata lui F în xQ în sensul lui 
Csâszâr. Derivata ordinară şi derivata calitativă sînt cazuri particulare 
obţinute pentru d = {0} şi respectiv c5 = clasa mulţimilor de prima categorie 
Baire în R. Se obţine un analog pentru numere d-derivate al teoremei 
Denjoy-Young-Saks. (S.M.) 

derivata lui Garg Fie / un interval deschis din R şi fie / : / - » • R. Funcţia, 
/ este slab derivabilă în x0 dacă a = min (D~f(x0), D+f(x0)) ^ m a x {D_/(;r0), 
D+f(xQ)} — p. Orice număr y cu proprietatea a =̂  y =̂  p este o derivată slabă 
în sensul lui Garg a lui / în x0. în mod analog, dacă D+/(#0) < y ^D_/ (# § ) 
sau T)-f(xQ) ^ y ^D+f(x0), atunci y este o semiderivatâ în sensul lui Garg a, 
lui / în XQ (semiderivatâ superioară dacă avem primele inegalităţi, inferioară 
dacă le avem pe celelalte). Orice funcţie continuă admite o semiderivatâ fi
nită în punctele unei mulţimi dense în I. (S.M.) 

derivata lui Pompeiu Fie / : [0, 1] -> R, unde f(x) = V — (x — an) 3 

iar {an}n este un şir format cu numerele raţionale din [0, 1]. Funcţia / este 
continuă şi strict crescătoare. Inversa g a lui / este derivabilă, cu derivată gf' 
mărginită. Funcţia g' este d.P. şi are proprietatea că zerourile ei formează o 
mulţime densă, a cărei complementară este de asemenea densă în intervalul 
de definiţie. (S.M.) 

derivata parametrică a lui Tolstov / : / —• R este derivata parametrică, 
a lui F: / —> R dacă există 9 : / -» R diferenţiabilă astfel încît compunerea 
F 0 9 este diferenţiabilă pe J iar x = q>(t), y = F(<p(t)) constituie o reprezen
tare parametrică a lui y = F(x) cu proprietatea dy = f(x) dx pentru orice 
x e I (I şi J sînt intervale din R) . Pentru ca / finita pe [a, b) să fie derivată 
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parametrică a funcţiei y — F(x) este necesar şi suficient ca / să fie integrabilă 

Denjoy-Perron şi F(x) = \ f(t) dt. (S.M.) 
Ja 

derivata parţială Se consideră un număr natural n ^ 2 şi o mulţime A cz 
cz Rw care are un punct interior a = (at, a2, ..., an). Fie / : A -»R o funcţie. 
Fixăm un număr natural 1 ^ i ^ n şi formăm mulţimea Aa^) = {xeH\ 
(av a2, ..., ai-v x, ai+v ..., an)eA} care are pe ai ca punct interior. Definim 
funcţia fa(i)'-Aa(i)-+ R dată p r i n / ^ ţ * ) ^ / ^ , a2, ..., ai-lf x, ai+1, ..., an). Dacă 

fa(i) este derivabilă în punctul ai spunem c ă / e s t e derivabilă parţial în raport 

cu Xf în punctul a şi notăm derivata lui fa^) în ai prin — (a) sau fx.{a) sau 
dx% % 

DXif(a). Practic, calculul se face după formula 

8f , N .. / K , «2» •••> ai-i> *> «<+i. •••» a «) —/(«i» <*2> •••» «i-i» <**» •••» «».) 
— (a) — hm —— — • 
dxi x~*at x — ai 

Numărul — (a) se numeşte d.p. a lui / în raport cu xi în punctul a. Cu 
dxi 

alte cuvinte, se fixează variabilele Xj cu j ^ i, luînd Xj = a ,̂ se consideră 
astfel / ca funcţie numai de variabila reală x% şi se derivează această funcţie 
<le xi în Xi = a%. De exemplu, dacă n — 2, vom scrie (#lf AT2) = (#, y) şi 
(av a2) = (a, (3). Atunci 

d# *-»a # — a cty y-*3 y — (3 

Putem considera mulţimea Ai = {a e A \f este derivabilă parţial în raport 

•cu Xi în a} şi funcţia d.p. — : ^ —• R definită astfel: valoarea funcţiei 
8xi 

Bf Bf . • Bf 
— în punctul a este — (a). (Cu alte cuvinte, avem funcţia a l~> — (a)) . 
<9#< d#* ' dx% 

df . . 
Dacă a este punct interior lui A i şi funcţia — este derivabilă parţial în ra-

dxi 
df d2f 

port cu Xj în a, vom nota d.p. a lui — în raport cu Xj în a prin (a) sau 
dxi dxjdxi 

B2f 
f" ia) sau D v v (A). In cazul cînd i = i se mai scrie (a) sau /~2(a) 
J x\xy ' x%xp i J «3 2 v i 
sau D 2(a). Numim, în general, pe [a), d.p. ie ordin doi a funcţiei / . 

xi dxjdxi 
Bzf a3/ a3/ 

Putem continua, scriind (a) sau (a) — (a) etc. 
Bxjcdxjdxi dxjdxjdxi Bx)dH 

Se folosesc şi notaţii de tipul D ( m i ' ™2' " " m^ f(a) pentru a desemna o d.p. 
de ordin m1 -f- w2 -j~ ... -+- w», anume de ordin w$ în raport cu variabila xţ 
(v. şi diferenţiala funcţiilor numerice). {I.C.) 

derivata Radon-Nikodym (a unei măsuri în raport cu altă măsură) v. 
teorema Radon-Nikodym 

derivata regulată (a unei măsuri) v. derivarea măsurilor 
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derivata secundă directă Fie / : (a, b) -> R şi xe (a, b). D.s.d. a lui / în 
x este 

D . / W _ l i m / ( * + ») - 2 / W +A*-k) m 

A-»0 A2 

A fost pusă în evidenţă de cercetările lui Riernann asupra seriilor trigonometrice. 
Sin.: derivata a doua directă simetrică sau derivata lui H. Schuuartz. Acesta 
din urmă a arătat că d a c ă / este continuă şi are o d.s.d. simetrică egală cu zero, 
a t u n c i / este o funcţie liniară pe (a, b). (S.M.) 

derivata selectivă Fie I0 un interval fixat în R. Din fiecare interval închis 
I cz I0 alegem un punct pf interior lui I. Mulţimea punctelor astfel alese con
stituie selecţia 5. Pentru x€ I0 şi pentru o selecţie dată S, definim d.s. a lui 
f în x prin limita (dacă există) 

sf'(x0)= hm 
h->0 V[x, x-\-h\ ~~~ x-

(Deoarece h poate fi şi negativ, folosim notaţia \'x, x | h\ peni ni iniervalul 
determinat de x şi x + h, chiar şi atunci cînd h < 0.) D.s. a fost iul indusă în 
1977 de O'Malley, care a demonstrat că dacă / este definită pe / 8 şi admite 

d.s. finită sf printr-o aceeaşi selecţie S în fiecare punct din I0, atunci: a) / are 
proprietatea lui Darboux; b) / este aproximativ derivabilă a.p.t. şi f'av = sf 
a.p.t. pe I0; c) Există o mulţime deschisă densă în I0 pe care / este continuă 
şi / este derivabilă a.p.t.; d) sf are proprietatea lui Darboux, este de a doua 
clasă Baire şi este continuă în punctele unei mulţimi dense. (S.M.) 

derivata simetrică Fie / : I -> R şi fie a e int I, unde I este un interval 
inclus în R. D.s. a lui f în a este limita (în ipoteza că există) 

h-»o 2h 
Dacă fs(a) este finită se spune că / este derivabilă simetric în a. D.s. a fost 
introdusă în teoria seriilor trigonometrice şi în legătură cu comportatea la 
frontieră a funcţiilor armonice. Derivabilitatea ordinară implică derivabilita-
tea simetrică, reciproca nefiind adevărată. Dacă însă / este măsurabilă Le-
besgue, iar f's există a.p.t. în punctele unei mulţimi măsurabile Lebesgue E, 
atunci derivata ordinară a lui / există şi ea a.p.t. pe E, Dacă / : I" -* R 
este continuă pe / , iar fs există peste tot pe / , atunci derivata ordinară există 
în toate punctele din I, cu excepţia unei mulţimi de prima categorie Baire. 
(S.M.) 

derivata superioară a unei măsuri (într-un punct în raport cu o măsură) 
v. derivarea măsurilor 

derivata superioară regulată a unei măsuri (într-un punct în raport cu o 
măsură) v. derivarea măsurilor 

derivata unei distribuţii v. distribuţie 
derivata unei funcţii olomorfe v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 
derivata unei funcţii reale Fie / : ^ c R - + R . Fie a e A un punct de acurnu-

lare pentru A. Dacă există, finită sau infinită, limita în a a funcţiei — » 
x — a 

atunci valoarea limitei se numeşte derivata lui / în a. Dacă derivata lui / 
în a este finită, atunci funcţia / se numeşte derivabilă în punctul a. Dacă a 
®ste punct de acumulare la stînga (resp. la dreapta) şi dacă există limita 
la stînga (resp. la dreapta) în a a funcţiei de mai sus, valoarea, finită sau in
finită, a limitei se numeşte derivata la stînga (resp. la dreapta) a lui / în a. 
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Derivata se notează f'(a) iar derivatele la stingă şi la dreapta, respectiv, fL(a) 
şi fi (a). (S.M.) 

descompunere ortogonală 1 Fie A" un spaţiu Hilbert. Două submulţimi 
A, B ale lui X se numesc ortogonale dacă (x, y) = 0, V# e A, ^y e B. Se nu
meşte d.o. a spaţiului X orice familie {Ej}je Ţ de subspaţii liniare închise, 
ortogonale două cîte două, astfel ca subspaţiul liniar închis generat de \J Ej 

. . . i^J 
să coincidă cu X. In acest caz orice element x al spaţiului X se reprezintă 
sub forma x~ S Xj cn XjGEj (V. familie sumabilă de elemente). 2 Fie X 
un spaţiu liniar reticulat. Două submulţimi A, B ale lui X se numesc ortogonale 
dacă | x | A | y I = 0, Mxe A, \fy e B. Dacă {#j}-e r este o familie de elemente 
din X, elementul 

* - V (**)+ - V (*i)-
j e j j e j 

dacă există, se numeşte asociaţia familiei de elemente si se notează z ~- 71[ x$. 

Se numeşte d.o. a spaţiului X orice familie {Gj}- j de componente ale lui Xt 

ortogonale două cîte două astfel ca mulţimea U Gj să fie totală în X. în 

acest caz orice element x al spaţiului X se reprezintă sub forma x — .B£ #j 
i e / 

cu XjeGj dacă şi numai dacă #•?• == [Gj] x (proiecţia lui x pe Gj). (R.C.) 
descompunerea canonică a unui operator spectral v. măsură spectrală 
descompunerea distribuţiei 8 în unde plane Pentru distribuţia 8 a lui Dirac 

au loc următoarele descompuneri în „unde plane": Dacă n este impar, 
n - l 

( — 1 ) 2 f 
8(*i, ..., xn) = J \ SC"- 1 )^ !^ + ... -f u>nxn) d o ; 

2(2TT)W-1 J Q 
Dacă w este par, 

n 
(__î)2 (w - 1)! f 

$(#n -•', %n) = I («1*1 + ••• + u>nxn)~n dco, 
(2n)n Jo 

unde Q, este sfera unitate centrată în origine în spaţiul Rw iar co = (wL, ... 
..., cow) un punct de pe această sferă şi d o elementul de arie al sferei. Aceste 
dezvoltări joacă un rol însemnat în studiul aşa-numitelor distribuţii omogene 
şi al ecuaţiilor cu derivate parţiale omogene liniare. Pentru acestea din urmă 
se utilizează descompunerile de mai sus ale distribuţiei 8 pentru a calcula 
soluţiile lor fundamentale. (G.G.) 

descompunerea Hahn a unei măsuri v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
descompunerea Jordan a unei măsuri v. măsuri pozitive şi măsuri cu 

semn 
descompunerea Lebesgue a unei măsuri (în raport cu altă măsură) v. teo

rema de descompunere a lui Lebesgue 
determinaţia principală (a argumentului unui număr complex) v. logarit

mul complex 
determinaţia principală (a logaritmului unui număr complex) v. logarit

mul complex 
dezintegrarea măsurilor Fie T şi 5 două spaţii local compacte cu 7 (resp. 

<3) semitribul părţilor boreliene relativ compacte ale lui T (resp. S). Vom 
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nota cu r corpul numerelor reale sau complexe, M(T) ={(./.: 7 -> F | fi, este 
măsură boreliană regulată şi mărginită}, M+(T) — {{xeM(T) | JJ, este pozi
tivă} şi 9C(T) = {/: T -> r | / este continuă şi are suport compact} care 
devine spaţiu normat cu norma | | / || = sup {\f(t) \ \te T}. Dualul lui 9C(T) 
cu această normă se identifică (v. teorema de reprezentare a lui Riesz) cu spaţiul 
M(T). Anume, o funcţională liniară şi continuă %'\ 9C(T) —•> T corespunde 

unei măsuri ţieM(T) prin relaţia x'(f) = \fă\i: = (f, \x) pentru orice fe 

€ 9C(2"). Integrala se calculează în mod canonic (v. funcţie total măsurabilă). 
Prin această corespondenţă funcţionalele xf pozitive (i.e. x'(f) ^ 0 pentru 
orice f^Q din 9C(X)) se identifică cu măsurile \ie M+(T). Vom considera o 
măsură boreliană regulată şi pozitivă v: c5 —> R + şi o aplicaţie X: 5" —• M+(T) 
(vom nota pentru orice s în 5 valoarea X(s) prin \s) astfel încît pentru orice 
funcţie fe 9C(T), aplicaţia g: S —• F , g[s) — (f, X5), să fie funcţie v-integrabilă. 

Atunci putem defini V: 9C(T) -> T prin V(f) = I (/, X*) dv(s). Se observă că 

V este o aplicaţie liniară şi pozitivă, deci (v. teorema de reprezentare a lui 
Riesz) V se identifică cu o măsura boreliană regulată şi pozitivă u, e A/J.(7,). 

Anume, V(f) = (/, \L) pentru orice fe 9C(T). Vom scrie \x --- \\{s) dv(.s) şi 

vom numi pe \x integrala familiei de măsuri {X6-}5e5 în raport cu v. Pentru a 
putea da o teoremă care să răspundă la problema inversă, să numim aplicaţie 
^-proprie o funcţie continuă p: T -> S cu proprietatea că pentru orice Aed 
mulţimea p~î(A) este ^-integrabilă. 
Teorema de dezintegrare a măsurilor. Fie X un spaţiu local compact 
şi \i G M+(T). Se presupune că există un spaţiu local compact 5 şi o 
aplicaţie [x-proprie p: X —> 5 astfel încît imaginea lui u. prin p, anume măsura 
/>(fi): d —> R+, p([i) (A) — \i(p~1(A)) (v. şi imaginea unei măsuri printr-o 
aplicaţie, schimbarea de variabilă abstractă) are următoarele proprietăţi: 
a) Măsura nenulă p(\i) este în M+(S); b) Există v e M+(S) astfel încît p(\x) 
este absolut continuă în raport cu v, în sensul că există o funcţie v-măsurabilă 

pozitivă 9 : S~» R + l cu proprietatea că p(\x) (A) = \ 9(5) dv(s), pentru orice 
M 

A e c5. Se mai presupune că există un lifting pe i2°°(v). Atunci există o funcţie 

X: S -» M+(T) cu proprietăţile mai sus menţionate şi astfel încît u.— I X(s) dv(5). 

în plus, |9(5)| = XS{S) pentru v-aproape orice s în 5. Dacă pe J2°°(v) există 
chiar un lifting tare, rezultă că X5 este concentrată pe mulţimea _/>-1({5}) pentru 
v-aproape orice s în S. (J.C.) 

dezintegrarea măsurilor Radon Fie T şi X spaţii local compacte cu bază 
numărabilă, u. o măsură Radon pozitivă pe T şi p: T ~* X o aplicaţie ^-pro
prie. Vom nota prin v = p(\x) imaginea lui \i prin p. în aceste condiţii există 
o familie v-concordantă {X^}^ e x de măsuri pozitive pe T care sînt mărginite 
şi astfel încît: a) ||X#|| = 1 pentru orice x din p(T)', b) "k% este concentrată 

pe p~x{{%}) pentru orice x din X; c) [i = \'Xxdv(x). în plus, dacă {kx}xex 

este o altă familie de măsuri Radon pozitive pe T avînd proprietăţile b) şi c), 
rezultă că X̂  = ~kx v-aproape pentru orice x din X. (-T.C.) 

dezvoltare Laurent v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
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dezvoltarea Fourier a funcţiilor reale periodice Fie x: R -* R o funcţie 
periodică de perioadă 2n, integrabilă pe segmentul [—TZ.TZ]. Fie 

1 [îs 1 fir 1 Cn 

a8 = — V xif) d/, aw = — V x{t) cos nt ăt, p„ = — V x{t) sin nt ăt 
2lZ J — :t 71 J-Tt 7T J-7t 

cu n e N . Numerele a0> aw> p», n 6 N , se numesc coeficienţii Fourier ai funcţiei 
* iar seria trigonometrică, nu neapărat convergentă, 

00 

a0 + 5 J (a« cos nt + P» s in nt} (*) 

se numeşte 5«yî'a Fourier asociată funcţiei x. Să presupunem acum că există 
o diviziune — iz — t^ < tx < ... < tn — iz a segmentului [ — TC, TC] astfel ca 
funcţia x să fie derivabilă în fiecare interval [tj-i, tj) şi să existe limitele late
rale x(tj-.-L -f 0), x(tj — 0), #'(fy_i -f 0), x'(tj — 0), unde x' este derivata lui x. 
Atunci seria Fourier asociata funcţiei x este convergentă în orice punct / e R 

1 
şi are suma — (x(t -j~ 0) -j- x(t — 0)). In particular, seria Fourier este egală 
cu x(t) în orice punct t în care funcţia este continuă. în acest caz, spunem că 
funcţia x are o dezvoltare Fourier în punctele respective. (R.C.) 

dezvoltări asimptotice Fie / „ : I c R -+ R, w ^ 1, şi AT0 (finit sau infinit) 
un punct de acumulare pentru / ; şirul {/n}ne-isr s e numeşte şir asimptotic pe / 

pentru x -* x0 dacă, pentru orice n e N , Hm ~-^i^— — 0. în mod analog se for-
x-»x0 fn(x) 

mulează definiţia dacă fn: P e C-» C, iar z0 este un punct de acumulare pen
tru D. Fie {/»}n > 1 un şir asimptotic pe I pentru x -*• xQ ş i / definită pe I cu 

valori reale; seria formală 2«J anfn s e numeşte dezvoltare asimptotică a func-
n 

ţ i e i / pentru x~» x0 pînă la ordinul N dacă 
N 

f{x) - Yi anfn{x) 
Hm î r l 0. 
*-**o /#(#) 

Dacă seria formală 2 J aw/w este o dezvoltare asimptotică a funcţiei / pentru 

©rice ordin Ar, ea reprezintă o dezvoltare asimptotică a funcţiei / . In aceste 
definiţii nu se presupune convergenţa seriei 2 J #»/»• Definiţiile se formulează 

n 
analog pentru funcţii de variabilă complexă cu valori complexe. Exemple 
importante de şiruri asimptotice: 

!) /»(*) = (x- *o)n> *~+H\ 
2) fn(x) = > - n , x -* 00 î 
3) fn{x) = #~ÂW, W > #n pentru orice n, x -+ oo; 
4) /„(A;) = A;-** exp (#), fcn+1 > &ft pentru orice n, x -• oo; 
5) /w(#) = x~kn exp (~nx), x -* oo. 

Dacă este fixat şirul asimptotic, dezvoltarea asimptotică a unei funcţii este 
unică dar o funcţie poate avea d.a. după două şiruri diferite. D.a. furnizează 
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proceduri de descriere aproximativă a comportării funcţiilor în vecinătatea 
unui punct de acumulare al domeniului de definiţie. (A.H.) 

diagramă v. functor. 
diametrul unei mulţimi v. distanţă, măsură Hausdorff 
difeomorfism v. model de varietate diferenţiabilă, varietate diferenţiabilă 
diferenţă bidimensională F i e / o funcţie reală definită pentru ax ^ x^ bu 

#2 ^ y ^ &21 ^'k* a lui / în (x, y) este expresia 

Aa/(*. y) = f(* + hy + k)- /(*> y + k)-f(x+ h, y) + / (* , y). 

Putem privi pe A2/(#» y) ca o funcţie de interval bidimensional, în cazul de 
faţă valoarea argumentului fiind intervalul avînd drept două dintre vîrfuri 
punctele de coordonate (x, y) şi (x + h, y + k). Se arată că variaţia bidimen
sională a unor funcţii este o funcţie aditivă de interval. Prin A2{f',p,p') 
notăm d.b. asociată intervalului avînd ca vîrfuri opuse pe p şi p'. (S.M.) 

diferenţă divizată, coeficientul lui xn~x din polinomul de interpolare 
P ( / ; x1 , ..., xn; x). Se face de obicei precizarea că este vorba de d.d. asociată 
funcţiei / şi nodurilor xv ..., xn (v. şi interpolare). (Gh.Gr.) 

diferenţiala Fie Al o varietate diferenţiabilă de clasă C r, 1 < r < oo; 
U o submulţime deschisă a lui M, a un punct din Uşif= (/>, ...,/»») : U -* R M 

o aplicaţie de clasă C1, i.e. fe C1(U", R w ) , unde m este un număr natural. D 
l u i / în punctul a este aplicaţia liniară d/ a : T(M)a—• R w , notată şi d( / ) a , defi
nită prin 

dfa(v) = (v(fl>a), ...,v(/m,a))» 
u n d e / f a este germenul definit de funcţia /$ în punctul a. Se observă ca d/a = 
^ ( d / i , a> •••> d/m. a ) , unde d /^ a — (d/j)^. în cazul w = 2, dacă se înlocuieşte R 1 

prin C şi se utilizează notaţia complexă, a v e m / = ft + i/2 şi dfa = df1>a + id/g$a. 
Dacă (^x, .... xn) este un sistem de coordonate locale pe M cu domeniu conţi-

nînd punctul a, rezultă d / J — («) I = — (a), în particular d#<, a | — (a) I =s 
\dxj ) dxj \dxj ) 

= Bij (simbolul lui Kronecker), unde dxtf a — {dxi)a este d. funcţiei coordo
nate Xi în punctul a; astfel n-uplul ( d ^ , a, ..., dxn>a) este un reper al spa
ţiului cotangent T(M)*, în fapt dualul reperului j — (a),...,— (a) I al spa-

\dxl dxn } 
ţ iului tangent T(M)a, iar d. aplicaţiei / în punctul a se scrie 

dfa = S T (a) dxi> a-

Dacă f,ge C^t/JR^»), rezultă d ( / + g)a = d/a + d^a, iar dacă / e &(U, R » ) 
şi CDG ^(U"), avem 

d(Q/)0 = / ( a ) d<I>a -f O(a) dfa {formula lui Leibniz), 
i.e. 

d($/)a (v) = f(a) d$a(v) + <D(a) d/a(r), i; e T(M) a . 

Legătura între d. l u i / în punctul a şi aplicaţia liniară tangentă f*>a a lui / în 
punctul a este dată de egalitatea dfa = Tf(a)°f*. a> nnde T/(a): T(Rw)f l->ROT 

este a aplicaţia liniară bijectivă care duce reperul I — (/(«)), ••-, (/(#)) I 
\3yi dym ) 

spaţiului tangent X(Rw)/(a), definit de coordonatele carteziene yv..., ym 
ale lui R w , în reperul canonic (ev ..., em) al lui R w . Deoarece T/(a) este un izo-
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morfism de spaţii vectoriale reale, d. âfa poate înlocui aplicaţia liniară tangentă 
/ * f t t în studiul local al apl icaţ ie i / . (M.J.) 

diferenţiala de ordin n a unei funcţii (într-un punct) v. diferenţiala, 
diferenţiala funcţiilor numerice 

diferenţiala funcţiilor numerice I. Cazul funcţiilor de o variabilă. Fie I un 
interval al dreptei reale, a un punct interior lui I şi / : I -* R, Se spune că 
/ este diferenţiabilă în a dacă există un număr real A şi o funcţie co: I —> R 
continuă în a, cu cofa) = 0, astfel încît f(x) — f[a) = A(x — a) + co{#) | x — a\ 
pentru orice x în I . Se arată c ă / este diferenţiabilă în a dacă şi numai dacă / 
este derivabilă în a şi în acest caz A — f'(a). Aplicaţia liniară T : R —• R . 
definită prin T(t)= At = f'(a) t, se numeşte diferenţiala l u i / în a şi se notează 
prin T = df(a) sau D/(a). Aşadar, 'df(a)=f'(a)X]R, unde ' 1 R : R--• R 
este definită prin L ( i ) = /. Prin urmare, dacă / e s t e diferenţiabilă în a, putem 
aproxima „creşterea funcţiei/", anume A/ = f(x) — f(a), prin „creşterea liniară 
a variabilei", anume df(a) (x — a) — f'(a)hx şi scriem A/ £ f'(a) A# (s-a 
notat prin A# „creşterea variabilei", anume # — a). Această aproximare este 
„bună" în vecinătatea lui a, i.e. atunci cînd | x ~ a j este mic. Funcţia 
î j : I —• R, dată prin lj(x) = x, este diferenţiabilă în orice punct interior a, 
şi anume dlj(a) = 11R. Din acest motiv se obişnuieşte să se noteze LR = dx-
Rezultă că dacă / este diferenţiabilă în a, avem df(a) = f'(a) LR = / ' (#) d#> 
Notaţia df(a) = f'(a) dx este tradiţională. în mod similar, d a c ă / este de n ori 
derivabilă în punctul interior a din / (unde n p 2 este un număr natural), 
vom spune că / este diferenţiabilă de n ori în a. în acest caz aplicaţia n-liniară 
T : Rw-> R, definită prin T(tv t2> ..., tn)=f(n){a) (*lf*2,..., *«), se numeşte diferen
ţiala de ordin n a lui / în a (sau diferenţiala a w-a a lui / în a). Se notează 
T = d*/(<*). Notaţia tradiţională este dnf(a) = f(n){a) dxn. 
II . Cazul funcţiilor de mai multe variabile. Fie A" o mulţime inclusă în R w 

(n ^ 2 natural), a un punct interior lui X şi / : X -» R. Vom spune că / este 
diferenţiabilă în a dacă există n numere reale Av A2, ...,Anşio funcţie w:A—>R, 
continuă în a, cu oiţa) = 0, astfel încît 

« 
/(#) - f(a) = 5 J ^*(** ~ a*' + ^ W H* ~ aH» 

pentru orice A? în A. Am notat # = (xx, x2, ••-, #w), a = (av a2, ..., aw) şi \\x — a\\ 
este distanţa euclidiană între x şi a, i.e. 

\\x - a|| = V(^i - %) 2 + (̂ 2 — a2)2 + ••• + (*n — an)2> 
Se arată că dacă / este diferenţiabilă în a, atunci / este continuă în a, are 

P\f 
derivate parţiale în raport cu variabilele xv x%, ..., xn în a şi Ai = — [a)p 

dxi 
i= 1, 2,..., n. Aplicaţia liniară T: ]Rn -> R, definită prin 

n n fif 
T(tv h, ..., tn) = V ^ = S\ — (a) ^ 

•ti i t i ^*i 
se numeşte diferenţiala lui / în a (sau diferenţiala de ordin 1 a lui / în a), şi se 

notează prin d/(a) sau D/(a). Notaţia tradiţională este d/(a) = Y! (a) d#». 

Şi în acest caz, dacă / este diferenţiabilă în a, putem aproxima „creşterea func
ţiei / " , i.e. A/ = f(x) — f{a), prin „creşterea liniară a variabilei", anume 
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d/(a) (# — a) = V — (a) (#j — ai) şi scriem A/ £ d/(a) (A#) (unde A# = 
, r i d*i 

= (#x — ax, #2 -~ a2, ..., #w — an) este „creşterea variabilei"). Aproximaţia 
este „bună" în vecinătatea lui a. Definiţia diferenţiabilităţii de ordin superior 
lui 1 se face inductiv, după cum urmează. în acelaşi cadru, vom spune că / 
este diferenţiabilă de n ori în a (n ^ 2 natural), dacă există o vecinătate des
chisă V a lui a, V cz X, cu proprietatea că în orice punct din V există toate 
derivatele parţiale de ordin n — 1 şi toate funcţiile derivate parţiale de ordin 
n — 1 definite pe V sînt diferenţiabile în a. în particular, se arată că dacă 
toate derivatele parţiale de ordin n există într-o vecinătate a lui a şi toate 
funcţiile derivate parţiale de ordin n sînt continue în a, rezultă c ă / este diferen
ţiabilă de n ori în a (rezultat valabil şi pentru n — 1). Pentru n — 2, diferen
ţiala de ordin 2 a lui / în a (sau diferenţiala a doua a lui / în a) este aplicaţia 

n d2f biliniară T : R t t x R w - > R definită prin T{u, v) = Y! (a) ut Vj si se 
iti dxidxj 

notează prin T = d2f(a) sau U2f(a): (Am notat u = (uv u2, ..., un) şi v = 
— (viy v2,..., vn).) Criteriul de comutativitate al lui Young: d2f(a) este aplicaţie 
biliniară simetrică, i.e. T(u, v) — T(v, u) pentru orice u şi v din ]Rn. Cu alte 
cuvinte, derivatele parţiale mixte ale unei funcţii diferenţiabile de două ori 

d2f d2f 
m a sînt comutative, i.e. (a) = (a) pentru orice i^j. Un rezultat 

d%idxj BxjdXi 
similar este criteriul de comutativitate al lui Schwarz: Dacă există o vecinătate 
deschisă V a lui a inclusă în X astfel încît pentru orice punct x din V există 

B2f 
toate derivatele parţiale mixte de ordin doi (x), i ^ / , şi dacă toate 

BxidXj 
B2f 

funcţiile astfel definite pe V sînt continue în a, rezultă că avem 
BxidXj 

d2f d2f -
(a) s= (a) pentru orice i ^j. In mod similar, pentru orice număr 

dxidxj dxjdxi 
natural p, dacă / este diferenţiabilă de p ori în a, diferenţiala de ordin p a lui / 
în a este aplicaţia ^-liniară (simetrică!) T : R n x R w X . . . x R w - > R dată prin 

T(u\ u2, ..., u*) = Y (a) ui ui ... uf 
f ,• ^ i i dx- dx: ... dx- %1 l2 %v 

(ordinea de derivare nu contează), unde am notat : u1 = (u\, u\, ..., MJ), U% — 
= (u\, u\, ...., u2),... Cu această ocazie semnalăm şi o notaţie foarte des folo
sită, în baza comutativităţii derivatelor parţiale mixte. Anume, se consideră o 
funcţie / : X - • R diferenţiabilă de p ori în a, ca mai sus, şi un multiindice de 
derivare, i.e. un element m— (mv m2, ..., mn), unde mlt m2, ..., mn sînt numere 

naturale şi mx + m2 + ... + mn=t^p. Notăm Bmf(a) — (a) 
Bx^dx™2 ... dx™n 

(derivarea se face de mi ori în raport cu Xi, i = î, 2, ..., n; dacă m% = 0, în
seamnă că nu derivăm în raport cu x%). în particular D°f(a) — fia), unde 0 
este multiindicele (0, 0, ..., 0). Uneori se scrie Bmf(a) în loc de Dmf{a). 
I I I . Cazul funcţiilor vectoriale. Dacă E şi F sînt două spaţii normate, să consi
derăm o mulţime X cz E, un punct interior a al lui E şi o funcţie / : X -* F. 
î n cazul particular cînd E = Rw , n ^ 2, şi F = R, a spune că / este diferen-
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ţiabilă în a revine la a spune că / este diferenţiabilă Frechet în a (v. derivata 
Frechet) şi în acest caz df(a) coincide cu diferenţiala Frechet a lui / în a. Reve
nind la cazul general, dacă / este diferenţiabilă în orice punct al unei vecinătăţi 
deschise V <= X a lui a, putem defini aplicaţia diferenţială (de ordin 1) 
d/ : y -> £(E, F) = {T: E -+F \T liniară şi continuă} definită astfel: valoa
rea aplicaţiei âf în x este df(x). Dacă df este diferenţiabilă Frechet în a spunem 
că / este diferenţiabilă de două ori în a şi notăm valoarea diferenţialei Frechet a 
lui df în a prin d2/(a) = diferenţiala de ordin 2 a lui / în a (sau diferenţiala a 
doua a l u i / în a). Aşadar, d2/(a) : E ->• £(E, F) este o aplicaţie liniară şi conti
nuă, deci d2f{a) e £(E, £(E, F)). Spaţiile normate £{E, £(E, F)) şi £2(E, F) = 
= \T: ExE —> F \ T este biliniară si continuă} sînt izomorfe prin aplicaţia 
£{E, £(E, F))BH\-> Te £2(E, F) definită de T{u, v) = (H(u)) (v) pentru orice 

u din E şi v din_F. Atunci d2/(a) se identifică cu aplicaţia biliniară d2/(a) :ExE -+F 
dată prin d2/(a) (u, v) = (d2/(a) (w)) (v). Criteriul de comutativitate abstract al 
lui Young afirmă că aplicaţia d2/(a) este simetrică (I.C.) 

diferenţiala Gâteaux Fie X un spaţiu liniar şi Y un spaţiu liniar topologic 
eu acelaşi corp T al scalarilor ca X. Fie U: X —> Y un operator oarecare şi 
x6, ze X. Dacă există y0e Y astfel ca 

y0 = Hm 
U(x0 + \z) - E7(*0) 

A->G X 
Aer 

atunci se spune că este U un operator diferenţiabil Gâteaux în punctul #0, după 
direcţia z. Elementul y0 se notează $U(x0; *) şi se numeşte d.G» a lui U în punc
tul XQ, după direcţia z. Dacă există §U(x0', z), atunci pentru orice Xe F există 
W(xQ;lz) şi SU(x0;yjt) = tâU(x0\z). (R.C.) 

diferenţiala unei funcţii (într-un punct) v. diferenţiala funcţiilor numerice 
diferenţială totală exactă, expresie de forma F(x, y) dx + Q(x, y) dy9 

astfel încît exită o funcţie reală F diferenţiabilă * într-un domeniu D cz R 2 , 
cu proprietatea 

dF(x, y) — F(x, y) dx + Q(x, y]j&y în R2 . 

Fie P si Q continue într-un domeniu simplu conex D, cu — si — continue 
F 8y [ dx 

în D. Necesar şi suficient ca F(x, y) dx -j- Q{%, y) dy să fie o d.t.e. în D 
este ca — •= — în JD. Extensie în Rw . Pentru R 3 se adaugă egalităţile: 

dy dx 

12~î*ţ si M^IE. (s M) 
dy dz ' dx dz 

diferenţiere constructivă Fie / , g continue constructiv pe intervalul i" 
eompact constructiv. Să presupunem că există o funcţie 8(e) strict pozitivă şi 
constructivă pentru e > 0 astfel încît, pentru x,y el şi \y — x\ ^ §(e), să 
avem \f(y) — f(x) — g(x) (y — x)\ < e \y — x\. în acest caz, / este diferen
ţiabilă constructiv pe I, iar g este derivata constructivă a l u i / pe I. (S.M.) 

dimensiune algebrică v. spaţiu liniar. 
dimensiune hilbertiană (a unui spaţiu Hilbert X), marginea inferioară 

a numerelor cardinale ale submulţimilor dense ale lui X. In cazul unui spaţiu 
Hilbert de dimensiune algebrică infinită, d.h. este egală cu numărul cardinal 
al unei baze ortonormale oarecare. (R.C.) 
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dinamică dif erenţiabilă v. sistem dinamic 
dinamică topologică v. sistem dinamic 
discontinuitate de a doua speţă Un punct de discontinuitate a al funcţiei 

f : A cz R -> R este de a doua speţă dacă nu este un punct de discontinuitate 
de prima speţă. Discontinuităţile unei funcţii cu proprietatea lui Darboux 
sînt toate de a doua speţă. Discontinuităţile unei funcţii convexe Jensen pe un 
interval deschis din R sînt de a doua speţă. (S.M.) 

discontinuitate de prima speţă Fie: I cz R -* R, / = interval. Punctul 
a el este de d.p.s. p e n t r u / dacă există limita la stingă/(a—0) şi limita la dreapta 
/ ( a + 0 ) , dar cel puţin una dintre ele este diferită de f(a). La extremităţile lui 
i" intervine numai una dintre limite. Punctele de discontinuitate ale unei funcţii 
cu variaţie mărginită sînt de prima speţă. Conform unei teoreme a lui Al. Froda, 
punctele de discontinuitate de prima speţă formează o mulţime numărabilă. 
(S.M.) 

distanţa dintre două mulţimi v. distanţă 
distanţa lui Hausdorff v. distanţă, măsură exterioară 
distanţă Se numeşte d. pe mulţimea 9C orice aplicaţie d definită pe 9C X 9C 

cu valori reale pozitive avînd proprietăţile: i) d{x, y) — 0 dacă şi numai dacă 
x = y\ ii) â(x, y) = d(y, x) pentru orice x, y e 9C; iii) d(x, y) ^ d(x, z) + 
~\-d(z,y) pentru orice x, y, ze9C. Sin:, metrică. Se numeşte spaţiu metric 
orice pereche (9C> d) în care 9C este o mulţime, iar d o d. pe 9C. Dacă nu există 
posibilitatea unei confuzii, nu se mai precizează d. şi se spune „spaţiul metric 9C". 
Fie (9C, d) un spaţiu metric. Fie A, B două submulţimi nevide ale lui 9C. Se 
numeşte d. dintre A şi B numărul d(A, B) = inf d[x, y). Dacă A = {x}, se 

xe A, yeB 
notează d[x, B) şi se numeşte d. dintre x şi B. De remarcat că aplicaţia astfel 
construită nu este o d. pe mulţimea părţilor lui 9C. Pentru x G X şi r > 0, 
mulţimea S(x, r) = {y J d(x, y) < r} se numeşte sferă (sau bilă) deschisă de 
centru x şi rază r. Mai general, pentru A cz X, mulţimea S(A, r) = {x | d(x, A) < 
< r} se numeşte sferă deschisă cu centrul în A şi de rază r. Mulţimea S[A, r) = 
= {x | d(x, A) ^ r) se numeşte sferă închisă centrată în A şi de rază r. Există, 
şi csto unică, o topologie pe 9C astfel încît, pentru orice x G 9C, familia sferelor 
deschise cu centrul în x să fie o bază de vecinătăţi ale lui x. Se spune că această 
topologie este generată de d. d. Dacă nu apar alte precizări, orice consideraţii 
topologice pe spaţiul metric (9C, d) se fac relativ la topologia generată de â.d. 
La nivelul noţiunilor, unele din caracterizările ce urmează se pot lua ca definiţii 
într-o abordare ce nu presupune cunoştinţe anterioare de topologie. O mulţime 
V este vecinătate a punctului x dacă şi numai dacă există o sferă deschisa cu 
centrul în x, inclusă în V. Orice sferă centrată în x este o vecinătate a lui x. 
Familia sferelor J s j ^ , — II W G N I este o bază de vecinătăţi ale punctului % 

şi deci într-un spaţiu metric este verificată prima axiomă de numărabilitate. 
Pentru orice două puncte distincte x, y, sferele S(x, r) şi S(y, r), unde r = 

= — d(x, y), sînt vecinătăţi disjuncte ale punctelor x, y şi deci un spaţiu 

metric este un spaţiu topologic separat. O mulţime A este deschisă în spaţiul 
metric X dacă şi numai dacă pentru orice x e A există o sferă S(x, r) inclusă 
în A (sau dacă şi numai dacă A este o reuniune de sfere deschise). Orice sferă 
deschisă este o mulţime deschisă. Un şir {#n}we1o- de elemente din9u converge 
către x e 9C dacă şi numai dacă lim d(xn, x) = 0. Punctul x se numeşte limita 

n->oo 
şirului {%} M G N < Un punct x e 9C este aderent mulţimii Acz9C dacă şi numai 
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dacă există un şir {xn}nejq de elemente din A, convergent către x. Punctul 
x este aderent mulţimii A dacă şi numai dacă d(x, A) = 0. Mulţimea A este 
închisă în spaţiul metric 9C dacă şi numai dacă limita oricărui şir convergent 
de elemente din A aparţine lui A. Orice sferă închisă este o mulţime închisă. 
închiderea unei sfere deschise nu coincide întotdeauna cu sfera închisă cu acelaşi 

centru şi rază (v. Ex. 2°). Familia de sfere închise <£ I #, — j n e N J> 

o bază de vecinătăţi ale punctului x şi deci orice spaţiu metric este regulat. 
O mulţime A a spaţiului metric (SC d) se numeşte mărginită dacă există M > 0 
astfel ca d(x, y) ^ M pentru orice x,yeA. O mulţime este deci mărginită 
dacă şi numai dacă este inclusă într-o sferă. Această proprietate nu este uneori 
revelatoare căc există spaţii metrice în care orice mulţime este mărginită 
(v. Ex. 2°-3°) . i Numărul 

este încă 

sup {d(x, y) | x, y e A} dacă A este mărginită, 
' -f oo dacă A nu este mărginită, ={ 

se numeşte diametrul mulţimii A. Şirul {xn}„ c ^T de elemente din 3C este Cauchy 
(sau fundamental) dacă pentru orice e > 0 există « s e N astfel încît d(x*, xm) < 
< e pentru orice n,m ^ ne (v. şi şir generalizat Cauchy). Un spaţiu metric este 
complet dacă şi numai dacă orice şir Cauchy de elemente din spaţiu este conver
gent (v. şi spaţiu metric complet). Fie A şi B submulţimi ale spaţiului metric St. 
Mulţimea A se numeşte z-reţea pentru B dacă pentru orice xe B există y e A 
astfel ca d(x, y) < e. O mulţime M cz 9C se numeşte total mărginită (sau pre-
compactâ) dacă pentru orice e > 0 există o e-reţea finită pentru M. Un spaţiu 
metric 9C este precompact dacă şi numai dacă din orice şir de elemente din St 
se poate extrage un subşir Cauchy. Orice spaţiu metric precompact este se-
parabil. Două d. dl şi d2 pe mulţimea 9C se numesc echivalente dacă aplicaţia 
identică I(x) = x, definită pe (9C> 'dj) cu valori în (St, d2), este un homeomorfism. 
Altfel spus, distanţele dt şi d2 sînt echivalente dacă generează aceeaşi topologie 
pe St. Fie (SC, d) şi (0/, p) două spaţii metrice. O funcţ ie/ definită pe 9C cu valori 
în y se numeşte izometrie dacă p (/(#),/(?)) = d(x,y) pentru ^ orice x,ye9C. 
D a c ă / este o b'ijecţie, aplicaţia inversă/ - 1 este o izometrie a lui 0/ pe 9C. Două 
spaţii metrice se numesc izomorfe dacă există o izometrie bijectivă a unuia pe 
celălalt. Dacă A este o submulţime (nevidă) a spaţiului metric (9C, d), atunci 
restricţia aplicaţiei d la A x A 'este o d. pe A, numită d, indusă (din X), iar 
mulţimea A înzestrată cu această d. se numeşte sub spaţiu al spaţiului metric 9C. 
Cu topologia generată de d. indusă, A este un subspaţiu al spaţiului topologic 9C. 
Un spaţiu topologic (9C, T) se numeşte metrizabil dacă există o d. d pe SC astfel 
incit T să coincidă cu topologia generată de â.d (v. şi spaţiu topologic metri-
zal 

Ap 
pe 

>il). Ex.: 1° Fie d% 

licaţia d2 este o d. 
Rw următoarele d. 

:3R 

Xf 

pe 

n x R f l - ^ R + definită 

- yt 

nn, 

\ l / 2 

" ) • • 

numită 

x = (xv . 

prin 

.., #*) 

d. euclidiană. 

> y = 

Sînt de 

(yv • », y»)-

asemenea 

<*«(*.y) = S U P \*i - y*\> di(x> y) = 5 J ' * ' " y< '* 

Toate aceste d. sînt echivalente şi definesc pe R% o structură de spaţiu topologk 
complet (topologia generată se numeşte topologia obişnuită a lui Rw) . 2°. Fie % 
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o mulţime şi pe 9C d. definită prin: d(x, x) = 0 ş\ d(x,y) = 1 dacă #=£y, 
Topologia generată de această d. este topologia discretă. Sfera deschisă de centru 
x şi rază 1 este mulţimea {x} ; sfera închisă de centru x şi rază 1 este întreg 
spaţiul iar închiderea oricărei sfere deschise este ea însăşi. 3° Dacă {{9Cn, dn)}n e •*-* 

00 

este un şir de spaţii metrice, atunci spaţiul topologic produs 9C = J~J 9Cn 

este metrizabil, topologia sa fiind generată de d. 

d(x,y)= y 1 _£»(*»»?») \9 
^ 2" 1 + <*„(*», y„) 

unde x == {*»}M e N , y = W M e N e X 4° Fie (9C, d) un] spaţiu metric şi 
& familia mulţimilor închise din X Aplicaţia 

P#(^>!-8) =ninf {f > 0 | A':c S(J3, r ) , ^ J5 <= 5 ( ^ , r)} 

este o d pe^A, numilă d. lui Hausdcrff. Are loc: 

pH{AKB) = sup {rf(#, ^4), d(x, B)}. 
x e A, y e B 

Prin x ~^{x} spaţiul (St, d) este izomorf cu un subspaţiu al lui ($, p). (Gh.Gr.) 
distribuţia lui Dirac v. distribuţie 
distribuţie Să considerăm spaţiul R w cu topologia obişnuită si fie T o parte 

deschisă a lui R » Pentru * = (x2, . . . ,xw) e N f , unde N 0 = N U {0}, vom 
m 

nota v(A) = J j x i - P e n t r u o funcţie # : T -* F , unde T este mulţimea nume-

relor reale sau complexe, vom nota cu Bkx derivata funcţiei x (dacă există), 
i.e. dacă / = (T2, ..., Tm) e T, atunci 

DM0- a V W " ( T l ' - T - ) -
5TÎ1 ... ^ m 

Se notează cu Cp (T) mulţimea tuturor funcţiilor x: T-» T pentru care D*# 
există şi este continuă pentru orice & e N ^ . Mulţimea Cp (T) este un spaţiu 
liniar în raport cu operaţiile obişnuite cu funcţiile. Dacă A este o parte compactă 
a spaţiului T iar j e N0 , atunci formula ' -0ŞR 

pAj(x) = sup {|D**(*)|.|v(ft) < / , / 6 ^ } ] 

defineşte o seminormă pe Cp(T) . Se consideră pe spaţiul liniar Cp ( T ^ t o p c ^ 
logia local convexă separată definită de mulţimea tuturor semmormelor pA$* 
Pentru orice parte compactă A cz T, se notează cu Qr(T;A) mulţimea ele
mentelor x e Cp (T) astfel ca funcţia x să aibă suportul conţinut în A. Se con
sideră pe spaţiul liniar Q)r (T;A). topologia local convexă separată definită de 
familia {pAj}j€-^0 de seminorme. Se notează cu <DT (T) limita inductivă a spa
ţiilor <DT(T;A). Spaţiul (Z)p(T) este bornologic. în acest spaţiu, un şir { # n } t t € N . 
de elemente converge către 0 dacă şi numai dacă sînt îndeplinite următoarele 



DISTRIBUŢIE 68 

două condiţii: 1) Există o submulţime compactă A a lui T astfel ca suportul 
funcţiei xn să fie conţinut în A pentru orice n e N ; 2) Pont ni orice k e N f şirul 
{DIcxn(t)}nG^ converge uniform către zero. Se numeşte d. orice funcţională 
liniară şi con t i nuă / pe spaţiul <DV (T). Se mai spune c ă / este o d. pe T; func
ţ i o n a l a / s e numeşte d. reală sau d. complexă după cum P este corpul numerelor 
reale sau complexe. Pentru ca o funcţională l i n i a r ă / pe spaţiul*<2)r (T) să fie 
o d. este necesar şi suficient ca pentru orice submulţime compactă A a lui T 
să e x i s t e / e N0 şi un număr real [i > 0 astfel ca \f(x) | ^ \ipAj(x), \fx (~<Dr(T\A). 
Dacă 9 : T —> T este o funcţie local integrabilă Lebesgue, atunci formula 

/(*) = ( <?{t)x(t)dt, xe<DT{T), 

defineşte o d. pe T, numită d. de tip funcţie; se mai spune că d. / este definită 
de funcţia 9. Dacă fx ş i / 2 sînt d. definite respectiv de funcţiile cp1 şi 92, atunci 
fi ~ fi dacă şi numai dacă 9X şi cp2 sînt egale a.p.t. Se numeşte d. lui Dirac 
concentrată într-un punct ae T,ă. 8a dată de formula 8a{%) — x(a), Mx e Dr (T). 
Dacă a — 0 se notează 8 în loc de §0. D. lui Dirac nu este de t ip funcţie. Se 
spune că o d. / se anulează pe o submulţime deschisă A SL lui T dacă/ (#) — 0 
oricare ar fi x e Q)T{T) cu suportul conţinut în A. Dacă {Aj}-e j este o fa
milie oarecare de submulţimi deschise ale lui X şi dacă o d. / se anulează pe 
fiecare mulţime Aj, atunci / se anulează pe {J Aj. Dacă / este o d. pe T, se 

j e j 
numeşte suportul d./, şi se notează s u p p / s a u sp t / , cea mai mică mulţime închisă 
B c T astfel ca / să se anuleze pe QB. Dacă d. / are suport compact, atunci 
există o funcţională liniară şi continuă g, şi numai una, pe spaţiul Cp (T) cu 
următoarele proprietăţi: 1) g(x) = /(#), V#e <2)r(T); 2) Dacă A este o submul
ţime deschisă a lui T astfel ca supp / cz A şi dacă xe C^(T) iar x{t) — 0, 
MteA, atunci g(x) = 0. Să presupunem acum m = 1, deci T c R , şi fie 

/ o d. pe T. Se numeşte derivata d. / , d. / ' dată de formula f'(x) = —f{x'), 
V i e Q p f T ) , unde x' este derivata funcţiei x. D a c ă / şi g sînt d. pe T, iar a, 
p e r , atunci (a/ + $g)' = a / ' + pg'. Dacă / este d. definită de o funcţie 
9 : R —> R care are derivata continuă, atunci d. / ' este definită de funcţia 9 ' , 
derivata funcţiei 9. Dacă însă 9 : R —>• R este o funcţie care admite derivată 
continuă, cu excepţia unei mulţimi A = {ti} t2, ..., tn} în care funcţia 9 admite 
salturile Xx, X2, • ••> X», atunci notînd c u / d . definită de 9 ş i ^ d. definită de 9' , 

n 
are loc egalitatea f'=f1-\~ V \fitj. Mai general, se poate înlocui mulţimea 

3=1 
finită A printr-o mulţime oarecare de puncte izolate. D . / d a t ă de formula 

f x{t) 

/ ( * ) = l i m \ ~~-dt, xecj) (R), 

nu este de tip funcţie. Ea reprezintă derivata d. g dată de formula 

g(x) = lim [ (ln\t\) x(t) dl, xe <D„MR). 
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în cazul T czRm , cu m e N oarecare, d a c ă / este o d. pe T şi dacă pentru £ e T 
punem / = (iv . . . ,Tm), atunci derivata parţială dfldtj se defineşte prin formula 

Mai general, oricare ar fi k e NJ1, 

(D*/) (#) - ( - 1)VW/P**), V* e <2>r (T). 

D a c ă / este o d. pe T iar xe <Dr(T), se utilizează şi notaţia (/, x) pentru f{x). 
Dacă / este o d. pe Iim x Rw iar z e Q) r (Rw X Rw) şi dacă pentru s e R n punem 
25(*) = *(*, 5), \/te)Rm, atunci ** e <Dr(ROT) şi se notează (/(*), *(/, 5)) = (/, zs). 
Punînd y(s) = (/(*), z(t, s)) a v e m y e Q r ( R w ) . D. fxg pe R w x R B dată de 
formula ( / x g, z) = (g(s), (/(*), *(*, 5))), ^ Q ) r ( R w x R B ) (i.e. ( / x g , s) = 
= [g; y)) se numeşte produsul direct al d. / , g. Operaţia dată de produsul direct 
este comutativă şi asociativă. Dacă / , g sînt d. pe Hm dintre care cel puţin una 
are suport compact, atunci d. / * g pe RTO dată de formula 

(f*g, *) = {gtf, (f(t), x(t+ s)))t A?eCZ)r(R»), 

se numeşte ccnvoluiia d. / , g. Avem deci 

(/ *g.*) = ((/ X g) (t, s), x{t +s)), XeQ)r (R«). 

Operaţia de convoluţie este comutativă, iar pentru trei d. (dintre care cel 
puţin două au suport compact) este asociativă. Avem, de asemenea, / * S = / , 
oricare ar fi d . / pe ]Rm. Teoria d. a apărut datorită unor probleme puse în diverse 
domenii ale matematicii sau în fizica modernă. în studiul ecuaţiilor diferen
ţiale liniare de tip hiperbolic, J. Hadamard a fost condus în anul 1932 la con
siderarea unor „integrale divergente", iar S. L. Sobolev a introdus în 1936 
noţiunea de „soluţie generalizată" a unei ecuaţii de tip hiperbolic. S. Bochner 
a considerat „derivate" pentru funcţii continue nederivabile în sensul obişnuit 
al analizei clasice. în mecanica cuantică, P.A.M. Dirac a introdus „funcţia 8" 
definită prin următoarele condiţii, contradictorii din punct de vedere al teoriei 
integralei: $(t) = 0 dacă 0 ^ ' * e R , ${0) = + 00, iar integrala funcţiei $ 
pe R este egală cu î. Utilizarea noţiunii de d. a dat un sens matematic 
acestei „funcţii". Teoria d. a fost fundamentată în special de matematicianul 
U. Schwartz.' {R.C.) 

distribuţie de ordin finit Fie T o submulţime deschisă a spaţiului euclidian 
Rw*. Dacă / G N 0 = N U {0} iar A este o parte compactă a lui T, vom nota 
cu if)3

r (T; A) mulţimea funcţiilor x : T -> I \ cu T = R (sau C), de clasă O 
şi supp xaA. Vom considera în <D3

r(T;A) operaţiile obişnuite cu funcţiile 
şi norma 

||*|| = sup{|D**(*)l |v(Ă) < ; ; teA}, 
m 

unde k = (xv . . . ,Xm)eNo i a r VW= S x i - F i e ^ r ( r ) l i m i t a inductivă a spaţiilor 

<7)L (T; A). O distribuţie / pe T se spune că este de ordin finit dacă există j e N 0 

file:///fitj
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astfel c a / să poată fi prelungită într-o funcţională liniară şi continuă pe spaţiul 
Q>}

r(T). Cel mai mic n u m ă r / c u proprietatea precedentă se numeşte ordinul 
distribuţiei f. Distribuţiile de ordin zero se mai numesc şi măsuri. Orice distri
buţie cu suport compact este o d.o.f. (R.C.) 

distribuţie de tip funcţie v. distribuţie 
distribuţie temperată Dacă < = ( T I , T2, ..., xm) e W iar a = (av cc2, ..., am) e 

e N y , unde N 0 = N (J {0}, se va nota ta = T ^ T ^ 2 ... T ^ . Dacă xeC™(TRm) 
(pentru notaţii v. distribuţie) şi dacă pentru orice a, k e N™ există ~halc e R astfel 
ca |**D**{<)KXo»i V f e E " (unde D'c este operaţia de derivare) se spune că x 
este o funcţie care descreşte rapid. Fie c5 r(Rm) mulţimea tuturor funcţiilor 
x: R™->r (unde T este mulţimea numerelor reale sau complexe) care descresc 
rapid. Această mulţime este un spaţiu liniar în raport cu operaţiile obişnuite 
cu funcţiile. Pe acest spaţiu liniar se consideră topologia definită de mulţimea 
tuturor seminormelor pţ/c de forma 

Piti*). = sup {\f(t) V>kx(t) | | teRm}, 

•aade 9 este un polinom oarecare iar AsN™. Mulţimea Qlr(W) (pentru notaţii 
T. distribuţie) este densă în spaţiul cS r(Rm) iar topologia spaţiului Q)r(Rm) 
este mai fină ca topologia indusă de cea din spaţiul e5r(R"!). Prin urmare, dacă 
g este o funcţională liniară şi continuă pe spaţiul c5r(R™), atunci restricţia 
funcţionalei g la spaţiul <Dr(Iim) este o distribuţie. Dacă gL şi g2 sînt două func
ţionale liniare şi continue pe spaţiul c5 r(Rm) i a r / j ş i / 2 sînt respectiv restricţiile 
îor la spaţiul C2r(Rm) şi dacă gL^g2, a t u n c i / l 7 4 / 2 . O funcţională liniară şi 
«continuă pe spaţiul c5 r(Rm) se numeşte d.t. Orice distribuţie cu suport compact 
se prelungeşte în mod unic pînă la o d.t. Dacă x este o funcţie complexă pe R m , 
care descreşte rapid, atunci şi transformata sa Fourier ^ este o funcţie care des
creşte rapid. D a c ă / e s t e o d.t. pe Rm , se numeşte transformata Fourier a dis
tribuţiei / , distribuţia / dată de formula (f, x) = (/, ^ ) , V* e d , , (Rm). Dacă / 
este o distribuţie pe R m , cu suport compact, atunci transformata sa Fourier/^ 
este distribuţia definită de funcţia 

m 
(b(s) = (2n) 2 (f(t), e - ' < s - «>), s e R™, 

unde < . , . > este produsul scalar care generează norma euclidiană în R m . {R.C.) 
divergenţă v. analiză vectorială, integrare pe o varietate riemanniană 

orientată 
divizor Fie X o suprafaţă riemanniană compactă. Se notează Div(AT) 

grupul abelian liber generat de X, i.e. mulţimea tuturor aplicaţiilor D : X -+ Z 
cu proprietatea că D(x) — 0, cu excepţia unui număr finit de puncte xe X; 
legea de compoziţie în grupul Div(AT) este notată aditiv şi este indusă de adu
narea lui Z. Orice element D s Div(X) se numeşte d. al lui X (sau d. pe X). 
Relaţia de ordine a lui Z induce o relaţie de ordine pe grupul Div(A') definită 
prin D < D' dacă şi numai dacă D(x) =S D'(x) pentru orice xe X. Această 
relaţie de ordine este compatibilă cu adunarea, deci grupul Div(AT) înzestrat 
cu această relaţie de ordine este un grup ordonat; elementele pozitive ale acestui 
grup ordonat se numesc d. pozitivi ai lui X. Pentru orice d. D pe X, gradul 

lui D se defineşte pr indeg(P) : = 2 J D(x). Aplicaţia deg: Div(AT)-»Z astfel 
I E I 
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definită este surjectivă şi este un morfism de grupuri. Nucleul acestui morfism 
este un subgrup Div°(A') al grupului Div(A'); elementele acestui subgrup sînt 
d. de grad zero. Ex.: 1° Fie aeX; vom nota prin aceeaşi literă a d. definit 
prin a(x) : = 1 cînd x = a şi a(x): = 0 cînd x ^ a. 2° Fie / o funcţie mero-
morfă care nu se anulează identic pe X (i.e. este diferită de elementul 0 al corpu
lui funcţiilor meromorfe pe X). Vom defini un d. (/) după cum urmează. Fie x 
un punct din X şi z un parametru local definit pe o vecinătate a lui x şi cu 
proprietatea că z(x) = 0. Atunci, pe o vecinătate a lui x, f admite scrierea 
unică / = zvg, cu v s Z, g o funcţie olomorfă pe o vecinătate a lui x şi g(x) i= 0. 
întregul v astfel obţinut depinde numai de / şi x (i.e. nu depinde de alegerea 
parametrului local z) şi va fi notat (/) (x). Aplicaţia X 3 x l-> (/) (x) e Z este 
un d. pe X. 3° Fie a o diferenţială meromorfă pe X care nu se anulează identic 
pe X. Vom defini un d. (<o) după cum urmează. Fie x un punct din X şi z 
un parametru local definit pe o vecinătate a lui x şi astfel încît z(x) = 0. Atunci 
pe o vecinătate a lui x, forma diferenţială a> admite scrierea unică co_= zvgdz, 
cu v e Z, g o funcţie olomorfă pe o vecinătate a lui x şi g(x) # 0. întregul v 
astfel definit depinde numai de ta şi x şi se notează (o) (x). Aplicaţia X 3 x\~+ 
l->(co) (x) e Z este un d. Fie 9if(A') corpul funcţiilor meromorfe pe X. Aplicaţia 

/1-> (/) de la grupul multiplicativ °!K(X)\{0} în grupul aditiv Div(A') este un 
morfism de grupuri. Imaginea acestui morfism este un subgrup al lui Div(A'), 
notat P(A'); elementele lui P(A) se numesc d. principali ai lui X. Grupul cît 
Div(A')/P(AT) se numeşte grupul claselor de d. ai lui X (sau grupul lui ricard 
al lui X) şi se notează Pic(X) (sau C\(X)). Doi d. D, D' pe X se numesc (liniar) 
echivalenţi dacă ei aparţin aceleiaşi clase în Pic(A'), i.e. dacă diferenţa D — Df 

este un d. principal. Este clar că d. de forma (co), unde w este o diferenţială 
meromorfă pe X, formează o clasă de echivalenţă, i.e. un element în grupul 
lui Picard Pic(X); această clasă se numeşte clasa canonică a suprafeţei X şi 
se notează prin litera K. Pentru orice d. D, funcţiile meromorfe / pe X, cu 
proprietatea că (/) -|- D ^ 0, împreună cu funcţia / = 0, formează un spaţiu 
vectorial complex notat £(D). Se arată că acest spaţiu vectorial complex £(D) 
are dimensiune finită care se notează l(D). Se arată, de asemenea, că funcţiile 
deg(jD) şi l(D) sînt constante pe fiecare clasă de echivalenţă, i.e. dacă D şi D' 
sînt d. echivalenţi, atunci deg(D) = deg(D') şi l(D) ~ l(D'). 
Teorema Riemann-Roch. Pentru orice suprafaţă riemanniană compactă X şi 
orice d. D în X are loc formula 

l(D) - l(K - D) = deg(D) - g + 1, 

unde g este genul suprafeţei X. 
Genul unei suprafeţe riemanniene compacte A" este un număr întreg g ^ O 
definit prin 2g := dhr\H1(X, C) pentru structura de spaţiu vectorial complex 
a lui H 1 (A, C) (v. coomologia fascicolelor, formă diferenţială pe o varietate 
diferenţiabilă); notăm că g este un invariant topologic al lui X şi că H1(X, Z) 
este un grup liber cu 2g generatori. Importanţa fundamentală a teoremei 
Riemann-Roch pentru teoria suprafeţelor riemanniene compacte va fi i lustrată 
nrin corolarele următoare: 
Corolarul 1. iJegţAj = 2g — 2 şi l(K) = g. 
Corolarul 2. Diferenţialele de prima speţă formează un spaţiu vectorial complex 
Q. de dimensiune g. 
Corolarul 3. Dacă deg D > 2g - 2, atunci deg(K-JD) < 0 şi l(K-D) = 0. 
Corolarul 4. Dacă g = 0, atunci, pentru orice punct a e X, există o funcţie / 
avînd un pol de ordin 1 în punctul o şi olomorfă în rest. în particular, aplicaţia 
/ : X _• C este un izomorfism analitic. (Astfel, orice suprafaţă riemanniană 
de gen zero este analitic izomorfă cu sfera lui Riemaun.) 
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Corolarul 5. Dacă deg(D) $s 2g + l ' ş i dacă / 0 , . . . , /# este o bază a spaţiului 
vectorial £(D), atunci aplicaţia [/0 : . . . : /#] : X ->• F^(C) este o scufundare. 
Pentru definirea aplicaţiei din enunţul precedent se procedează după cum 
urmează. Fie x e X şi z un parametru local pe o vecinătate a lui x astfel încît 
z[x) = 0. Atunci, există v întreg astfel încît fi — zv gi, i -- 0, .... AT, în vecină
tatea lui x, cu gi funcţie olomorfă pe o vecinătate a lui % şi cu cel puţin un 
gi(x) diferit de zero. Se pune atunci, prin definiţie, 

[ / . : « . : / » ] W : : = [ f t , ( * ) » » : » r ( * ) ] -
Din Corolarul 5 rezultă că orice suprafaţă riemanniană compactă este o varietate 
proiectivă. Mai precis, se arată că orice suprafaţă riemanniană compactă 
admite o scufundare olomorfă în P3(C). Fie X o suprafaţă riemanniană com
pactă, x0eX un punct fixat şi TZ^X, X0) grupul fundamental al spaţiului 
„punctat" [X, xQ). Fie O spaţiul vectorial complex al diferenţialelor de prima 
speţă pe X şi O* dualul complex al lui O; după Corolarul 2, Q* este de dimen
siune g. Considerăm aplicaţia h: TC^X, X0) —> £1* definită prin 

hfa) (co) : = % co, a e TC^X, X0), co G O. 

Este clar că h este un morfism de grupuri. Vom nota imaginea acestui morfism 
prin I \ Există un unic morfism de grupuri j : Div(X) -» Q.*jY cu proprieta
tea că j(x) (co) = \ co pentru orice x e X şi co e O, unde a este un drum pe X 

cu originea în punctul x0 şi cu extremitatea în punctul x. 
Teorema lui AbeL Y este o latice de perioade în O* iar aplicaţia / induce un 
izomorfism de grupuri j : Pic°(X) - Q*/I \ unde Pic°(X) = Div°(X)/P(X). 
Obs. H*/ r este un tor complex de dimensiune g (unde g este genul lui X) numit 
varietatea lui Jacobi (sau jacobiana lui X) şi notat Jac(X); se arată că 
Jac(X) este o varietate abeliană. (M.J.). 

domeniu 1 Dacă M este o varietate diferenţiabilă de clasă C r cu r ^ 1, 
un d. de clasă Ck pe M, unde 1 < k ^ r, este o submulţime D a lui M cu pro
prietatea că, pentru orice punct a e D\D, există o vecinătate deschisă U a 
lui a în M şi o submersie rea lă / e Ck(U) astfel încît U 0 D — {x e U \ f(x) ^ 0}. 
Dacă D este un d. pe M, mulţimea B: — D\D este o parte a frontierei topo
logice a lui D, numită bordul sau frontiera diferenţiabilă a lui D şi notată, de 
asemenea, prin dD. Pentru ca o mulţime D a lui M să fie un d. de clasă Ck pe 
M este necesar şi suficient să fie îndeplinite următoarele două condiţii: 1) D 
este o submulţime local închisă a lui M şi DczD, închiderea interiorului lui D; 
2) B : = D\D este o subvarietate diferenţiabilă de clasă Ck a lui M. Fie D 
un d. de clasă C1 pe M, j : B -+ M aplicaţia de incluziune şi x e B. Un vector 
tangent v e T(M)x\j*tX(T(B)x) se numeşte exterior (resp. interior) lui D în 
punctul # dacă v este vectorul viteză la momentul t — 0 al unui drum y e 
e C^/g, M), cu Y(0) = # , astfel încît y(£) G M\D (resp. y(£) e D) pentru t > 0. 
D a c ă / G ^(U) este o submersie ca în definiţia d. şi x eU (] B, atunci v e T(M)X 

este un vector exterior (resp. interior) lui D în punctul x dacă şi numai dacă 
d/a;(v) > 0 (resp. dfx(v) < 0), unde âfx este diferenţiala l u i / în punctul x. Pre
supunem acum că M este o varietate orientată şi că D este un d. de clasă C1 

pe M. Atunci există o unică orientare pe B, numită orientarea bord a lui B, cu 
proprietatea următoare: dacă x este un punct din B, (eit ..., en~x) un reper al lui 
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T(B)X şi v nn vector tangent exterior lui D în punctul x, atunci (ev ..., en-i) 
este un reper pozitiv al lui T(B)X pentru orientarea bord dacă şi numai dacă 
(v>j*,x &i> ~->j*,% Cn-i) este un reper pozitiv al lui T(M)X pentru orientarea 
structurală a lui M. în absenţa oricărei alte precizări, bordul B al unui d. 
«D de clasă C1 al unei varietăţi diferenţiabile orientate M se consideră orientat 
cu orientarea bord; varietatea diferenţiabilă B înzestrată cu această orientare 
se mai numeşte bordul orientat al lui D. 2 Mulţime deschisă şi conexă într-un 
spaţiu topologic. în R d. sînt intervale deschise. în ]Rn avem următoarea pro
prietate: dacă D este un d., atunci orice două puncte a şi b din D pot fi unite 
printr-un drum poligonal. 3 D. unei funcţii, d. de definiţie al acelei funcţii. (M.J.) 

domeniu de olomorf ie Fie O o mulţime deschisă în Cn. Pentru orice mul
ţime compactă K cz O, se notează prin KQ mulţimea tuturor punctelor ze O 
cu proprietatea că |f[z) | ^ s u p | / 1 oricare ar fi fe 0(0) (mulţimea funcţiilor 

©lomorfe pe O). Se observă că avem KQ, CZ co(K); în particular K^ este măr
ginită. Mulţimea deschisă Q,czCn se numeşte olomorf-convexâ dacă, pentru 
orice mulţime compactă K a Q,, mulţimea KQ este de asemenea compactă. 
Q, se numeşte d.o. (în Cn) dacă nu există nici o pereche de mulţimi deschise 
1^ şi Q.2 în Cn cu proprietăţile următoare: a) Oj este nevidă şi este conţinută 
în O f l 0 2 ; b) £l2 este conexă şi nu este conţinută în Q,; c) Pentru orice 
funcţie / ' e 0(0.) există o funcţie / 2 e 0 ( 0 2 ) astfel încît / 2 = / pe <Qr Cînd 
ultima condiţie este cerută pentru o funcţie dată feG(Q,), o vom nota prin 
Cf). Vom spune că mulţimea deschisă Q, în Cn este domeniul natural de existenţă 
al funcţiei fe 0(0.) dacă nu există nici o pereche de mulţimi deschise Ox 
şi 0 2 în Cn satisfăcînd condiţiile a), b) şi c/). 
Teorema lui Cartan-Thullen. Condiţiile următoare asupra unei submulţimi 
deschise O a lui Cn sînt echivalente: i) O este d.o.; ii) O este olomorf-convexă; 
iii) Există fe 0(0) astfel încît O să fie domeniul natural de existenţă al func
ţiei / . 
Ex. : 1° Orice mulţime deschisă în C (deci cazul n — 1) este un d.o. 2° Dacă 
i i j şi ^2 sînt două d.o. în C^ şi Cq, respectiv, atunci Ox x 02 este un d.o. 
în Cv+q: 3° Orice mulţime deschisă şi convexă în Cn este un d.o. 4° Fie O cz Cn 

şi 0/ cz Cp mulţimi deschise iar f : O -*CP o aplicaţie olomorfă. Dacă O şi 
Q/ sînt d.o. sau dacă O' este d.o. ş i / - 1 ( 0 / ) o mulţime relativ compactă în O, 
a t u n c i / ^ ( Q ' ) este un d.o. 5° Orice intersecţie finită de d.o. este un d.o. Ca un 
contraexemplu menţionăm că C w \ { 0 } nu este un d.o. cînd n ^ 2 (teorema 
de prelungire a lui Hartogs). Notăm că, în virtutea teoremei lui Cartan-Thullen, 
o mulţime deschisă O în Cn este un d.o. dacă si numai dacă este o varietate 
Stein. ' (M.J.) 

domeniu de olomorf ie (peste Cn) v. înfăşurătoare de olomorf ie 
domeniu fundamental al grupului modular v. funcţie modulară 
domeniu natural de existenţă al unei funcţii olomorf e v. domeniu de olomorf ie 
domeniu pseudoconvex v. pseudoconvexitate 
domeniu Riemann v. înfăşurătoare de olomorfie 
domeniu Runge (în Cn) O funcţie complexă F pe Cn se numeşte polinom 

C-analitic dacă există un număr natural k şi numere complexe aa definite pentru 
a e { N i j O f şi | a | = a ! + ... + oc»<& astfel încît F(z) = 2J a^z*, unde 

z* = z^1... z%n pentru z — (zv ..., zn) şi a = (OLV ..., a»). Pentru orice mulţime 
compactă K în Cn, se notează K mulţimea tuturor punctelor zeCn cu proprie 
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ta tea că \F(z)\ ^ sup \F\ oricare ar fi polinomul C-analitic F în Cn. Mulţimea 
K ^ 

compactă K se numeşte polinomial convexa cînd K = K. O mulţime deschisă, 
flcC8 se numeşte d.R. dacă mulţimea K este conţinută în Q, pentru orice 
mulţime compactă K c Q. Deoarece KQ C K (V. domeniu de olomorfie) re
zultă că orice d.R. în Cw este un domeniu de olomorfie. Ex.: Dacă Pv ..., P^ 
sînt polinoame C-analitice în Cn, atunci mulţimea 

O = {zeCn\ \Fv(z) | < 1, v = l , ...,iV} 

este un d.R. în Cn. O mulţime compactă Kcz Cn se numeşte poliedru polinomial 
dacă există un număr finit de polinoame C-analitice F\, ..., PJV astfel încît 

K=* {zeCn | |FV(*)| ^ 1, v = 1, ..., A7}. 

Orice poliedru polinomial este un compact polinomial convex. Pe de al tă 
parte, pentru orice compact polinomial convex K, poliedrele polinomiale F 
astfel încît K c L formează un sistem fundamental de vecinătăţi ale lui K+ 
în fine, pentru orice d.R. £2, există un şir crescător {isTv}v 6 ^ de mulţimi com
pacte polinomial convexe Kv astfel încît Kv cz Kv+l şi H — U Kw. 

Teorema de aproximare. Un domeniu de olomorfie Q. este un d.R. în Cn dacă 
şi numai dacă polinoamele C-analitice sînt dense în spaţiul 0(0,) pentru 
topologia convergenţei uniforme pe mulţimile compacte ale lui Q,. 
Teorema de existenţa pentru operatorul B. Fie Q, un d.R. şi f o (p, q 4* 
+ 1)-formă diferenţială de clasă C00 pe Q, astfel încît Bf = 0. Atunci există Q 
(p, ^)-formă diferenţială u de clasă C00 pe Q, astfel încît Bu = / . 
Folosind teorema lui Dolbeault; teorema precedentă poate fi interpretată, 
ca o teoremă de anulare analitică, şi anume că, pentru orice d.R. Q, în 
Cw, Hq(£l> O(P)) = 0 cînd q ^ 1 (v. formă diferenţială (pe o variantă complexă))» 
Teorema de anulare topologică. Dacă Q. este un d.R. în Cn, a tunci 
H*(Q, C) = 0 cînd q^n. 
Din teorema de anulare topologică combinată cu teorema de aproximare 
a lui Runge în C rezultă că o mulţime deschisă Q. în C este un d.R. dacă şl 
numai dacă fiecare componentă conexă a lui Q, este simplu conexă. Astfel> 
pentru n = 1, d.R. admit o caracterizare topologică. (M.J.) 

domeniul de convergenţă al unei serii de puteri v. serie de puteri 
dreapta reală v. corpul numerelor reale 
dreapta reală extinsă Dreapta reală R nu are un cel mai mic element 

şi un cel mai mare element. Pentru a remedia această deficienţă se introduc 
două elemente ideale, — co şi 00, străine de R, cu s tatut de cel mai mic element 
pentru — 00 şi de cel mai mare element pentru 00 în mulţimea R : = R u 
U {—00, 00}. Ţinînd seama de definiţia noastră pentru mulţimea R , cel mai 

simplu este să considerăm R ca fiind mulţimea părţilor x cz Q satisfăcînd 
condiţiile b) şi c) din definiţia lui R (v. corpul numerelor reale). Această 
mulţime R se ordonează prin incluziune de mulţimi, la fel ca R, şi avem R = 
= R U {0, Q}, unde mulţimea vidă 0 este cel mai mic element, iar mulţimea 
totală Q cel mai mare element în R. De aceea, este convenabil să punem, 
prin definiţie, — 00 : = 0 şi 00 :== Q. O mulţime U c R se numeşte mulţime: 
deschisă dacă satisface condiţiile următoare: 1) U f) R este o mulţime deschisă 
In R ; 2) Dacă — 00 e U, atunci există c e R astfel încît x e U pentru orice 
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număr real x < c; 3) Dacă 00 e U, atunci există c e R astfel încît xe U pentru 
orice număr real x > c. Mulţimile deschise în R formează o topologie, numită 
topologia canonică a lui R ; cînd considerăm R ca spaţiu topologic se are în 
vedere topologia canonică. Aplicaţia cp : R —• [— 1, 1] definită prin cp(— 00): = 

= — 1 , 9(00) : = 1 şi <?{x) : = pentru # e R este un omeomorfism. 
- 1 + 1*1 Rezultă că spaţiul topologic R este conex, local conex, compact şi cu bază 

«îumărabilă, iar R este o submulţime deschisă densă a lui R ; astfel R este o 
compactificare local conexă a lui R. Mulţimea ordonată R înzestrată cu topo
logia canonică se numeşte d.r.e. (sau dreapta reală încheiată). {M.J.) 

dreapta reală încheiată, v. dreapta reală extinsă 
dreaptă (într-un spaţiu liniar) v. varietate liniară 
drum v. omotopie, drumuri omotope (în C) 
drum (înRw) , orice aplicaţie continuă a intervalului compact [a, b] în R n . 

Pen t ru n = 2 obţinem un drum în plan, dat de o reprezentare parametrică. 
scalară de forma x = f(t), y = g(t), f şi g continue pe [a, b]. Mulţimea punctelor 
de coordonate (f(t),g(t)), te[a,b], constituie imaginea drumului. (S. M.) 

drum de clasă C1 v. integrala curbilinie (în Rw) 
drum închis, drum r : [a} b] ~> R71 cu proprietatea r(a) — r(b). Ex.: f(t) = 

= cos*, g(t) = sin*, a = 0, b = 2n. (S.M.) 
drum rectificabil, drum r '• [a, b] -+ Rw cu proprietatea că mulţimea {l^(r)\ 

«este majorată (lA(r) = y J ] (r(ti+1) ~ r(h)) > u n d e A = {a = t0 < tx < ... 

-.. < ti < U+i < ... < tn — b}, iar r(ti+l) — r(tt) este distanţa euclidiană de 
ia r(ti) la r(tf+1)). Numărul sup {l&(r)} se numeşte lungimea drumului r. 

(S.M.) 
drum simplu, drum r : [a, b] -*• Rre cu proprietatea că nu există x ^ y 

cu a < x < y < b sau a ^ x < y < b astfel încît r(x) = r(y). (S.M.) 
drumuri echivalente v. echivalenţa a două drumuri 
drumuri omotope (în C) Fie D un domeniu în planul complex C. Se numeşte 

drum în D orice aplicaţie continuă X: [0, 1] -+ D. Punctul X(0) se numeşte ori
ginea drumului iar punctul X( 1) capătul drumului X. Imaginea segmentului [0,1] 
prin aplicaţia X se numeşte suportul (sau imaginea) drumului X. Drumul X se nu
meşte închis dacă X(0)=X(1). Pentru x, y e D, fie £(x> y) mulţimea drumurilor 
In D care au originea în x şi capătul în y. Fie X, \i drumuri în D. Se numeşte 
deformare continuă a drumului X în drumul \i, o aplicaţie continuă F: [0, 1] X 
X[0, 1] - D astfel încît: F(t, 0) = \(t)\ F(t, 1) = [i(t); F(0, s) = X(0) = (j.(0) ; 

J ^ l , s) =X(1) = \i(l) pentru orice t, s e [ 0 , 1]. Fie x, y e D şi X, y.e£(x,y). 
Drumul X se numeşte omotop în D cu drumul [i., şi se scrie X ~ [i, dacă există 
o deformare continuă a lui X în (JL. Relaţia de omotopie este o relaţie de echiva
lenţă în £(x, y). Dacă X e £(x, y) şi [ie £(y, z), drumul definit prin Xn(*) = X(2^ 
dacă 0 ^ t ^ 1/2 şi X[i(t) — [i(2t — 1) dacă 1/2 < t ^ 1 se numeşte compunerea 
drumului X cu drumul \i. Dacă Xx, X2 6 £(x, y), \jLlt \i2 e £(y, z) şi \ ~ X?, 
V-i/^ M-2» atunci 'ki[L1'^'X2[i2. Pentru X € £(x, y) se notează X-1 drumul definit 
pr in X_1(*) = X(l — t) şi se numeşte inversul drumului X. Pentru orice xeD 
se notează cu ex drumul definit prin ex(t) = x, V*e [0,1]. Un drum X e £(x, x) 
«e numeşte omotop cu zero dacă X ~ ex- Un domeniu D c C s e numeşte simplu 
<son*x dacă orice drum închis în D este omotop cu zero. Fie $ = {0 = t0 < tx<... 
... < tn — 1} o diviziune a segmentului [0, 1] şi fie X un drum în D. Pentrui 
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fiecare ke{0, 1, ..., « — 1}, fie X* drumul cu originea \(tk) şi capătul X(.**+i) 
definit prin \k{t) = X((l — 0 h + ttk+1). Sistemul "de drumuri X0, X;, ..., ln-i 
astfel obţinut se numeşte descompunere a drumului X asociată diviziunii $. 
Drumul X este omotop cu X0\ ... X n - r Pentru a, b e C, drumul t -+ (1 — £)a + *6, 
care are ca suport segmentul [a, b], se numeşte drum liniar şi se notează tot cu 
[a, b]. Un drum care se poate descompune într-o familie de drumuri liniare se 
numeşte drum poligonal. O mulţime D se numeşte stelată relativ la ae D dacă 
[a, x] c= D pentru orice x e D. Un domeniu D c C care este stelat în raport 
cu unul din punctele sale este simplu conex. (Gh.Gr.) 

dualul unui fibrat vectorial Dacă M este o varietate diferenţiabilă de 
clasă Cr şi E un fibrat vectorial real de clasă Cr peste M, dualul lui E este 
fibratul vectorial real E* de clasă Cr peste M cu proprietăţile următoare: 
1) Pentru orice punct xe M,E% = Hom^JEx, R), dualul spaţiului vectorial E%; 
2) Pentru orice submulţime deschisă U" a lui M şi orice reper (e1; ..., ev) al lui £ 
peste U, (fv ...,fp) este un reper al lui E* peste U, undo ft(x) este forma liniară 
pe Ex definită^ prin . <fi(x), ej(x)> = $ij (simbolul lui Kronecker), xeU, 
i,j == 1, ..., n. în mod similar se defineşte dualul £ * al unui fibrat vectorial 
complex E peste M cu deosebirea că aici E* = Uomc(Ex> C), i.e. E% este dualul 
complex al spaţiului vectorial complex Ex. Fibratul cotangent T(M)* al lui M 
este, prin definiţie, dualul fibratului tangent T(M). Similar, fibratul cotangent 
complex TC(M)* al lui Af se defineşte ca fiind dualul fibratului tangent complex 
TC(M). Dacă a = (xv ..., xn) este o hartă locală a lui M, rezultă că (dxv..., ăxn) 
este un reper peste Ua al fibratului cotangent şi al fibratului cotangent 
complex. (M..J.) 

dualul unui spaţiu local convex v. conjugatul unui spaţiu local convex 

E 

echivalenţa a două drumuri Drumurile r: [a, b] —> R n ş i r'\ [a, [3] ~> R7* 
sînt echivalente dacă există un homeomorfism h : [a, p] -> [a, 6] astfel încît 
r'(x) = r(A(T)) pentru orice a ^ T ^ (3. Se arată că fiecare dintre proprietăţile 
de a fi drum simplu, drum închis sau drum rectificabil este invariantă prin 
relaţia de echivalenţă. O clasă de echivalenţă de drumuri se numeşte curbă 
(în Rw). (S.M.) 

echivalenţă de categorii v. functor 
echivalenţă omotopică v. omotopie 

du 
ecuaţia căldurii, ecuaţia — — Anu = F{x,t), unde u = it(x,t): £lx 

dt 
X[0, oo) —> R, Q fiind o mulţime deschisă din ]Rn, x — (x1, ..., xn), iar A n 

operatorul lui Laplace în raport cu variabilele spaţiale xv ..., xn. Pentru 
n = 1, 2 sau 3 această ecuaţie descrie (în mod idealizat) propagarea căldurii 
într-o bară, respectiv pe o placă, într-un mediu omogen din spaţiu, u(x, t) 
reprezentînd în acest caz temperatura în punctul x şi la momentul t ^ 0. 
E.c. este cea mai simplă şi una dintre cele mai importante ecuaţii de tip para
bolic. Funcţiile care verifică e.c. se mai numesc şi funcţii calorice şi se bucură 
de unele proprietăţi specifice, dintre care cele mai importante sînt regulari
tatea şi principiul de maxim şi de minim. Problemele naturale care se ataşează 
e.c. sînt: 1) Troblema mixtă. Dacă Q, este un domeniu din R71, 3Q, frontiera sa, 
se dau: i) Condiţiile iniţiale u(x, 0) = f(x) pentru x e Q, (deci, în interpre
tarea fizică, x —>/(#) reprezintă distribuţia iniţială a temperaturii în Q.; 
ii) Condiţii la frontieră, de exemplu, a) u(x,t) =--g(x,t), V-redO, t ^ 0, 

b) OLU -f p — =g(x,t), VxedQ., t^0, cu OL, ^ funcţii date pe <3Qx[0, oo). 

2) Troblema lui Cauchy. Se dă u(x,0) =f(x), V ^ e R 3 (eventual cu unele 
condiţii de comportare la infinit). Soluţia fundamentală a e.c. este distribuţia 

E{x, t) = (2^t)~n H(t) exp 

unde H(t) este funcţia lui Heaviside, iar \x\ norma euclidiană a lui x. Această 
soluţie fundamentală este invariantă la rotaţii şi este de clasă C°° în Rn+1N\{0}. 
Din această ultimă proprietate se deduce hipoelipticitatea operatorului căldurii. 
Cu ajutorul soluţiei fundamentale se poate exprima soluţia problemei lui Cauchy. 
Pentru ecuaţia omogenă (F(x, t) ~ 0) soluţia problemei lui Cauchy (cu data 
iniţială f(x)) este 

u(x, 0 = \ E(x — y, t)f(y) ăy (t > 0) (formula lui Tcisson). 
JR* 

Se cere ca / să fie continuă şi mărginită. Soluţia rezultă continuă pe 

R w x [0, T], cu derivatele — şi , iy;= 1, ..., n, continue pe Rw x (0, T], 
dt dx-tXj 

HP) 
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Soluţia ecuaţiei neomogene este dată de formula 

u(x, t) — \ E(x — y, t) f(y) dy + \ \ E{x — y, î — T) F{y, T) ăy d-c; 
J R n J O J R » 

xeW1, <e(0 , T). 
Despre data iniţială / se cere doar ca ea să fie continuă şi mărginită iar despre 

3F 
membrul drept F să fie continuu mărginit iar derivatele — , i = 1, ..., n, sâ 

dxi 
existe, să fie continue şi mărginite pe Rw x[0, T]. în general, dacă nu se impuft 
condiţii suplimentare, problema lui Cauchy pentru e.c. poate să nu aibă soluţii 
unice. Studiul unicităţii problemei lui Cauchy a condus independent pe T. Car-
leman, M. Nicolescu şi A. N. Tihonov la noţiunea importantă de clasă de unici
tate pentru problema lui Cauchy; ei au determinat (prin condiţii de creştere l a 
infinit) astfel de clase. Problema lui Cauchy este corect pusă pentru e . c , dar 
fenomenul specific care apare este „viteza de propagare infinită". Funcţiile 
calorice verifică şi un principiu de maxim şi minim foarte important, anume 
dacă u verifică e.c. omogenă pe W1 x (0, T), dacă este continuă şi mărginită 

du 82u . . . 
pe Rw x [0, X] si dacă -— , — ,i=l,...,n, există si sînt continue pe R a x [0, T) 

dt dx\ 
atunci sup u = sup M(^, 0) si min u — min w(#, 0). Acest principiu asi-

R w x [ 0 , T] m ' R ? x [ 0 , T] ]R« 
gură unicitatea soluţiei problemei mixte, precum şi (în aceleaşi condiţii privind 
soluţiile) dependenţa continuă de date. în ceea ce priveşte existenţa soluţiei 
problemei mixte, cu ajutorul metodei separării variabilelor aceasta se poate 

du 
demonstra în numeroase cazuri. E.c. pe varietăţi (— = Au cu A = operatorul 

dt 
lui Laplace-Beltrami) intervine în numeroase probleme, de exemplu în demon
straţia teoremei indicelui a lui Atiyah-Singer. (G.G.) 

ecuaţia funcţională a lui Riemann v. funcţia Z, 
ecuaţia Klein-Gordon Dacă x0 — ct, x = (xlt xz, x3) (c = viteza luminii}» 

funcţia de undă <p(#0» x) c a r e descrie comportarea unei particule relativiste» 
libere pseudoscalară de masă m0, verifică e.K.G. ( • -f mf) 9 = 0. în cazul 
particulei relativiste libere de spin î/2 de masă m0, de exemplu electronul,, 
protonul, neutronul e t c , descrierea este făcută de funcţia de undă (spino-
rială) *F(#o» %) = (̂ 1» 2̂> 4̂ 3* W c a r e verifică ecuaţia lui Dirac 

uncie / este matricea unitate, iar yk matricile date de: 

/ 1 0 0 0\ / 0 0 0 1\ 

Y o = P l ° ° I • v* = ° ° l ° 
T I 0 0 - 1 o r T 0 - 1 0 0 

\ 0 0 0 - 1 / V - l 0 0 0 ; 
0 0 0 - i \ / 0 0 1 0^ 
O O i 0 | . 3 I 0 0 0 - 1 
0 i 0 0 ' T 1 - 1 0 0 0 

- i 0 0 0 / V 0 1 0 0) 
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Ecuaţia lui Dirac se poate obţine prin factorizarea matricială a e.K.G.: 

fi Y Y* — - *»**) ^ j \ Y* ~ + > v ) = - ( • + ml) I. (G.G.) 
\ k^Q dxk 1 \ j£0 dxk } 
ecuaţia lui Airy v. funcţii speciale definite cu ajutorul unor ecuaţii di

ferenţiale 
ecuaţia lui Bernoulli, ecuaţie diferenţială de forma y' — a(x) y -f- b(x) y*, 

a real, a 7̂  1, a # 0; dacă y este soluţie a unei e.B., atunci z definită prin 
$(x) = {yix)}1-* este soluţie a unei ecuaţii afine. (A.H.) 

ecuaţia lui Clairaut, ecuaţie de forma y — xy' + <p(y')', soluţia generală 
este y — cx -f~ cp(c), iar soluţia singulară se obţine prin eliminarea lui X în sis
temul y = x\ + ?(X), x ~f <p'(X) = 0. (Gh.Gr) 

ecuaţia lui Dirac v. ecuaţia Klein-Gcrdon 
ecuaţia lui Gauss, ecuaţia diferenţială z( 1 — z) w" + [y — [a -f- P + l)z]w'~ 

—- <x$w = 0. O soluţie olomorfă în cercul \z\ < 1 este seria hipergeometrică 

F (a, p, y, z) = 1 -f V • zn. 
nZ\ n î T (T + *) - (y + n—1) 

Seria hipergeometrică se reduce în situaţii particulare la seriile care reprezintă 
funcţii elementare uzuale: 

F ( - m , p, p, -x) = ( 1 + x)m; JF(1, p, $tx) = 1 / ( 1 - x)\ 

xF(i, 1, 2, -x) - In (1 + x); Hm F(l, p, 1, x/$) = e x p ( - ^ ) ; 

xF 1 — * — > — > x2 I = arc sin x', xF I — , 1, — , —x2\ = arc tg x. 
\2 2 2 j V2 2 J 

Cu ajutorul seriei hipergeometrice se pot reprezenta şi unele funcţii speciale. 
Seria hipergeometrică se poate reprezenta şi cu ajutorul unor integrale; de 
«exemplu, 

r(p) r(T - p), 
r(Y) Jo 

F(a, p, y, x) = \ /P -^ l - 0Y-P-X (1 ~ ^ ) _ o c d/. (-4.H.) 

ecuaţia lui Helmholtz, ecuaţia Au + k2u — —}{x). Apare în mod natura 
astfel: dacă se consideră ecuaţia undelor neomogenă 

C3au{x, t) = f[x, t), x e Rw , f{x, t) = a*f(x) eia, 

şi dacă se caută o soluţie cu aceeaşi perioadă dar de amplitudine necunoscută, 

i.e. u(x, t) = u(x) e lco/, atunci funcţia u(x) trebuie să verifice e.H. cu k2= — • 
a2 

Pentru n — 1, distribuţiile 

\h\v\ e-i&|#| 
EJx) = —-—r s i jE'ofA;)^ . , 
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sînt soluţii fundamentale ale e.H. Pentru n = 2, soluţia fundamentală E2(x) 

este transformata Fourier inversă a distribuţiei si se poate 

exprima cu ajutorul funcţiilor lui Hankel. Pentru n = 1, 

Ex(x) = — eikW, Ex(x) = - — e~ikW 
2\h 2iÂ 

sînt soluţii fundamentale. Pentru a avea asigurată unicitatea soluţiei în domenii 
nemărginite (complementare de deschişi, relativ compacţi) se consideră doar 
soluţii ce verifică condiţiile lui Sommerfeld: 

u(x) = Oilxl1), - ^ ^ ± iku(x) = OfM-1) pentru \x\ — oo. 
31*1 

Aceste condiţii au o interpretare fizica simplă, legată de aşa-numitul „principiul 
amplitudinii limită". Pentru e.H. se pun în mod natural problemele lui Dirichlet 
şi Neumann (interioare şi exterioare, în ultimul caz cerîndu-se îndeplinite condi
ţiile lui Somerfeld). Soluţiile acestor probleme se obţin cu ajutorul unor poten
ţiali (de dublu strat în cazul problemei lui Dirichlet, de simplu strat în cazul 
problemei lui Neumann). Neunicitatea (resp. unicitatea) soluţiilor este legată 
de faptul că X = k2, este sau nu valoare proprie pentru problema lui Dirichlet 
sau Neumann interioară pentru ecuaţia lui Laplace. (G.G.) 

ecuaţia lui Laplace, ecuaţia Au — 0, unde Au = I — + ••• + — I # 
\dx\ dxjj m 

este operatorul lui Laplace. Este cea mai simplă şi cea mai importantă ecuaţie 
de t ip eliptic. Dacă considerăm un cîmp vectorial v ce derivă dintr-un poten
ţial, v = —grad u, u — u(xv ..., xn), atunci Au = div grad u = — div v şi sub 
această formă apare în studiul cîmpurilor (electric, gravitaţional e t c ) . In cazuî 
n = 2, e.L. este în strînsă relaţie cu teoria funcţiilor olomorfe; partea reală 
şi imaginară a unei astfel de funcţii sînt funcţii armonice conjugate. Soluţia 
fundamentală a e.L. este 

iT2 = •—• log \x\, En \x\~n+2 pentru » > 3 , 
2TT (n — 2) an 

unde \x\ este norma euclidiană, iar an aria sferei unitate în]Rw. Această soluţie 
fundamentală este invariantă la rotaţii, iar orice altă soluţie fundamentală 
invariantă la rotaţii diferă de aceasta prin'tr-o constantă aditivă. Ea este defi
nită de o funcţie local integrabilă; din forma ei se deduce că operatorul Laplace 
este analitic-hipoeliptic. E.L. îi corespund în mod natural următoarele probleme 
de limită: 1) Problema lui Dirichlet. Fie Q, un deschis înUn, «90 frontiera sa; 
problema lui Dirichlet constă în a căuta u armonică în Q. astfel încît pe B £1 
u să ia valori date. 2) Problema lui Neumann. A se găsi u armonică în Q 

astfel ca pe d£l, — să ia valori date. 3) Problema mixtă. A se găsi u armonică 
<9n 

du în O, care să verifice pe dQ. relaţia a h $u = g, unde a, (3, g sînt funcţii 
dn 

date pe dO, cu a ^ 0. Problema lui Cauchy însă nu este corect pusă pentru 
e.L. (G.G.) 

ecuaţia lui Poisson, ecuaţia lui Laplace neomogenă, i.c. Au ~ —/. Pentru 
e.P. se pun în mod natural aceleaşi probleme la limită ca pentru ecuaţia lui 
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Laplace. Presupunem n = 3. î n acest caz, potenţialul V = -— * p = 

= — 4TZE3 * p verifică e.P. AV = —4np (în sensul distribuţiilor dacă p este" 
o distribuţie pentru care convoluţia are sens; în sens clasic dacă p este con
tinuă, de exemplu). Dacă presupunem MG C2(0) f] C(Q.) (în cazul problemei 
interioare) şi u e C2(Ox) fi C(£lL), unde Cl± = R 3 \ 0 , cu w(oo) = 0 pentru pro-

1 f fty) dv 
blemele exterioare, schimbarea de funcţie u = v + V, cu V(x) = — i — » 

4TT JO \x—y\ 
reduce problemele la limită pentru e.P. la cele corespunzătoare ecuaţiei lui 
Laplace, presupunînd că fe C1(0) f] C(£l). Soluţia e.P. (în clasa distribuţiilor 
nule la infinit) este unică. De asemenea, soluţia problemei lui Dirichlet inte
rioară (sau exterioară) pentru e.P. este unică şi depinde continuu de datele ini
ţiale. In cazul problemei lui Neumann, cu unele condiţii de regularitate impuse* 
frontierei dQ, au loc rezultatele: i) Soluţia (dacă există) a problemei lui* 
Neumann interioare este unică cu aproximaţia unei constante aditive; ii) Con
diţia necesară de existenţă a soluţiei problemei lui Neumann interioare este 

{ uL dx ~f 1 f(x) dv = 0, unde ux = 
Jdn jn 

du i 

dn' 

iii) Pentru <90 suficient de regulată, soluţia problemei lui Neumann exte
rioare este unică. (G.G.) 

ecuaţia lui Riccati 1 Ecuaţie diferenţială de forma yr — a(x)y2 + b(x)y-\-
-f c(x)', dacă y0 este o soluţie a ecuaţiei, y o altă soluţie, funcţia z definita 
prin z(x) ---- y(x) — y0(x) este soluţie a unei ecuaţii Bernoulli; această proprie
ta te permite reprezentarea oricărei soluţii cu ajutorul unei soluţii particulare yQ. 
2 Un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma Y' — YA(x) Y -f Bx(x) Y + 
-f YB2(x) + C(x), unde A(x), Bx(x), B2(x), C(x) sînt matrici pătrate. Un? 
caz particular important care apare în calculul variaţiilor şi în teoria sistemelor 
comandate optimal este cel în care A(x) şi C(x) sînt matrici simetrice iar B2(x) 
este transpusa matricii BY(x). (A.H.) 

ecuaţia lui Sciiredinger Operatorul diferenţial u—>| — —— A l w s e numeşte' (îi-)-
operatorul lui Schrodinger; el este important în fizică. De pildă, dacă o part i
culă de masă m0 se mişcă sub influenţa unui cîmp de forţe exterioare dat de un* 
potenţial V(x) şi dacă <\>(x, t) este funcţia de undă a acestei particule, deci 
| ty(x, t) |2 este probabilitatea ca particula să se găsească în vecinătatea U(x) 
a lui x la momentul t, volumul lui U(x) fiind dx, atunci (JJ verifică e.S. 

iftii = _ _ 1 ! _ A ^ + v$> 
dt 2mQ 

unde h este constanta lui Planck. Operatorul lui Schrodinger nu este însă 
invariant la grupul lui Lorentz. Soluţia fundamentală a operatorului Schrodinger 
este 

E = H(t) exp \-i(n - 2) — (4nt)-nt* exp H£)-
Această soluţie fundamentală este invariantă la rotaţii (în variabilele spaţiale 
şi este analitică în complementara hiperplanului / = 0, dar nu este nici măcar 
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local integrabilă în vecinătatea oricărui punct (x, 0), exceptînd cazul n — 1. 
Ca atare operatorul Schrodinger nu este hipoeliptic. Operatorul lui Schro
dinger (pentru diferite potenţiale V) este studiat din diferite puncte de vedere 
în legătura cu probleme de difuzie. (G.G.) 

ecuaţia Monge-Ampere, ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale neliniare 
d e ordin 2 de forma 

rt -

r = 

- s2 — ar + 2bs + ct -j- 9, 

d2z _ d2z 
dx2 ' dxdy ' 

unde 

dy2 

ale căror coeficienţi depind de variabilele x, y, de funcţia necunoscută z =» 

= z(x, y) şi de derivabilele sale de ordin 1, p — — , q = — . Tipul e.M.A. 
a* a? 

•este dat de semnul expresiei cp ~\- ac — b2 = A. Dacă A > 0 ecuaţia este de t ip 
eliptic; cînd A < 0 ecuaţia este de tip hiperbolic şi pentru A — 0 ecuaţia este 
«de tip parabolic. Aceste ecuaţii, mai ales cele de tip eliptic, sînt importante 
in diferite probleme de geometrie. Teoria clasică, dezvoltată de Monge, Ampere, 
apoi de Darboux şi Goursat, a căpătat în ultimele decenii noi dezvoltări, dato
rate introducerii unei noţiuni corespunzătoare de soluţie generalizată despre 
care se poate arăta că, în condiţii suficient de generale, este regulată. Pentru 
e.M.A. tare eliptice (cele pentru care 9 > 0 şi forma a£ 2 -J- 2bE,v] + crf este 
nenegativă) se poate rezolva în mod unic problema lui Dirichlet; există şi alte 
rezultate de existenţă. Analogul în cazul complex al e.M.A. intervine frecvent 
In probleme ale analizei complexe şi constituie un subiect în care numeroase 
probleme sînt încă deschise. (G.G.) 

ecuaţia undelor, ecuaţia • a w = I — — a2Anu I — f(x,t), unde u a2Anu\ 
dt2 ) 

= u(x, t): £2x[0, 00) -> R, O domeniu în Rw, iar Aceste laplacianul în raport 
cu variabilele spaţiale xv ..., xn. Operatorul [Z\a

 s e numeşe operatorul lui 
d'Alembert. E.u. apare în studiul fenomenelor de propagare a undelor, de pildă, 
în cazul n = 1 soluţiile sale descriu oscilaţiile unei coarde vibrante. Este o 
ecuaţie de tip hiperbolic, iar problemele naturale care i se ataşează sînt problema 
lu i Cauchy şi probleme mixte. în mod natural, ecuaţia nefiind hipoeliptică apar 
soluţii generalizate. Soluţia fundamentală En se poate exprima ca o transfor
ma tă Fourier inversă parţială (în raport cu variabilele spaţiale) 

•, T sin < 
En(x,t) = H(t)F~ll 

1 [ sin a | £ | t 

aici ^ = (ţv ..., 5») este variabila duală variabilelor spaţiale (xv ..., xn) = %• 
î n particular se obţine: 

1 , , Hiat - \x\) 
EL{x, t) = — H(at - | x\); E2(x, t) = V •~LJ1— ' 2a ' ' 2na<Ja2t*-\x\2 

Ez(x>t)=^^~B(a2t2~\x\2)} 
2na 

lande S este distribuţia lui Dirac iar H funcţia lui Heaviside. Distribuţiile Ex 
şi E2 sînt local integrabile şi au ca suport închiderea conului T+ = {(x, t) \ \x\<at}t 
iar suportul lui Ez este chiar frontiera acestui con. Dacă / este o distribuţie din 
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<2)*(RW+1) avînd suportul conţinut în semispatiul t^O, distribuţia Vn — En*f 

( d2 \ 

— — a2An I Vn == 
d?> } 

= / . Dacă / este local integrabilă, atunci Vn rezultă local integrabilă. Problema 
lui Cauchy generalizată (pentru e.u.) constă în a găsi o distribuţie u e Q)*(Rn+1) 
care să verifice ecuaţia \Z}a

u=F(x, t), unde F e <2)*(RW+1) şi se anulează pentrn 
t < 0 astfel ca u să se anuleze pentru t < 0. Această soluţie există şi este d a t a 
de u = En * F. în particular, soluţia problemei lui Cauchy clasice D o w — 
= /(#> t), u{x, 0) = u0(x), — (x, 0) — ux(x) cu / continuă pe {(t, x) \ t ^ O},, 

dt 
u G C'(RW), ux G C(R.n) devine, prelungind pentru t<0 pe u ş i / prin 0 şi notînd 
cu «f, respectiv / , funcţiile astfel obţinute, soluţia ecuaţiei 

• < # = 7(*. 0 + «oM &'(*) + ux{x) 8(0. 
Distribuţiile F<0) = En * ux(x) &(*), respectiv V(

n
iy=En * u0{x) $'(*), n= 1, 2, 3 , 

se numesc potenţialele întârziate de simplu (resp. de dublu) strat de densitate ullt 
respectiv w0. Dacă ux este local integrabilă în ~Rn, atunci V® rezultă local inte
grabil în Rw . Potenţialele F<0) şi V^ sînt de clasă C00, în raport cu variabila 
temporală pe [0, 00) şi verifică următoarele condiţii: 

Vi0)(x, t) -> 0, — n — _> ux(x) în C2)*(R») pentru t -* 00; 
dt 

VW(x, t) -> M0(AT), ^ - ^ - -> 0 în Q)*(RW). 

Cu ajutorul acestor potenţiale, explicitate, se obţin formulele ce dau soluţia 
problemei lui Cauchy clasice în cazul ecuaţiei neomogene. Pentru n = 1 soluţia 
©ste 

ti(^, 0 = - ^ ^ 1- — \ ux(y) dy + 
1 r^+^ 

- V «,i 
Za Jx—at 

1 r̂  r.v+a(^-T) 
-j I I / (y, T) d̂ y dx (formula lui d'Alembert)* 

2a J0 J* jx—a(t—T) 

Pentru n = 2 avem 

2iza dt )B(X; at) 4aHtl - \* - y \* 2™ JB(x; at) JaH2 ~- \x ~ y\2 

Ka )t\ J 2na ,'0 JB(x; a{t—x)) ^a2(t — T) 2 — \x — y\ 

Pentru n = 3 se obţine 

/(y» t) dy dx 
(formula lui Poisson). 

u(x, t) = — 1 [ i C u0(y) d s ] + — L - f Wl(y) d 5 + 
47ia2 ^ L ^ JS{x; at) J 47ra22^ JS(^; at) 

ir ^ ' -hr l ) 
-j l ! J— dy (formula lui Kirchoff)» 

ia2jB{x;at) \x — y\ 
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•unde s-a notat cu B(x; at), respectiv S(x; at), bila (în cazul n = 2 discul) de centru 
je şi raza at, respectiv sfera de centru x şi rază at. în aceste formule s-a presu
p u s - / e C\t ^ 0), uQG C3(RW), ux eC 2 (R n ) pentru n = 3, 2, iar pentru w = 1, 
/ e C1^ > 0), w0e C2(R1), MA G C^ţR1). Din formulele de mai sus se vede că, în 
cazul n — 3, soluţia într-un punct (x, t) depinde doar de valorile pe care le au 
datele iniţiale pe sfera de rază at, dar că în cazul n = 2 intervin valorile datelor 
iniţiale de pe întreaga intersecţie a conului caracteristic cu planul t — 0. în 
primul caz se spune că este valabil principiul lui Huyghens, iar în al doilea că 
apar fenomene de difuzie. în ceea ce priveşte problema mixtă pentru e.u., 
•se consideră o mulţime deschisă mărginită Q. din Rw, cu d£l de clasă C1, şi se 
•consideră soluţii u e C 2(0 X [0, T]) f\ C^O x [0, T]) ale ecuaţiei \Zlau = F(x, t), 

{x, t)e Q.X (0, T], ce verifică condiţiile iniţiale u(x, 0) = f(x), — (x, 0) = g(x), 
dt 

— . citi 
JC e £1, şi o condiţie la limită OLU -f 8 -— = 0 , xe dQ>, te[0f T], cu cc=a(#)> 

dn 
p = p(#) funcţii pozitive. "Unicitatea şi dependenţa continuă de datele iniţiale 
:se demonstrează utilizînd aşa-numitele inegalităţi energetice. Existenţa se 
^demonstrează adesea utilizînd metoda separării variabilelor. (G.G.) 

ecuaţie cu derivate parţiale liniare de ordin 1, ecuaţie de forma 

T\ f- i 2 [- . . . + / « — = R (*) 
dxi dx2 dxn 

'în care coeficienţii Fv F2, ..., Fn, R depind de variabilele xv ..., xn şi eventual 
«de funcţia necunoscută z = z(xv ..., xu). în cazul R = 0 ecuaţia se numeşte 
tomogenâ. Acestei ecuaţii i se asociază sistemul de ecuaţii diferenţiale 

If.1 — l£? — — dXn ( ) 
1 1 l 2 l n 

in ipoteza că F1> F2, ..., Fn nu depind de funcţia necunoscută z. Problema 
integrării ecuaţiei cu derivate parţiale şi cea a integrării acestui sistem sînt 
echivalente. Mai precis, dacă <\)l, ..., tyn-i sm"t integrale prime ale sistemului 
•diferenţial (**), atunci c]̂  = Clf ..., <tyn-i — Cn-i> unde C\, ..., Cw-j sînt 
constante arbitrare, sînt soluţii ale ecuaţiei şi dacă cele n-~ 1 integrale prime 
sînt independente, atunci soluţia generală a ecuaţiei cu derivate parţiale este 
<ie forma / = ^(^i» •••> ^n-i). cu <D funcţie derivabilă arbitrară. Cazul ne-
romogen se reduce la cel omogen, căutînd soluţia sub formă implicită, V(z, x1>... 
.,.., xn) = 0 cu funcţia necunoscută V, care va satisface ecuaţia omogenă 

dV BV 8V 
px — + ... + rn — + R—= o. 

8xx dxn dz 
Se poate da o interpretare geometrică a acestor considerente: orice varietate 
integrală a ecuaţiei (*) este generată de curbe caracteristice, i.e. de soluţii 
-ale sistemului (**). (G.G.) 

ecuaţie cu diferenţe finite, ecuaţie de forma x(t + h) = F(t, x(t)). Apar 
in rezolvarea aproximativă a ecuaţiilor diferenţiale; ecuaţiei xf = f(t, x) i se 
asociază în mod natural e.d.f. %(t -f- k) = x(t) + hf(t, x(t))\ proceduri de rezol
vare aproximativă mai fine conduc ia e.d.f. de ordin superior cu mai mulţi 
paşi. (A.H.) 
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R m -» R se numeşte so

luţie a e.d.t. dy = \ \ bj(x, y) dx? definită de funcţiile bf. Gx x I -+ R, G0cr 

c=G1c:Rw, dacă y[G0)aI, y este diferenţiabilă şi (d^y) (x) = bj(x, y(x)) ({d^y) [x) 
este derivata parţială a funcţiei y în raport cu variabila de pe poziţia j , . 
calculată în punctul x). O funcţie y: G0 c: R m —*• ~Rn se numeşte soluţie a sis
temului de e.d.t. dy = B(x,y)'dx definit de funcţia B:GxxG2 c: R ^ x R ^ 
—*• °lî(-ny.m ( ^«xm e s ^ e mulţimea matricilor cu n linii şi m coloane cu elemente 
reale) dacă y(G0) a G2, y este diferenţiabilă şi {Dy) (x) = B(x, y(x)), unde 
{Dy)(x) e °iîlnym

 es"te derivata Frechet a funcţiei y în punctul x (aplicaţia liniară. 
de la R w la Rw este identificată cu matricea care i se asociază cînd se consideră. 
bazele naturale în R w şi R w ) . O e.d.t. este un caz particular de sistem cu diferen
ţiale totale pentru n = 1; dacă m = 1 sistemul cu diferenţiale totale devine un 
sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare. Un sistem de e.d.t. se numeşte complet 
integrabil în Gx xG2 dacă pentru orice (x0, yQ) eGxxG2 există o soluţie cu pro
prietatea y(x0) = yQ. Dacă B este de clasă C1, condiţia necesară şi suficientă. 
ca sistemul definit de B să fie complet integrabil în G1 xG2 este ca, pentru orice-
(x, y) eGlxG2, să fie verificate condiţiile: 

n 

(dkbi) (x, y) + Yt (fa+tâ) (*> y^ b^x> y^ = (d^ (x> y^ + 

+ S tfm+iH) (x>y)b\(x,y) 

pentru i — 1, ..., w, h = 1, ..., m,j = 1, ..., n. Aici b{(x, y) este elementul din; 
linia i şi coloana j al matricii B(x, y), iar dk înseamnă derivata parţială în 
raport cu variabila de pe poziţia k (deci dm+i) înseamnă derivata parţială în 
raport cu variabila de pe poziţia m-\-l, deci în raport cu coordonata l a variabilei 
din G2). (A.H.) 

ecuaţie cu diferenţiale totale exacte Considerăm o ecuaţie diferenţială de-
Pix, y) forma y' = — , unde F si Q sînt funcţii reale continue definite pe ô  
Q(x,y) 

mulţime deschisă D inclusă în R 2 şi Q nu se anulează pe D. Ecuaţia mai poate* 
d v F (x v) 

fi scrisă sub forma — = '~^~ , i.e. F(x, y) dx-\-Q(x, y) dy. Dacă exista 
d# Q(x, y) 

o funcţie diferenţiabilă U: D —> R cu proprietatea că diferenţiala lui U este 

( P\TT ITT \ 

i.e. — == F si — = Q I , atunci se spune că ecuaţia diferenţială. 
dx ' dy ) 

F(x, y) dx -f- Q{%> y) d̂ y (sau, echivalent, ecuaţia, iniţială) este o ecuaţie dife
renţială cu diferenţiale totale exacte. Dacă D este simplu conexă şi F, Q sînt 
funcţii de clasă C1, atunci ecuaţia este cu diferenţiale totale exacte dacă şi 
numai dacă —• = — în D. în acest caz se determină uşor o funcţie U, ca mai 

dx By ' 
sus, care este o integrală primă a ecuaţiei noastre. Soluţia generală a ecuaţiei 
este dată de relaţia U(x, y) = C (unde C este o constantă reală. arbitrară), 
rezolvînd în raport cu y această ecuaţie şi obţinînd soluţia y ca funcţie de x 
(şi C). De obicei, o ecuaţie de forma F(x, y) dx + Q(x, y) dy nu este cu diferen
ţiale totale exacte. în cele ce urmează vom presupune că D este simplu conex 
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şi P, Q sînt funcţii de clasă C1. Vn factor integrant (sau multiplicator al lui Euler) 
al ecuaţiei iniţiale este o funcţie de clasă C1, / : £ ) - * R care are proprietatea că 
«ecuaţia f(x, y) P(x, y) dx + f{x, y) Q{x, y) dy — 0 este e.d.t.e. Un factor inte-
teKfe&afc-' .. df Bf (dQ dP\ 

fgrant este soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale P Q — = j -— — — I / . 
8y dx {dx dy) 

Dacă funcţia j — \jQ depinde numai de x, ecuaţia iniţială admite un 
\Bx dy) 

factor integrant care este funcţie numai de x şi se găseşte imediat. Similar, 

dacă P nu se anulează în D şi funcţia j — J/F depinde numai de yt 
\ Bx dy) 

«există un factor integrant care depinde numai de y. (I.C.) 
ecuaţie de tip eliptic v. reducerea la forma canonică şi clasificarea ecuaţiilor 

cu derivate parţiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 
ecuaţie de tip Fuchs v. punct singular (al soluţiei unei ecuaţii diferenţiale 

liniare) 
ecuaţie de tip hiperbolic v. reducerea la forma canonică şi clasificarea ecua

ţiilor cu derivate parţiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 
ecuaţie de tip parabolic v. reducerea la forma canonică şi clasificarea ecua

ţiilor cu derivate parţiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 
ecuaţie diferenţială afină, ecuaţie de forma y' = a(x) y -f- b(x); dacă 

yi şi y2 sînt soluţii ale unei ecuaţii afine, funcţia y = y1 — y2 este soluţie a unei 
«cuaţii diferenţiale liniare. (A. H.) 

ecuaţie diferenţială cu variabile separate, ecuaţie de forma yf =a 
= f(x) g(y). D a c ă / şi g sînt continue şi g(y0) ^ 0, soluţia y pentru care y{x0) =y% 
verifică relaţia 

fy(*) dy 

ho g(y) J*o 
ecuaţie diferenţială liniară, ecuaţie de forma yf = a(x)y; dacă a este o 

funcţie continuă, soluţia care în punctul x0 ia valoarea y0 este dată de for
mula y(x) = exp li a{t) dt\ y0. (A.H.) 

ecuaţie diferenţială omogenă, ecuaţie diferenţială de forma y' —f I — I» 

unde / : / -» R este o funcţie continuă (I este un interval al dreptei reale şi 

O^J) . Rezolvarea acestei ecuaţii se face cu ajutorul substituţiei — = w . 
x 

Se obţine ecuaţia cu variabile separabile u'= — (/(w) — u), care se rezolvă 
x 

după metodele obişnuite dacă ecuaţia f(z) — z — 0 nu are soluţii în I. Dacă 
ecuaţia f(z) — z are soluţii în I, atunci pentru orice astfel de soluţie z0 funcţia 
4: l —y R, definită prin d(x) = z0x, este soluţie a ecuaţiei iniţiale. (I.C.) 

ecuaţie fără soluţie în contrast cu ecuaţiile cu derivate parţiale liniare cu 
coeficienţi constanţi, care admit întotdeauna soluţii, existenţa (chiar locală) a 
.soluţiilor pentru ecuaţiile liniare cu coeficienţi variabili nu este asigurată. 
Primul exemplu este cel al lui H. Lewy. în R 3 se consideră operatorul 

-i{ 
8 

dxL 
+ : i J L U i (*i + x d 

3*3 
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Ecuaţia Lu = / nu are soluţii (în distribuţii) în nici o vecinătate a originii în; 
R 3 d a c ă / nu este real analitică. Operatorul lui Lewy apare ca operatorul Cauchy-
Riemann tangenţial corespunzător unui paraboloid în C2. Alt operator interesant 

este operatorul lui Mizohata: M^— j - \x\ — • Acest operator are proprie-
Bxx Bx2 

ta tea că, pentru k par, ecuaţia M^u = f este local rezolubilă dar pentru k impar 
MjcU = / nu este local rezolubilă. Lui Nirenberg i se datorează un exemplu 
de operator liniar N, de ordin 1, în R 3 pentru care ecuaţia Nu— 0 are ca soluţii 
doar constantele. Operatorul A7 se poate scrie sub forma A7 = Pt -f iP2> cu 
Pv P2 operatori de ordin 1 şi Pv F2 şi [Pv P2] = PrP2 ~ P2Pi liniar indepen
denţi. Operatorii lui Lewy şi Mizohata sînt operatori care intervin în mod 
natural (v. transformarea operatorilor diferenţiali). (G.G.) 

ecuaţie liniară abstractă de evoluţie, ecuaţie de forma — — A(t) u(t)y, 
dt 

t e [a, b], unde A(t) este un operator liniar, în general nemărginit, definit pentru 
fiecare te [a, b] pe D(A(t)) cz X, D(A(t)) dens în X, cu valori în X, X fiind u n 
spaţiu Banach. Se poate considera şi ecuaţia neomogenă asociată. Pent ru 
aceste ecuaţii se studiază problema lui Cauchy, i.e. se caută o soluţie t -> u(t) 
care pentru t = a să aibă o valoare dată, element al spaţiului X. Alegînd1 

spaţiul X în mod convenabil, în aplicaţii problema lui Cauchy abstractă cores
punde unor probleme mixte (v. problemă mixtă parabolică, problemă mixtă 
hiperbolică). Dacă A(t) = A nu depinde de t, un rezultat tipic este următorul:: 

Problema lui Cauchy abstractă — — Au{t) este corect pusă dacă si numai 
d* 

dacă A este generatorul infinitezimal al unui semigrup T de clasă C0 pe spaţiul X, 
soluţia în acest caz fiind dată de u(t)— T(t)f pentru i ?eR f . Prin problema luî; 

Cauchy corect pusă se înţelege că, pentru orice fe D(A), există o unică soluţie 
MG Cx(R+) X) n C(R+ , B(A)) a ecuaţiei — = Au(t) cu «(0) = / . Un semigrup-

d£ 
de clasă C0 este un semigrup T(t) astfel încît T(-)feC(R+,X). Generatorii 
infinitezimali ai semigrupurilor de clasă C0 sînt caracterizaţi de teorema Hille-
Yosida. în cazul în care A(t) depinde de t şi, mai ales, dacă domeniile JD((A)(t)} 
depind efectiv de t, situaţia este mult mai complicată. Se cunosc diferite rezul
ta te de existenţă locală, de unicitate, legate de asemenea de teoria semigru
purilor de operatori. în cazul neomogen, există metode de a reduce problema 
la cazul omogen, utilizîndu-se teoria semigrupurilor olomorfe. în sfîrşit, s-au 
dovedit utile rezultate de tipul următor: Fie {Es}, s e [0, 1], o familie de spaţii 
Banach, astfel ca pentru s' < s, Es cz Es> şi norma în Es să nu fie mai mică 
decît cea indusă de Es> pe Es. Fie apoi t-> A(i) o funcţie continuă de t cu valori-
în spaţiul operatorilor liniari mărginiţi de la Es la Es> (\t\ < T) astfel încît 

C 
||-4(0II ^ cu 0 ^ s' < 5 < 1, constanta C fiind independentă de t, s-

5 — s' 
şi s'. Atunci ecuaţia — = A (t)u + f{t),/continuă în raport cu t cu valori în El„ 

dt 

are o soluţie unică, definită pe \t\ < — cu valori în E0 care este diferenţiabilă, 
Ce 

1 — 5 
în t pentru \t I < cu valori în Es si care verifică condiţia iniţiala 

Ce ' ' 
H = 0 ==uo> UoeEv (G-G-) 
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ecuaţie neîiniară cu derivate parţiale, ecuaţie de forma 

<9lal 

F{x, ..., D'«, ...) = 0 cu x = (*,, ..., xn), D« = — 
Bx? ... «9<» 

î n cazul ecuaţiilor liniare de ordin 1 rezolvarea acestor ecuaţii se reduce la 
rezolvarea unui sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare. în cazul cvasiliniar 
d e ordin 1, deci cazul în care derivatele apar liniar, rezolvarea este de asemenea 
clasică. Numeroase ecuaţii neliniare apar în diferite probleme de natură geo
metrică, sau în probleme de fizică, şi studiul lor ridică în general dificultăţi 
serioase, neexistînd o teorie generală. (G. G.) 

ecuaţie operatorială liniară în spaţii Banach Fie X un spaţiu Banach şi 
.J2(X) spaţiul Banach (cu norma obişnuită) al operatorilor liniari şi continui care 
-aplică X în X. O ecuaţie operatorială liniară în spaţiul X este o ecuaţie de forma 
.x — U(x) + y cu U G £(X) şi y e X iar x fiind „element necunoscut". Un ele
ment x care verifică ecuaţia precedentă se numeşte soluţie. Dacă ||C7|| < 1, 
;atunci ecuaţia are o soluţie unică x*. Pentru orice element x0eX, punînd 
x,n — U(xn~i), neN, avem x* = lim xn- Ecuaţia precedentă se poate scrie 

» 
:şi sub forma (I — U) (x)=y, unde I este operatorul identitate pe X. Cu condi
ţ ia | |*7 | |< 1 rezultă (I — 17) (X) = X, operatorul I—U este inversabil şi 

00 

ii - f/)"1^) = 5 ] Un{y), unde 1 7 0 = / , U1 = U iar Un - U71-1, V n e N . 

•în anumite cazuri, se „aproximează" soluţia unei ecuaţii de forma (I — U)(x)~ 
•= y (cu U e £(X) şi y e X) cu soluţia unei alte ecuaţii de forma (I — V)(x) = y 
c u V e J2(X) pentru care se cunoaşte un număr X > 0 astfel ca \\U — F | | < X. 
•în acest caz, dacă (I — U)(X)= X şi dacă operatorul I—U are un invers satis-
făcînd condiţia || (I - U)-1^ X"1, atunci {I - V) (X) = X iar I - V are un 
invers continuu. Dacă pentru un anumit element y eX avem x' — (I — U)-1 (y) 
şi x" = (I - 7 ) - % ) , atunci | |# ' - #" | | ^ X \\{I - V)-1]] • | |#' | | . Dacă în plus 
există un număr real p astfel ca \\(I — V)-1]] < p < X"1, atunci \\x' — x''\\< 
< Xp(l — Xp)"1 ||#"|l- Rezultatele precedente se pot, în particular, aplica la 

«ecuaţii integrale liniare. O ecuaţie integrală de tip Fredholm este de forma 

x(s) = 1 <p(s,*) x{t)ât + y{s), ( 1 ) 

-unde cp : [0, 1] x [0, 1] -* R este o funcţie continuă dată (numită nuci eul ecua 
ţiei) iar y : [0 , 1] —• R este de asemenea o funcţie continuă dată. Funcţia 
%: [0, 1] -> R este o funcţie continuă „necunoscută". Segmentul [0, 1] se poate 
înlocui, la o ecuaţie integrală, şi cu un segment oarecare. Dacă punem X = 
= Cj^([0, 1]) (spaţiul funcţiilor reale continue pe [0, 1]) cu norma obişnuită 

(v. spaţiu liniar normat) şi (U(x)) (s) = \ q>{s,t) x(t)dt, atunci U e £(X) şi 

-ecuaţia (1) devine x = U(x) + y. Dacă max {[cp(5, t)\ \s, te[0, 1]} < 1, atunci 
•ecuaţia integrală are o soluţie unică. Să considerăm acum o ecuaţie integrală 
.de forma 

x(s) = \ ty(s, t) x(t) ât + y(s), (2) 
Jo 
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unde nucleul <|> este de forma <\>(s, 0 = $J aj^ bj^' * n a c e s t c a z s e s P u n e c a 

ecuaţia are „nucleu degenerat". Soluţia ecuaţiei (2) este de forma x[s) — 
n n 

— X] £,jaj(s) + y(s), unde ţj verifică sistemul de ecuaţii ţj — 2J oc^£i + (fy, 

y = 1, 2, ..., n, cu a^i - V bj{t) ai(t) ât, fy = \ bj{t) x[t) ăt. Punînd (V{x)) (5) = 

= V 4>(s, 0 #(0 d£ ecuaţia (2) este de forma # = V(x) -\- y in spaţiul X = 

= C^([0, 1]). Dacă |cp(s, t) - ty{s, t)\ ^ X, Vs, *e[0 , 1], atunci \\U - V\\ < X 
şi ecuaţia (2) se poate considera ca „ecuaţie aproximantă" pentru ecuaţia (1). 
Se pot aplica rezultatele prezentate pentru ecuaţii operatoriale. (R.C.) 

ecuaţiile Cauchy-Riemann v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă), 
funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 

ecuaţiile lui Painieve v. transcendentele lui Painieve 
ecuaţiile Navier-Stokes, ecuaţiile fundamentale ale mişcării fluidelor 

vîscoase. într-un sistem de axe rectangular ele se scriu sub forma: 

ău „ dp 8 r (0 du 2 \1 d f (du 8v]] 
p — = X £ + •— hz 12 divcol + — h i — + — I + 

ăt dx dx [ { dx 3 JJ dyl\dx dy ) \ 

+ JLU»L + »)]; 
dz L l dx dz ) \ 

dv ^ dp , d T (0 dv 2 l i , H (Bv BwY] 
d^ dy dyl l dy 3 / J dz[ \dz dy)\ 

+ J.IV (*! + -*)]; 
dx L \8y dx)\ 

p^=z-^ + ±L f 2 *? - l . d i vJ l +
 ;' U ' "" + ''"'li 1-

ăt dz dz l [ dz 3 ;J ^^L \dx d'ji 

j j 1 . = u, 
d^ ^^ ay dz 

tinde co este vectorul viteză de componente u, v, w, p = presiunea, p = densi
tatea, pi = coeficientul de viscozitate, X, Y, Z sînt componentele forţei masice, 

iar •— «= f- co grad o>. Aceste ecuaţii se pot simplifica în unele cazuri, 
ăt dt 

da r studiul lor matematic ridică imnieroase probleme, unele încă deschise. Din 
cauza importanţei lor în aplicaţii sa, dezvoltat o bogată tematică legată de 
problemele numerice ale aproximării soluţiilor acestor ecuaţii. {G.G.) 

element analitic v. prelungire analitica. 
element axial v. spaţiu liniar ordonat 
element difuz v. element discret 
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element discret (într-un spaţiu liniar reticulat), element c avînd proprie
tatea că din relaţiile 0 ^ a ^ |c|, O < & < \c\ şi aj_b rezultă că cel puţin unul 
din elementele a, b este nul. Dacă X este un spaţiu liniar reticulat arhimedian 
iar c este un element discret al lui X, atunci din inegalităţile O ^ x ^ \c\ 
rezultă că există un număr real X astfel ca x — Xc; banda generată în X de ele
mentul c coincide cu subspaţiul liniar generat de c şi este o componentă. Dacă X 
este un spaţiu liniar a-reticulat iar O ^ c e X, atunci următoarele condiţii 
sînt echivalente: 1) Elementul c este discret; 2) Dacă c•= a + b iar a±b, atunci 
cel puţin unul din elementele a, b este nul; 3) Proiectorul [c] generat de elemen
tul c este minimal (i.e. nu există un proiector [G] astfel ca O < [G] < [c]). Un 
element z al unui spaţiu liniar reticulat X se numeşte element difuz dacă nu 
există un e.d. c e X astfel ca O < c ^ \z\. Un spaţiu liniar complet reticulat 
care coincide cu banda generată de mulţimea e.d. se numeşte spaţiu atomic 
(sau spaţiu discret). Un spaţiu liniar complet reticulat se numeşte spaţiu con
tinuu dacă nu conţine nici un e.d. nenul; deci orice element nenul este difuz. 
(R.C.) 

clement frontieră Dacă X este un spaţiu local compact, conex şi local 
conex, se numeşte e.f. al lui X orice filtru pe X cu proprietăţile următoare: 
1) v converge la frontiera ideală a lui X, i.e., pentru orice compact K a X, 
există A e y astfel încît A (\ K = 0 ; 2) Pentru orice mulţime A e y, există 
un compact KcX şi o componentă conexă U e y a lui X\K astfel încît 11 ci A. 
Fie BX mulţimea tuturor e.f. ale lui X. Considerăm mulţimea X = X u dX 
şi introducem o topologie pe X după cum urmează. O mulţime A cz X se numeşte 
deschisă în X dacă mulţimea A (]X este deschisă în X şi A f]X ey pentru 
orice filtru y e A (] BX. Mulţimile deschise ale lui X formează o topologie pe 
X; vom înzestra X cu această topologie. Atunci spaţiul topologic X este 
compact şi local conex, iar X o mulţime deschisă şi densă în X. Se spune că 
X este compactificarea Kerekjârto-Stoilow a lui X şi că X este frontiera ideală 
Kerekjârtâ-Stoilow a lui X. {M.J.) 

element maximal v. mulţime ordonată 
element mărginit v. spaţiu liniar reticulat cu unitate 
element minimal v. mulţime ordonată 
element negativ v. spaţiu liniar ordonat 
element pozitiv v. spaţiu liniar ordonat 
element propriu v. număr propriu 
element simplu v. spaţiu liniar reticulat cu unitate 
element unitar v. spaţiu liniar reticulat cu unitate 
elemente ortogonale (într-un spaţiu Hilbert) v. spaţiu Htlbert 
elemente ortogonale (într-un spaţiu liniar reticulat) v. spaţiu liniar ordonat 
elementul de volum v. ferma volum 
epimorfism v. categorie 
eroare Dacă într-un calcul înlocuim numărul real a prin numărul real a* 

spunem că l-am aproximat pe a prin a* iar diferenţa a — a* o numim e. abso
lută cu care l-am aproximat pe a prin a*. Deoarece numărul a este în ase
menea consideraţii necunoscut, se găseşte de obicei un majorant al modulului e, 
absolute: Aa* ^ \a — a*\. Cu cît Aa*'este mai mic, cu atî t aproximarea lui a 
prin o* este mai bună. Se spune că a este egal cu a*, cu e. Aa*, se scrie a &a*± 
± Aa*, ceea ce înseamnă: a* - Aa* =̂  a ^ a* + Aa*. Uneori, e. absolută 
nu este relevantă pentru aprecierea nivelului de aproximare. Se poate folosi 

atunci e. relativă definită de numărul - r -*T" • E * r e l a t i v ă s e calculează de obice 
în procente. Ca şi la e. absolută, nivelul de aproximare se apreciază prin inter-
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mediul unui majorant al valorii absolute a e. relative. Uneori, prin e. absolută 
\a — a*\ 

se înţelege | a — a* | iar prin e. relativă Dacă a şi a* sînt vectori într-un 
| a* j 

spaţiu liniar normat e. este diferenţa a — a*. Evaluarea nivelului de aproxi
mare al lui a prin a* se face atunci printr-un majorant al distanţei dintre a 
şi a* (|| a — a* ||). Din punct de vedere al modului de apariţie, se întîlnesc: 
c . de problemă, e. de metodă (rest), e. de rotunjire. E. de problemă apare datorită 
modelării matematice a unui fenomen: dacă a reprezintă evaluarea cantitativă 
{număr, vector) a unui fenomen iar a* valoarea corespunzătoare printr-o 
descriere matematică a fenomenului, atunci diferenţa a — a* se numeşte e. de 
problemă. E. de metodă {rest) este diferenţa a — a*, unde a este un număr sau 
u n vector reprezentînd valoarea unei funcţii, soluţia unei ecuaţii e t c , iar a* 
valoarea corespunzătoare obţinută printr-o metodă (numerică) de aproximare 
a funcţiei, de rezolvare a ecuaţiei. Prin „evaluarea erorii" sau „evaluarea restului" 
se înţelege găsirea unui majorant al modulului (normei) e. de metodă (v., spre 
exemplu, evaluarea restului la formula lui Taylor, metoda lui Jacobi e t c ) . 
E . de rotunjire apare datorită aproximării unui număr real cu o fracţie zeci
mală finită. Se numeşte e. de rotunjire la zecimala de ordin n, diferenţa dintre 
numărul a şi aproximarea sa a*, unde a* este o fracţie zecimală finită, cu 
n zecimale, astfel încît \a — a*\ < 10~n. Există două 'modal i tă ţ i uzuale de 
aproximare prin rotunjire la zecimala de ordin n. Aproximarea numărului a, 
scris ca fracţie zecimală cu cel puţin n + 1 zecimale, se poate face prin rotun
jire la zecimala de ordin n, considerînd pe a* ca fiind fracţia zecimală finită 
obţinută^din a în care se înlocuiesc cu zero zecimalele începînd cu cea de ordin 
n -|- 1. Intr-un al doilea mod, aproximarea numărului real a prin rotunjire 
la zecimala de ordin n se face aproximîndu-1 cu a*, unde a* este o fracţie zeci
mală finită, cu n zecimale, astfel încît \a — a*\ < — 10~w. Aproximările pre
cedente prin rotunjire se pot face şi în cazul în care se consideră numere reale 
reprezentate într-o bază . oarecare. (Gh.Gr.) 

extensia Carat heorory-Hahn a unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive 
definite pe un clan 

extensia Dedekind (a unui spaţiu liniar reticulat arhimedian X), spaţiu 
liniar complet reticulat X cu următoarele proprietăţi: 1) Spaţiul X este izo-
morf (ca spaţiu liniar ordonat) cu un subspaţiu liniar ordonat al spaţiului A"; 
2) Pentru orice element yeX există A cz X şi B c X astfel ca y = sup A = 
= inf B (cînd se identifică X cu imaginea sa în X prin izomorfism). Spaţiul X 
este unic, cu excepţia unui izomorfism. El se construieşte după cum urmează. 
Să notăm cu i(A) mulţimea minorantelor unei submîilţimi A a lui A şi cu 
s(A) mulţimea majorantelor lui A. Fie X mulţimea tuturor submulţimilor nevide 
şi majorate A cz X care au proprietatea că A = i{s(A)). Ordonăm X prin inclu
ziune, i.e. A1 ^ A2 <^>Al cz A2. Definim în mulţimea X operaţia de adunare 

Ax + A2 =i{s({x + y \xeAv y e A2})) 

şi operaţia de înmulţire cu numere reale: OLA = {xx \ x e A} dacă <x> 0, 
0A = i(0) şi aA = {(xy \y e s(A)} dacă a < 0. Atunci X devine un spaţiu 
liniar complet reticulat care reprezintă e.D. a lui X. Spaţiul X este izomorf cu 
subspaţiul {i(x) \ xe X} al lui X prin aplicaţia x - • i(x). {R.C.) 

extensia Hahn a unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 
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extensia Lebesgue a unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan 

extensia măsurilor Radon v. prelungirea măsurilor Radon pozitive 
extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un clan Vom considera un 

clan (2 de părţi ale lui T şi o măsură pozitivă aditivă m: (2 -> R+. Vom vedea 
cum se extinde m l a o măsură pozitivă şi aditivă definită pe o algebră de părţ i 
ale lui T. 
Fasul 1. Fie 69d((2) clanul ereditar generat de (2, i.e. 691(6) = {A_ c T f 
există B e (2, B ~> A}. Definim funcţia de mulţime m* : (29£((2) —• R+ priis 
m*(A) = inf {m(B) | B e (2, B r? A}. Numim m* măsura exterioară generată 
de măsura aditivă m (măsura exterioară indusă de măsura aditivă m). Se ara tă 
eă m*(0) = 0, m* este crescătoare şi subaditivă (deci m* nu este în general 
o măsură exterioară). Se consideră clasa de părţi J0(m) == {A e G9C(Q) \ m*(E) = 
= m*(E() A) + m*{E\A) pentru orice £ e 69^(6)}. O mulţime din / 0 (m) 
se numeşte mulţime m-măsur abilă sau mulţime măsurabilă în raport cu m. Se 
arată că / 0 (m) este un clan, / 0 (w) r> 6 şi restricţia lui m* la J0(m) este măsură 
pozitivă aditivă care extinde pe m. Vom nota această măsură prin fft*t deci 
m* : J0(m) —* R + . Dacă m este finită, atunci w* este unica extensie pozitivă 
aditiva a lui m la J0(m). 
Pasul 2. Vom considera clasa locală generată de JQ(m), anume clasa J(m) = 
= {A cz T \A f| B e / 0 (w) pentru orice J? e J0(m)} care este o algebră ce 
include pe J0(m). Mulţimile din / (w) se numesc mulţimi măsurabile Jordan în 
raport cu m sau mulţimi m-măsur abile J or dan. Definim m** : J(m) —* R + 
prin mţ*(A) = sup {m*(B) | BeJ0(m), B cz A}. Atunci m** este o măsură 
aditivă pozitivă care extinde pe m*. Dacă (2 este chiar algebră, atunci J(m) — 
— Jo(m) Ş* a* doilea pas este superfluu. 
Se arată că, pentru orice e > 0 şi orice A e J(m) cu m**(A)< co, există J 5 e 6 
cu mj*(A AB)<e. Dacă y4e/0(w), putem lua Bz^A. Legătura dintre extensia 
efectuată pentru o măsură pozitivă (numărabil aditivă) şi o măsură pozitivă 
aditivă este următoarea: Dacă (2 este un clan şi m : (2 -» R + este măsură 
pozitivă, atunci J'0(m)<=7'(m) şi J(m)cz T(W) şi avem w**(^4) = wj*(m) pentru 
orice ^ e / f m ) (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan). 
Ex.: Măsura Jordan. Vom numi interval n-dimensional (n natural, n ]> 1) 
o mulţime inclusă în R n care este un produs de n intervale în R. Dacă cele 
n intervale sînt mărginite, vom numi intervalul respectiv interval n-dimensional 
mărginit. Clasa 9 a tuturor intervalelor w-dimensionale marginile formează 
un semiclan. Clanul (2 generat de 9 este format cu toate reuniunile finite 
de intervale w-dimensionale mutual disjuncte. O mulţime din (2 se numeşte 

( n 

mulţime elementară. Definim o funcţie de mulţime m: 9 -> R+ prin I Ţ\ Ji 

= Y~[ l(Ji)> unde l(Ji) este lungimea intervalului Ji. Funcţia de mulţime m 

este numărabil aditivă, deoarece coincide cu restricţia măsurii Lebesgue n-
dimensionale la 6. Obţinem apoi (v. extinderea măsurilor pozitive de la un 
semiclan îa clanul generat) extensia lui m la (2, extensie pe care o notăm cu u.. 
Măsura JJL este o măsură numărabil aditivă finită. O mulţime ^ c R w s e numeşte 
mulţime măsurabilă Jordan dacă are proprietatea că pentru orice e > 0 există 
două mulţimi elementare Uz şi Ve astfel încît Ue cz A cz Vs şi | i . (F s \ î7ş) < e* 
Se arată că o mulţime este măsurabilă Jordan dacă şi numai dacă frontiera sa 
este măsurabilă Jordan şi are măsura Jordan egală cu 0. Clasa mulţimilor măsu
rabile Jordan formează clan pe care îl vom nota cu Jn. Se arată că mulţimile 
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măsurabile Jordan sînt mulţimi măsurabile Lebesgue, nu şi reciproc (de exem
plu, în cazul n — 1, mulţimea numerelor raţionale din intervalul [0, 1] nu este 
măsurabilă Jordan dar este măsurabilă Lebesgue şi are măsura Lebesgue 
egală cu zero). Cu notaţiile anterioare, avem Jncz J0(m). Dacă )lln este clanul 
ereditar al mulţimilor mărginite în Rw (7/£weste clanul ereditar generat de (2), 
definim măsura exterioară Jordan n-dimensională (măsura exterioară Jordan) 
ca fiind funcţia de mulţime X*: 97£» -> R + definită prin X*(A) ~inf{\i(B) \ B z>A, 
B e (2}. Similar, măsura interioară Jordan n-dimensională (măsura interioară 
Jordan) este funcţia de mulţime (X»)* • L)Kn -* R+» (^n)*(Ă) = s u p a ţ i ? ) | B cz 
cz A, B e (2}. Se arată că următoarele afirmaţii sînt echivalente pentru 

o mulţime A cz R w : 1) A ejn> 2) A e )lln ?i X*(^) = (X»)*(^). Măsura Jordan 
n-dimensională (măsura Jordan) e-ote funcţia de mulţime \n'. Jn —*• R+ definită 
prin \n(A) = ~k%(A) — (\n)*(A). Deoarece X» este restricţia măsurii Lebesgue 
•w-dimensionale la Jn rezultă că ~kn este o măsură pozitivă finită. (LC.) 

extinderea măsurilor pozitive de la un semiclan la clanul generat Vom consi
dera un semiclan 9 de părţi ale lui T şi o funcţie de mulţime aditivă şi pozitivă 
m : 9 —>• R+, deci şi finit aditivă. Atunci m se extinde în mod unic la (2(9) = 
= clanul generat de J> în sensul că există o măsură pozitivă aditivă unică \i: 

<2(9) -+ R+ cu proprietatea că \x(A) = m(A) pentru orice A din 9 . Dacă m 
este numărabil aditivă rezultă că şi u. este numărabil aditivă. Vom numi pe 
ţx extensia lui m la clanul generat de 9). Extensia se face astfel: fiecare mulţime 
A din (2(9) este de forma A — {J Ai, unde familia finită {Ai}ieI este formată 

iei 
cu mulţimi Aie9> mutual disjuncte. Punem \i(A) = 2-J w ( ^ ) şi definiţia 

iei 
este coerentă. Ex. : Măsura Lebesgue-Stieltjes. a) Cazul unidimensional. Mul
ţ imea totală este T = R, iar semiclanul 9 este format din mulţimea tuturor 
intervalelor de forma [a, b), a < b. Se consideră şi o funcţie crescătoare 

j : R -> R şi se defineşte m : 9 -> R+ prin m([a, b))=f(b — Q)—f(a — 0) (unde 
J(b — 0) este limita la stînga a l u i / în b e t c ) . Măsura (JL se numeşte măsura Le
besgue-Stieltjes generată de funcţia crescătoare f (este numărabil aditivă). 
în cazul cînd/(#) = x pentru orice x obţinem măsura Lebesgue (deci m([a, b)) = 
— b — a), b) Cazul w-dimensional. Considerăm un număr natural n> 1 şi n 
funcţii crescătoare fvf2, ...,fn

 : R -• R . Mulţimea totală este T = R w şi 
semiclanul 9 este format din mulţimea tuturor intervalelor n-dimensionale de 
forma [av bx)x[a%, 62) X ... X[an, bn) cu ai ^ b{. Măsura m : 9 ->• R+ se 
defineşte prin m([av bt) X ... X[an, bn)) = (f(b± — 0) — }(ai — 0)) • (f(b2 — 0) — 
— f(a2 — 0)) • ... • (/(&» —0) — f(an— 0)). Măsura \i se numeşte măsura Lebesgue-
Stieltjes n-dimensională generată de funcţiile crescătoare fv f2, ...,fn (este numă
rabil aditivă). în cazul cînd f1=f2 = ... = fn = / , unde f(x) = x pentru 

orice x, obţinem măsura Lebesgue n-dimensională j deci m I J j [at, bi) 1 = 
n \ V \*=1 / 

— Yl (bt — ai)) . Definiţia se poate da şi în alt mod, anume: a) în cazul 
*=1 / 

unidimensional semiclanul 9 este format din toate intervalele de forma (a, b] 
şi m((a, b]) = f(b + 0) — /(<* + 0)» b) î n cazul ^-dimensional semiclanul 9 

. n .. 
este format din toate intervalele w-dimensionale de forma J^[ (at-, 6j] şi 

( M \ n 

n («<. N] = n (Mbt + °) - /«(•< + °»-
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în cazul unidimensional, să considerăm o funcţie crescătoare / : R -» R şi 
semiclanul 9 = {[a, b) | a ^ b}, ca mai sus. Definind m : 9 -> R+ prin m([â, 
6)) = f(b)—f(a), se obţine faptul că m este finit aditivă, dar nu este număra
bil aditivă dacă / nu este continuă la stînga. De fapt, m este numărabil aditivă 
dacă şi numai dacă / este continuă la stînga. Similar, dacă semiclanul d = 
— {(a, b] | a ^ b}, ca mai sus, şi -definim m((d, b]) = f(b) — f(a), se obţine 
faptul că m este finit aditivă, numărabil aditivitatea fiind echivalentă cu faptul 
c ă / este continuă la dreapta. Consideraţii similare se fac în cazul n-dimensional. 
In concluzie o funcţie de mulţime aditivă (resp. numărabil aditivă) şi pozitivă, 
definită pe un semiclan, poate fi considerată ca fiind o măsură definită pe un 
clan, utilizînd extensia sa. (I.C.) 

extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan Vom considera un clan 6 
de părţi ale lui T şi o măsură pozitivă (numărabil aditivă) m : G —• R+. Vom 
vedea cum se extinde m la o măsură pozitivă numărabil aditivă definită pe 
o a~algebră de părţi ale lui T. 
Pasul 1. Notăm prin 9C(G) tribul ereditar generat de Q şi considerăm măsura ex
terioară m*: 9C(Q) - * R + indusă de m. (v. măsură exterioară). Atunci, fie z7(m) 
tribul părţilor m*-măsurabile. Rezultă că z7(m) ZD z7(G) — tribul generat de Q 
şi restricţia lui w* la z7(m) este măsură pozitivă care extinde pe m [teorema de 
extindere a lui Hahn sau teorema de extindere a lui Caratheodory-Hahn). Vom 
nota această măsură prin m*, deci m* : z7(m) -*• R + extinde pe m. Se observă 
că w* este o măsură completă, i.e. are proprietatea că {A e zj(m) \ ţn*(A) — 0} 
este o clasă ereditară. De obicei, m* se numeşte extensia Hahn (sau extensia 
Caratheodory-Hahn) a lui m. Dacă (2 este trib şi m este completă, pasul 1 este 
superfluu, deoarece z7(m) — G. 
Se arată că dacă m : G -* R + este o măsură aditivă, atunci clasele de mul
ţimi Gc = {A U A7 \A e G şi există MeG cu m(M) = 0 şi M zo A7}, GA = 
= {A A N | A e G şi există M e G cu m(M) — 0 şi M ZD A7} coincid. Măsura 
aditivă wc : Gc -+R + , wc(y4 U A7) = m(A) (sau mc(^4 A AT) = m(A), definiţia 
este coerentă) se numeşte completarea măsurii m. Dacă (2 este trib şi m: G —» 
—> R + este numărabil aditivă, atunci w* coincide cu completarea lui m. în 
acest caz m* se mai numeşte şi extensia Lebesgue a lui m. 
Pasul 2. Acest pas este superfluu dacă mulţimea T este reuniunea unui 
şir de mulţimi din (2. Considerăm clasa i(m), i.e. clasă locală generată de £T(m), 
deci T(W) =* {A CZ T\A 0 B e 7(m) pentru orice B din ^(m)} .care este o c-alge-
bră ce include pe z7(m). Mulţimile din t(m) se numesc mulţimi măsurabile 
în raport cu măsura m (sau mulţimi m-măsur abile). Subliniem faptul că unii 
autori se opresc la pasul 1 al extensiei şi numesc mulţimile din zl(m) mulţimi 
m-măsur abile. De asemenea, unii autori numesc mulţimile din T(W) mulţimi 
local măsurabile în raport cu măsura m (sau mulţimi local m-măsur abile). 
Definim m** : T -» R + prin m**(A) = sup {m*(B) \ B cz A, Be z7(m)}. 
Atunci m** este o măsură pozitivă care extinde pe in*. Dacă există un şir 

00 

{Tn}n de mulţimi din G cu proprietatea că [J Tn= T, atunci T(W) = z7(m) 

şi pasul 2 este superfluu, deoarece m* = m**. 
O mulţime w-măsurabilă E cu proprietatea că m**(E) — 0 se numeşte mulţime 
m-neglijabilă în raport cu măsura m (sau mulţime m-neglij abilă). Subliniem faptul 
că unii autori se opresc la pasul 1 şi numesc mulţime m-neglijabilâ o mulţime 
Ee z7(m) cu proprietatea -m*(E) = 0. De asemenea, unii autori numesc mulţi
mile m-neglijabile mulţimi local neglijabile în raport cu măsura m (sau mulţimi 
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local m-neglij abile). Mulţimile m-neglij abile formează un trib ereditar, deci 
tn** este măsură completă. Dacă pentru fiecare te T avem cîte o propoziţie 
P(t) care este adevărată pentru toate punctele t din T, cu excepţia punctelor 
unei mulţimi neglijabile M, spunem că proprietatea V(t) are loc a.p.t. în raport 
cu măsura m sau P(t) are loc m-a.p.t. O mulţime A e T(W) pentru care m**(A) < 
< oo se numeşte mulţime m-inte gr abilă. Mulţimea părţilor m-integrabile 
este semitrib. în concluzie, orice măsură pozitivă (numărabil aditivă) poate 
fi extinsă la o a-algebră şi extinderea sa este o măsură completă. Este deci 
natural ca măsurile pozitive (numărabil aditive) să fie considerate ca fiind de
finite în acest mod. De asemenea, domeniul natural de definiţie al măsurilor 
pozitive şi finite este semitribul. Numim spaţiu cu măsură un triplet (T, zi, u,), 
unde T este o mulţime nevidă, zi este o a-algebrâ de părţi ale mulţimii T 
şi ţj, : <J _* R + este o măsură pozitivă, numărabil aditivă, care este şi completă. 
Unii autori impun asupra lui z7 condiţia mai slabă ca z7 să fie numai trib cu 
proprietatea că reuniunea tuturor mulţimilor din zi să fie egală cu întreg spa
ţial T.) Pornind în acest mod (i.e. cu un spaţiu cu măsură (T, zT, [i) dat) , 
vom numi o mulţime A ezJ, mulţime ^-măsurabilă (sau mulţime măsurabilă 
în raport JJL).' De asemenea, în acelaşi cadru, vom numi o mulţime A e r7 cu 
proprietatea că \i(A) = 0, mulţime ^-neglijabilă (sau mulţime neglijabilă în 
raport cu JJL). Un spaţiu cu măsură (T, z7, \i) se numeşte spaţiu cu măsură 
finită (resp. spaţiu cu măsură G-finitâ, resp. spaţiu cu măsură total (S-finită) 
dacă măsura [i este funcţie de mulţime finită (resp. c-finită, resp. total a-finită). 
Un spaţiu măsurabil este un cuplu (T, zi), unde T este o mulţime nevidă şi z7 
o cr-algebră de părţi ale lui T. (Unii autori impun condiţia mai slabă ca reu
niunea tuturor mulţimilor lui z7 să fie întreg spaţiul T.) O mulţime A din zi 
se numeşte mulţime măsurabilă. O prezentare alternativă a extensiei este 
următoarea. Se consideră un trib J de părţ i ale lui T şi o măsură numărabilă 
aditivă cr-finită m: 9*-* R + . Măsura interioară indusă de m (s&ujmăsura inte
rioară generată de m) este funcţia de mulţime m* : 9C(z7) -> R+, m* (A) — 
= sup {m(B) ! B cz A, BezJ} (aici 9t(z7) = tribul ereditar generat de ¥). 
Se arată 'că m*(0) = 0, m* estej crescătoare şi numărabil superaditivă. 
în plus, pentru fiecare mulţime A e 9C(^), există un nucleu măsurabil, i.e. 
o mulţime K e z7 pentru care': a) K a A ; b) Pentru orice BBZJ, B CZZ A\K, 
avem 'm(B) = 0. Dacă (T, zJ, \i) este un spaţiu cu măsură c-finită, o mulţime 
T0 cz T se numeşte mulţime masivă dacă [i*(A\TQ) = 0 pentru orice AezT. 
Ex.: Măsura Lebesgue-Stieltjes. Se consideră măsura Lebesgue-Stieltjes de
finită pe clanul reuniunilor de intervale (v. extinderea măsurilor pozitive de ia 
un semiclan la clanul generat). Atît în cazul unidimensional, ^ cît şi în cel 
^-dimensional este necesar numai pasul 1 al extensiei, pasul 2 fiind superfluu. 
Măsura astfel obţinută ca extensie, deci X : z7([i) -* R+, se numeşte măsura 
Lebesgue-Stieltjes generată de funcţia crescătoare f (în cazul unidimensional) 
sau măsura Lebesgue-Stieltjes n-dimensională generată de funcţiile crescătoare 
fi,fz, —,/jţ (în cazul n-dimensional). Dacă f(x) = x pentru orice x în R (în 
cazul unidimensional) obţinem măsura Lebesgue, iar dacă / x = / 2 = ••• == fn= f 
(în cazul «-dimensional) obţinem 'măsura Lebesgue n-dimensională (uneori se 
numeşte, pur şi simplu, măsura Lebesgue). în cazul măsurii Lebesgue ţi, o 
mulţime din z7(\i) se numeşte mulţime măsurabilă Lebesgue, iar măsura exte
rioară generată de [i se numeşte măsura exterioară Lebesgue. Orice mulţime 
măsurabilă Borel este mulţime măsurabilă Lebesgue, nu şi reciproc. Dacă. 
A cz. Rw este mulţime măsurabilă Lebesgue, atunci restricţia măsurii Lebesgue 
la mulţimea A se numeşte măsura Lebesgue pe A. (I-C.) 

extinderea măsurilor Radon v. prelungirea măsurilor Radon pozitive 
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extinderea măsurilor vectoriale ,1. Extinderea masurilor definite pe un 
semiclan. Fie 9* un semiclan de părţi ale mulţimii T şi X un spaţiu Banach. 
Se consideră m : 9 -> X, care este măsură aditivă. Dacă (2 este clanul generat 
de jf> (v. clasă de mulţimi), atunci m se extinde în mod unic la (2. Anume, 

k 
această extensie este n '• (2 —»• X, definită prin n{A) — V! m(Ai), unde 4̂ = 

*=i 

= (^J^^, cu Aiety, Ai mutual disjuncte. Dacă m este numărabil aditivă,, 

rezultă că şi n este numărabil aditivă. I I . Extinderea măsurilor definite pe un 
clan. Fie (2 un clan de părţ i ale mulţimii T şi X un spaţiu Banach. Vom consi
dera şi un alt clan 9C de părţi ale lui T, (2 a 9C Fie u. : °)i -> R + o funcţie de 
mulţime finită, subaditivă, crescătoare cu jx(0) — 0. Ea defineşte pe 9C 
semimetrica (sau semidistanţa) Frechet-Kikodym p^ —> 9Cx 9C -* R + dată 
prin p^ţ-4, J3) = { J L ( ^ 4 \ 5 ) + u , ( B \ ^ ) . Fie de asemenea o măsură aditivă 
m : (2 —> X cu proprietatea că | |w(^) |[ ^ JA(-<4) pentru orice A din 6. Atunci 
*n este uniform continuă pe (2 cu semimetrica indusă de p^. Dacă (2 este dens 
în 9C pentru această semimetrica, rezultă că există o unică măsură aditivă 
m1 : 9C -> X care este o extensie a lui m şi astfel încît 11^(^)11 ^ \i{A) pentru 
orice A din 9C Dacă \i este aditivă, atunci wx este cu variaţie finită şi modulul 
său \m±\ este o extensie a lui \m\, iar dacă [x este chiar numărabil aditivă, 
atunci şi m1 este numărabil aditivă. In consecinţă, să considerăm un clan (2 
de părţi ale mulţimii X, un spaţiu Banach X şi o măsură aditivă m : G -+ X 
cu variaţie finită. Fie 

S j W = {A cz T\AeJ(m) şi |m|**(^) < oo} 

(v. extinderea măsurilor pozitive aditive pe un clan). Vom considera un clan 9C 
de părţi ale lui T astfel încît (2 <= 9C cz Sj(l? wD- Atunci m se extinde în mod 
unic la o măsură aditivă cu variaţie finită mx : 9C —> X şi avem ( w j (A) = 
= |w|**(-4) pentru orice 4̂ din 9C. Similar, considerăm un clan (2 de părţ i 
ale lui T, un spaţiu Banach X şi o măsură numărabil aditivă m : 6 —> X cu 
variaţie finită. Fie 2 (|*w|) — {A cz T \ A eT( |w|) şi |m|**(^) < oo} (v. extin
derea măsurilor pozitive definite pe un clan). Vom considera un clan 9£ de părţi 
ale lui T astfel încît (2 cz 9C cz 2(!m|) . Atunci m se extinde în mod unic la 
o măsură vectorială numărabil aditivă cu variaţie finită m1 : 9C —> X şi avem 
T ( | W | ) = T ( | W I | ) . Problema extinderii unei măsuri vectoriale numărabil 
aditive de la un clan la tribul generat este rezolvată complet cu ajutorul urmă
torului rezultat fundamental: Teorema Caratheodory-Hahn-Kluvanek (sau 
teorema de extindere a lui Kluvanek). Fie (2 un clan de părţi ale lui X, z7(Q) 
tribul generat de (2, X un spaţiu Banach şi m : (2 -* X o măsură numărabu 
aditivă. Există o extensie numărabil aditivă n : z7{Q) -* X a lui m (în mod 
necesar n este unic determinată) dacă şi numai dacă m este s-aditivă (v. măsură 
vectorială). (I.C.) 

extrapolare v. interpolare 
extreme condiţionate Fie A o mulţime nevidă inclusă într-un spaţiu 

topologic ş i / : A —• R. Fie B o submulţime nevidă a lui A. Un punct ae B 
care are proprietatea că restricţia lui / la B are în a un punct de extrem locaî 
se numeşte punct de e.c. de B pentru f (putînd fi punct de maxim condiţionat 
sau punct de minim condiţionat'). Valoarea f(a) se numeşte e.c. de B pentru f 
(putînd fi maxim condiţionat sau minim condiţionat). In continuare vom pre
supune că n ^ 2 este un număr natural, A cz Rw o mulţime deschisă şi / : 
J - > R o funcţie cu derivate parţiale continue. Vom considera şi un număr 
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t&gui' tir t yeni*!' 

natural 1 < K < n şi funcţiile Fv F2, ...., .F& : A -+ R care au derivate parţiale 
continue. Mulţimea B cz A va fi mulţimea următoare: B — {x e A \F1(x} = 
= J ^ W ="»• = FK{%) = 0}« Un punct de e.c.-de B pentru / se mai numeşte 

şi punct de extrem cu legături pentru / , iar valoarea f(a) se numeşte extrem ca 
legături pentru f. Să considerăm un punct a din B pentru care matricea 

are rangul K. Atunci, dacă a este punct de e.c. de B 

pentru / , rezultă că există K numere reale \ v X2,.-., "KK (numite multiplicatorii 
lui Lagrange ) cu proprietatea că a este punct staţionar pentru funcţia F = 

= / + V 7 ! + V ^ + ... + IKFK Ue. £L (a) = d—2 (a) = ... = — ( a ) - o ) . 
\ dxx dx2 8x„ ) 

Reciproca este falsă. în cazul particular cînd / şi Flt F2,...,FK au 
derivate parţiale de ordinul al doilea continue pe A, vom obţine rezultate 
suplimentare, după cum urmează. Fie a un punct staţionar pentru F, unde T? 
este exprimat cu multiplicatorii lui Lagrange. Diferenţiem formal în relaţiile 
de legătură F\(x) = F2(x) = ... = Fjt[x) = 0 şi obţinem sistemul de K ecuaţii 

n BF-
\ . — (a) dxj = 0, i = 1, 2, ..., K, cu necunoscutele d ^ , ăx2, ..., dxn> Cum 

matricea sistemului are rangul K, putem rezolva acest sistem cu regula 
lui Cramer, exprimînd K necunoscute în funcţie de celelalte n — K necunoscute 
în mod unic. Renumerotînd, putem presupune că am exprimat pe d # n _ ^ + 

&%n~K+2> •••> d*n în funcţie de dxv dx2, ..., ăxn-jc. înlocuim aceste ex-
n d2F 

presii în forma pătratică V (a) dxt dx^ obţinînd forma pătratică 

n-K 
2J Aij dxi dxj. Dacă matricea (Ai^^ţ j < n _ _ K este pozitiv (resp. negativ) 

definită, atunci a este punct de minim (resp. de maxim) pentru / . (I-C.) 
extreme locale Fie A o mulţime inclusă într-un spaţiu topologic ş i / : A —• R . 

"Un punct a din A se numeşte punct de maxim (resp. minim) local pentru / 
dacă există o vecinătate F a lui a cu proprietatea că / (#) ^ f(a) (resp. f(x) > 
>/(<*)) peniiu orice x din VftA. Valoarea f(a) se numeşte maxim (resp. 

minim) local al l u i / . Un punct de maxim sau de minim local se numeşte punct 
de extrem Iccal p e n t r u / şi valoarea l u i / în acel punct se numeşte e.l. al lui / . 
în cazul particular cînd A este o mulţime inclusă în Rw şi / diferenţiabilă în a, 
avem rezultate mai precise, cu caracter practic. Vom considera cazul n > 2. 
Fie A cz Rw şi a un punct interior lui A. D a c ă / este diferenţiabilă în a şi a 
este punct de e.l. pentru / , atunci a este punct staţionar pentru / , i.e. avem 
ti 

— (a) = 0 pentru i — 1, 2, ..., n. Reciproca este falsă. Presupunînd, în 
dxi 
plus, că / admite derivate parţiale continue de ordinul al doilea într-o vecină
ta te a punctului staţionar ay se obţine uimătorul rezultat suplimentar: 1) Dacă 

( d2f \ 
matricea hessiană I (a) este pozitiv (resp. negativ) definită, 
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atunci a este punct de minim (resp. maxim) local pentru / . 2) Dacă matricea 
hessiană de mai sus este nedefinită, atunci a nu este punct de e.i. pentru / . 
în particular, în cazul » = 2, considerăm o funcţ ie / : A -+ R şi un punct (xQ, y9) 

interior lui A, pentru care M. (*0, yQ) = *L (XQ> y) = 0 . Presupunem că / 
dx * dy 

are derivate parţiale continue într-o vecinătate a lui (x0, y0) si notăm: 

»--£<-
2 2 / f o 2 / *\2 

*o> yo) ~ {*» yo) - —J- (*o> yQ) 
dy* {dxdy ) 

Dacă D>0, atunci (x0, y0) este punct de e.l. pentru / , si anume: în cazul 

— {x0,y0)>0 I echivalent, — (x0> y0) > OJ , (x0, yQ) este punct de minim 

ocai; în cazul J ± {XQ> yQ) < 0 (echivalent, -^L {XQ> yQ) < 0 j , (x0, y0) este 

punct de maxim local. Dacă D < 0, punctul (x0> yQ) nu este punct 
de e.l. (-f.C) 

F 

factor integrant v. ecuaţie cu diferenţiale totale exacte 
factori elementari ai lui Weierstrass v. funcţie întreagă 
familie compozabiîă de distribuţii, familie {ft}te^ de distribuţii (pe R ) 

pentru care următoarele condiţii sînt verificate: i) Pentru orice 9 e <D, punînd 
<D 

Mt) = (ft, 9), atunci tye<D', ii) Dacă9we<2) şi 9 ^ — > 0, punînd ^n(t) ={ft, ^n)3 

atunci tyn — > 0. Dacă F este o f .c.d. se introduce operaţia de compoziţie 
y = P o # unde (y, 9) = (#(s), (/,(*), q>(*)))- Dacă ge Q* şi F = { g 5 } s e R , unde 
gs este translaţia cu 5 a lui g, atunci F este f .c.d dacă şi numai dacă g este con-
volutibilă; atunci F o x = g * x. Noţiunea a fost introdusă în 1964 de Romulus 
Cristescu. (Gh.Gv.) 

familie concordantă de măsuri Radon Fie T un spaţiu local compact, 
|x o măsură pozitivă pe T şi X un al t spaţiu local compact. Vom con
sidera spaţiul vectorial 97£(X) al măsurilor Radon pe X. Fie, de asemenea, o 
familie V:T l~»-9/£(X) pentru care vom nota V{t) = \t> unde te T este arbi
trar. Aşadar, identificăm funcţia V cu familia de măsuri Radon fyt}te Ţ- Vom 
presupune ca toate măsurile Radon "Kt sînt pozitive. Să presupunem acum că 
pentru orice funcţie / continuă cu suport compact pe X, aplicaţia numerică 
definită pe T prin t i-> X*(/) este esenţial jx-integrabilă. Obţinem măsura Radon 

pozitivă v pe X, definită prin v(/) = V Xţ(jf) dţji(tf) pentru or ice /cont inuă cu 

suport compact pe X. Măsura Radon v se numeşte integrala familiei de măsuri 
&t)teT' ^ e e x e m p l u > dacă T este mulţime finită, integrala oricărei familii 
&t}t e r e s t e S ^ $}} ^'* familia &t}t e T s e n u m e Ş t e familie de măsuri Radon 

teT 
concordantă cu \x (sau familie \i-concordantă) dacă: 1) Pentru orice funcţie / 
continuă cu suport compact pe X, funcţia definită pe T prin t i-> \t(f) este 
esenţial, ^.-integrabilă; 2) Aplicaţia V (cu care se identifică familia {kt}t e T) 
este [x-măsurabilă dacă pe 9/£(X) vom considera topologia vagă. (I.C.) 

familie de mulţimi densă (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu 
local compact, ţx o măsură Radon pozitivă pe T şi A o parte u.-măsurabilă 
a lui T. O familie si de submulţimi compacte ale lui A se numeşte familie de 
mulţimi \x~densa în A dacă are proprietăţile: 1) Pentru orice Av A2, ...>An 

n 
din si, avem \J A $ e si; 2) Pentru orice B în <Â şi orice mulţime închisă 

* = l 
DczB, mulţimea D este în cf; 3) O mulţime Ba A este local {JL-neglijabilă 
dacă şi numai dacă B (] K este \i-neglijabilă pentru orice K în si. O familie 
de mulţimi pt-den^ă în T se numeşte familie [L-densă. Dacă A c:T este 
{jL-măsurabilă, G este un spaţiu topologic şi / : A -+ G, atunci: a) D a c ă / este 
fji-măsurabilă, familia {K c A \K este compact şi restricţia lui / la K este con
tinuă} este Ui-densă în A ; b) Dacă există o familie si care este ţx-densă în A 

file:///x~densa
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astfel încît restricţia lui / la K este continuă, pentru orice K e stf., atunci 
/ este [x-măsurabilă. (I.C) 

familie de mulţimi local numârabilă Fie T un spaţiu local compact. 
O familie si de părţi ale lai T se numeşte familie de mulţimi local numârabilă 
dacă pentru orice t din T există o vecinătate V a lui t cu proprietatea că mul
ţimea {A e si \A(]V este nevidă} este cel mult numârabilă. Se arată că 
dacă \i este o măsură Radon pozitivă pe T, există o familie sfi de mulţimi 
local numârabilă, formată din mulţimi compacte mutual disjuncte şi astfel 
încît T\f I J iA este local u.-neglijabilă. Dacă U K = B se arată că B 

\K^si ) Ke^i 
este (x-măsurabilă şi atunci o funcţie g:B-*X, unde X este spaţiu topologic, este 
(Xjj-măsurabilă dacă şi numai dacă pentru orice K din si avem că restricţia lui 
g la K este \i^-măsurabilă; aici \xB este măsura indusă de pi pe B etc. (I.C.) 

familie local finită de mulţimi O familie {Ai}ieI de părţi ale spaţiului 
topologic 9C se numeşte local finită dacă pentru orice x e 9C există o vecină
ta te V a lui x astfel încît mulţimea {iei \ V (]Ai^0} să fie finită. O familie 
de părţ i ale spaţiului topologic 9C se numeşte c-local finită dacă este o reuniune 
numârabilă de familii local finite. (Gr.Gr.) 

familie normală de funcţii, o familie de aplicaţii continue ale spaţiului 
compact X în R cu proprietatea că orice şir de funcţii din familie conţine 
un subşir care tinde uniform către o funcţie continuă pe X sau către + oo, 
sau — oo. Orice familie de funcţii convexe pe intervalul compac t / , egal mărginite 
superior pe acest interval, este normală pe orice interval compact conţinut 
în interiorul lui / . (S.M.) 

familie ortonormală v. spaţiu Hilbert 
familie sumabilă de elemente (într-un spaţiu Banach), familie {XJ}- r 

de elemente pentru care există un element x cu proprietatea: pentru orice 

h'eJ II 
oricare ar fi submulţimea finită H a lui / astfel ca HzoJs. Elementul x se 
numeşte suma familiei şi se notează x — $ Xj. Dacă {XJ}. Ţ este o familie 

de elemente cu mulţime infinită de indici, atunci pentru ca familia să fie suma
bilă este necesar şi suficient ca pentru orice număr e > 0 să existe o parte 

număr s > 0 există o parte finită Js a mulţimii / astfel încît 

finită J s a lui / astfel ca < e oricare ar fi submulţimea finita H a J x5\ 
M.eH I. 

lui / disjunctă de Jz. In particular rezultă că mulţimea elementelor nenule ale 
unei familii sumabile este cel mult numârabilă. O familie {xj}fe Ţ de elemente 
ale unui spaţiu Banach se spune că este absolut sumabilă dacă familia{ \\XJ ||} • Ţ 

este. sumabilă. într-un spaţiu Banach, orice familie absolută sumabilă de 
elemente este sumabilă. Dacă un şir{;%JM 6 N d e elemente ale unui spaţiu Banach 
reprezintă o familie sumabilă, atunci seria formată cu termenii şirului este con
vergentă şi suma seriei coincide cu S xn. (R.C.) 

netfv, 
familie sumabilă de măsuri Radon pozitive Fie X un spaţiu local compact 

şi {Xa}a e A o familie de măsuri Radon pozitive pe X. Familia {ka}a se numeşte 
sumabilă dacă pentru orice funcţie continuă cu suport compact pe X familia 

de numere < V / â\a f este sumabilă, ceea ce este echivalent cu a spune că pentru 
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orice funcţie pozitivă, continuă cu suport compac t / pe X avem 2 J \ f dXa < oo. 
oceAJ 

în aceste condiţii, suma familiei {Xa}a es^e măsura Radon v pe X definită prin 
v(/) = Y* l / d X a . Se arată că dacă F este un spaţiu Banach şif:X~>F este 

ae A J 

v-integrabilăj atunci / este Xa-integrabilă pentru orice a, familia < t / d X a > este 

sumabilă în F şi L /dv = Ş ] i / d X a (v. şi măsură localizabila). (I.C). 
J IXGAJ 

familie s-aditivă v. măsură vectorială 
familie c-aditivă v. măsură vectorială 
familie uniform numărabil aditivă v. măsură vectoriala 
familie unifcrm tare aditivă v. măsură vectorială 
fascicol Fie X un spaţiu topologic. Un prefascicol'de m u l ţ i m i ^ pe X se 

numeşte f. (de mulţimi pe -X") dacă satisface condiţiile următoare: 1} Mulţi
mea 9^(0) conţine un singur element; de regulă se ia 5^(0) = {0}; 2) Fie 
{Ui}ieIo familie de mulţimi inX,U = (J Ui şi ,pentru fiecare ie I, s*e^(Uţ); 

iei 
dacă p ^ n C 7 (st) = p ^ n r / (s3) pentru toate perechile de indici i, j e l , atunci 
există o unică secţiune s e ^(U) astfel încît p^(s) = $i pentru toţi iei. Dacă 5? 
şi § sînt f. de mulţimi pe X, un morfism de prefascicole de la ^ la § se numeşte 
morfism de f, de la ^ la ţj. F. de mulţimi pe X şi morfismele lor formează o 
categorie, notată Ens (X). Evident Ens (X) = Ens cînd spaţiul topologic X 
conţine un singur punct. Ex. : 1° Fie X un spaţiu topologic oarecare. Pentru 
orice mulţime deschisă UczX, notăm C(U) mulţimea tuturor funcţiilor reale 
continue pe U. Dacă U şi V sînt mulţimi deschise în X şi VczU, notăm 
p% : C(U) -* C(V) aplicaţia de restricţie uzuală, i.e. aplicaţia C(U) 3f l~> 
\-+f\Ve C(V). Evident, 'familia C ={0(11), pv}vczUeste u n f* P e X' p e n t r u 
orice punct x e X, elementele fibrei C% se numesc germeni de funcţii (reale) 
continue în punctul x\ f. C însuşi se numeşte f. germenilor de funcţii (reale) 
continue pe X. în mod similar se defineşte f. germenilor de aplicaţii continue 
pe l e u valori într-un spaţiu topologic arbitrar Y, în particular f. germenilor 
de funcţii complexe continue pe X. 2° Fie X o varietate diferenţiabilă de clasă 
C00. Pentru orice mulţime deschisă U în X, notăm prin £(U) mulţimea tuturor 
funcţiilor reale de clasă C00 pe TJ. Dacă U şi V sînt mulţimi deschise în X şi 
VczU, notăm prin p£ : 6(U) -+ 6(V) aplicaţia de restricţie uzuală. Evident, 
familia £ = {£(U), p%}vc[/ este un f. pe X. Pentru orice punct xeX, 
elementele fibrei £x se numesc germeni de funcţii de clasă C°° pe X în punctul 
x; f. 6 se numeşte f. germenilor de funcţii de clasă C00 pe X. în mod similar 
se defineşte f. germenilor de funcţii de clasă Cr pe X cînd X este o varietate 
diferenţiabilă de clasă Cr pentru un r e N u { o o , o o } . 3° Fie X o varietate 
complexă. Pentru orice mulţime deschisă U în X, notăm prin 0(U) mulţimea 
tuturor funcţiilor olomorfe pe XJ. Dacă XJ şi V sînt mulţimi deschise în X 
si VczU, notăm prin p£ : 0(17)-> 0 ( 7 ) aplicaţia de restricţie uzuală. Evident, 
familia O = {0(U), p £ } F c U este un f. pe X. Pentru orice punct xeX, ele
mentele fibrei 0X se numesc germeni de funcţii olomorfe în punctul x) f. 0 se 
numeşte f. germenilor de funcţii olomorfe pe X. 4° Fie X = R n şi, pentru orice 
mulţime deschisă U in X, 9(U): = ^(U, loc), i.e. mulţimea claselor de funcţii 
reale local integrabile în sensul lui Lebesgue. Aplicaţiile de restricţie se defi
nesc ca în exemplele precedente. Este clar că ^ este atunci un f. de mulţimi 
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pe R n . Să observăm că dacă în această definiţi» înlocuim mulţimea Ll(U, loc) 
cu mulţimea V-^U) a funcţiilor integrabile obţinem un prefascicol care nu 
este f. cînd n^ 1. 5° Fie X un spaţiu topologic şi A o mulţime nevidă. Pentru 
orice mulţime deschisă U în X, fie ^(U) mulţimea tuturor aplicaţiilor local 
constante / : U —> A. Aplicaţiile de restricţie pţ£ se definesc ca în exemplele 
precedente. Evident, familia 9r = {^{U), p^}y czU e : s t e m l f - P e X> n u m i t f -
constant de fibră A. Să observăm de asemenea că, dacă în această definiţie 
înlocuim mulţimea aplicaţiilor local constante cu mulţimea aplicaţiilor constante, 
se obţine un prefascicol care în general nu este f. Se poate reţine faptul că 
proprietăţile cu caracter local furnizează f. în timp ce proprietăţile cu ca
racter global furnizează prefascicole. 
Fiind date două f. 9* şi 9^ pe X, se spune că ¥' este un subfascicol al lui 
9 r dacă: 1) Pentru orice mulţime deschisă U în A", 9r'(£/) este o submulţime 
a lui 9r(Lr); 2) Pentru orice pereche de mulţimi deschise U, V în X 
astfel încît VaU, aplicaţia p^f^') : 9 : '(t/) -*¥'(¥) este indusă de aplicaţia 
pv{F') : V-(U) -> ¥{¥). Dacă ¥' este un subfascicol al lui <$, atunci familia 
^ = {iu}(jeD!X) unde iu e s t e incluziunea lui ^'(U) în 9^17) este un morfism de f. 
Fie {^i},- e / o familie de f. de mulţimi în X. Produsul direct al acestei familii 
este f, de mulţimi 9- = F I 9-i pe Ar definit prin 

iei 

9(U) : = I I 9{Ut) şi p?(?) : = TI p?(?«). 
iei iei 

Fie 9 : X -» y o aplicaţie continuă ele spaţii, topologice şi 9- un f. de mul
ţimi pe X. Imaginea directă a f. 9- prin aplicaţia continuă 9 este f. 9 ^ pe Y 
definit prin 

(9 ,7) (F) : = y ( ? - i ( 7 ) ) şi pWf&V- = P ^ { F < ) ( ? ) 

pentru F şi F ' mulţimi deschise în Y astfel încît F ' cz V. Imaginea directă 
se defineşte şi pentru morfisme de f. Anume, dacă 0 : 9^ -» 9-3 este un morfism 
de f. de mulţimi pe X, 9*(0): 9 * 9 ^ - ^ p , ^ este morfismul de f. pe Y definit prin 
<9*0)F = Qţp-itvy V eD{Y). Rezultă că imaginea directă este în fapt un functor 
9* : EnsţA")-)- Ens(Y). Orice f. de mulţimi 9r este în particular un prefascicol 
de mulţimi şi deci fibra sa este definită pentru orice x e X. Fie 9" un prefascicol 
de mulţimi pe A". Se definesc un f. de mulţimi 9-' pe X şi un morfism oc : 9r—>-9:' 
după cum urmează. Pentru orice mulţime deschisă U în X, 9r'(?7) este mulţimea 
tuturor aplicaţiilor f : U -+ U 9 ^ cu proprietatea că, pentru orice punct a e U, 

xeX 
există o vecinătate deschisă Ua a lui a în X şi o secţiune s e^{Ua) astfel încît 
ae UaczU şi astfel încît f(x) — p%(s) cînd xe u'a) în particular, f{x)eS-x 
pentru orice x e U. Apoi, dacă U şi F sînt două mulţimi deschise în X şi F <= U, 
Pvfâ') e s t e aplicaţia de restricţie uzua l ă / l - > / | F . î n fine, pentru orice mulţime 
deschisă 17 în X, a^: 9-(l/) -* 9r'(U') este aplicaţia care asociază oricărei sec
ţ iuni s e 9:(C7) func ţ ia / : U -* I J 9 ^ definită prin /(#) : =p£(s). Este clar că 

# 6 X 
familia 9 r ' : = {9^(0"), pv^DvaU > e s t e u n f - d e mulţimi pe A şi că familia 
oc : = {<x.u)u e D{X) e s t e u n monism de la 9- la 9^. Se spune că 9^ este f. asociat 
prefascicolului 9" şi că a: 9:-+ 9 r / este morfismul canonic. Pentru orice f. de 
mulţimi G pe X şi ofice morfism 0: 9r -* g, există un unic morfism 0' : 9"' --*• y 
astfel încît 0 = 8 'oa . Fie 9 : X —• Y o aplicaţie continuă de spaţii topologice 
şi g un f. de mulţimi pe Y. Vom defini un f. de mulţimi ^* pe A şi' un morfism 
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* : § -* 9*§* după cum urmează. Pentru orice mulţime deschisă U în A,, 
§*(£/) este mulţimea tuturor aplicaţiilor / : U -» U §2/ c u proprietatea că,s 

pentru orice punct a e U, există o mulţime deschisă Ua în A", o mulţime deschisă 
F în Y şi o secţiune t e g (F) astfel încît a e Z7fflc 17, y(a) e V şif(x) — 9^{X) (0 
cînd xe c^ari9~1(F). Aplicaţiile de restricţie pg, se definesc în mod evident. 
în fine, dacă V este o mulţime deschisă în Y, ay: : §(V) —• §*(9~1(Ir)) este apli
caţia care asociază oricărei secţiuni te§(V) funcţ ia/ :9 _ 1(F) - > | J & definită 

yeY 
prin f(x) : - p ^ ( 0 - Familia g* : ={§*(t7) , p^}uv.C/eD(X) e s t e u n f" d e 

mulţimi pe A iar familia a : = {&u}u e D(X) u n m o r i i s m de f • °̂ e la g în imaginea 
directă 9*§* ; f. §* astfel definit se numeşte imaginea inversă a f. Ş prin aplicaţia 
continuă 9 şi se notează 9 * ^ ; morfismul a' Q —>• 9*9*^ se numeşte morfismul 
canonic (al imaginii inverse). Dacă A este un subspaţiu tox^ologic al lui Y şi 9 
aplicaţia de incluziune, imaginea inversă a lui § prin 9 se numeşte restricţia 
lui 0; la A' şi se notează prin (̂  | X. Imaginea inversă are următoarea proprietate 
universală: pentru orice f. de mulţimi 9̂  pe X şi orice morfism 0 : (y -> 9*9-
există un unic morfism G' : 9*^ —»• 9- astfel încît 0 = 9 * ( 0 / ) ° a . Imaginea 
inversă poate fi definită şi pentru morfisme. Anume, dacă 0 : g x —> Gj2 este un 
morfism de f. de mulţimi pe Y, proprietatea universală a imaginii inverse 
furnizează un unic morfism 6* : 9 * ^ —• 9*Ş 2

 c a r e * a c e comutativă diagrama 

9*(Q*) 

§2 > 9 *9* §2 

şi se pune 9*(6) : = 0*. Cu aceste definiţii, se vede ca imaginea inversă este 
un functor 9* : Ens (Y) —> Ens (X). Proprietatea universală a imaginii inverse 
poate fi interpretată în sensul că functorul 9* este un adjunct la stînga al func
torului 9*, sau că functorul 9* este un adjunct la dreapta al functorului 9*. 
Fie 9 : A -> Y o aplicaţie continuă de spaţii topologice, ^ un f. de mulţimi 
pe X, § un f. de mulţimi pe Y şi 0: Ş -> 9*9' un morfism de f. Din definiţia 
fibrelor unui f .şi proprietatea universală a limitei inductive rezultă că, pentru 
orice punct x e X, există o unică aplicaţie 6cp,̂  : §$(%) —»• S-x care face comu
tativă diagrama 

§(V) ?(9-\V)) 

v 
P<PW 

pTHV) 

§cp ~> y„ 

cînd 9(#) G V e D(Y). Aplicaţia Gcp> ^ se numeşte fibra relativă în punctul x 
a morfismului 0. Ea nu trebuie confundată cu fibra uzuală 0 y : §y —> (9*9r)?/r 
definită pentru orice 3/ e Y şi cu valori în mulţimea (9*9*)y. O proprietate im
portantă a imaginii inverse este că fibra relativă a cp, % a morfismului structural 
a : § -* 9*9*§ este bijectivă pentru toate punctele x e A. Se poate defini 
o noţiune de f. pe A cu valori într-o categorie S oarecare. Cazurile cele mai 
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interesante sînt acelea în care 6 este o categorie esenţială algebrică: mulţimi, 
grupuri (abeliene), inele, spaţii vectoriale, algebre etc. în aceste cazuri definiţia 
este simplă. De pildă, un f. de grupuri pe X este un prefascicol de grupuri pe X 
care satisface condiţiile 1) şi 2), i.e. ¥ este f. dacă este considerat ca prefascicol 
de mulţimi. O definiţie analoagă funcţionează pentru orice categorie algebrică} 
construcţiile indicate mai sus pentru f. de mulţimi se extind în mod natural 
la aceste cazuri. {M.J.) 

fascicol analitic coerent v. fascicol coerent 
fascicol coerent Fie (X, Ox) un spaţiu inelat şi ¥ un Ox-modul. Dacă 

slf ..., sp sînt secţiuni globale în 9-, există un unic morfism de Ox-naodule 
e : Ox -> 9r astfel încît ez(l, 0, ..., 0) = sv ..., ex(0, ..., 0, 1) = sP. Fibrele acestui 
morfism z sînt date de formulele 

P 
M*?!, . - , cP) = ]£J CiSitX, xeX, 

*=1 

unde cx, ...., cP e 0XtX i a r $t,® = pfisi) es"te germenul definit de secţiunea sţ în 
punctul x. Nucleul morfismului e este un submodul al lui Ox, numit fascicolul 
de relaţii între secţiunile sv ..., sP şi notat 9 2 ^ , ..., sP), Un Ox-modul 9- se 
numeşte liber (de rang finit) dacă există un întreg p^Q şi un izomor
fism de Ox-module g: Ox -* 9^; numărul întreg p este atunci unic determinat 
şi se numeşte rangul lui 9*. Fascicolul 9- se numeşte local liber dacă, pentru orice 
punct a e X, există o mulţime deschisă U 3a în X astfel încît fascicolul 9̂  | U 
să fie liber. Un Ox-modul 9* se numeşte de tip finit sau (local) finit generat dacă, 
pentru orice punct a 6 X, există o mulţime deschisă U 3 a în X şi un epimor-
fism z: 0% -» 9" | U unde Op = O x | 17. Aceasta înseamnă că există un număr 
finit de secţiuni sv ..., Sp e S-(U), astfel încît, pentru orice punct xe X> germenii 
si,x> •••> sPi» s ^ genereze 9 ^ ca Ox,*-niodul. Mai general, fiind da t un întreg 
r^Q, un Ox-modul 9- se numeşte r-coerent dacă, pentru orice punct a e X, 
există o mulţime deschisă U 3 a în X şi un şir exact de 0#-module 

dr dS s"" 

unde jQi sînt O^-module l iberej ie rang finit, i.e. J2i~G^j pentru un întreg 
pi^O, i — 0, ..., r. în particular, 9- este 0-coerent dacă şi numai dacă9" este 
de tip finit; se spune de obicei fascicol de prezentare finită în loc de fascicol 
1-coerent. Orice Ox-modul 9* se consideră (— l)-coerent. Un Ox-modul 9* se 
numeşte coerent dacă este r-coerent pentru orice r ^ 0 . 
Teorema şirului exact. Fie 0 -» <&' -> 9" -»• ¥" ~* 0 un şir exact de Ox~module 
şi r un întreg ^ — 1. a) Dacă 9*' şi 9-* sînt r-coerente, atunci 9* este r-coerent. 
b) Dacă 9* este r-coerent şi dacă 9-" este (r -{- l)-coerent, atunci 9*' este 
r-coerent. c) Dacă 9-' este r-coerent şi dacă 9- este (r + l)-coerent, atunci 9 r" 
este (r + l)-coerent. în particular, dacă două din fascicolele 9V, 9-, 9V/ sînt 
coerente, cel de-al treilea este de asemenea coerent. 
Lemâ. Condiţiile următoare sînt echivalente: i) Pentru orice mulţime deschisa 
U în X, orice ideal de tip finit 9 în Qu este de prezentare finită; ii) Pentru 
orice mulţime deschisă U în X, orice întreg p^Q şi orice morfism de O^-module 
0:Og ->Of/, nucleul lui 0 este un O^-modul de tip finit; iii) Pentru orice mulţime 
deschisă U în X, orice pereche de numere întregi p, q^0 şi orice morfism 
0 : GJJ —* 0$, nucleul lui 6 este un Ojj-modiil de tip finit; iv) Pentru orice mul
ţime deschisă U în X, orice O^-modul de prezentare finită este coerent; v) Pentru 
orice mulţime deschisă U în X, orice submodul de tip finit al unui O^-modul 
coerent este coerent. 
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Un spaţiu inelat (X, Ox) se numeşte spaţiu Oka dacă satisface condiţiile echi
valente ale lemei precedente. Teorema următoare este una din teoremele funda
mentale în teoria f .c. pe spaţii analitice (de dimensiune finită!). 
Teorema de coerenţă a lui Oka. Orice spaţiu analitic complex este un spaţiu Oka. 
( î n particular teorema are loc pentru varietăţi complexe.) 
Pe spaţii Oka, f.c. au bune proprietăţi de stabilitate. Exemple de astfel de pro
prietăţi sînt date în următoarea 
Teoremă. Fie (X, Qx) un spaţiu Oka, iar 9* şi § două Ox-module coerente: 
a) Pentru orice morfism de Ox-module Q: 9- -> £?, fascicolele Ker 0, Im 8> 
Coker 0 si Coim 0 sînt coerente; b) Produsul tensorial 9* &)r (j este un f . c ; 

Vx •c) Fascicolul 9lo~Mtr (9-, £) este coerent. x 

Obs. Noţiunea de coerenţă prezentată aici aparţine în esenţă lui A. Grothen-
«dieck. Există o noţiune alternativă de coerenţă datorată lui J. P. Serre. Un 
•Ox-modul 9- se numeşte coerent în sensul lui Serre dacă satisface condiţiile urmă
toare: 1) 9- este de tip finit; 2) Pentru orice mulţime deschisă U în X şi orice 
morfism de O^-module s: 0$ -* V- | U, nucleul Ker e este un O^-modul de tip 
finit. Jn particular, se vede că spaţiul inelat (X, Qx) este un spaţiu Oka dacă 
şi numai dacă fascicolul său structural Ox este coerent în sensul lui Serre. 
F.c. au numeroase aplicaţii în analiza complexă at î t în teoria locală cît şi în 
cea globală (v. spaţiu C-analitic, varietate Stein). Notăm că, dacă (X, Ox) este 
a n spaţiu C-analitic, se foloseşte termenul de fascicol analitic pe X pentru orice 
Ox-modul şi cel de fascicol analitic coerent pentru orice Ox-modul coerent. 
Notăm, de asemenea, că pentru f.c. (în sensul lui Grothendieck) se mai folo
seşte denumirea de fascicol pseudocoerent. (M.J.) 

fascicol de ideale v. spaţiu inelat 
fascicol de mulţimi v. fascicol 
fascicol de prezentare finită v. fascicol coerent 
fascicol de relaţii v. fascicol coerent 
fascicol de tîp finit v. fascicol coerent 
fascicol flasc v. coomologia fascicolelor 
fascicol local liber v. fascicol coerent 
fascicol moale v. coomologia fascicolelor 
fascicol structural v. spaţiu inelat 
fibrat vectorial Fie M o varietate diferenţiabilă de clasă Cr, l ^ r ^ o o , 

p un număr natural şi k un număr întreg cuprins între 0 şi r. Un f .v. de 
rang p şi clasă Ck peste M este o varietate diferenţiabilă E de clasă Ck, înzes
t ra tă cu o aplicaţie -KE e C]c(E} M) şi cu cîte o structură de spaţiu vectorial real 
pe fiecare din mulţimile Ex: — iz^x), xe M, satisfăcînd condiţia următoare: 
pentru orice punct a e M, există o vecinătate deschisă U a lui a în M şi un 
C*-difeomorfism h : n^iU) -+ U xHp astfel încît, pentru orice xeU, h(Ex)cz 
cz{x} x R î ' ~ R î ' iar aplicaţia hx' Ex —• {%} xHp indusă de h să fie liniară. 
în această situaţie, se spune că M este baza, E spaţiul total, izE proiecţia şi Ex fi
bra în punctul x, ale fibratului considerat. Ex.: 1° E: Mxllp este un f.v. 
-de clasă Cr peste M cu proiecţia TZE = pr t şi fibre Ex = {%} X JRP, x e M, 
numit fibratul trivial de rang p peste M. 2° Dacă E este un f.v. de clasă Ck şi 
rang p peste M şi U o submultime deschisă a lui E, atunci TC^IU) este un 
f.v. de clasă Ck şi rang p peste U avînd ca proiecţie restricţia la rr1^) a lui 
izE şi ca fibre spaţiile vectoriale Ex, x e U. Dacă ii şi F sînt f.v. de clasă 
Ck peste Mt un morfism de la E la F este o aplicaţie fe Ck(E, F) astfel încît, 
pentru orice punct xeE, f(Ex)czFx, iar apl icaţ ia /# : Ex -+Fx, indusă de /, 
să fie liniară. F.v. şi morfismele lor formează o categorie; izomorfismele'acostai 
categorii se numesc izomorfisme de f.v. de clasă Ck peste M. Pentru ca mi 
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morfism / de la E în F să fie un izomorfism este necesar şi suficient ca apli
caţia / să fie bijectivă. Fie E un f .v. de rang p şi de clasă Ck peste M. Dacă 
A este o submulţime a lui E, prin secţiune a lui E peste A se înţelege o apli
caţie 5 : A -» E astfel încît nE o s = id, i.e. astfel încît s(x) e £# pentru orice 
# e A ; în cazul 4̂ o mulţime deschisă a lui M, secţiunea s se numeşte de clasă 
Ck dacă 5 e Ck(U, E). Dacă U este o submulţime deschisă a lui M, un $~uplu 
€ = (ev ...,eP) de secţiuni de clasă Ck ale lui E peste Z7 se numeşte reper a! 
lui £ peste U (sau, simplu, r ^ f /oca/ al lui E) dacă e(#) = (e^x), ..., %>(*)) 
este un reper al spaţiului vectorial Ex oricare ar fi x e U. Pentru orice m-uplu 
e = (ev ..., ew) de secţiuni de clasă Ck ale lui E peste Z7, aplicaţia 

m 

t / x R m 9 (#, v) i-> ^ v«^W e ^ ( 1 7 ) , 
» = i 

x e £7, v = (Î^, . . . , ^ m ) e R w , este un morfism de f.v. de clasă Ck peste Ui 
e este un reper dacă şi numai dacă această aplicaţie este bijectivă, ceea ce 

implică m = p. Se numeşte trivializare a lui £ peste U (sau, simplu, trivializare 
locală a lui £ ) un izomorfism de f.v. de clasă Ck peste U de la ^ ( U " ) la 
U X R p . Rezultă că noţiunile de reper local şi de trivializare locală sînt echiva
lente. Din definiţia f.v. se vede că pentru orice punct a e M, există o triviali
zare a lui M peste o vecinătate deschisă, convenabilă, a lui a, deci un reper 
al lui E peste această mulţime deschisă. Dacă 5 şi t sînt secţiuni ale lui E 
peste o submulţime A a lui M, suma s + t este secţiunea lui E peste A defi
nită prin (5 + t) (x): = s(x) + t(x), xeA. Similar, dacă s este o secţiune a 
lui E peste A şi <I> o funcţie reală definită pe A, produsul <Ds este secţiunea 
lui E peste A definită prin (Os) (x): = 0(#)s(*). Dacă e = (ev ..., e-p) este un 
reper în E peste U, orice secţiune s a lui E peste U" admite scrierea unică 

5 = 2 J ţiei> unde ţv ..., £ p sînt funcţii reale definite pe U, numite compo-
i = l 

nentele lui s în reperul e\ s este de clasă Ck dacă şi numai dacă funcţiile £< 
sînt de clasă C*. Dacă e şi e' sînt repere ale lui E peste U şi Z7' respectiv, 
există o unică aplicaţie 

g - [ga) e C*(17 n tf', GL(/>, R)) 

astfel încît e' = eg cu înmulţire în sens de matrici, i.e. e)(x) = jTJ gi^MM*) 
i = l 

pentru orice x e U {] Uf şij = 1, ..., >̂. Se spune că g este matricea de tranziţie 
de la e la e'. Pentru construcţia unui f.v. E pe varietatea diferenţiabilă M este 
suficient să cunoaştem fibrele ca spaţii vectoriale şi suficiente repere locale ale 
lui E, în sensul că domeniile lor să acopere pe M; se presupune, de asemenea, 
că matricile de tranziţie dintre aceste repere sînt de clasă Ck (v. fibratuî tangent, 
fibratul dual, fibratui cotangent, produsul tensorial, puterea exterioară (a unui 
fibrat vectorial), imaginea inversă (a unui fibrat vectorial)). Notăm că orice 
f.v. poate fi reconstituit din matricile de tranziţie între reperele sale locale. 
Dacă în definiţiile precedente se înlocuieşte R prin C se obţine noţiunea de f.v. 
complex de clasă Ck peste M, precum şi noţiunile derivate corespunzătoare. 
(M.J.) 

fibratuî cotangent v. dualul unui fibrat vectorial 
fibratul tangent Fie M o varietate diferenţiabilă de clasă Cr cu r^ 1. 

F.t. al lui M este fibratul vectorial real T(M) de clasă Cr"1 peste M cu pro
prietăţile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, fibra lui T(M) în punctul x 
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coincide ca spaţiu vectorial cu spaţiul tangent la M în punctul x\ 2) Pentru 

orice hartă locală a = [xv ..., xn) a lui M, I , ..., este un reper al 
V dxi dxn ) 

iui T(M) peste domeniul lui a. (In particular, T(M) este de rang n, unde 
n este dimensiunea varietăţii M.) Dacă N este o altă varietate diferenţiabilă 
de clasă Cr şi 9 e Cr(M, N), atunci aplicaţia 9* : T(M) -> T(X) care se reduce 
Ia aplicaţia liniară tangentă <pttX: T(M)x~+T(AJ)v{x) pentru orice punct xeM 
•este de clasă C - 1 . în fapt, asocierile M i-> T(M) şi cp !-^ 9* definesc un functor 
de la varietăţi diferenţiabile de clasă Cr la varietăţi diferenţiabile de clasă C*-1. 
Secţiunile în f.t. T(M) se numesc cîmpuri vectoriale (uneori cîmpuri vectoriale 
reale). Dacă X este un cîmp vectorial pe M şi a = (#1, .. . , xn) o hartă locală a 

n ~ 
Iui M, rezultă că X \ Ua = V Xt , unde Xt - Xfa) sînt funcţii reale 

i = \ 8xi 
definite pe Ua şi numite componentele lui X în harta locală a. Dacă X este 
de clasă Ck, unde O^k^r — 1, componentele sale J ^ ( a ) sînt de clasă Ck 

pentru orice hartă locală a a lui X. Invers, dacă această ultimă condiţie este 
îndeplinită de toate hărţile locale aparţinînd unui atlas structural al lui M, 
atunci cîmpul X este de clasă Ck. Fie X un cîmp de clasă C*-1 pe M, unde r 
se presupune acum ^ 2 . Se numeşte curba integrală a lui X orice aplicaţie 
Y e C\lt M), cu / interval deschis al dreptei reale, astfel încît y'(*) = X(y(i)), 

ie I, unde y'(f) este vectorul tangent la y în punctul y(/), z.e. y'(0 = Y I — (Ol 1 
*' \ 8't J 

rezultă y e C r ( 7 , M). Se spune despre o curbă integrală y că are drept con
diţie iniţială (sau start) punctul x dacă 0 e I şi y(0) = x. Pentru orice punct 
xeM, există o unică curbă integrală fxe Cr(J(x), M) a lui X cu startul în 
punctul x şi cu proprietatea că, pentru orice curbă integrală y e C r ( 7 , M) 
cu startul în punctul x, IczJ(x) şi y = fx \ I; fx se numeşte curba integrală 
maximală cu startul în punctul x a lui X. Fie D(X) : ' = {(t, x) e R X M | 
l ^ / W } ş i / : D(A") -* M aplicaţia definită prin f(t, x) : - / ^ ( / ) , (̂ , A?) e D{X); 

/ se numeşte fluxul integral sau curentul cîmpului X. 
Teoremă. Fluxul in tegra l / al cîmpului X are proprietăţile următoare: 1) {0} x 
X MczD(X); 2) D(X) este o submulţime deschisă a lui R x M ; 3) / e 

€ C - 1 {D{X), M); 4) Dacă xeM, se J(x) şi 2̂  e J[f(s, x))t atunci s + t e J(x) 
Ş i / ( ^ / ( 5 , *)) = / ( « + ^ AT); 5) Dacă aeM, tv ej(a) cu v e N , lim tv = t0e]R 
şi lim/(*V( a) = b e M, atunci (t0, b) e D(X) şi f(t0, a) - b. Din 5) se deduce că 
dacă X este cu suport compact, atunci D(X) = R x M . Presupunem acum 
că M este de clasă C°°. Se numeşte grup cu un parametru de difeomorfisme 
ale lui M orice aplicaţie / e C°°(R x M, M) cu proprietăţile următoare: 
1) /(O, AT) = # pentru orice xeM; 2) J{t,f(s, x)) = /(s + ^ Â') pentru orice 
s, ^ e R şi xeM. Dacă / este un grup cu un parametru de difeomorfisme ale 
lui M şi t e R atunci aplicaţia ft:M-+M definită prin ft(x) : = f(t, x), xe Mt 
este un C°°-difeomorfism şi JŢ1 — f-t. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă 
C00 pe M şi dacă D[X) = R x M , atunci fluxul integral / al lui X este un 
grup cu un parametru de difeomorfisme ale lui M. Invers, d a c ă / e s t e un grup 
cu un parametru de difeomorfisme ale lui M, atunci există un unic cîmp 
vectorial X pe M astfel încît / să fie fluxul integral al lui X şi avem 
<X(x) = fx(0) pentru orice punct xeM. (M.J.) 

fibratul tangent complex Dacă M este o varietate diferenţiabilă de clasă 
Cr cu r^z 1, f .t.c. al lui M este fibratul vectorial complex T^(M), de clasă 
C r _ 1 , cu proprietăţile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, fibra lui T^(M) 
In punctul x coincide ca spaţiu vectorial complex cu spaţiul tangent complex 
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al lui M în punctul x; 2) Pentru orice hartă locală a = (xv ..., xn) a lui M3 

i 1 e s - j - e l i n r e p e r a i i-al Ţ (M) peste domeniul lui a. Secţiunile în 
\dxx d%n) A

 C 

f .t.c. se numesc cîmpuri vectoriale complexe. Orice cîmp vectorial real poate fi 
interpretat de asemenea ca secţiune în f .t.c. şi anume o secţiune X în T^(M) 
este un cîmp vectorial real dacă şi numai dacă X(x) e T(M)x pentru orice 
punct x în domeniul lui X. Orice cîmp vectorial complex X se descompune 
în mod unic în X = X1 -f iX2 cu X± şi X2 cîmpuri vectoriale reale. Pentru 
o definiţie alternativă a f .t.c. se poate utiliza noţiunea de complexificat al unui 
fibrat vectorial real. Dacă E este un fibrat vectorial real de clasă Cr peste M, 
corn pi exi fi catul lui E este fibratul vectorial complex E ® C de clasă Cr peste M 
cu proprietăţile următoare: 1) Pentru orice punct XG M, (E 0 C)x — &x ® C? 
ca spaţii vectoriale complexe, structura de spaţiu vectorial complex pe E% ® C 
fiind furnizată de al doilea factor; 2) Dacă (elt ..., eP) este un reper local al 
lui E, atunci (ex ® 1, ..., ev ® 1) este un reper local al lui E 0 C, unde 
(ei (g) 1) (x): = e$(#) ® 1 pentru orice punct x în domeniul reperului (e,, ...,. e ,̂), 
z = 1, ..., £. Există un izomorfism canonic de fibraţi vectoriali complecşi de 
clasă C*"-1 peste M între T^(M) şi complexificatul T(M) ® C al fibratului 
tangent real T(M). (M.J.) 

fibră v. prefascicol, fascicol, fibrat vectorial 
fibră relativă v. fascicol 
filtru (pe mulţimea 9C), familie 9- de părţi ale lui 9C, avînd proprietăţile: 

i) 9 ^ 0 ; ii) 0$9; iii) A, Be9 =>A ftBej; iv) Ae¥ şi AaB^Be9. 
O familie 03 de părţi ale lui 9C avînd proprietăţile i), ii) şi (*): Pentru 
orice A, B e 93, există C e 93 astfel încît Ccz^4 fi -5, se numeşte bază de f. 
în 9C. Dacă 93 este o bază de f., atunci familia <$ ~ {F \ există I? e 93 astfel 
ca BczF} este un f. în 9C, numit f. generat de 93. Mulţimea tuturor f. pe 9C, 
organizată ca mulţime ordonată cu relaţia de incluziune, este o mulţime induc
tiv ordonată. Elementele maximale ale acestei mulţimi se numesc ultrafiltre 
(v. şi ultrafiltru). Familia vecinătăţilor unui punct într-un spaţiu topo
logic este un f. Fie {*g jS e A un şir generalizat. Familia { / 2 g | £ e A } , . unde 
A8 = {x8, | S '^S} este o bază de f. iar f. generat se numeşte f. secţiunilor şiru
lui {^slseA' ^* g e n e r a"t î n N de baza {(n, n + 1, •••) | w e N } se numeşte f„ 
lui Cauchy. (Gh.Gr.) 

filtru Cauchy Fie (9C, 9£) un spaţiu uniform şi 9* un filtru în 9C. Se spune 
că 9" este un f.C. dacă pentru orice împrejurime V e 9£ există F e 9* astfel ca 
J F X - F C I T . într-un spaţiu uniform orice filtru convergent este f.C. Un f.C. 
care are un punct aderent converge către acel punct. Un spaţiu uniform 9C 
este complet dacă şi numai dacă orice f.C. în 9C este convergent. (Gh.Gr.) 

filtru convergent Fie 9C un spaţiu topologic, 9- un filtru în 9C şi x e 9C* 
Se spune că filtrul 9" converge către # dacă 9* conţine familia vecinătăţilor lui x* 
Se spune atunci că x este limita filtrului 9". Fie 93 o bază de filtru în 9C- Se 
spune că 93 converge către # dacă filtrul generat de 93 converge către x. Prin 
definiţie, punctul x este aderent lui 93 dacă # este aderent fiecărei mulţimi 
din 93. Punctul # este aderent filtrului 9* dacă şi numai dacă există un filtru 
§ convergent către x şi aşa ca 9̂  c g . Ex.: 1° Familia vecinătăţilor unui 
punct este un f.c. către acel punct. 2° Fie în 9C şirul .{#*}„ e-*r convergent 
către #. Familia { { % | w ^ w } | » e N } este o bază de filtru care converge 
către x. 3° Familia vecinătăţilor închise ale punctului x este o bază de filtru 
pentru care x este punct aderent. Spaţiul 9C este separat dacă şi numai dacă M 
este singurul punct aderent al acestei baze pentru orice x e X. (Gh.Gr.) 
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filtrul lui Cauchy v. filtru 
filtrul secţiunilor v. filtru 
flux integral v. fibratul tangent 
fluxul unui cîmp vectorial (printr-o suprafaţă) v. formula Gauss-Qstrc-

gradski 
fluxul unui vector (printr-o suprafaţă) v. formula Gauss-Ostrogradski 
focar, punct staţionar x0 (soluţie constantă, punct de echilibru) al unui 

sistem dinamic în plan, x' — f(%), f '• G c R 2 —> R2, f(x0) = 0, cu proprietatea 
Pif 

că valorile proprii ale matricii (D/)(#0) (cu altă notaţie, — (x0), matricea jaco-
dx 

biană) au părţile reale şi cele imaginare diferite de zero; dacă părţile reale sînt 
negative, traiectoriile care pleacă dintr-o vecinătate a lui x0 se prezintă ca 
spirale care tind către x0. Exemplul cel mai simplu îi constituie echilibrul 
stabil al unui pendul cu amortizare slabă. (A.H.) 

forma volum Dacă M este o varietate riemanniană orientată de dimen
siune n, f .v. (sau elementul de volum) pe M este w-forma diferenţială TA/, unic 
determinată prin condiţia ca ^M,x(ci> •••> en) = 1 pentru orice punct xe M şi 
orice reper ortonormal pozitiv (ev ..., en) al spaţiului tangent T(M)a. Dacă 
a = (xv ..., xn) este o hartă locală pozitivă a lui M, atunci -xM | Ua = 
= y G dxL A... Ad%, unde G este determinantul matricii (g^)1<t- ? < w formată 
cu funcţiile reale gii pe Ua definite prin 

\ dxi dxj / x. 
Din această formulă se deduce în particular că forma diferenţială ezM este de 
clasă C r _ 1 dacă varietatea M este de clasă Cr. (M.J.) 

formă diferenţială (în ]RW) Pe varietatea diferenţiabilă M — Rw dispunem 
de un sistem de coordonate globale, si anume coordonatele carteziene xv ..., xn. 

d 3 ' ' 
Ompurile vectoriale , ..., • formează un reper global în fibratul 

dxx 3xn 
tangent real T(M) şi în fibratul tangent complex 7V,(Af), iar diferenţialele 
dxv ..., dxn un reper global în fibratul cotangent real T(M)* şi în fibratul 
cotangent complex Tp(M)*. Rezultă că, pentru orice întreg p^O, produsele 
exterioare dxl : = ăxi A ••• / \d# ; , / = (iv ..., iP), l^i1 < ... < ip^n, for
mează un reper global în fibratul vectorial real /\PT(M)* şi în fibratul 
vectorial complex /\VT(Q(M)*. Acest reper global induce un izomorfism de 
fibraţi vectoriali reali /\pT(M)*~]Rn x / \ p ( R w * ) şi un izomorfism de fibraţi 
vectoriali complecşi /\PTC(M)* ~R W x /\p{Cn*)', de clasă C00, peste Rw 

unde ~Rn* : = H o m R ( R n , K) şi Cw* : = Hom(C(Cw, C). Dacă considerăm 
izomorfismele precedente ca identificări, secţiunile peste o submulţime 
deschisă U a lui Rw în /\PT(M) (resp. /\PT^{M)*) sînt aplicaţii de forma 
U3x\-> (x,f(x)), u n d e / este o aplicaţie de la "u la /^(R"**) (resp. /\p{C*n')), 
Acest fapt permite să considerăm o î.d. reală de grad p pe U ca fiind, prin defi
niţie, o aplicaţ ie/ : U -^/^(H71*) şi o f.d. complexă de grad p pe U ca o aplicaţie 
/ : U —>/\v(Cn*); se foloseşte de asemenea termenul de ^>-formă diferenţială în 
loc de f .d. de grad p. F.d. reale de grad p pot fi identificate cu f.d. complexe 
de grad, p care au proprietatea că fa (vv ..., vv) e R pentru orice aeU cînd 
(vx, ..., vv) e T(M)acz Tp(M)a. De aceea în absenţa altei precizări prin f.d. se 
înţelege de obicei o f.d. complexă. Dacă / este o ^-formă diferenţială pe U şi 
xe U , se notează de regulă prin fX) în loc de f(x), valoarea lui / în punctul #., 
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Dacă f şi g sînt ^-forme diferenţiale pe U şi <D o funcţie complexă pe U, suma 
/ -f g şi produsul <D/ sînt ^-formele diferenţiale definite prin (/ -f g)x = fx -\-g%. 
şi (0>f)x = $>(x)Jx pentru orice % e U. D a c ă / este o ^-formă diferenţială pe U 
şi g o g-formă diferenţială pe U, produsul exterior f l\g este (p 4- g)-formă 
diferenţială pe C7 definită prin (f f\g)x = fx f\gx, xeU. Produsul exterior 
este biliniar, asociativ, anticomutativ (v. algebra Grassmann). Orice f.d. de; 
grad p pe U admite scrierea unică 

\i\=p 

unde fj sînt funcţii complexe pe U iar 2 ' înseamnă că sumarea se face iiiiinaâ 
după multiindici strict crescători de lungime p. F.d. / este reală dacă şi numai 
dacă funcţi i îe/7 sînt toate reale. Pentru k un număr întreg ^ 0 sau k = oo» 
o p-îoriaa, diferenţială / se numeşte de clasă Ck dacă funcţiile / 7 care apar 
în scrierea precedentă sînt toate de clasă Ck. Derivata exterioară df a unei //-for
me diferenţiale / de clasă C1 este (p + l)-forma diferenţială defini 1ă prâ/x 
formula 

\I\=P \l\=P * = i ^ * * = i C/ * 

unde este ^)-forma diferenţială definită prin 
8xi 

d ^ | / \=p dxi 

Din definiţie rezultă imediat că dacă f o r m a / este de clasă Ck, î ^ £ ^ o o ; i 

atunci d/ este de clasă Ck-X. Operatorul de derivare exterioară d definit mai 
sus are proprietăţile următoare: 1) d este un operator local, i.e. dacă U şi V 
sînt mulţimi deschise în ]Rn şi VaU, atunci d (/1 V) = (d/) | V pentru orice 
f.d. / de clasă C1 pe U; 2) d este un operator C-liniar; 3) d (fAg) = df /\g -|-
-f (— l)pf/\dg pentru / şi g de clasă C1, unde p este gradul lui / (formula lui 
Leibniz pentru operatorul d) ; 4) d2/ = 0 p e n t r u / de clasă C2, unde d2 — d o d ; 
5) Pentru k ^ 1, dacă mulţimea U este C^-difeomorfă cu Rw , atunci, pentra 
orice (p + 1)-formă diferenţială / de clasă Ck pe U cu proprietatea că d/ = 0» 
există o ^-formă diferenţială co de clasă Ck pe U" astfel încît dw = / (/«na lui 
Foincare). (M.J.) 

formă diferenţială (pe o varietate complexă) Fie M o varietate complexă. 
Pentru orice punct a e M are loc descompunerea directă T^(M)a = T/(M)a@ 
® T"(Af)a (v. spaţiul tangent olomorf). Prin trecere la dualul complex se obţine 
descompunerea directă X^,(M)$ = X'(Af)J © X"(Af)J. Rezultă că, pentru 
orice număr întreg r ^ O , există un izomorfism canonic de spaţii vectoriale 
complexe 

p+q=r 

Un t e n s o r / e /\rT^,(M)% se numeşte de tip (p, q), unde, p şi q sînt numere 
întregi ^ 0 şi p + q — r, dacă imaginea sa prin izomorfismul precedent aparţine 
spaţiului vectorial /\PT'(M)% $$/\9T"(M)%, ceea ce se întîmplă atunci şi numai 
atunci cmdf(vv ..., vr) — 0 ori de cîte ori p -f 1 dintre vectorii Vj e T^(M)a sînt 
olomorfi, sau q -f- 1 dintre aceşti vectori sînt antiolomorfi. Tensorii de t ip 

1 1 1 F O R M Ă D I F E R E N Ţ I A L A 

{p, q) formează un subspaţiu vectorial complex al lui /\rT^(M)%, canonic izo-
morf cu /\*T'(M)*®/\*T"(M)Z, notat /\P'<*T(M)*. Rezultă că avem o des
compunere directă 

Arrc(M)*= © Ap'QT(M)t 
p+q=r 

i.e. orice tensor fe/\rTp(M)a se descompune în mod unic î n / = V* fp,q, 
p+q=r 

cufp'Qe/\p'qT{M)*;fp'^se numeşte componenta de tip (p, q) a l u i / . Dacă 
a — (zv ..., zn) este o hartă locală a lui M şi / e {1, ..., n), se notează prin d^/ 
diferenţiala funcţiei coordonate Zj = Xj + iy^ şi prin dzj diferenţiala funcţiei 
conjugate Zji = Xj ~ iyj. Pentru orice punct aeUa, {dz1>a, ..., dzn>a) este 
un reper al spaţiului vectorial complex X'(M)J iar (dzua) ..., d5»,a) un reper 
a l lui X"(Af )J, unde dzj>a : = (d^-)a şi d^> a : = (dâj)a sînt valorile în punctul a 
ale diferenţialelor d^- şi dzj respectiv. Fie U o submulţime deschisă a lui M. 
O f.d. de grad r pe U, i.e. o secţiune / peste U în fibratul vectorial complex 
/\r T^(M), se numeşte f.d. de tip (p, q) sau (p, q)-formâ diferenţială dacă, pentru 
orice punct aeU, tensorul fa este de tip (p, q), unde fa este valoarea lui / 
în punctul a. Dacă a = (zL, ..., zn) este o hartă locală a lui M, orice f.d. y de 
t ip (p, q) definită pe Ua se scrie în mod unic ca 

\I\=p 

unde / j ^ j sînt funcţii complexe definite pe Ua iar simbolul \] înseamnă 
\I\=P 

sumare după multiindici strict crescători / şi / de lungime p şi q respectiv. 
Pentru k fixat, O ^ Ă ^ c o , (p, q) -forma diferenţială / definită pe £7"a este de 
clasă Ck dacă şi numai dacă funcţiile/j^j- care apar în scrierea precedentă a lui 
/ sînt toate de clasă Ck. Orice f.d. de grad r pe U se descompune în mod unic în 
/=5= >j fP' Q> nnde/ 2 ? j â ' este o f.d. de tip (p, q) pe U numită componenta de 

p+q=r 
tip (p, q) a l u i / ; / este de clasă C* dacă şi numai dacă componentele sale sînt 
toate de clasă Ck. Descompunerea în tipuri a unei f.d. pe o varietate complexă 
M permite o descompunere a operatorului de derivare exterioară d într-o sumă 
de doi operatori, 3 şi d, notaţi uneori d' şi d" respectiv, după cum urmează-
Fie / o f.d. de grad r şi clasă C1 pe o submulţime deschisă U a lui M. D a c ă / 
este de tip {p, q), p + q = r, se pune df: = ( d / ) ^ + 1 ' ^ şi ~df: = (df)p'q+1, 
i.e. df este componenta de tip (p -f 1, q) a lui df, iar 8f componenta de tip 
(p, q -f 1) a lui df. în cazul general, se pune 

p+q=r p+q=r 

Notăm că f.d. df şi df sînt de clasă C* -1 pe U dacă / este de clasă Ck, unde 
&̂ = l. Operatorii ^ şi ^ au proprietăţi similare operatorului d, şi anume: 
1) d şi 3 sînt operatori locali, i.e. d[f\ V) — 8f\V şi similar pentru d, 
unde F" este o submulţime deschisă a lui U; 2) d şi d sînt operatori C-liniari; 
3) d(fAg) = df/\g+ {—l)rfA8g p e n t r u / de grad r şi o formulă similară 
pentru ~$. în plus: 4) d = d + ~dşi, pentru forme de clasă C2, d2=!)2 = crd + dd = 0; 
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5) Dacă Mf este o altă varietate complexă şi cp: M' -» M o aplicaţie olomorfă,,, 
operatorul 9* (imaginea inversă) păstrează tipul şi comută cu operatorii B 
şi B- F.d. de tip (p, q) şi de clasă C00 definite pe submulţimile deschise ale lui M 
formează un fascicol de spaţii vectoriale complexe, notat Cp' q. Deoarece & 
este un operator C-liniar local şi B2 == 0, şirul 

0 ->cp-° — > £v-x — > ... — ^ £p-q — > ... 

este un complex de fascicole de spaţii vectoriale pe M, numit complexul Doi-
beault sau Cauchy-Riemann al lui M. Nucleul 

QW : = Ker (6P>° JU» 6p^) 
este un subfascicol de spaţii vectoriale complexe al lui £p>°; secţiunile lui Q,(p) 
se numesc f.d. olomorfe de grad p sau (p, 0)-forme diferenţiale olomorfe. Dacă 
a, — (zv..., Zn) e s ^ e ° h^rtă locală a lui M, o (p, 0)-formă diferenţială / definită pe 
Ua este olomorfă dacă şi numai dacă funcţiile / j care apar în scrierea cano» 
nică / = V! fidz1 sînt toate olomorfe. Notăm că (S0,0 —d este fascicolul ger-

\f\=p 
menilor de funcţii de clasă C°° iar Q,(°) = QM, i.e. |Q(°) este fascicolul germenilor 
de funcţii olomorfe pe M. Complexul Dolbeault considerat mai sus este 
în fapt o rezoluţie a fascicolului QS?). Mai precis, are loc următorul rezultat 
Lema lui Grothendieck. Fie D un polidisc deschis în Cn şi D ' o submulţime 
deschisă relativ compactă a lui D. Atunci ecuaţia Bu=f are o soluţie ueCp'Q(D'} 
pentru orice f .d. fe6p'q^{D) astfel încît ~Bf = 0. 
Notăm că în demonstraţia acestei leme operatorul integrai al lui Pompeiu joacă 
un rol esenţial. Notăm de asemenea că, folosind un procedeu de aproximare 
de t ip Mittag-Leffler, se poate obţine în lema lui Grothendieck o soluţie 
ue Cp,q{D), i.e. definită şi satisfăcînd ecuaţia Bu = f pe 'D întreg. Spaţiile de 
B-coomologie (sau de coomologie Dolbeault) Hp>q(M) ale varietăţii complexe M 
presupusă aici paracompactă, se definesc prin 

Hp>q(M) : = {fe 6p>q(M) \ Bf - 0} / {Bu \ u e 6p'q~1{M)}, 
unde, prin convenţie, tp> -1 : = 0. Ele indică abaterea de la exactitate a 
complexului de spaţii vectoriale 

0 — > tip>°(M) - i > cp'1{M) - ^ > ... - î > £P>*(M) ----> ... . 

Semnificaţia acestor spaţii de coomologie rezultă din teorema următoare (7. 
coomologia fascicolelor). 
Teorema lui Dolbeault.Pentru orice varietate complexă paracompactă M, există 
izomorfisme canonice de spaţii vectoriale complexe Hp'q{M)~Hq{M, Q^p)). 
Lema lui Grothendieck afirmă deci în esenţă că Hq{M} Q^)) = 0 pentru q^î 
şi fi^sO cînd varietatea complexă M este analitic izomorfă cu un polidisc 
deschis din Cn. (M.J.) 

formă diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă) Fie M o varietate dife-
renţiabilă de clasă Cr, l ^ r ^ o o , şi U o submulţime deschisă a lui M. Prin 
f.d. pe U se înţelege în general o f.d. complexă aşa cum apare în definiţia urmă
toare : Dacă p este un întreg ^ 0 , o f.d. de grad p (sau p-formă diferenţială) 
pe U este o secţiune peste U în fibratul vectorial complex /\PT^{M)*, a 
p-a, putere exterioară a fibratului cotangent complex T^(M)*. In cazul p = Q» 
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/ \ ° r c ( M ) * = M x C , fibratul trivial complex de rang 1 peste M, deci o f.d-. 
de grad 0 pe U este o aplicaţie G> : U -* M X C astfel încît co(#) = {x,f(x)\ 
pentru orice xeU, u n d e / este o funcţie complexă pe U; de aceea se convine 
ca prin 0-formă diferenţială pe U să se înţeleagă o funcţie complexă / pe U. 
Notăm că are sens să se vorbească de 0-formă diferenţială de clasă Ck pen t ra 
orice întreg k astfel încît O^k^r. Dacă însă p>l, /\PT^(M)* este un fibrat 
vectorial de clasă C - 1 , deci are sens noţiunea de f.d. de clasă. C* numai în 
cazul O^k^r - 1. Deoarece / \ a T c ( A f ) * = Tc(M)*, o l-formă diferenţială 
pe U este o secţiune în fibratul cotangent complex T ^ ţ M ) * ; de pildă, pentru 
orice funcţie / e C1^!, C), diferenţiala d/ a lui feste o 1-formă diferenţială 
pe U (v. diferenţiala). Dacă / este o ^>-formă diferenţială pe U cu p^l, 
valoarea lui / într-un punct x eU se notează uneori prin fx în loc de f(x). 
Dacă a == (xv ..., xn) este o hartă locală a lui Mt atunci (dx1} ..., dxn} 
este un reper peste Ua în fibratul cotangent iar produsele exterioare 
&xi-A •" A^xi , 1<£[ < ... < Î » < M , formează pentru orice p^l un reper 
peste Ua în fibratul vectorial /\pT(p(M)t (v. puterea exterioară (a unui fibrat 
vectorial)). Rezultă că, pentru p^ l, orice ^-formă diferenţială / definită 
pe Ua admite scrierea unică 

cu fi i ^ funcţii complexe definite pe Ua l in notaţie simbolică formula 
precedentă se mai scrie 

/ = S ' fi**1* 
unde dx1: = dxi /\.../\dxi dacă I — (iv ...,iv) iar V desemnează sumare 

1 p \n-p 
după multnndici strict crescători de lungime p. F.d. / este de clasa C , unde 
O^k^r — 1, dacă şi numai dacă funcţiile /^ care apar în scrierea prece
dentă sînt toate de clasă Ck. Dintre operaţiile cu f.d. se disting în special suma, 
produsul exterior (în particular, produsul uzual dintre o funcţie şi o f.d.), deri
vata exterioară şi imaginea inversă. Suma a două p-ioime diferenţiale este un 
caz particular de sumă de secţiuni într-un fibrat vectorial. Dacă f şi g sînt 
f.d. pe U de grad p şi q respectiv, produsul exterior f/\g este f.d. de grad 
p + q definită prin (f f\g)x = fxf\gx> x e U; produsul exterior este biliniar, 
asociativ şi anticomutativ (v. algebra Grassmann). Notăm că produsul exterior 
definit aici este compatibil cu produsele exterioare care apar în definiţia fibra
tului vectorial /s^T^ţM)*. Fie a c u m / o p-îorma diferenţială de clasă C1 

pe U. Dacă p = 0, f este o funcţie complexă de clasă C1 pe U şi definim î-forma 
diferenţială d/ ca fiind diferenţiala lui / în sens uzual. în cazul p^l, există o 
unică (p + l)-formă diferenţială d/ pe U astfel încît, pentru orice hartă locală 
a — (xv ..., xn) cu domeniul Ua inclus în U, dacă / | Ua= Y\ fr dx1, a tunci 

\I\=p 

\I\=P \i\=pi = \ dx* i = i cx% 

Bf \* ' Bfr 
unde • : = 2 J dx1. (Este suficient de altfel ca această condiţie sS 

Bxi^ ^ ' \i \^p dxi 
fie îndeplinită pentru hărţile a apartinînd unui atlas structural da t al lui M.} 
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¥.d. d / d e grad p -f- 1 astfel definită se numeşte derivata exterioară a l u i / ; notăm 
•că dacă / este de clasă Ck pe U, atunci d/ este de clasă C^-1. Operatorul d 
de derivare exterioară are proprietăţile următoare: 1) d este un operator 
local, i.e. d (/ | V) = (d/) | V pentru orice f .d. de clasă C1 pe U şi orice submul-
-ţime deschisă F a lui U; 2) d este un operator C-liniar; 3) d(f/\g)=df/\g-$ 
-f (— l)v f/\dg pentru / de grad p {formula lui Leibniz pentru operatorul d) ; 
-4) d2/ = 0 pentru / d e clasă C2, unde d2: = d o d ; 5) în ipoteza l^k^ 
< r — 1, dacă mulţimea deschisă U este Cfc+1-difeomorfă cu Rw, atunci, pentru 
orice (p -f l)-formă diferenţială/ de clasă Ck pe U astfel încît d/ — 0, există 
o />-formă a de clasă C1 pe £7 astfel încît dco = / ( Ima lui Poincarâ). O ^-formă 
di ferenţ ia lă /de clasă C1 pe t/ se numeşte închisă dacă d/ = 0; o (p + l)-formă 
diferenţială continuă / pe U se numeşte exactă dacă există o />-formă dife
renţiala co de clasă C1 pe Z7 astfel încît du> = / . Notăm că în 4) se afirmă că 
orice f .d. exactă de clasă C1 este închisă, iar din lema lui Poincare rezultă că 
dacă U este C^+1-difeomorfă cu Rw, orice formă închisă de clasă Ck este exactă. 
Fie acum A7 o altă varietate diferenţiabilă de clasă Cr, cp e Ck+1(N, M), 
'O^k^r — 1, şi / o ^>-formă diferenţială pe U. Dacă p = 0, f este o funcţie 
complexă pe U şi, prin definiţie, imaginea inversă a lui / prin cp este funcţia 
compusă / o cp definită pe mulţimea deschisă V: = cp"-1/^). în cazul />^sl 
imaginea inversă a lui / prin cp este ^-forma diferenţială g pe F definită prin 

pentru orice y e F şi i/x, ..., i^ e T^ {M)y. Pentru a desemna imaginea inversă 
a f .d. / prin aplicaţia diferenţială cp se foloseşte de obicei notaţia cp*(/). Opera
torul cp* astfel definit este C-liniar şi comută cu produsul exterior şi cu derivata 
exterioară. Dacă U = Ua este domeniul unei hărţi locale a = (xv ..., xn) 
•a lui M, p-îorma, diferenţială f pe U admite scrierea canonică / = V* fjdx1 

iar din proprietăţile operatorului 9* rezultă \I\=P 

unde <pt-: = ^ o cp = cp*(#$), deci o funcţie de clasă Cr definită pe V; în parti
cular, dacă f .d. / este de clasă Ck pe U, atunci imaginea inversă cp*(/) este de 
clasă Ck pe V. F.d. au numeroase aplicaţii, de pildă ele permit calculul unor 
spaţii de coomologie (v. coomologia fascicolelor). Considerăm aici numai cazul 
unei varietăţi diferenţiabile paracompacte M de clasă C°°. F.d. de grad p şi 
de clasă C00 pe submulţimi deschise ale lui M formează un fascicol de spaţii 
vectoriale complexe pe M, notat <fv (şi numit fascicolul germenilor de _£-forme 
diferenţiale de clasă C°° pe M). Deoarece derivarea exterioară d este un ope
rator C-liniar local şi d2 = 0, şirul 

o _ ° _ £ ^ §1 J^ ... J± £P ^ ... 

este un complex de fascicole de spaţii vectoriale, numit complexul de Rham al 
varietăţii M. Spaţiile vectoriale Rhp(Af), definite prin 

Rh^Af): = {/e d*(M) | d/ = 0 } / { i c o | co e ^ 4 ( M ) } 

cînd /> ^ 1 şi prin Rh°(M) = {fe £°(M) | d/ = 0} în cazul p = 0, se numesc 
spaţiile de coomologie de Rham, sau spatiile de coomologie diferenţială ale varie-
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taţi i M. Importanţa spaţiilor de coomologie de Rham ale unei varietăţi' 
diferenţiabile paracompacte rezultă din teorema următoare (care implică 
în particular că aceste spaţii de coomologie sînt invarianţi topologici ai 
varietăţii M). 
Teorema lui de Rham. Pentru orice varietate diferenţiabilă paracompactă M 
de clasă C00 si orice întreg p^0 există un izomorfism canonic de spatii vecto
riale complexe RhP(M)~H»(Af; C). 
O ^>-formă diferenţială / pe o submulţime deschisă U a unei varietăţi dife
renţiabile M de clasă Cr se numeşte reală dacă fx(vi, ..., vp) este un număr 
real cînd vv ..., vv e T(M)X pentru orice x e U. Orice ^-formă diferenţială 
complexă / se descompune în mod unic în / = / ' + \f" cu f şi f" p-iorme dife
renţiale reale. F.d. / este reală dacă şi numai dacă pentru orice hartă locală 
a = (xv ..., xn) funcţiile fx care apar în formula / \Ua= \ \ / 7 dx1 sînt toate 

\I\=P. 
reale. (De altfel, este suficient ca această condiţie să fie îndeplinită pentru hăr
ţile a aparţinînd unui atlas structural al varietăţii diferenţiabile M.) Notăm că 
se poate obţine o teorie autonomă a f.d. reale după modelul prezentat mai sus 
în cazul complex, cu deosebirea că se lucrează cu fibratul cotangent real T(M)*' 
în locul fibratului cotangent complex T^(M)*. (M.J.) 

formă diferenţială de tip (p, q) v. formă diferenţială (pe o varietate: 
complexă) 

formă diferenţială exactă v. formă diferenţială (pe o varietate dife
renţiabilă) 

formă diferenţială închisă v. formă diferenţială (pe o varietate diferen
ţiabilă) 

formă diferenţială oîcmorfă v. formă diferenţială (pe o varietate; 
complexă) 

formă modulară v. funcţie medulară 
formula Bochner-Martinelli Dacă w este forma diferenţială de tip (n, n — 1) 

pe Cn, definită prin 
nln--\) 
-l— 1 n 

w(z)={— 1) 5 j ("" 1)fc~1^fc dzi A - Adzn Ad5i A - Adzjc-tAdzjc+tA... /\dzn, 

atunci, pentru orice domeniu compact D în Cn, orice funcţie olomorfă/ pe o 

vecinătate a lui D şi orice punct ţ e D , 

/K) = 
(»» - 1) 1 f M<*(z-X.) 

(2ra)» ) S D \ z - ţ \ 2 n 

Notăm că pentru n = 1 f.B.M. se reduce la formula clasică a lui Cauchy. 
{MJ.) 

formula complemenţilor a lui Euler v. funcţia F 
formula de cvadratură a lui Gauss, formulă de cvadratură cu n noduri3 

exactă pentru polinoame de grad cel mult 2n— 1. Fie [a,b]cz'R, weîSL 
Polinomul 

(ln)\ ăxn 
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siumit polincmul lui Legendre, are n rădăcini distincte x^ ..,, #*n) situate 
ân (a, b). Fie 

rb n y r(«> 
aj»> = 1 r f — d*. 

y=i *< 

Funcţionala aw(/) = ^ a*nV[^n )) , fe C [a, b], se numeşte f.c.G. Formula Iu 
• = 1 

Causs este exactă pentru polinoame de grad cel mult 2w — 1 şi este în acest 
n 

•sens unică printre formulele de cvadratură de forma V] aLif(xi). Coeficienţii a^B) 

i~l 
Cb 

s in t pozitivi. Şirul (o»(/)} converge către V /(#) d# pentru orice funcţie 
Ja 

continuă / . Pentru w = 1 se obţine formula trapezului cu tangentă: 

^ i ( / ) = (b - c)fi-^~— J . Pentru n == 2 şi a = - l , 6 = 1 , se obţine 

®2(f) ==/ j j +/[— ] • D a c ^ / e s t e d e c l a s ă- C2w pe [a, b], atunci are 

loc următoarea formulă de evaluare a erorii: 

/(*) dx - an(f) 
(n\f (b - a)2»+i , 0 

((2n)!)» 2» + l ^ [ M ] ' 

î n tabelul următor se găsesc nodurile #JB) şi coeficienţii afn) ai formulelor 
lui Gauss pentru a = — 1, 6 = 1 şi w ^ 5 . (Gh.Gr.) 

n 

1 

2 

3 

4 

1 5 

xîn) 

x1 = 0 

V~3 <J~3 

xl = - j / y » -r2 = °> *s = 

^ = -0,861136312 
x2 = -0,339981044 
X% == X2 
*i = - #i 

%x = -0,906179846 
*0 = -0,53846931 

Xţ — — #2 

1 *5 = ~*1 

4'î 

aj»> 

a i = 2 

a I = a 2 = ! 

5 8 
a i = y > a 2 ^ y > cc3 = 

ax = 0,347854845 
a2 = 0,652145155 
a3 = a2 
a4 = ax 

a i = 0,236926885 
o, - 0,47862867 
a^ = 0,56888888 
cc4 = a2 
a5 = ai 

5 
y 
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formula de cvadratură a lui Hermite v. formula de cvadratură Euleiv 
Maclaurin. 

formula de cvadratură Euler-Maclaurin, formulă de calcul1 aproximativ 
ra + kh 

al integralelor de forma V f(x) dx, unde h > 0, K e N, iar / este o funcţi© 

reală de clasă C2n pe [a, b]: 

ra+AA fi 1' ' ' 
l /(*) d* = A - / ( a ) + / (a + h) + ... + / (a + {k - 1) /*)< -f - / ( ' * + kh)) — 

» - l \ 
- ^ h*lB2j(fW-V(a + M) - / ( ^ ( a ) + kh*n+iB2nf(*n>(ţ)„ 

i = l / 
unde 73fc sînt numerele lui Bernoulli iar £ există în [a, 6] astfel încît egalitatea 
precedentă să aibă loc. Ceea ce se obţine pentru n — 2 se numeşte formula d& 
cvadratură a lui Hermite. {Gh.Gr.) 

formula de cvadratură Gauss-Hermite, formula de cvadratură 

n *=d • 

unde / : ( — 1, 1) ~> R iar Xjn) sînt rădăcinile polinornului Cebrşev de grad w. 
Formula se foloseşte pentru a aproxima integrale (convergente) de forma 
f1 fix) 
\ -dx. Pentru orice polinom F de grad cel mult 2n — 1, 
J - l V 1 - *2 

o ( n ) { r ) ^ C ^ L r d x . 
Dacă / este de cla»ă C2n, cu f(2n) mărginită pe (— 1, 1), atunci-

IC J L d ^ a ( « ) ( / ) | ^ — sup |/(»»> Wlf - 7 = = * * 
I J—l V 1 — ^a I (2»)î * e ( - l , i ) J -1 ? V x ~ ^2 

unde />n(#) = Tn{x), Tn fiind polinomul lui Cebîşev de grad w. (G/^.Gy.) 
2 » - i 

formula de duplicaţie a lui Legendre v. funcţia Y 
formula de interpolare a lui Newton, reprezentare a polinornului de inter

polare corespunzător unui sistem de noduri simple echidistante, 
n 

P{f: x0, x0 + h,..., x0 + «A; AT0 + th) - YJ C * ^ * / K ) . 
t = 0 

unde C? = 1, Cj = -*(f ~ 1} - l i ^ i ± J l , , > 1, şi A*/(*) = / ( * + A) - / W > 
z ! 

Aw = AfcAw~l. Această formă a polinornului de interpolare se numeşte f .i.N. 
ascendentă. Dacă / este de clasă C + 1 pe [xQ, x6 + nhl atunci eroarea CB. 
care se aproximează / prin F{j; x0, ...,x0 + nh); x^ + th) se evaluează p n n : 

|/(^o + th) - r(f> xo> -> x° + nh; ** + th) 1^ 
^n+i 

• | ^ - 1)... ( / - « ) | sup \f^+1){x)\. 
(n + 1) I * e [*o> *o+»*]-
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.Formula 

P(f; x0, X0 — h,..., x0 — nh; x0 + th) = 

= YJ - ^ + 1)... (t + * - 1) AJ/(*0 ~ **) 

se numeşte f .i.N. descendentă. (Gh.Gr.) 
formula de medie pentru integrala Riemann v. integrabilitate Riemann 
formula dreptunghiurilor, formula de cvadratură 

<*(/) = - ^ ^ c/w + -+/(*.)]. 
n 

mnde *, - ** + ^ + 1 , ti = a + ih, h = A z _ ? _ , ; e {0, 1,.... »}, / : [a, 6] -+ R„ 
2 n 

D a c i / este de clasă C2 pe [a, 6], eroarea este evaluată prin: 

[b f(x) dx - an(f) ^[b af_ g u p [/*(*) |. (G/̂ .Gr.) 
24w2 *e [a , 6] 

formula Gauss-Ostrogradski Fie D c R 3 o mulţime compactă, măsurabilă 
Jordan, a cărei frontieră Fr (D) este o suprafaţă dată parametric sau explicit 

*(v. integrala de suprafaţă). Fie G cz R 3 o mulţime deschisă şi F , Q, R: G - + R 
"funcţii cu derivate parţiale continue. Avem formula Gauss-Ostrogradski: 

P dy dz + Q dz dx + R dx dy. 

în această formulă integrala triplă din primul membru este pntegrală Riemann». 
i a r în membrul al doilea apare o integrală de suprafaţă de al doilea tip (v. 
integrala de suprafaţă). Dacă introducem cîmpul vectorial F:G —• R3 , da t 
prin F(x, y, z) = (F(x, y, z), Q(x,y,z), R(x,y,z)), atunci în membrul întîi 
al formulei Gauss-Ostrogradski apare integrala triplă a divergenţei lui F, iar 

i n membrul al doilea apare fluxul lui F prin frontiera lui D. Pentru o prezen
tare mai fundamentată (v. şi integrare pe o varietate riemanniană orientată). 
(LC.) 

formula Green-Riemann Fie ifczR2 un compact cu frontiera de clasă C1 

pe porţiuni şi co = F dx + Q dy o l-formă diferenţială de clasă C1 pe o veci
nă ta te 'a lui ' i^. Prin f.G.R. pentru co pe K se înţelege formula 

J8K jK\dx dy J 

.unde 8K este bordul orientat al lui K. Semnificaţia termenilor care apar în 
acest enunţ va rezulta din cele ce urmează. Notăm prin I intervalul 
închis [0, i] al dreptei reale. O mulţime C c R 2 se numeşte curbă compactă 
,de clasă C1 dacă există un drum' y = (a, (3) e &(!, R2) cu proprietăţile 
următoare: 1) Aplicaţia y este injectivă pe [0, 1) şi pe (0, 1]; 2) y ' ^ J ^ O 
pentru orice tel; 3)' Dacă y(0) = y(l), atunci y , ( 0 ) = y ' ( l ) ; 4) C = y(J). 
Aici y'(*) = (a'(0. P'W) e s t e derivata lui y în punctul t; condiţia y ' (*)^0 
este echivalentă cu (oc'M)2 + (P'(O)VO- F i e C ° curbă compactă de clasă C1 

i n R 2 ; C se numeşte curbă închisă dacă y(0) = y(l) şi curbă cu bord {curbă 
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bordatâ) dacă y ( 0 ) ^ y ( l ) ; în acest ultim caz mulţimea B{C): = (y(0), y(l)}> 
se numeşte bordul lui C. Un drum y e C1 (I, R2) cu proprietăţile 1) — 4) se numeşte 
parametrizare a lui C; notăm prin T(C) mulţimea tuturor parametrizaţilor 
lui C. Dacă y e T(C), atunci y_ 1 e T(C), unde y_ 1 este inversul drumului y, i.c. 
y-i(/) = y ( l — / ) , tel. Dacă y, S e T ( C ) a p l i c a ţ i a / : / - • / , definită prin f{t) = 
— ^ _ 1 (YM)> ^ e / , este un C1-difeomorfism. Drumurile y şi S se numesc echiva
lente dacă aplicaţia / este crescătoare. Această relaţie de echivalenţă partajează, 
mulţimea F(C) în exact două clase de echivalenţă numite orientări ale lui C. 
Prin curbă compactă orientată de clasă C1 în R 2 se înţelege o pereche (C, r o ( Q U 
unde C este o curbă compactă de clasă C1 în R 2 şi F0(C) o orientare a lui C. 
Fiind dată o asemenea curbă compactă orientată (C, F0(C)) şi o l-formă diferen
ţială co = F dx -f Q dy definită şi continuă pe C, integrala lui co pe C se? 
defineşte prin 

Jc Jo 
(F(Y(t))a'(<) + g(Y(0)P'(0)d*. 

unde y e F0(C); definiţia nu depinde de alegerea lui y în T0(C). Fie K un com

pact în R 2 astfel încît K = K (închiderea interiorului), BK: =K\K, CafiK 
o curbă compactă de clasă C1, y e Y(C), t0e I şi a: = y{tQ). Se spune că para-
metrizarea y este pozitivă (rel. K) dacă există un C1-difeomorfism h de la un. 
disc deschis U, cu centrul în punctul (t0> 0) în R2 , pe o vecinătate deschisă V 

( dh 
a lui a astfel încît: 1) h{t, 0) = y(/) cînd (t,0)eU; 2) Perechea — (/0, 0)„ 

V dt 
dh \ 

— (^0, 0) 3 este un reper pozitiv în R 2 (pentru orientarea canonică a lui R2);: 
$S ) o 

3) V H BK = C fi V şi h{U')<z:K, unde V : = {(t, s) e U \\s > 0}. (Definiţia. 
nu depinde de alegerea lui tQ în /.) în termeni geometric-intuitivi aceasta, 
înseamnă că punctul y(t) lasă mulţimea K „la stînga" atunci cînd parametrul 
/ parcurge pe I în sens crescător. Parametrizările pozitive ale lui C (rel. J£) 
formează o orientare a lui C, numită orientarea bord a lui C (rel. K). O mulţime-
compactă i ^ c R 2 se numeşte compact cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni dacă: 
1) K~K; 2) Există o familie finită {Cj}- j de curbe compacte de clasă. 

C1 în R 2 astfel încît BK = \J Cjt (Ct\dd) fi {C^dCj) = 0 cînd i^j si, pen-
t ru orice ieI şi x e BC\, există un unic j e J\{i} cu proprietatea că x e BCj... 
în aceste condiţii un punct a e BK se numeşte punct regulat al lui BK dacă, 
există o familie {Cj}- r satisfăcînd condiţia 2) şi un indice j0e J astfel încît 
a e C • \BC. , şi punct unghiular în caz contrar. Dacă fiecare curbă Cj-
se consideră orientată cu orientarea bord (rel. K), BK se numeşte bor dur 
orientat al lui K. Notăm că în cazul BK fără puncte unghiulare, K este 
un domeniu compact de clasă C1 în R 2 (v. domeniu). Dacă co = F dx -f 0 &y 
este o 1-formă diferenţială, definită şi continuă pe BK, integrala lui co 

pe bordul orientat BK se defineşte prin \ co: = ZJ \ w> unde {Cj}- 7 este 
JdK jeJJCj . . . 

o familie cu proprietatea 2); definiţia nu depinde de alegerea familiei {Cj}-€ r 

(Pentru definiţia in tegra le i ! i | d . r A d y v. integrare pe o varie-
j i d d # By) 

tate diferentiabilă orientată). Obs. 1) f.G.R. rămîne valabilă în condiţii mai. 
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largi asupra lui co, anume este suficient ca funcţiile F şi Q să fie definite pe o 
vecinătate a lui K şi R-diferenţiabile în orice punct din K iar funcţia 
BQ BF 

să fie continuă pe K. 2) Toate definiţiile de mai sus se extind în 
dx dy 
mod natural şi f .G.R. rămîne valabilă cînd planul R 2 se înlocuieşte cu o supra
faţă riemanniană. (M.J.) 

formula integrală a lui Cauchy pentru polidisc v. funcţie oîomorfă (de 
mai multe variabile complexe) 

formula Legendre-Gauss v. funcţia T 
rb 

formula Leibniz-Newtcn, u(a) — u(b) = % du, unde [a, b] este un interval 
închis pe dreapta reală, MG C 1 ^ , b]) si du = u'{x) dx diferenţiala funcţiei u. 
{M.J.) 

formula lui Cauchy generalizată v. formulele Cauchy-Pompeiu 
formula lui Euler v. funcţia exponenţială 
formula lui Hadamard v. serie de puteri 
formula lui Hermite v. interpolare 
formula lui Leibniz (pentru operatorul d) v. diferenţiala, formă diferen

ţ i a în (Rw). 
n 

formula lui Markov, formulă de cvadratură de forma V ctjfi^j) în care 
. . . . ' = * 

parametrii « J G R , XJ e [a, b], se determină din condiţiile: i) Xx = a, X» = &3 
rb " 

ii) I F(x) dx — V ajF(kj) pentru orice polinom de grad cel mult 2w — 3. 

iPentru n = 2 se obţine formula trapezului iar pentru n = 3 formula lui Sim-
pson. Dacă a.= — 1 şi b — 1, atunci nodurile X2, ..., \n_x sînt rădăcinile poli-
siomului fin-% din şirul de polinoame ortogonale relativ la funcţia pondere 

^(x) = 1 — x2. în raport cu produsul scalar generat de cp, a* — ———-, unde 
1 - X J 

Lj{x) = ŢI ~> / e { 2 , . . . ,n - 1}; aL = an = 
t= i h ~ ^i nin -^ !) 

D a c ă / este de clasă C2n~2 pe [—1, 1], atunci 

l nin - If22n-M(n - 2)\f 
^ L_ ^ IJ- fi2n-2)(x) 

(2n~- f) ( ( 2 n - 2 ) ! ) « * e [ - i , i 3
 V ' 

Formula este numită uneori formula Markov-Lobaito. (Gh.Gr.) 
formula lui Poisson v. ecuaţia căldurii, ecuaţia undelor 
formula lui Simpson, formulă de calcul aproximativ al integralelor, 

°U)=b ± (/(.) + 4/ ^ ± A j + / ( 6 ) j , 
6 

unde / : [a, b] -+ R. F.S. se foloseşte de obicei sub forma sumată: 

h « 

-* y-o 
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onde h ~ Xj = a + / ^ /e{Q> 1, •••, 2w}. Dacă / este de clasă C* 
2n » 

pe [a, 5] eroarea este evaluată prin 

(b ~ af [b f(x) dx - an(f) ^ 2880n* xe[;>bl 
sup | /(4)(,r)J. (Gfc.Gr.) 

formula lui Stirling v. funcţia V 
formula lui Stokes Se consideră o mulţime compactă D c R 2 măsurabilă 

Jordan, cu interior nevid, a cărei frontieră se poate orienta cu ajutorul unui 
drum d : [a, b] -* R 2 care are componentele scalare / şi g. O funcţie continuă 
z : D —• R, cu derivate parţiale continue pe interiorul lui D, defineşte suprafaţa 5 
da t ă explicit prin 

S = Im (*) = {(x, y), z(x, y)) \ (*, y) e D } , 

deci S c R 3 . Fie şi G c R 3 o mulţime deschisă cu proprietatea că Gz^S şi 
P, Q, R: G—»R funcţii cu derivate parţiale continue. Avem. formula lui Stokes 

F dx + Q dy + R dz = 
Fr(S) 

= ff f^_ig)dyd,+f^_!«)dj<u+fig_«l)djrdy. 
J J s U y 5^J [dz dx) {dx dy) 

In această formulă, integrala de contur este dată prin 

F dx + Q dx + R dz = 
)Fr(S) 

+ C R(ftt)t.g(t), z(f(t), g{t)))du(t), 

ande w : [a, 6] -*• R, w(̂ ) = z(f(t), g(t)). Cu alte cuvinte, integrala de contur este 
integrală curbilinie de al doilea tip de-a lungul drumului A: [a, b] —> R 3 dat prin 
A(£) == (f{t), g[t), u(t)) care „orientează pozitiv frontiera lui S". în membrul al 
doilea a l f .S. apare o integrală de suprafaţă de al doilea tip (v. integrala de supra
faţă). Dacă introducem cîmpul vectorial F: G —• R3, dat prin F(x, y, z) = 
= (F(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))t atunci integrala de contur din f. S. se 
numeşte circulaţia lui F pe conturul lui S, iar integrala de suprafaţă este fluxul 
rotorului lui F prin suprafaţa S. Pentru o prezentare mai fundamentată 
(v. şi integrare pe o varietate riemanniană orientată). (FC.) 

formula lui Tayior (cazul complex) Pentru orice funcţie olomorfă / p e o 
mulţime deschisă Q, în C, orice punct a din Q, şi orice întreg p^ 1, are 
ioc următoarea f.T. de ordin p: 

p-1 

ŵ = £ «»f* - «r + (* - *)%w. zz a 
»=0 
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unde a0> ..., ap-X sînt numere complexe şi fp o funcţie olomorfă pe Q. Aceasta 
reprezentare a lui / este unică şi avem 

27Ti y n ! 2TZ\ JdK (z — a)* 

pentru £ e Ar, formule valabile pentru orice compact K în C, cu frontiera de 
clasă C1 pe porţiuni, conţinut în O şi conţinînd punctul a, ca punct interior,, 
8K fiind bordul or ientat 'a l lui K. (M.j) 

formula lui Taylor (cazul real), formulă care serveşte la aproximarea unei 
funcţii date printr-o funcţie polinomială. 
I. Cazul funcţiilor de o variabilă. Considerăm un interval I al dreptei reale, 
un p u n c t a din / şi o funcţ ie / : / -> R care este de n ori derivabilă în a (unde 
n^ 1 este un număr natural). Folinomul Taylor de ordin « a t a ş a t funcţ iei / 
în punctul a (pe scurt, polinomul Taylor de ordin n) este funcţia polinomială 
Tan : I -+ R definită prin 

T . . . W - fia) + ™ (» - a) + ™ {X - a)« + - + i » ( , - a)- . 
1! 2 ! w! 

Restul f.T. Je c r im « ataşat funcţiei / în punctul a (pe scurt, restul de ordin n 
al f.T.) este funcţia Ra<n: 7->R definită prin Ra,n(x)=f(x)-Ta,n(x). Egalita
tea f(x) = Tatn(x)-\-Ra>n(x), valabilă pentru orice punct x din / , se numeşte f.T. 

de ordin n ataşată funcţiei f în punctul a. Se demonstrează că lim — — 0. 
x->a (X — a)n 

Formula este banală pentru x — a, deci vom considera că x^a. Impunînd 
ipoteze suplimentare se obţin forme mai precise ale restului. Anume, vom pre
supune mai întîi că / este de n + 1 oii derivabilă pe întregul interval I. Con
siderăm un număr natural p, l^p^n + 1. Atunci se arată că pentru orice 
x^a din / există un număr a strict cuprins între x şi a astfel încît 

n\p-
Ran(x) scris în această formă se numeşte restid lui Schiomileh-Roche al f.T. In 
cazul particular cînd p — n -|- 1 se obţine restul lui Lagrange al f.T. iar pentru 
p = 1 se obţine restul lui Cauchy al f.T. D a c ă / este derivabilă de n -f 1 ori şi 
în plus derivata f(n+1) : I _> R este funcţie integrabilă Riemann, obţinem res
tul integral al f.T., anume: pentru orice x din I avem 

Ja w ! 
II . Ca^w/ funcţiilor de mai multe variabile. Vom considera o mulţime deschisă 
GciW11, m^2y un punct a — (av a2, ..., am) din G şi o funcţie f:G -» R . 
Presupunem că / este de w ori diferenţiabilă în a. Definim pentru orice număr 
maturai h, l^k^n, polinomul 

m 8 1 ( 

V (xi - ai) 
iti dxt J 

(A) 
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cu ajutorul ridicării la putere k formală. Anume, pentru k = 1, avem funcţia 
polinomială 

x — (.r^ #2, • ••, xm) 
m ~x 
V (a) ( ^ - a,). 

Pentru k = 2, avem funcţia polinomială 

£ 52/(a) 
<tî ^ f 

<92/(a) 
(** - ai) {XJ — af). 

Pentru k = 3, 4, ..., n procedeul este acelaşi. Funcţia polinomială Ta> n:G - > R 
da ta prin 

*l~> ^a .nW = /(<*) + ^ 
£! 

V (#4 - at) 
» = 1 <5** 

(*) 
(a) 

se numeşte polinomul Taylor de ordin n a taşat funcţiei / în punctul a (pe 
scurt, polinomul Taylor de ordin n). Restul f.T. de ordin n ataşată funcţ ie i / 
în punctul a (pe scurt, restul de ordin n al f.T.) este funcţia Ran:G '-»• R 
definită prin Ra<n(x) = f(x) — Ta>n(x). Egalitatea 

/ ( * ) = TaAx) + Ra,n(x)> 

valabilă pentru orice punct x din G, se numeşte f.T. de ordin n ataşată funcţiei 
/ în punctul a. Vom presupune că mulţimea G este convexă şi funcţia / este 
diferenţiabilă de n + 1 ori pe G. în acest caz putem preciza formula restului. 
Anume, se arată că pentru orice x^a din G există un punct u pe segmentul 
(a, x) astfel încît 

Ra,n{x) 1 
(n + 1) ! 

V [xt - at 

(»+i) 
/(«). 

Se mai arată că dacă / : G —• R are derivate parţiale continue de ordin n 

pe G, atunci lim ~ = 0, unde || x — a || este distanţa euclidiană,. 
x-*a || x — a \\n 

litre a şi r̂. (/-C.) 
. formula Newton-Cctes, formula de cvadratură 

In(f) = Xi « ^ / ( ' i 1 0 ) ' 
i = 0 

onde / : [a, b] —> R este o aplicaţie continuă, 

#<»> = a -f fA, i e {0, ..., n}, A = b — a 

a<«> = i TT - î î ^ _ dx. 

3** 
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Formula se obţine integrînd polinorrml de interpolare F ( / ; x^n\ ..., ,r<M>; x). 
Se foloseşte şi sub forma: 

n 
In(f) = (b - a) ^ H\n)f(x\n))> unde 

t' = 0 

n i ! (w — z)! Jo ^ — * 

Numerele Hţn ) se numesc coeficienţii Newton-Câtes. Au loc relaţiile: 

n 

Î ' = 0 

Pentru w = 1 se obţine formula trapezului (cu secantă), iar pentru n = 2 
formula lui Simpson.' Există funcţii continue / pentru care şirul {/»(/)} nu 

rb 
converge către V f(x) dx. Dacă / este o aplicaţie de clasă C^1 pe [a, b], are 

loc următoarea formulă de evaluare a restului: 

L f(x) dx-(b- a) V ff<»>/(*<»>) 

^ hn+2 rn ^ _ ^ ^ ^ _ ^ | ^ g ^ |/(«+i)(*) |. (GA.Gr.) 
(n + 1) ! J 0 * e [a, 6] 

formula schimbării de variabilă v. imaginea unei măsuri printr-o aplicaţie 
formula schimbării de variabilă pentru integrala Lebesgue Fie U, V mulţimi 

deschise nevide incluse în ]Rn şi h: U -* V o aplicaţie de clasă C1 care are com
ponentele scalare hv h2, ..., hn. Vom nota, pentru orice x din [7, jacobianuS 

li 8hi \\ \ lui h în x prin / (# ) . Reamintim că avem J(x) = det j (x) . Să pre™ 
U $xj Ji.j) 

supunem că h: U -» V este un difeomorfism de clasă C1 (i.e. h este bijecţie 
şi funcţiile h şi 7?-1 sînt de clasă C1). Se arată că pentru orice mulţime măsura
bilă Lebesgue A czU astfel încît aderenţa^ A a lui A este de asemenea inclusă 
în U avem h(A) măsurabilă Lebesgue.' în aceste condiţii avem următorul 
rezultat. 
Teoremă (f .s.v.i.L.). Fie / : V -> R o funcţie integrabilă în raport cu măsura 
Lebesgue X pe V. Atunci (foh)\J\ este integrabilă în raport cu măsura 
Lebesgue u. pe U şi 

{ / ( y ) d X ( y ) = ţ (foh)(x)\J(x)\dlx(x) 
Jh{A) M 

pentru orice A măsurabilă Lebesgue cu A a U. (/.C.) 

formula trapezelor, formula de cvadratură a(f) •= (f{a) -f /(&))» 
2 

unde / : [a, b] -> R. Se foloseşte de obicei în forma sumată 

*.(/) = ^ = 1 ^ (-/(*o) + /(*i) + - + /(*«-i) + T / ( ^ ] ' w V 2 2 J 
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unde ^ = a -\~ jh, ; e {0, ..., w}, A = ——— . Dacă / este de clasă C2 pe [a,h] 
n 

eroarea este dată de 

iS f(x) dx - an{f) | < ^ — sup |/"(#) |. (G7J .O.) 
| 12w2 * e [a, b] 

formulele Cauchy-Pompeiu Fie U cz C o mulţime deschisă şi / o funcţie cora-

plexă de clasă C1 pe 17. Reamintim că — : = _ j — j- i —=— I. îia cercetările sale 
cz 2 [dx dy) 

asupra derivatei areolare matematicianul român Dimiirie Pompei u a stabilit 
formulele următoare: Pentru orice annpar.i KczV cu froiilina de < l;i.-,;t ( « 
pe porţiuni, 

JdK J/v 
/ 'A 

dA, (1) 
i)z 

unde \ este măsura Lebesgue în C. Pentru orice compact KaU cu front in a 
de clasă C1 pe porţiuni şi orice punct £ e Ar, 

2rci JSiic 2TII J/C ^Z 
(2) 

Pentru orice punct £0 e t/, 

^2 A'szn 2iM&) idK 
lim C f(z)dz, (3) 

In sensul că, pentru orice e > 0, există o vecinătate V cz U a lui £0 astfel încît 
j n/ i r i 
I (£Q) i y(^) d^ < e pentru orice compact KczV cu frontiera de 
I dl 2 I A ( A ) J&K: I 
clasă C1 pe porţiuni şi cu proprietatea că £0 e K. Formulele (1) şi (2) care se 
demonstrează cu ajutorul formulei Green-Riemann generalizează cunoscutele 

formule ale lui Cauchy j cazul / olomorfă, i.e. — = 0 | şi de aceea ele se (cazul / olomorfă, i.e. •—• = 0 I 
dl ) 

numesc f .CP. In special denumirea de formula Cauchy-Pompeiu este atri
buită formulei (2); unii matematicieni se referă la formula (2) cu numele de 
formula lui Cauchy generalizată. Formula (3) se obţine imediat din (1) şi furni
zează o interpretare geometrică a operatorului — • Acest operator a fost in-

di 
trodus de Pompeiu în 1913 sub denumirea de derivată areolară, şi anume în 
ipoteza mai generală cînd / este continuă pe U şi există limita care apare în 
formula (3). Notăm că pentru valabilitatea formulelor (1) — (3) este suficient 

Pif 
ca f u n c ţ i a / s ă fie diferenţiabilă pe U şi derivata — continuă pe U. (M.J.) 

Bl 
formulele lui Green v. integrală pe o varietate riemanniană orientată 
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fracţie continuă, o fracţie de forma 

aQ -f 
a\ + 

an 

unde a<, 6< sînt numere complexe, se numeşte f .c. finită şi se notează 

aQ; —,'..., — . Daca exista hm <z0, —, ..., — , se notează \a0, •—,..., —, ... j 

şi se numeşte f.c. infinită (convergentă). Daca b% — 1, V i ^ l , atunci f.c. 
precedente se numesc normale şi se notează [a0, ..., an], respectiv [a0, ..., an, . . . ] . 

r bi hn i ,.. w r fci M 
Pentru f.c. infinită \a0> — , ..., —, ... , f.c. finita \aQ; —, ..., — se nu-

L ai an J L ai an ! 
meşte redusa de ordin n. Luînd P0 — a0, F} = 1, g0 = 1, Q~x = 0 şi definind 

,-F* = ajc^k-i + bjcFk-2 

Qk = <*k Qk-i + &* 0*-a (* > 1). are loc relaţia 

r &i 6*1 
a0; —- ,.. . , ~ 

L ai ak J 
Orice număr real pozitiv se poate reprezenta în mod unic sub forma unei f.c. 
normale în care a < e N . Această reprezentare se face cu o f.c. finită dacă 
şi numai dacă numărul este raţional. O f.c. de forma [a0> ..., a&_p aţ, ..., «&+».> 
â&, ..., ajc+n, ...] se numeşte periodică. F.c. normală, cu a< e N, asociată unui 
număr iraţional este periodică dacă şi numai dacă numărul este iraţional 
algebric de grad 2 [teorema lui Lagrange). [Gh.Gr.) 

front de undă (al unei distribuţii), noţiune care permite studiul mai amă
nunţi t al singularităţilor unei distribuţii decît suportul singular. Fie u o distri
buţie cu suport compact, w(£) transformata sa Fourier; f.u. al lui u, notat 
WF(M)> este mulţimea acelor puncte (x, £) e RWX (Rw\{0})^ pentru care nu 
există nici o vecinătate conică V (i.e. astfel încît X> 0, YJ eV să implice ATQ e F ) 
a lui £, în care să aibă loc evaluările | u(v\) |<Cjy(l + | f\ \ )~N> ^ = *>3 ... 
Cu alte cuvinte, £ nu este o direcţie în care transformata Fourier w să 
se comporte ca transformata Fourier a unei funcţii de clasă C°° cu suport 
compact. Dacă u este o distribuţie oarecare, localizînd prin înmulţirea cu o 
funcţie 9 cu suport compact, identic egală cu 1 în vecinătatea unui punct fixat, 
dar arbitrar, se poate defini analog WF(w). Această definiţie are un caracter 
invariant la difeomorfisme şi deci se poate defini f.u. pentru distribuţii defi
nite pe varietăţi. în acest caz WF(w) va fi situat în fibratul cotangent. Proiecţia 
lui W F ( M ) pe bază (în cazul considerat iniţial pe R n ) este exact suportul sin
gular al lui «. Se pot da diferite rafinări ale acestei noţiuni, de pildă se poate 
defini f.u. în raport cu clase de funcţii indefinit derivabile (în particular, în 
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raport cu funcţiile analitice reale). Importanţa acestei noţiuni rezultă şi din 
faptul că prin intermediul ei se pot defini noi distribuţii; astfel, în unele 
cazuri se poate defini urma unei distribuţii pe o subvarietate, sau produsul 
a două distribuţii dacă f.u. respective sînt bine situate. Formularea naturală a 
propagării singularităţilor soluţiilor ecuaţiilor cu derivate parţiale Pu = f 
se face în termeni de f.u. ale lui / şi u, (G.G.) 

frontiera Choquet Fie T u n spaţiu topologic compact şi C„(T) algebra 
funcţiilor continue definite pe T cu valori în C. Fie A aCc(T) o subalgebră 
care conţine funcţiile constante şi separă punctele lui T. Prin t -* Ft> Ft(f) = 
—f(t),J'GA, spaţiul T este homeomorf cu o submulţime compactă a dua lu lu i^* 
înzestrat cu topologia slabă. Mulţimea punctelor 'extremale ale înfăsurătorii 
convexe şi închise a lui T, considerat ca inclus în A*, se numeşte f.C.' a lui T 
relativ la, A. O măsură Radon pozitivă JJL pe T se va numi măsură de repre
zentare pentru punctul teT dacă f(t) = \fdţi., MfeA. Funcţionala Dirac 

&«(/) »f{t) este o măsură de reprezentare pentru t. Dacă 0% este singura 
măsură de reprezentare pentru t, atunci acest punct se numeşte punct Choquet. 
Mulţimea punctelor Choquet este f.C. a lui T relativ la A.'F.C. coincide cu 
închiderea frontierei Şilov. (Gh.Gr.) 

frontiera ideală v. element frontieră 
frontiera unei mulţimi (într-un spaţiu topologic) v. punct frontieră 
frontiera a algebrei C<n(^) (a funcţiilor complexe continue pe spaţiul 

compact T), submulţime F a lui T astfel încît orice funcţie din algebră îşi 
atinge maximul modulului pe F. Printre frontierele închise ale lui C r (T) 
există, şi este unică, una minimală (în raport cu incluziunea), numită frontiera 
Şilov a lui C^(T). Definiţia cît şi existenţa frontierei Şilov funcţionează dacă 
A este doar o subalgebră în C c (T) care separă punctele lui T şi conţine funcţiile 
constante şi, do asemenea, dacă T .este doar local compact iar A este o algebră 
de funcţii complexe continue pe T, care se anulează la infinit, separă punctele 
lui T şi nu se anulează toate într-un acelaşi punct (se spune, pe scurt, în aceste 
cazuri că A este o algebră de funcţii). Frontiera Şilov a algebrei de funcţii A 
coincide cu frontiera Şilov a închiderii Ă (în raport cu topologia convergenţei 
uniforme). Un punct x aparţine frontierei Şilov a algebrei de funcţii A dacă 
şi numai dacă pentru orice vecinătate deschisă U a lui x există fe A astfel 
încît |/(5) 1 < max \f{t) | pentru orice s e T\U. Frontiera Silov este egală cu 

t E T t 
închiderea frontierei Choquet. Frontiera Şilov a unei algebre Banach complexe 
comutative este, prin definiţie, frontiera Şilov a algebrei funcţiilor complexe 
continue definite pe spaţiul caracterelor (idealelor maximale) algebrei conside
rate. Modelul cel mai uzual este algebra funcţiilor complexe continue pe discul 
{ | z ! ^ 1} c C, olomorfe în interior, algebră a cărei frontieră Silov este cercul 
{ 1 * | = 1}. (Gh.Gr.) 

frontieră distinsă v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 
functor Fie Q şi C două categorii. Un f. (sau f. covariant) F de la S la 

6 ' este definit de următoarele date: 1) O aplicaţie de la clasa Ob((2) la clasa 
Ob((2'), notată A \~+F(A); 2) Pentru orice pereche de obiecte A, B în S, 
o aplicaţie de la mulţimea H o n i p j i , B) în mulţimea FLompf(F(A)t F(B)), 
notată u ?-> F(u). Se presupune că sînt verificate următoarele axiome: 
a) Pentru orice obiect A în 6, F duce identitatea lui A în identitatea lui F(A), 
i.e. JFţid^) = i d ^ ) ; b) F păstrează compunerea morfismelor, i.e. dacă 
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u:A-+B şi v: B ~> C sînt morfisme în (2, atunci F(vo u) = F(v) o F(u). Se 
. . F 

utilizează notaţia F: (2 -> Qf sau (2 — > (2' pentru a desemna un f. F de la 6 
la (2'. Prin cofunctor sau f. contravariant de la categoria (2 la categoria (2' se 
înţelege orice f. F: (20p -» 6 ' , unde 6°? este categoria opusă lui (2. Astfel un f» 
contravariant de la (2 la (2' constă dintr-o aplicaţie 4̂ \->.F(A) de la Ob((2) lat 
Ob(G') şi, pentru orice pereche de obiecte A, B în C, dintr-o aplicaţie w i-> .F(w) 
de la mulţimea Homp(A, B) în mulţimea Homg/(P(B), i 7 ^ ) ) cu proprietatea 
că F(iăA) = idp(^) pentru 4̂ e Ob(6) şi P(^o w) = F{u) o F(v) cînd compunerea 
vou are sens în <2. Ex. : 1° Există unf.F : Top -* Ens, şi anume f. care „uită" 
topologia obiectelor din Top şi proprietatea de continuitate a morfismelor 
din Top. Aceasta înseamnă că pentru orice spaţiu topologic (A", T) , F(X, T) : = X, 
şi, similar, pentru orice morfism de spaţii topologice / : (X, t ) —> (X/, T ' ) , 
F(f): = /• Există numeroase exemple de f. de acest tip, de pildă de la varietăţi 
diferenţiabile la spaţii topologice, de la grupuri topologice la grupuri etc. 
Dacă F : (2 -» G' este un astfel de f. şi A un obiect în (2, atunci se spune despre 
obiectul F(A) al lui Qf că este subiacent obiectului A al lui (2. Astfel se poate 
vorbi despre mulţimea subiacentă unui spaţiu topologic, despre spaţiul topologic 
subiacent unei varietăţi diferenţiabile etc. 2° Fie (2 o categorie fixată. Oricărui 
obiect A din (2 i se asociază un f. hA şi un cofunctor hA, ambele de la (2 în Ens, 
deci hA : (2 —• Ens, hA : (20J) —> Ens. Anume, pentru orice obiect X din (2 se 
pune hA{X): = lîome(A,X) şi hA{X): = Homp{X,A). Apoi, dacă u :X -+ Y 
este un morfism în (2, atunci hA(u) : Honipf^, Af) —• Hon ip ţ^ , Y) este apli
caţia / i-> « o / , / e Homgf^f, X). Similar, /^(w): HompţY, A) -> Hom^ţAT, ^4} 
este apl icaţ ia/ i-> / o w, / e HompţY, A). 3° Dacă 6, 0! şi 6* sînt trei categorii 
iar F : 6 —> 6 ' si G : 6 ' —> (2" sînt f. compunerea, G o P a f . G cu £. i7 este un f., 
H : 6 -> e\ definit prin £T(.4): = G(JF(^)). şi H(u) : = G(F(w)) pentru orice 
obiect yl şi orice morfism u din (2- 4° Pentru orice categorie (2, f. F : (2 —» G> 
definit prin F[A) := A şi F(u) : = w, se numeşte identitatea lui 6 şi se notează 
i dp . 5° Fie / o mulţime preordonată şi (2 o categorie. F. covarianţi de la / în (2 
se numesc sisteme inductive de obiecte din (2 iar f. contravarianţi de la I în (2 
se numesc sisteme proiective de obiecte din 6 (indexate pe mulţimea preordo
nată I) . Un sistem inductiv (proiectiv) indexat pe I se numeşte filtrant cînd 
mulţimea preordonată I este filtrantă crescător. Fie / o categorie mică şi (2 
o categorie oarecare. O diagramă de tip I în categoria (2 este, prin definiţie, 
un f. D : I -* (2. De pildă, dacă / este o categorie cu două obiecte, să zicem 
0 şi 1, şi cu un morfism de la 0 la 1, plus identităţile respective, o diagramă 
de tip I este o săgeată D : D(0) —>D(1) în 6. Similar, se definesc săgeţile 
duble, triple etc. Apoi, dacă i" este categorie cu patru obiecte 1, 2, 3, 4 şi CB 
morfisme u : 1 —> 2, v : 2 —> 3, / : 1 -> 4 şi g : 4 -» 3, plus morfismele v o w> 
gof şi identităţile respective, atunci o diagramă de tip / în (2 este un pătra t 

D(l) > D(2) 

D : 

D(4) —> D(3) etc. 
Notăm de asemenea că sistemele inductive şi sistemele proiective sînt diagrame» 
O diagramă D : I —> (2 se numeşte comutativă dacă D(u) = D(?;) pentru orice 
pereche de morfisme u şi v din / astfel încît s(u) = s(v) şi c(u) = &{v) (v. ca~ 
tegorie). De exemplu, pătratul considerat mai sus este comutativ dacă şi numai 
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dacă D(vo u) = D(g of). Dacă F şi G sînt doi f. de la categoria (2 în categoria <2', 
un morfism functorial (sau transformare naturală de f.) de la F la G este o fami
lie 6 = {®A)A e Ob(p) c^e m o r f i s m e Q^ : ^ ( ^ ) -»G(^) cu proprietatea că, 
pentru orice săgeată u : A -» B din 6, diagrama 

JF(,4) _ ^ _ > GM) 

F(«) G(u) 

F(B) - > G(B) 
este comutativă, i.e. G{u) o dA = QBo F(u). Pentru a desemna un morfism 
functorial de la f. F la f. G se utilizează din nou o săgeată, anume se scrie 
8: F -> G sau F > G. Un morfism functorial 0 : F-* G'se numeşte izomorfism 
functorial dacă 0^ este izomorfism în Q! pentru orice obiect A din (2. Dacă 
0 : F -> G si 0' : G ~» H sînt morfisme functoriale, familia 8" = {0^}^ e owg) 
definită prin 0^ : = 0^o 0^ este un morfism functorial de la f. F în f. H, notat 
prin 0' o 0 şi numit compunerea lui 0' cu 0. Fie I o categorie mică şi 6 o categorie 
oarecare. Diagramele de tip I în (2 sînt obiectele unei noi categorii, notată Gr, 
ale cărei morfisme sînt morfismele functoriale. în cazul particular cînd / este 
o categorie cu două obiecte 0 şi 1 şi o săgeată 0 -> 1, plus identităţile respective, 
categoria de diagrame Q1 se notează s((2) şi se numeşte categoria săgeţilor lui 6 . 
Un f. F : 6 -+ £' se numeşte fidel (resp. deplin fidel) dacă, pentru orice cupla 
de ob iec te^ , B din (2, aplicaţia u i-> F(u) de la mulţimea H o r a g ( i , J5) în mul
ţimea I i o m e ( P ( ^ ) , JF(B)) este injectivă (resp. bijectivă). F. F: £ -* 6 ' se numeşte 
esenţial surjectiv dacă orice obiect ^4' al categoriei (2' este izomorf cu un obiect 
de forma F(A) pentru un obiect A al categoriei 6. Un f. covariant care este 
simultan deplin fidel şi esenţial surjectiv se numeşte echivalenţă de categorii. 
Ex.: Fie (2 categoria avînd ca obiecte suprafeţele riemanniene şi ca morfisme 
aplicaţiile olomorfe neconstante. Fie, de asemenea, (2' categoria cu obiecte 
suprafeţele topologice orientabile şi cu bază numărabilă şi morfisme aplicaţiile 
interioare. Deoarece orice suprafaţă riemanniană este orientabilă şi cu bază 
numărabilă, există un f. canonic F: (2 -> (2' care asociază oricărei suprafeţe 
riemanniene jf? suprafaţa topologică subiacentă lui R şi oricărei aplicaţii olo
morfe neconstante / : R -» R', R şi R' suprafeţe riemanniene, aceeaşi apli
caţie / considerată ca morfism în (2'. 
Teorema 1 (Rado). F. F: (2 -> (2' este esenţial surjectiv. 
Această teorema afirmă deci că pe orice suprafaţă topologică orientabilă şi 
cu bază numărabilă există structuri de suprafaţă riemanniană. Pentru (2 şi 6A 

ca mai sus şi 5 un obiect din 6, să considerăm categoriile relative (2/5 şi (2//5-
F. F induce un f. evident F/S : 6 /5 -> 6 7 5 . 
Teorema 2 (Stoilow). F. F/S: (2/5 -* (2'/5 este o echivalenţă de categorii. 
Această teoremă afirmă deci în esenţă echivalenţa topologică între aplicaţiile 
interioare de suprafeţe topologice orientabile si cu bază numărabilă şi aplica
ţiile olomorfe neconstante de suprafeţe riemanniene. Teorema lui Stoilow poate 
fi interpretată de asemenea ca fiind un fel de versiune relativă a teoremei î 
şi atunci ea se enunţă astfel: Fiind data o suprafaţă riemanniană 5, o supra
faţă topologică X şi o aplicaţie interioară p: X -+ 5, există o structură de supra
faţă riemanniană pe X astfel încît aplicaţia p să fie olomorfă (şi această struc
tură este atunci unică). (M.J.) 

functor centravariant v. functor 
functor covariant v. functor 
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funcţia Airy v. funcţii speciale definite cu ajutorul unor ecuaţii diferenţiale 
funcţia argument v. logaritmul complex, funcţie analitică globală 
funcţia B (beta), integrala euleriană de prima speţă 

B(x,y) = ( . ^ ( 1 - f l ^ d * . 
Jo 

Funcţia B : {{x, y) \ x > 0, y > 0} este continuă şi are proprietăţile: 

B{x,y) = B{x,y); B(x, y) = ^-^-B{x,y + 1), x,y>0; 
y 

(n — 1H 
B(*,n) = - - , x>0, n e N ; 

x{x + 1) ... (x + n - l ) 
B(#, y\ = r ( ^ ) - ' r ( y ) u n d e r e s t e f u n c ţ i a l u i E u i e r ; 

B(#, 1 - x) = —-—, 0 < x < 1. {Gh.Gr.) 
sin TCX 

funcţia Bessel v. funcţii speciale definite cu ajutorul unor ecuaţii diferen
ţiale 

funcţia caracteristică a unei mulţimi, funcţia cp^ : T -*•{(), 1}, unde T 
este o mulţime nevidă şi A <= T, dată prin q>̂ (£) = 1 dacă ;*e^4 şi cp^W = 0 
dacă ^ ^ 4 . Se mai folosesc şi notaţiile %A sau 94 . Sin.: indicatoarea mulţimii A. 
Avem relaţiile: 

9 A n fî ^ ^ ? 5 ^ 9A A ? 5 = i n f (9A> 9B) l 

VAVB^^ÂA-^B- 9A9B — ? J : V ? B ( = sup (9^, <pB)) 

şi <p = 1 — cp ,̂ unde Q^ este complementara lui A. Uneori se consideră că 

9A: T" - • I \ unde T este corpul numerelor reale sau complexe. (I.C.) 
funcţia exponenţială, funcţia complexă exp, definită pe C şi avînd pro

prietăţile următoare: 1) exp este o funcţie întreagă; 2) exp ' = exp, i.e. exp 
se reproduce prin derivare; 3) exp (0) = 1. Un calcul elementar arată că f.e. 
există, este unică, şi admite dezvoltarea în serie de puteri 

E zn z zn 

_ « 1 4. _ + ... -f — + ..., z 6 C, 
«^0 n ! II n\ 

formulă care poate fi luată ca o definiţie explicită a f.e. O proprietate remar
cabila a f.e. este exprimată prin 
Teorema de adunare, exp(z + z') = exp(*) exp(;?'). 
Cum exp (0) = 1, se deduce că exp (2)^0 şi exp( — z) — expţ^)"1 pentru 
orice z e€. Prin urmare f.e. induce un morfism de grupuri de la grupul aditiv C 
al tuturor numerelor complexe la grupul multiplicativ C* al numerelor com
plexe diferite de zero. De aceea, se consideră uneori f.e. ca o aplicaţie de la C 
cu valori în C*, i.e. exp: C -+ C*. Deoarece exp (1) este numărul e al lui Euler 
şi f.e. satisface teorema de adunare, se utilizează de asemenea notaţia alterna
tivă ez pentru exp (z), z e C . Pentru x real rezultă e^ > 0 , deci f .e. induce un 
morfism de grupuri de la grupul aditiv R al tuturor numerelor reale la 

grupul multiplicativ (0, 00) al numerelor reale > 0. Aplicaţia R -*• (0, 00) 
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^ndusă de f.e. este strict crescătoare şi bijectivă, în particular un izomorfism 
de grupuri. Inversa acestei aplicaţii se notează log şi se numeşte logaritmul 
real (uneori, în special în texte cu caracter aplicativ, se utilizează notaţia In 
cu denumirea de logaritm natural). Din definiţie rezultă că funcţia log: (0, 00) -*• 
-> R este un omeomorfism crescător şi un morfism de grupuri, i.e. satisface 
relaţia fundamentală 

log](xy) = log x -f log y, x,y>Q} 
în particular log 1 = 0; de asemenea, log e — 1. F.e. poate fi folosită pentru 
introducerea funcţiilor trigonometrice. Mai întîi funcţiile trigonometrice funda
mentale cos (cosinus) şi sin (sinus) se definesc prin formulele: 

e lz + e~u 

cos z = 1 -

z 

7 

_L 

2 ! 
*3 

+ 
3! 

2i 
Cos şi sin sînt deci funcţii întregi la fel ca f.e., prima este pară, a doua impară 
şi avem 

e iz = cos z + * sin z, zeC {formula lui Euler) g 
şi formula cos2 z + sin2 z = 1, z e C. Celelalte funcţii trigonometrice, 
tg (tangenta), ctg (cotangenta), sec (secanta), cosec (cosecanta) sînt funcţii 
meromorfe pe C şi se definesc prin: 

,„ sin z 1 cos z 1 
tg z = ; sec z = ; ctg z = ; cosec z = . 

sm z 
Din teorema de adunare pentru f.e. se deduc imediat teoreme de adunare 
pentru funcţii trigonometrice, şi anume: 

cos (z -f z') — cos z cos z' — sin z sin z'; 
sin (z -f- z') — sin z cos z' + cos z sin z' etc. 

şi, în particular. 

cos 2z — cos2 z — sin2 z\ sin 2z = 2 sin z cos z etc. 
Pentru orice număr complex z = x + iyt formula lui Euler dă ez = e^e1* = 
= e# (cos y -f i sin y)t în particular | ez | = ex. Deoarece cos 0 = 1 şi cos ^3< 0, 
ecuaţia cos z = 0 admite rădăcini reale > 0. Este convenabil să se definească 
numărul TU al lui Pitagora prin egalitatea TU : — 2y0, unde y0 este cea mai mică 
rădăcină reală pozitivă a ecuaţiei cos z = 0; în particular avem 0 < TC < 2 ^ 3 . 
Cu această definiţie a numărului TU se obţine imediat formula remarcabilă 
e = 1 care leagă între ele patru numere importante ale analizei, şi anume: 
1, i, TU şi e. De aici şi din teorema de adunare se obţine egalitatea exp (z + 27ti) = 
= exp z, z ş C, i.e. 2rd este o perioadă a f.e., deci 2TC O perioadă a funcţiei e1* = 
= cos z + i sin z, i.e. a funcţiilor cos şi sin. Folosind acum procedeele uzuale 
de calcul diferenţial se obţine imediat tabloul cunoscut de variaţie pentru 
funcţiile reale cos şi sin, i.e. pentru z = x real, inclusiv formulele de forma 

cosi* + —1 =» — "sin;?, s i n L - f —I = 0,0$ z etc. 
{ 2) [ 2) 

şi de asemenea că 2TU este cea mai mică perioadă > 0 pentru fiecare din func
ţiile cos x, sin x, elx, x e R . Apoi se vede că toate zerourile funcţiilor complexe 
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cos şi sin sînt simple şi reale, şi anume în punctele WTU + — , ne Z, pentru 

funcţia cos şi în punctele nit, neZ pentru funcţia sin, şi, în fine, că aplicaţia 
exp : C -* C* este surjectivă şi {z e C | ez = 1} = 27rZi. Un rezultat neele
mentar este stabilirea formulelor de reprezentare euleriană, i.e. ca produse 
infinite pentru funcţiile întregi cos şi sin şi de reprezentare în serie de funcţii 
raţionale pentru celelalte funcţii trigonometrice. De pildă, pentru funcţia sin 
avem reprezentarea ca produs infinit 

lfa,-,n(i--i).''te-.n(i--£r). 
iar pentru funcţia ctg reprezentarea în serie de funcţii raţionale 

z w^O \z — niz niz ) z M>1 zl — n£n* 

funcţia T (a lui Euler) Cea mai simplă definiţie a f. T a lui Euler în domeniul 
complex este furnizată de formula lui Weierstrass 

1 n f l + - ] e \ zeC, 
» ^ H n) rw 

unde y este constanta lui Euler, definită prin 
l 

e~Y: = II f l + - ) e ~ . i.e. 
« ^ 1 V n ) 

y : = lim ( l + 1 + ... + i - ~ log n\ = 0,577215664... 
w-*oo \ 2 n } 

Formula lui Weierstrass se poate scrie şi astfel: 
1 r r f , *\ ( , n \ .. z(z + l)...{z+n) n f l - l - l e x p L l o g - ^ - U l i 

n^\\ n) \ n + l) n-rw 
cu zeC] în particular F( l ) « 1. Din definiţie rezultă imediat că l /F este o 
funcţie întreagă de gen 1 cu zerouri simple în punctele z — ~n pentru n întreg 
^ 0 , deci r este o funcţie meromorfă pe C cu poluri simple în punctele z = -n, 
n întreg ^=0, dar fără zerouri. F. F satisface 

Y(z -f 1) = zT[z) (ecuaţia funcţională a lui Euler); 
în particular T(n + 1) = n! deci T apare ca o generalizare a factorialului 
De asemenea, f. F verifică 

T(z) r ( l—z) = (formula complemenţilor a lui Euler); 
sin z 

în particular F — I = V n', 

*pizT(2z) = 2u~lT(z) F j z -f -—I (formula de duplicaţie a lui Legendre) 

(formula Legendre-Gauss) 
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pentru orice w e N . Să notăm prin D semiplanul Re z > 0, prin log 2 ramura 
principală pe D a logaritmului complex şi prin log V unica funcţie cp 
olomorfă pe D şi reală pe intersecţia cu D a axei reale care verifică 
ecuaţia e ^ = T(z), zeD. Atunci funcţia / pe D, definită prin 

J(z): = log T(z) -f z — z log z + — log z ~- — log 2TU, 
2 2 

este olomorfă şi verifică formula lui Stirling: lim / W = 0 cînd | z | •-»• 00 
şi Re z^c pentru orice număr real c > 0. Deoarece 

_ JL 
r W = V2S / ~ T e~* e^*), zeD, 

l 
z 

formula lui Stirling se mai scrie: T(z)~*j2/rzz 2 e~~z cînd | z \ -* 00 şi 
Re zşzc pentru orice număr real c > 0. Funcţia / admite dezvoltarea 
asimptotică 

^ 2&(2A - 1) *«*-i 

unde Bv B2, ..., Bn, ... sînt numerele lui Bernoulli şi unde, pentru orice număr 
real c> 0, /w(*) = o(| * |-a») cînd | z \ -> 00 şi Re z^c > 0, i.e. lim z2nJn(z) = 0 
cînd | 2 | -* 00 şi Re z^c > 0. Menţionăm că, pe semiplanul Re z> 0, f. F 
admite reprezentarea integrală 

Jo 
în particular, restricţia lui F la semiaxa reală x> 0 coincide cu integrala 
euleriană de speţa a doua. F. T : (0, + 00) -> R este de clasă C00 şi 

T(x)> 0, x> 0, 

T<»){x) = C°° (log ^ W ^ - 1 e-« d*, # > 0, B(#, y) = • ? * W r ( : y ) (M. /.); 
Jo F ( ^ + y ) 

funcţia putere Fie a un număr complex arbitrar. Notăm prin ew, w e C 
funcţia exponenţială şi prin log funcţia logaritm în sensul de funcţie analitică 
globală. Mulţimea {^ = eacP | cp e log} este o funcţie analitică globală pe 
C * = C \ { 0 } , numită f.p. de ordin a şi notată za. Dacă D = C \ ( — 0 0 , 0]x{0} 
şi dacă cp0 : D —> C este ramura principală a funcţiei logaritm, i.e. ramura 
care ia valori reale pe axa reală pozitivă, atunci ^ 0 : = eacp0 se numeşte ramura 
principală a f.p. de ordin a ; pe discul | z~ 11 < 1 funcţia <JJ0 admite dezvoltarea 
Taylor: 

4oW= i + (^)(^-i) + (^)(^i)2 + ... + [^](^-ir + ..., 

unde I I: = a(a"— 1) ... (a — n-\- \)\n\. Notaţia za este folosită uneori pentru» 

a desemna ramura principală a f.p., i.e. za = <J;0W» zeD. F.p. za este constantă 
(egală cu 1) pentru a == 0, uniformă pentru a = n un număr întreg (cînd coin
cide cu puterea w-a uzuală) şi o funcţie algebrică pentru a raţional. fM./ . ) 
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funcţia p (a lui Weierstrass) v. funcţie eliptică 
funcţia spectrală (a unui element într-un spaţiu liniar reticulat cu unitate) 

v. spaţiu liniar reticulat cu unitate 
funcţia spectrală (a unui operator autoadjunct) v. operator autoadjunct 
funcţia a (a lui Weierstrass) v. funcţie eliptică 
funcţia £ (a lui Riemann), funcţie analitică transcendentă introdusă de 

Riemann în scopul estimării numărului numerelor prime inferioare unui număr 
real dat. F. £ se defineşte mai întîi pe semiplanul a > 1 prin seria Dirichlet 

£(5) = X — . s = a + U, a.te-R, (1) 

unde ns : = esl°gn (logaritmul real). Această serie este normal convergentă 
pe orice semiplan închis tf^cj0. cu a0 > 1, deci f. £ este olomorfă în semiplanul 
a > 1. De asemenea, în semiplanul a > 1, £ admite reprezentarea integrală 

1 foo x8-1 

l{s) = — — \ — dx, 
T(s) Jo e* - 1 

(2) 

integrala din membrul drept fiind absolut convergentă pentru a > 1. (Notăm 
că această reprezentare integrală a f. £ este o consecinţă mai mult sau mai 
puţin imediată a formulei de reprezentare integrală a funcţiei I \ ) Al doilea 
pas important în definirea f. £ este prelungirea ei analitică dincolo de semiplanul 
a > 1. Există numeroase procedee de realizare a acestei prelungiri analitice. 
Unul din ele, datorat lui Riemann, pleacă de la observaţia că ipoteza a > 1 
este necesară doar pentru convergenţa în punctul x — 0 a integralei din for
mula (2). Ideea este deci să se înlocuiască integrala reală din formula (2) 
printr-o integrală complexă pe un drum convenabil care să evite punctul 
O e C . Un astfel de drum este, de pildă, drumul C obţinut parcurgînd mai 
întîi intervalul [1, oo) al axei reale în sens negativ, i.e. descrescător, apoi 
cercul | s | = l în sens direct şi, în fine, din nou intervalului , oo) al axei reale, 
de data aceasta în sens pozitiv. Se obţine atunci fără dificultate formula de 
reprezentare integrală 

pentru a > 1. Integrala complexă care intervine în această formulă este absolut 
convergentă uniform (în raport cu s) pe orice compact al planului complex C, 
aşa încît formula (3) realizează prelungirea analitică a f. £ ca funcţie olomorfă 
de 5 pe întreg C, cu excepţia punctului s = 1, unde ea are un pol simplu 
cu reziduu egal cu 1. Cînd s este întreg, funcţia zs-1l(ez— 1) este meromorfă pe 
C, deci integrala din formula (3) poate fi calculată prin metoda reziduurilor 

şi furnizează valorile: £(0) = — —; £( — 2n) = 0; 

2n (2n) î 
pentru n întreg ^ 1, unde Bv B2, ..., Bn, ... sînt numerele lui Bernoulli. D e 

asemenea, tot din formula (3) şi tot prin metoda reziduurilor, se poate obţin 
fără dificultate ecuaţia funcţională a lui Riemann 

l -

n 2rţij«s)-w 2 r ţ i ^ ţ i -

1 3 5 F U N C Ţ I A £ ( A L U I R I E M A N N ) 

F. £ a lui Riemann, care poartă în sine o lume întreagă, joacă un rol fundamental 
în teoria analitică a numerelor, cum rezultă din identitatea lui Euler 

cM = n( i - -7 l" s> 1, 

unde p parcurge mulţimea numerelor prime. Această identitate este în fapt 
o formă sofisticată a teoremei fundamentale a aritmeticii, după . care orice 
număr întreg n > 1 admite o descompunere unică într-un produs de numere 
prime. O consecinţă a identităţi i lui Euler este faptul că seria 

E l - 1 1 1 , . 
— -j 1 -f. . p număr prim, 
2 3 5 

este divergentă, ceea ce reprezintă o versiune întărită a teoremei lui Euclid 
după care mulţimea numerelor prime este infinită. în legătură cu studiul f. 
£ a lui Riemann se introduce de asemenea funcţia £, definită prin 

care este o funcţie întreagă de ordin 1, deci admite o reprezentare euleriană 
de forma 

s 

^) = e 6 ° + m ( l - - ) e i r , 
unde b0 şi bx sînt constante iar p parcurge mulţimea zerourilor lui £. în plus, 
ecuaţia funcţională a lui Riemann se rescrie în forma simplă 

Din identitatea lui Euler rezultă că f. £ nu are zerouri în semiplanul O h 
iar din ecuaţia funcţională se deduce că singurele zerouri ale f. ţ situate în 
semiplanul c < 0 sînt aşa-numitele zerouri triviale s — —2n, n întreg > 1. 
Astfel zerourile netriviale ale f. £ sînt toate conţinute în banda 0 < a ^ 1, 
numită banda critică a funcţiei £ şi, mai mult, ele sînt aşezate simetric în raport 

cu axa reală t = 0 si în raport cu axa critică a = — De asemenea, deoarece 
2 

^ ( 0 ) ^ 0 şi 
(1 - 25-1) Us) = £ ( - l)*"1 — pentru a > 0 

rezultă £ ( < J ) ^ 0 pentru 0<c?< 1, încît rsingurele zerouri reale ale funcţiei £ 
sînt zerourile triviale. Repartiţia zerourilor f. ţ în banda critică este legată de 
legea distribuţiei asimptotice a numerelor prime. Această lege, cunoscută şi 

sub denumirea de teorema numerelor prime, afirmă că n(x) ~ cînd 
log x 

% -» oo, i.e. Hm - " ^ = 1, unde pentru orice număr real x > 0, TZ(X) 
#-»oo xjlog X 
x>0 

este numărul numerelor prime care nu depăşesc pe x. Deoarece 
Cx du x f x \ , 
y „ — p. o | 1 pentru x -* oo, 
J2 logw l©g# UogAfJ 
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în enunţul teoremei numerelor prime funcţia x/log x poate fi înlocuită prin 
logaritmul integral, i.e. prin funcţia 

(ri-e du r* ău \ _ r* 
l 3 o l o g w J l + s l o g w J J2 

l i * = l i m | \ - ^ - + \ - r Z _ | = i i 2 + r - i ! L . , * > 1. 
£~>0 ^ J 0 logW Jl+slogu) J2 

0 < e < l 

Conjecturată deja de Gauss, teorema numerelor prime a putut fi demonstrată 
abia în 1896, în mod independent, de J. Hadamard şi Ch. de la Vallee Poussin. 
în aceste demonstraţii (la fel ca în versiunile ulterioare simplificate) f. £ inter
vine printr-o proprietate remarcabilă (datorată tot lui Hadamard şi de la Valle'e 
Poussin), şi anume că nu are zerouri pe axa a = 1, deci zerourile ei netriviale 
sînt toate conţinute în banda critică deschisă 0 < o < 1. Rezultate ulterioare 
au furnizat treptat regiuni posibile tot mai restrînse în care sînt situate toate 

zerourile netriviale ale f. £. Aceste regiuni conţin toate axa critică a — — si 
2 ' 

fiecare dintre ele conduce la o estimare a „restului" în teorema numerelor prime, 
i.e. a diferenţei TZ(X) — li x. Rezultatul ideal ar fi realizat prin demonstrarea 
următoarei conjecturi, cunoscută sub numele de ipoteza lui Riemann: zerou
rile netriviale ale f. £ sînt toate situate pe axa critică a — — . Ipoteza lui 

2 
Riemann care implică estimarea n(x) — li x — o(x1^2 log x) (von Koch, 1901) 
este una din marile probleme deschise ale matematicii. Un răspuns parţial, 
important, datorat lui Hardy (1914), afirmă că există o infinitate de zerouri 
ale f. £ pe axa critică a — — . în prezent se cunosc de asemenea demonstraţii 

aşa-zise elementare, i.e. demonstraţii care nu utilizează f. £, ale teoremei 
numerelor prime: Erdds (1949), Selberg (1949), Wirsing (1962), Bombieri 
(1962). (M.J.) 

funcţie, triplet A, B,f, unde A şi B sînt mulţimi i a r / este o regulă care 
asociază fiecărui element din A un element unic în B. Se foloseşte de obicei 
notaţia / : A -+ B] o notaţie mai veche: y = f(x). F. injectivâ (sau injecţie), 
f. cu proprietatea: dacă x,yeA, x ^ y, atunci f(x) # f(y). F. surjectivă 
(sau surjectie), f./: A -*B cu proprietatea: f(A) = B. F. bijectivâ (sau bijecţie), 
f. injectivă şi surjectivă. (S.M.) 

funcţie a lui Hamei, orice soluţie discontinuă a ecuaţiei funcţionale a lui 
Cauchy/(# -f- y) = f(x)+f(y), u n d e / : R -> R . F .H. sînt nemăsurabile Lebesgue 
şi lipsite de proprietatea lui Baire. Existenţa f .H. este stabilită cu ajutorul 
axiomei alegerii. (S.M.) 

funcţie absolut continuă, funcţie / : [a, b] -*• R cu proprietatea 
că pentru orice e > 0 există d > 0 astfel încît pentru orice 

« 
a ^ at < bL ^ a2 < b2 < ... ^ an < bn < b cu Ş ] (b{ - a{) < $ să avem 

n 
V \f(bi) — f{at) | < e. Se obţine o definiţie echivalentă dacă folosim 

inegalitatea mai slabă V f(bi) — f(at) < e. Se arată că funcţiile lipschit-
| i = l I 

ziene sînt f.a.c. Se spune că o funcţie / : [a, b] -> R are proprietatea (N) 
dacă pentru orice mulţime neglijabilă Lebesgue M cz [a, b] mulţimea f(M) 
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este neglijabilă Lebesgue. Se arată c ă / : [a, 6]->R este f.a.c. dacă şi numai dacă 
/ este continuă, cu variaţie mărginită si are proprietatea (AT). Se mai arată că 

Cb 
o funcţie crescătoare şi continuă este f.a.c. dacă şi numai dacă l f'(x) dx = 

Ja 
— f(b) — f(a). Dacă / : [a, b] —> R este f.a.c. ea este derivabilă a.p.t. (v. deri
varea funcţiilor monotone) şi avem, pentru orice x din [a, b], reprezentarea 

f(x) = /(a) -f- \ f'(t)ăt (teorema de reprezentare a f.a.c.) (I.C.) 

funcţie absolut continuă generalizată în sens larg Funcţia / : E cz R —• R 
este f .a.c.g.s.l. pe E dacă E este o reuniune cel mult numărabilă de mulţimi 
astfel încît pe fiecare mulţime în parte / este absolut continuă în sens larg. 
Orice funcţie / : S —*• R diferenţiabilă este f .a.c.g.s.l. Funcţia F : 5 —• R este 
integrala Denjoy-Hincin a l u i / : S —• R dacă F este f .a.c.g.s.l. pe 5 iar derivata 
aproximativă a lui F este egală a.p.t. pe S c u / . Aici S c R este un interval. 
(S.M.) 

funcţie absolut continuă generalizată în sens restrîns Funcţia / : [a, b] —>-R 
este f .a.c.g.s.r. pe I s c [a, 6] dacă £ se poate scrie ca o reuniune cel mult 
numărabilă de mulţimi astfel încît pe fiecare mulţime în parte / este absolut 
continuă în sens restrîns. Dacă E = [a, b],f este f.a.c.g.s.r. pe E exact atunci 
cînd este absolut continuă generalizată în sens larg pe E. Funcţia F: [a, £>]->R 
este integrala Denjoy-Perron a lui / : [a, b]—>-R dacă F este f.a.c.g s.r. pe [a, b] 
şi p' = / a.p.t. pe [a, b]. (S.M.) 

funcţie absolut continuă în sens larg F u n c ţ i a / : .EczR —• R este f.a.c.s.l. 
pe E dacă fiecărui e > 0 îi corespunde t) > 0 astfel încît pentru orice 
şir de intervale {[an, bn]} fără puncte interioare comune avînd extremităţile 

00 00 

în E şi satisfăcînd condiţia V (bn — an)< *) avem: S\ \fipn) —/(«») \ < e. 
n—l n—l 

Funcţia F : I —• R (I <zz~R, interval) este integrala Lebesgue a lui / : I —> R 
dacă F este f.a.c.s.l. pe I şi F' = / a.p.t. pe I. Condiţie echivalentă: aceeaşi 
ca mai sus, dar înlocuind seriile convergente prin sume finite. (S.M.) 

funcţie absolut continuă în sens restrîns Funcţia / : [a, b] -> R este 
f.a.c.s.r. pe Ecz[a} b] dacă pentru orice număr e > 0 există YJ > 0 astfel încît 
oricare ar fi sistemul finit de intervale {[A-J, y{\}, l < i < w , fără puncte inte

ri 
rioare comune, avînd extremităţile în E şi satisfăcînd condiţia V" (yt — Xi)<t} 

n 
avem 2 j w ( / i lxt> yi)] < e- Dacă E = [a, b], atunci / este f.a.c.s.r. dacă şi 

i = l 
numai d a c ă / este absolut continuă în sens larg pe [a, b]. (S.M.) 

funcţie afină v. măsuri afine şi măsuri cilindrice 
funcţie algebrică v. funcţie analitică globală 
funcţia analitică v. funcţie olomorfă (de o v?vriabilă complexă), funcţie 

olomorfă (de mai multe variabile complexe), serie Taylor. 
funcţie analitică globală Fie S o suprafaţă riemanniană fixată. Prin 

element analitic (sau element de funcţie analitică) pe 5 se înţelege o funcţie 
olomorfă 9 : D^ —• C definită pe o mulţime deschisă nevidă conexă Dcp cz S. 
O f .a.g. pe S este o mulţime nevidă f de elemente analitice pe S cu proprietă
ţile următoare: 1) Dacă cp, ^ e f, atunci cji se poate obţine din cp prin prelungire 
analitică; 2) Dacă 9 e f şi dacă ^ este un element analitic care se poate 
obţine din 9 prin prelungire analitică, atunci ^ e f. Orice f .a.g. f este univoc 
definită de oricare din elementele sale 9 ; dacă 9 e f se spune că f este f.a.g. 

file:///fipn
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generata de elementul 9. O f .a.g. f se numeşte uniformă dacă admite un cel mai 
mare element, i.e. dacă există un element cp€ e f astfel încît DţpcDq, şi 
9=cp0 | Ap pentru orice element 9 e f; în acest caz identificăm f .a.g. f cu <p0. 
O reprezentare a f.a.g. f este o familie {(pi}iej de elemente de funcţie analitică 
cu proprietăţile următoare: 1) Pentru orice iei, 9$e f ; 2) Pentru orice ele
ment 9 e f şi orice punct a e D^ există i0 e / astfel încît a e Dcp̂ , şi astfel încît 
germenii definiţi de funcţiile 9 şi y. în punctul a să fie egali. De exemplu, o 
funcţie uniformă admite o reprezentare formată dintr-un singur element» 
0 reprezentare {9$}- €l a lui f se numeşte (cel mult) numărabilă dacă mulţimea 
1 este (cel mult) numărabilă. 
Teorema Poincare-Volterra-Radâ. Orice f .a.g. f pe S admite o reprezentare 
cel mult numărabilă. 
în general, este dificil să controlăm o £.a.g. în totalitatea ei şi. trebuie 
să ne mulţumim să cunoaştem anumite părţ i ale acestei funcţii. Dacă 11 
este o mulţime deschisă nevidă şi conexă în 5, atunci O este o suprafaţă 
riemanniană (cu structura indusă) şi putem considera f.a.g. pe O. Dacă f 
este o f.a.g. pe S, se numeşte ramură a lui f orice submuîţime F a lui f cu pro
prietatea că există o mulţime deschisă nevidă şi conexă O a lui S astfel încît F 
să fie o f.a.g. pe O. Ca mai sus, dacă ramura F a lui f are un cel mai mare ele
ment 9, spunem că F este o ramură uniformă a lui f şi o identificăm cu elementul 
analitic 9. în acord cu această identificare, se foloseşte de asemenea termenul 
de ramură uniformă a lui f pentru a desemna un element analitic 9 e f. Ex. : 
1° Funcţia logaritm. Dacă S = C*, mulţimea 

log : = {9 j D<pc:C*, e®{s) = z pentru zeDy) 

este o f.a.g. numită funcţia logaritm. O reprezentare a funcţiei logaritm este 
furnizată de famiîia (9V}V 6 7/> 9v : A> —• C, definită prin condiţiile următoare: 
l) DQ: = {z eC \ Ue z > 0}, cp6 e log şi 9e(l) = 0; 2) Pentru orice v e Z , 

. TC 
î 

JDV + 1 : — e 2 Dv şi 9V+1 este o prelungire analitică directă a lui 9^. 2° Funcţie 
algebrică. O f.a.g. f pe S = C se numeşte funcţie algebrică dacă există u i 
polinom analitic P : C x C - * C , neidentic zero, astfel încît F(y(z), z) = 0 
pentru orice 9 e f şi orice z e C ft D<p-
Teoremă, Pentru orice polinom analitic ireductibil P în două variabile 
complexe, mulţimea (de elemente analitice pe C) f : = {9 | F(y(z), z) = 0 cîndj 
«zeCfiAp} este o f.a.g., deci o funcţie algebrică. 
Obs. în absenţa oricărei altei precizări, suprafaţa riemanniană S se consi
deră a fi sfera lui Riemann S 2 = C. (M.J.) 

funcţie aproape periodică Funcţia continuă / : R -+ R este aproape 
periodică dacă pentru orice e > 0 există un număr pozitiv a(e) astfel încît 
orice interval compact de lungime a(z) conţine un număr T(S) = T eu pro
prietatea | f(x + f) — f(%) | < e pentru orice x e R . Numărul i(e) este o aproape-
perioadă relativă la e sau o e-aproape perioadă. Orice funcţie continuă şi pe
riodică este aproape periodică. Orice funcţie aproape periodică este mărginită 
şi uniform continuă pe R . Convergenţa uniformă pe R păstrează aproape-
periodicitatea (S.M.) 

funcţie aproape total măsurabilă v. funcţie total măsurabilă 
funcţie armonică, orice soluţie a ecuaţiei Au = 0. Operatorul îui Laplace 

d2 d2 
A — f- ... -j fiind analitic hipoeliptic, f.a. rezultă că sînt real 
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analitice şi se bucură de unele proprietăţi remarcabile. Fie Q. o mulţime deschisă 
mărginită din Rw , dil frontiera sa. Atunci: 1) Principiul maximului şi mini* 
mului. Dacă u este armonică în £1 şi continuă pe Q,, sup w ^ s u p u, inf w^inf u, 

Q da ci en 
egalitatea într-unui din aceste cazuri implicînd faptul că u este constantă 
în O. 2) Proprietatea de medie. Valoarea unei f.a. într-un punct x e Q. este 
egală cu media sa pe orice sferă centrată în x şi cuprinsă în Q. 3) Teorema 1 
a lui Harnack. Dacă şirul {un} de f.a. în Q, şi continue pe Q, este uniform con
vergent pe dO, el rezultă uniform convergent în Q. şi limita sa este armonică 
în jQ. 4) Teorema 2 a lui Harnack. Dacă şirul {un} de f.a. şi nenegative în Q, 
converge într-un punct x0G Q,, atunci şirul converge în întreg Q, către o f.a., 
convergenţa fiind uniformă pe compactele din Q,. 5) Teorema singularităţii 
removabile. Dacă u este definită şi armonică în o\x0, o fiind o vecinătate a 
punctului x,Q, atunci ea poate fi prelungită în x0 astfel ca funcţia prelungită 
să fie armonică în întreaga vecinătate co. 6) Teorema lui Liouville. Dacă u 
este armonică în "R.n şi este superior (sau inferior mărginită) rezultă că este 
constantă. 7) Dacă u este armonică în Q, si continuă în ii, atunci V — dT = 0, 

Jdn 
unde — este derivata normală. F.a. si generalizările lor (funcţiile subarmo-

nice, superarmonice, plurisubarmonice) intervin în numeroase domenii ale 
matematicii (analiză complexă, teoria potenţialului e tc ) . (G.G.) 

funcţie boreîiană v. funcţie măsurabilă 
funcţie C-diferenţiabilă v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă), 

funcţie complexă derivabilă 
funcţie complexă, orice aplicaţie avînd drept codomeniu mulţimea C 

a numerelor complexe, i.e. orice aplicaţie de forma / : 5 —• C, unde S este o 
mulţime oarecare. (M.J.) 

funcţie complexă derivabilă Fie A o mulţime deschisă din planul complex C, 
f '. A -+C şi zQ e A. Funcţia / se numeşte derivabilă sau C-diferenţiabilă în zQ 

fiz\ __ fiz\ 
dacă există lim — —— e C. Dacă există, această limită se notează 

Z-+2Q Z — ZQ 
f'(z.Q) şi se numeşte derivata l u i / în punctul z0. Dacă / este derivabilă în orice 
punct din A, se spune că / este derivabilă pe A. Funcţia g: A -+ R se 
numeşte diferenţiabilâ în z,0 dacă există a, [3 e R astfel încît 

Hm gW " sM - « ( * - - *o) - P(y - yo) = 0 
Z - Z Q | * - *o I 

u n d e z = x + iy, z,0 — x0 •+- % » x> V» xo> ^o G ^ - Dacă g este diferenţiabilă 

fn z,Q, atunci a = -^- (z,0) şi p = —— (^0). Pentru / : A ->C fie f(z)=u(z)J
riv(z), 

dx dy 
unde u, v : A —> R sînt respectiv, partea reală şi partea imaginară a 
l u i / , notate uneori u — R e / , v = I m / . F u n c ţ i a / se numeşte H-diferenţiabilă 
în z.0 dacă u şi v sînt diferenţiabile în z0. Funcţia / : A —• C este derivabilă 
în Z.Q dacă şi numai daca este R-diferenţiabilă în z0 şi 

(ZQ} — {z0)s (^0) = — (zQ) (ecuaţiile Cauchy-Riemann), 
dx dy dy dx 

Dacă D este un domeniu iar / : D —»• C este derivabilă, atunci afirmaţiile urmă
toare sînt echivalente: i) / este constantă; ii) / ' = 0; iii) R e / este con
stantă ; iv) Im / este constantă; v) | / ] este constantă. Dacă D este dome-. 
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niu, atunci / este derivabilă pe D dacă şi numai dacă este olomorfă pe D 
(v. şi funcţie olomorfă (de o variabilă complexă)). (Gh.Gr.) 

funcţie constructivă, regulă explicită, finită, mecanică de asociere a unui 
element f(a) din B fiecărui element a din A. Regula este exprimată printr-un 
algoritm. (S.M.) 

funcţie continuă Fie (SC, T) şi (2/, a) două spaţii topologice, / : SC—>*2/ şi 
x0 e SC. Se spune că funcţia / este continuă în punctul x0 dacă pentru orice 
vecinătate V a lui f(x0) există U o vecinătate a lui x0 astfel încît f(U) c V. 
Dacă este necesară precizarea topologiei lui SC, se spune că feste T-continuă în 
x0. Fie cfârix \ o bază de vecinătăţi a lui f(xQ). Afirmaţiile următoare sînt echi
valente: i) / este continuă în punctul x0] ii) Pentru orice vecinătate V a 
lui f(xQ), f~x(V) este o vecinătate a lui XQ) iii) Pentru orice V e S6L^ y /^(V) 
este o vecinătate a lui x0', iv) Oricare ar fi şirul generalizat {x$}8 G A convergent 
către x0> şirul {/(*§)}§ e A converge către/(#0) ; v) Baza de filtru {f(V) \V e % & } 
converge către f{x0) (9^A. este mulţimea vecinătăţilor punctului xQ). Mulţimea 
punctelor în care / este continuă se numeşte mulţimea punctelor de continuitate 
a funcţiei / . Funcţia / se numeşte continuă pe SC dacă este continuă în orice 
punct al lui SC. Se spune, pe scurt, c ă / este continuă sau, precizînd topologia, 
că / este t-continuă. Fie °!d o bază pentru topologia lui 0/. Afirmaţiile urmă
toare sînt echivalente: i) / este continuă; ii) Pentru orice mulţime deschisă 
Day, f~x(D) este deschisă în SC; iii) Pentru orice mulţime D e c)3, /_1(I>) 
este deschisă în 9C; iv) Pentru orice mulţime închisă Fczy,f-1(F) este închisă 
în SC; v) f(Ă)czf(A) pentru orice A<=.9C\ vi) J~HB) ^^(B) pentru orice 
Bczy. Fie A CZ.9C. Se spune c ă / este continuă pe mulţimea A dacă re
stricţia lui / la A este continuă pe mulţimea A înzestrată cu topologia indusă. 
Dacă funcţia / este continuă pe SC atunci / este continuă pe orice submulţime 
a lui SC. Funcţia / poate fi continuă pe o mulţime A ( ^ 0 ) fără a fi continuă 
în vreun punct al lui 9C (v. Ex. 2°). Imaginea printr-o f.c. a unei mulţimi 
cvasicompacte este o mulţime cvasicompactă. Dacă spaţiile în care acţionează 
funcţia sînt separate această afirmaţie devine: imaginea printr-o f.c. a unei 
mulţimi compacte este o mulţime compactă. Imaginea printr-o f.c. a unei 
mulţimi conexe este o mulţime conexă. Compunerea a două f.c. este o f.c. 
O funcţie / continuă, bijectivă şi pentru care / _ 1 este continuă se numeşte 
homeomorjism (sau omeomorfism). Dacă funcţia / are proprietatea că pentru 
orice şir {xn}n e N convergent către x0> şirul {/(#»)}„ e N converge către f(x0)} 
se spune că / este secvenţial continuă în punctul x6. Dacă / este secvenţial 
continuă în orice punct, se spune c ă / este secvenţial continuă (pe SC). Pentru 
precizarea topologiei se spune secvenţial ^-continuă. Dacă funcţia / este con
tinuă în punctul xQ, atunci ea este secvenţial continuă în acel punct. Dacă 
în x0 este satisfăcută prima axiomă de numărabilitate iar funcţia / este 
secvenţial continuă în punctul x0, atunci / este continuă în x0. Ex. : 1° Fie pe 
mulţimea SC topologiile TX şi Ta. Aplicaţia identică i(x) = x, %'• (SC, TX) -> (SC, T2) 
este continuă dacă şi numai dacă T3 < T X . 2° Funcţia caracteristică a mulţimii 
numerelor raţionale este continuă pe mulţimea numerelor raţionale şi este 
discontinuă în orice punct. 3° Fie SC o mulţime infinită şi & topologia pe SC 
în care mulţimile deschise sînt mulţimea vidă şi mulţimiir a căror comple
mentară este cel mult numărabilă. Fie a topologia discretă pe SC. Atunci apli
caţia identică i(x) =* x, %'. (SC, Tco) -* (SC, a) este secvenţial continuă dar nu 
este continuă. (Gh.Gr.) 

funcţie crescătoare v. funcţie monotonă 
funcţie cu proprietatea lui Darboux, funcţie / : I -» R (I i n t e r v a l c R ) 

pentru care fiind date x, y e I şi o valoare a cuprinsă între f{x) şi f{y), există 
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nn punct z între x şi y astfel încît/(z) = a. Orice funcţie / : / -> R este suma 
a două f.p.D. şi limita unui şir convergent de f.p.D. (W. Sierpinski). O 
f.p.D. nu admite discontinuităţi de prima speţă. Există f.p.D. discontinue în 
fiecare punct, dar orice funcţie / : / —• R continuă are proprietatea lui Dar
boux. (S.M.) 

funcţie cu variaţie mărginită generalizată în sens larg, funcţie/ : E c R —J-R, 
unde E este o reuniune cel mult numărabilă de mulţimi astfel încît pe fiecare 
mulţime în parte / este cu variaţie mărginită în sens larg. Orice funcţie dife-
renţiabilă / : / -* R este f .v.m.g.s.l. pe / , unde / este interval. Dacă / este 
măsurabilă Lebesgue şi este f .v.m.g.s.l. pe E, atunci / este aproximativ deri
vabilă a.p.t. pe E. (S.M.) 

funcţie cu variaţie mărginită în sens larg (pe E), funcţie f'.EczlR. —• R 
r co i 

astfel ca sup l \ \ |/(&») — /(#n) | \ < oo pentru toate şirurile {[an, frw]}we>j de 

intervale fără puncte interioare comune, cu extremităţile în E. Condiţie echi
valentă: Există un număr real M astfel încît pentru orice sistem finit de in
tervale [ai, b{\, l^i^n, cu extremităţile în E şi fără puncte interioare 
comune avem 2 \f(bt) - f(ai) \ < M. (S.M.) 

funcţie cu variaţie mărginită în sens restrîns Fie / : [a, 6] -*• R si fie 

Ea[a, b]. Func ţ i a / e s t e f .v.m.s.r. pe E dacă sup t \] co(/; [an, bn] >< oo pentru { 5j <*{f'>[an,bn]\< 

toate şirurile {[an, bn]}n -^ de intervale fără puncte interioare comune, cu 
extremităţile în E. (Prin o ( / ; [an> bn]) s~a notat oscilaţia funcţiei / pe [an> bn])t 
Dacă E = [a, b], a t u n c i / este f.v.m.s.r. dacă şi numai dacă / este cu variaţie 
mărginită în sens larg pe E. Proprietatea f .v.m.s.r. angajează nu numai com
portamentul l u i / pe E, ci şi comportamentul l u i / pe [a, b]\E. Se poate lucra 
si cu sume finite, ca în definiţia funcţiei cu variaţie mărginită în sens larg. 
(S.M.) 

funcţie cu variaţie mărginită pe un interval din R, funcţie / : [a, b] -» R 
astfel încît mulţimea variaţiilor lui / relative la diferite diviziuni ale lui [a, b] 

n 
să fie majorată. Punem vA(f) = V \f(xi+i) —f{xi)\, unde A = (a = x0<x1<... 

i = l 
... < Xi < Xi+1 < ... < xn — b). Proprietatea revine la existenţa unui M 
real astfel încît v^(f) < M pentru orice A. Conform unei teoreme a lui Jordan, 
orice funcţie cu variaţie mărginită pe [a, b] este diferenţa a două funcţii mono
tone pe [a, b]. O teoremă a lui Lebesgue, după care orice funcţie reală mo
notonă pe [a, b] este derivabilă a.p.t. pe [a, b], conduce la derivabilitatea a.p.t. 
a funcţiilor cu variaţie mărginită. (S.M.) 

funcţie cvasiintegrabilă în raport cu o măsură Radon v. integrala supe
rioară şi integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 

funcţie de definiţie (pentru o mulţime deschisă cu frontiera de clasă Cr) 
v. pseudoconvexitate 

funcţie de exhaustiune v. pseudoconvexitate, problema lui Levi 
funcţie de latice v. funcţie modulară 
funcţie de mulţime, funcţie m: jtf -> X, unde &i este o clasă de părţ i ale 

unei mulţimi T şi X este o mulţime oarecare. Vom presupune că X are struc
tură de semigrup comutativ cu element uni ta te: operaţia internă se va nota 
cu -f-, iar elementul unitate cu 0. De exemplu, putem l u a X = R + (cu 
convenţia a + oo= oo ~\-a = oo), în care caz m se numeşte f .m. pozitivă. Putem 
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lua X = R \ { — 00} (cu convenţia 00 + a = a +JX) = 00) sau X = R \ { o o } 
(cu convenţia — 00 -\- a — a + ( — 00) = — 00). în aceste cazuri obţinem o 
f.m. cu semn. Dacă I c R spunem că m este o f .m. finită. O f.m. m: si -* X 
se numeşte: 

a) F.m. aditivă dacă m(A (J B) = m(A) + w(2?) pentru orice două mul
ţimi A şi B din i# care au proprietăţile A (]B = 0 şi A U B e si. 

b) T.m. finit aditivă â&că,m(\J A i\= \\m{^-i) pentru orice familie finită 
^ 6 / J 16/ 

{Ai}iej de mulţimi Ai din ^ care sînt mutual disjuncte (i.e. Ai(]Aj = 0 , 
pentru orice 2 şi j în J, f ~^j) şi care au reuniunea în si. Aici să presupune 
că familia de mulţimi este nevidă [i.e. 1^0). Dacă / = { 1 , 2, . . . ,»} atunci 

scriem de multe ori [^ Ai în loc de | J Ai Ş* 5 j m^i) m l o c (^e 5 J W ^ * ^ 
i = l i e / t = l t e l 

/ W \ M 

şi egalitatea din definiţie devine m I U ^ I = S\m{Ai). ( n \ n 

i - 1 / • = ! c) F.m. crescătoare dacă J c R şi avem implicaţia: ^4, J5 în ^ şi 
AczB=>m(A)^m(B). 

d) F.m. subaditivâ dacă I c R + şi avem m(^f U B)^m(A)-\-m{B) pentru 
orice A, B în ^ cu A (J -B e i#. 

d') F.m. supraaditivâ dacă X c R şi avem m{A \j B)"^m(A) -\-m(B) 
pentru orice A, B în si cu A f) B = 0 şi ^ U 5 e ^ . 

e) F.m. finit suhaditivă dacă X c z R şi avem m f\\ Ai\^ "Sj m(Ai) 
\iel J iei 

pentru orice familie finita nevidă {A i}i G j de mulţimi A % din si cu U A % e si* 
iei 

l n \ 
Dacă I = {1, 2, ..., n}, inegalitatea precedentă se mai scrie m\ \jAi\^ 

n 

* = 1 __ 
e') F.m. finit supraaditivâ dacă J c R si avem m ({J AA^S*. m(Ai) 

Mei J Cti 
pentru orice familie finită nevidă {Ai}{ g / de mulţimi A % din si, mutual dis
juncte, cu U AiE si. Dacă / = {1, 2, ..., w}, inegalitatea precedentă se mai 

i e i 

scrie m ( n \ n 

* = 1 / i = l 
f) F.m. siibstractivă dacă pentru orice mulţime A, B din ^ cu Ba A şi 

A\B e si avem m(A\B) = m(A) — m(B)t în cazul cînd scăderea w(^4) — 
— w(I?) are sens, z.e. există un element unic xeX astfel încît x-\-m(B) = 
= m(A); în acest caz se ia, prin definiţie, m(A) — m(B) — x. 
Celelalte tipuri de f.m. se vor defini împunînd condiţii suplimentare asupra 

CO 

lui X. Anume, este necesar să putem defini serii de forma \ \ xn, "unde {xn} 
__ n = l 

este un şir de elemente din X. De exemplu: i) Cazul ,X' = R + ; atunci atribuim 
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seriei \ \ xn suma -[- 00 dacă există un xn= co, sau dacă toţi xn sînt finiţi şi seria 
n = 1 

00 

este divergentă. Atribuim seriei \ \ xn suma sa obişnuită dacă toţi xn sînt 
w = i _ . 

finiţi şi seria este convergentă; ii) Cazul X — R \ { — 0 0 } sau X = R \ J o o } . 
co 

Fie, de exemplu, A" = R \ J — 0 0 } . Atunci atribuim seriei S\ xn suma + 0 0 

daxă există un %u = co. Dacă toţi termenii %n sînt finiţi, atunci sau seria este 
divergentă cu limita şirului sumelor parţiale egală cu 00, în care caz i se atri
buie suma + 0 0 , sau seria este convergentă şi suma sa este suma obişnuită; 
iii) Cazul cînd X este un grup topologic faţă de operaţia + (în particular X 

00 

poate fi spaţiu normat). Atunci atribuim seriei \ \ xn suma sa obişnuită dacă 
w = l 

seria este convergentă. 
g) F.m. număr abil aditivă (sau f.m. a-aditivă, sau f.m. complet aditivă) 

( co \ co 

yj An I = \ \ m(An) pentru orice şir {An}n de mulţimi mutual dis-
n = \ ) n = l 

co 
Juneţe format cu mulţimi Aue si şi astfel încît {J Anesi- Se remarcă o pro

n i i 
prietate de comutativitate: dacă p: N—>N este o bijecţie, atunci, în condiţiile 

00 co 

de mai sus, trebuie să avem \ \ m(AP(n)) — ^ m(An). 
w = 1 n = 1 

li) F.m. numârabil subaditivâ (resp. supraaditivâ) dacă X = R + şi 

( c o X c o / / o o \ c o \ 

U ^ s U j ^ j i ) resp. w | U ^ » p 5 j W ^ » ) J 
n = l / n = l \ V» = l ) « = 1 / 

pentru orice şir de mulţimi {An}n format cu mulţimi Ane si şi astfel încît 
co 

( J Ane si. Altă denumire: f.m. o-subaditivâ (resp. a-supraaditivă). 
n = l 

/ °° \ 
i) F.m. continuă superior (resp. inferior) dacă ml [ J ^4W — Hm m(An) 

U = i / M ^ 
pentru orice şir crescător de mulţimi {̂ 1 w } w format cu mulţimi A n e si şi astfel 
încît [J Ane si j resp. m I p ) i w j = Hm m(An) pentru orice şir descrescător 

\ 
de mulţimi {^«}» format cu mulţimi Ane si şi astfel încît Q ^ ^ a e ^ j , , 

Daca X este una din mulţimile R + , R \ { — 00}, R \ { o o } sau X este un spaţiu 
normat, vom spune că f.m. m: si *-> X este o f.m. mărginită dacă mulţimea 
{m(A) \ A e s?l} este mărginită. Vom spune că m este f.m. local mărginită 
daca 0 e 4̂ şi pentru orice A e si mulţimea {m(B) \ B e si, BczA} este măr
ginită, O f.m, m: si ~» R+ se numeşte f.m. a-finită dacă pentru orice A e sti. 
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oo 

există un şir {An}n de mulţimi din si cu | J An-=>A şi m(An) < oo pentru 
n=l 

orice n; m se numeşte f.m. total a-finită dacă există un şir {An}n de mulţimi 
00 

din si cu {J An = T şim{An) <QO pentru orice n. Pentru orice f.m. m: si-^X 
n — l 

şi orice A e si putem considera clasa de părţi siA = {B e si\ Ba A}. Atunci, 
dacă si A este nevidă, f.m. mA: siA-»X, definită prin mA(B) == m{B) se numeşte 
restricţia lui ni la, A sau relativizarea lui w la ^ . Dacă ^ şi ^ sînt clase de 
părţ i ale lui T şi avem sia^d, vom spune că o f.m. n: ^ -> X extinde pe 
m: si-*X sau că n este o extensie a lui w dacă m(A)=n(A) pentru orice Ae si. 
Cel mai important exemplu de f.m. este măsura (v. măsuri pozitive şi măsuri 
cu semn, măsură vectorială. (/.C.) 

funcţie de pătrat integrabil (în raport cu o măsură) v. spaţii Lv 

funcţie de pătrat integrabil (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii Lp, 
spaţii £p(\i) şi Lv(\i) (în raport cu o măsură Radon) 

funcţie de prima clasă Baire (pe X), funcţie / : X -> Y, unde A" şi Y sînt 
spaţii topologice astfel încît să existe un şir (fn}neN de funcţii continue care 
tinde c ă t r e / p e X. în cazul Ar:=Rw, Y = R, Rene Baire a demonstrat că punctele 
de discontinuitate ale unei f.p.c.B. formează o mulţime slabă ( = de prima 
categorie). Funcţiile cu variaţie mărginită şi derivatele finite sînt f.p.c.B. (S.M.) 

funcţie de putere ^-integrabilă (în raport cu o măsură) v. spaţii IJ> 
funcţie de putere ^-integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii 

£v(\i) şi Lv(\i) (în raport cu o măsură Radon) 
funcţie de tip pozitiv Fie A o algebră Banach complexă cu involuţie x i-> x*. 

O aplicaţie liniară Ti A -> C se numeşte funcţională de tip pozitiv pe A dacă 
are proprietatea că T(xx*)^Q pentru orice x in A. Vom considera un grup 
topologic local compact separat şi comutativ G cu unitate e şi măsura Haar JJL 
Acesta ne furnizează algebra grupală A = L1^) (v. algebră grupală) înzestrată 
cu involuţia / l ~ > / * definită de J*= rg, unde ge £x{\i), g(x) = fix11) pentru 
orice x în G (aici z este conjugatul numărului complex z). Măsurile Radon pe 
G care, ca funcţionale liniare pe L1^) (prin prelungire) sînt funcţionale de t ip 
pozitiv, se numesc măsuri de tip pozitiv (pe G). De exemplu, măsura Haar [i 
este de tip pozitiv. O funcţie / : G -> C se numeşte f .t.p. (pe G) dacă este locaî 
[x-integrabilă şi măsura m = f\i este de tip pozitiv. Este clar că dacă f — /(i-a. 
p.t., rezultă că ş i / 7 este de tip pozitiv, de aceea vom vorbi şi de clase de echi
valentă de tip pozitiv. Orice caracter u din grupul caracterelor G al lui G este 
o f .t.p. pe G. Dacă f e L1^), atunci J* e l 1 ) ^ ) şi se arată că J * / * este 
o clasă de echivalenţă de tip pozitiv. 
Teorema lui Bochner. Există o aplicaţie bijectivă V: ^Jl^G) -> Q3(2+(G), unde 
cl?li.(G) este mulţimea tuturor măsurilor Radon pozitive şi mărginite pe G, iar 
936+(G) este mulţimea tuturor funcţiilor continue şi mărginite de tip pozitiv 

peG. Anume, pentru orice m din 9/£+(S) avem V(m)=f, \mdef(x) = \ u(x) dm(u). 

Ex.: Luăm G = Rw cu structura de grup aditiv şi măsura Lebesgue drept 
măsură Haar. Folosind teorema lui Bochner, obţinem funcţiile continue şi 
mărginite de tip pozitiv / după cum urmează. Se consideră o măsură Radon 
pozitivă pe pe Rw şi această măsură generează funcţia f:Mn —• C, f(x) — 

= ( ei<x>y>ăm(y). (I.C.) 
JR* 
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funcţie derivabilă Funcţia f: A czlR. —• R este derivabilă într-un punct a 
din A de acumulare pentru A dacă există şi este finită limita în a a funcţiei 
f(x) - f(a) 

. Orice f.d. este continuă, dar reciproca nu este adevărată. Inter-
x — a 

pretare fizică: viteza instantanee a unui mobil, densitatea punctuală a unei 
distribuţii de masă; interpretare geometrică: panta tangentei la curbă. înlo
cuind mai sus limita prin limita la stînga, respectiv limita la dreapta, obţinem 
derivabilitatea la stînga şi derivabilitatea la dreapta. (S.M.) 

funcţie derivată Fie / un interval din R . Funcţia / : / —> R este o deri
vată finită dacă există o funcţie F: I -> R, derivabilă, astfel încît F' = / 
pe / . Funcţia / : 7-»R este o derivată dacă există F: J - *R care admite în 
fiecare punct din I derivată finită sau infinită şi F'=f pe / . F.d. finite au pro
prietatea lui Darboux, sînt de prima clasă Baire şi au proprietatea lui Denjoy: 
Orice mulţime de forma {x; xe I, OL < f(x) < (3} este sau vidă sau de măsura 
Lebesgue strict pozitivă. (S.M.) 

funcţie descrescătoare v. funcţie monotonă 
funcţie diferenţiabilă v. diferenţiala, diferenţiala funcţiilor numerice 
funcţie dublu periodică v. funcţie eliptică 
funcţie eliptică, o funcţie meromorfă / p e C cu proprietatea că există o 

laticc F în C astfel încît f(z + y) = f(z) pentru ze C şi y e F , i.e. f factori-
zează la o aplicaţie olomorfă / : C / r -*• V; mai precis, în această situaţie, se 
spune c ă / este eliptică relativ la F sau T-eliptică. Sin.: funcţie dublu periodică. 
Astfel, o f . e . este în esenţă acelaşi lucru cu o funcţie merornorfă pe un tor com
plex de dimensiune 1, i.e. pe o curbă eliptică. Fie F o latice fixată în C. O bază 
a lui F este o pereche (y,, y2) de elemente din T cu proprietatea că F = Zyx © 
0 Zy2, i.e. pentru orice y e F , există numere întregi ml şi m2, univoc determi
nate de y, astfel încît y = m^ + w2y2. Existenţa unei baze a lui F este un 
fapt general (v. latice de perioade). Fie (y^ y2) o bază fixată a lui F , nu în 
mod necesar canonică. Considerăm paralelogramul P = {z e C | z = t1yl -f- t2y2, 
cu 0 ^ ^ < 1, Q^t2< 1} U {yi}. Dacă / este o funcţie F-eliptică se mai spune 
că P este un paralelogram perioadă al lui / . Iată cîteva proprietăţi ge
nerale ale funcţiilor F-eliptice: 1) Orice funcţie T-eliptică fără poluri este o 
constantă; 2) Suma reziduurilor polurilor l u i / conţinute în p este zero; 3) Fie 
/ o funcţie F-eliptică neconstantă, av ..., an zerourile lui / conţinute în p 
şi b}) ..., bm polurile l u i / conţinute în P. Presupunem că fiecare zero şi fiecare 
pol apare în această scriere de atîtea ori cît este ordinul său de multiplicitate.. 

n n 
Atunci m = n şi V ai — \ b% e F . Numărul întreg n astfel definit se numeşte 

ordinul funcţiei. F-eliptice neconstante/ . Din 1) şi 2) reultă imediat că w ^ 2 
şi că o funcţie de ordin 2 are fie un pol dublu cu reziduu zero, fie două poluri 
simple cu reziduuri opuse. Datorăm lui K. Weierstrass o teorie eleganată, cla
sică, a funcţiilor F-eliptice avînd ca funcţie fundamentală o funcţie F-eliptică 
de ordin 2 cu pol dublu. Această funcţie fundamentală este funcţia p a lui 
Weierstrass şi se defineşte prin dezvoltarea euleriană: 

PW 
_ i y ' ( i i \ 

z2 y€T\[z — y ) 2 y 2 j 

unde simbolul 2 ' are semnificaţia că sumarea se face după toţi indicii y e F 
astfel încît y ^ O . Este uşor de văzut că, pentru orice compact KcC, dacă în 
seria din dreapta omitem termenii care corespund polilor yeK, atunei seria 
rămasă este uniform convergentă pe K. Astfel funcţia p este definită şi este o 
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funcţie meromorfă pe C. în plus, se vede uşor că p este o funcţie F-eliptică 
de ordin n = 2 cu pol dublu. O proprietate remarcabilă a funcţiei p este că ea 
verifică ecuaţia diferenţială 

("S {z)J=Mzf ~gMz) ~gs' 
x^' 1 unde g2 = 60£2 şi g3 = 140£3, iar G^ = 2 J ~ZT. k = 2, 3, Dacă punem 

€£,' = p(^), ecuaţia diferenţială a lui p se scrie 
y2k 

<Jiwz — g2W - #3 

Aceasta înseamnă că funcţia p este inversa integralei eliptice de prima speţă 
cu invarianţii g2 şi g3. Funcţia p joacă în teoria f .e. un rol analog celui jucat 

de funcţia • . ••• în teoria funcţiilor simplu periodice cu perioada 2ir. Analogia 
sm2 z 

aceasta poate fi continuată prin construcţia unor analoage ale funcţiilor ctg % 
şi sin z. Acestea sînt funcţiile K şi a ale lui Weierstrass definite prin 

z Y l * — y y v} 

>l Y / 
Rezultă că £ este o funcţie meromorfă cu poluri simple în punctele y e F , iar 
<r o funcţie întreagă cu zerouri în punctele lui I \ Funcţiile ţ(z + yx) — K(z) 
şi £(# 4~ y2) — KM s i n t T-eliptice şi fără poluri, deci constante. Aceste con
stante se notează YJ1 şi •/}<>; ele satisfac relaţia lui Legendre: TQiY<>— r^yj = 2jui. 

»i (*'+£) " ,",(.+ £) 
De asemenea, avem a(z-\- y1) = — cr(̂ ) e şi a(j?+y2) — — a(^) e 
Rezultă că funcţia o este un exemplu de funcţie „theta". 6 funcţie theta (relativ 
la F) este o funcţie întreagă cu proprietatea că, pentru orice y e F , 0(^ + y) = 
=Q(z)eaz+b, zeC, cu a, beC depinzînd de y. Orice funcţie F-eliptică este egală, 
pînă la un factor constant, cu un produs finit de forma I"T — —•. 

n G(Z — bn) 
De asemenea au loc următoarele două teoreme: 
Teorema de adunare, 

4 \ v(z) - V(a) ) 

Teorema de duplicatie. v(2z) = — I -Z1_A__1_ I _ 2p(^). {M.J.) 
4 1 V'(Z) J 

funcţie esenţial integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
esenţială (în raport cu o măsură Radon), măsură Radon vectorială 

funcţie esenţial pi-integrabiîă, integrala esenţială (în raport cu o măsură 
Radon) 

funcţie esenţial mărginită v. spaţii Lv 
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funcţie esenţial mărginită (în raport cu o măsură Radon), v. spaţii 
jBp{[i) şi Lp([i) (în raport cu o măsură Radon) 

funcţie etajată v. funcţie măsurabilă 
funcţie etajată [x-integrabilă v. integrala Lebesgue abstractă 
funcţie integrabilă (în raport cu o măsură) v. integrala Lebesgue abstractă, 

integrala Bochner, integrala Bartle, integrala Dobrakov, integralele Bunford* 
Glefand; Pettis 

funcţie integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii £v(\i) şi LP(\L) 
(în raport cu o măsură Radon) 

funcţie ^-integrabilă v. integrala Lebesgue abstractă, spaţii £v(\i) şi 
Lp(\i) (în raport cu o măsură Radon) 

funcţie integrabilă Lebesgue v. integrala Lebesgue abstractă 
funcţie integrabilă Pettis (în raport cu o măsură) v. integrala Dunford; 

Gelfand;Pettis 
funcţie invariantă (la o transformare) v. teorie ergodică 
funcţie în scară O funcţie / : (a, b) -* R este o f .s. dacă există o diviziune 

a == a0 < ax < ... < a^x < ai < ... < an = b a intervalului (a, b) în inter
vale parţiale (at-v a*)\ astfel încît /((a*-,, <n)) = {yî}, i = 12, ..., n. Altfel 
spus, / este constantă în fiecare dintre intervalele ( a ^ , ai). (S.M.) 

funcţie întreagă, o funcţie olomorfă pe C, i.e. o funcţie / : C—• C reprezen-
tabilă printr-o serie de puteri f(z) = Ş ] anzn, zeC, cu raza de convergenţă 

R = co. Polinoamele în z sînt cele mai simple f .î. Funcţia exponenţială şi func
ţiile trigonometrice cos z şi sin z sînt de asemenea f .î. F.î. pot fi considerate ca 
un fel de „polinoame" de grad infinit. în acest sens, proprietăţile simple ale 
polinoamelor de o variabilă complexă sugerează probleme, în general dificile, 
pentru teoria f.î. Una dintre cele mai importante este problema existenţei 
de f.î. cu zerouri date şi multiplicităţi ale zerourilor date şi, în legătură cu 
aceasta, problema factorizării f.î. în factori simpli, similare factorizării F(z) = 
= a0{z — zx) ... (z — zn) a unui polinom de grad n. Să observăm pentru început 
ca mulţimea /_1(0) a zerourilor unei f.î. neconstante este închisă şi în plus 
discretă (principiul zerourilor izolate), în particular cel mult numărabilă. In 
cazul cînd această mulţime este finită, problema factorizării lui / este simplă, 
şi avem: 

f(z) = zme g(z) n (•--)• 
unde m este un număr întreg ^0, g o f.î. iar an numere complexe, n = 1, ..., A7. 
Pentru cazul general, se consideră f.î. Ev, ^ e N u { 0 } , definite prim 
EQ(Z) — \ — Z şi 

Ep(z) = (1 - z) exp (z+ — + ... + — J pentru p> U 

aceste funcţii se numesc factori elementari ai lui Weierstrass. Cu aceste pregătiri,. 
răspunsul la problemele de mai sus sînt date de următoarele două teoreme ale 
lui Weierstrass. 
Teorema de existenţă. Fie {an}n>\ un şir de numere complexe nenule astfel 
încît lim | an | = oo, şi fie {£„} un şir de numere întregi ^ 0 astfel încît 
—^ i ( T i \Pn~^~^ 
2 J . I 1 < oo pentru orice număr real R > 0. Atunci: i) Pro-

n^lpn 4- H \an\ J 
dusul infinit O E* I — I e s t e normal convergent pe orice mulţime compactă* 

n&l Pn{an) 
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KaC care nu conţine puncte an)2) Funcţia f{z): = ŢJ Ep[ — Ieste întreagă, 

f(z)=£0 cînd z~-£an, n e N , iar dacă numărul complex a apare în şirul {an} 
de p ori exact, atunci a este un zero de ordin p al lui / . 
F.î. / din teorema precedentă se numeşte produsul canonic al lui Weierstrass 
asociat şirului {^n}ne^' 
Teorema de factorizare. Orice î.î. f admite o factorizare de forma 

f(z) = zm e*(*> 

unde m este un număr întreg ^ O ^ o f.î., an numere complexe nenule şi pn 
numere întregi ^ 0 convenabile. 
Factorizarea l u i / nu este unică, ea depinde de alegerea şirului {pn}', se observa 
că se poate lua, de exemplu, pn = n. Cazul cel mai interesant este acela cînd 
putem lua pentru şirul {pn} un şir constant. în această direcţie Hadamard a 
obţinut o teoremă de factorizare remarcabilă pe care a utilizat-o în demon
straţia sa celebră a teoremei numerelor prime (v. funcţia "Q. Teorema lui Ha
damard se exprimă printr-o relaţie între doi invarianţi asociaţi unei f.î., şi 
anume genul şi ordinul. O f . î . / se spune că este de gen finit dacă există un număr 
întreg h ̂  0 astfel încît / să admită o factorizare Weierstrass de forma 

f(z) = zmemH Eh[—\, 

unde m este un număr întreg iar g un polinom de grad </*; cel mai mic dintre 
•aceste numere h se numeşte genul lui / . Dacă nu există numere întregi h cu 
proprietatea indicată mai sus, atunci se spune că / este de gen infinit; în 
•acest caz genul h al lui / se defineşte prin h: = oo. Ordinul l u i / este elemen
tul X e (0, oo] definit prin 

loef losf Mir) 
X : = hm sup —EL—2 v_L , unde M(r) = sup | f(z) |, r > 0. 

r-»co log r \ z \ = , ' 
De pildă, cos z, sin z şi ez sînt f.î. de ordin 1; cos V z o f.î. de ordin 1/2 şi, 
pentru orice n > l , ezn ° î-î- d e OI"din n. 
Teorema lui Hadamard. Genul h şi ordinul A ale unei f.î. satisfac inegalitatea 
dublă h^A^h + î. în particular, orice f.î. de ordin finit admite o facto
rizare Weierstrass de forma 

f(z) = zm eW) 
»>1 \an J 

cu h = [X], partea întreagă a lui X, m un număr întreg ^ 0 şi g un polinom 
de grad ^h. (M.J.) 

funcţie local Integrabilă (Bochner) v. integrala Bochner 
funcţie local integrabilă (în raport cu o măsură) v. măsuri definite prin 

densităţi 
funcţie local integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. măsuri Radon 

-definite prin densităţi 
funcţie local pi-integrabi!ă v. măsuri definite prin densităţi, măsuri Radon 

definite prin densităţi 
funcţie local lipschitziană în al doilea argument v. problema lui Cauchy 

pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale 
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funcţie local neglijabilă (în raport cu o măsură) v. prelungirea măsurilor 
pozitive definite pe un clan 

funcţie local neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea 
măsurilor Radon 

funcţie măsurabilă Vom considera două spaţii măsurabile (T, 7) şi (S, d ) . 
O funcţie f: T -+ S care are proprietatea că / - 1 ( ^ ) e V pentru orice A e d 
se numeşte funcţie (7, d)-măsurabilă sau aplicaţie (7, 6)-mâsurabilâ sau 
f .m. în raport cu a-algebrele 7 şi d. Dacă si este o clasă de părţ i ale lui 5 astfel' 
încît d coincide cu a-algebra generată de si, atunci / este (7', d)-măsurabilă 
dacă şi numai dacă f-1(A)e7 pentru orice A din si. De obicei 5 este un 
spaţiu topologic iar d tribul părţilor boreliene ale lui 5". în acest caz se spune 
c ă / este o funcţie 3'-măsurabilă sau f .ni. în raport cu 3'• Dacă T şi S sînt spaţii 
topologice iar J şi d sînt respectivele triburi ale mulţimilor boreliene^ o func
ţie (5T, d)-măsurabilă se mai numeşte funcţie borelianâ sau f.m.î3orel. (In parti
cular, orice funcţie continuă este boreliană.) Cazul cel mai întîlnit în aplicaţii 
este acela cînd (T, 7) este un spaţiu măsurabil abstract iar S este unul din 
spaţiile topologice R, C sau R (de exemplu, daca 5 = R, funcţia/ este 5f-mă-
surabilă dacă şi numai dacă/-1({oo}),/-1({—oo}) şi / ^ ( a , oo) (sînt mulţimi din 
J pentru orice număr real a). Vom nota cu F corpul numerelor (R sau C). 
Revenind la cazul general, vom considera o mulţime nevidă A e 7 şi vom 
spune că o funcţie/ : T-+S este o funcţie (7 , d)-măsur-abilă pe A dacă restricţia 
l u i / la 4̂ este funcţie (7 C\ A, d)-măsurabilă, unde 7 (]A = \B(\A \ B e 9). 
Dacă S este spaţiu topologic şi d este tribul părţilor boreliene avem o 
funcţie 7'-măsurabilă pe A iar dacă T, S sînt spaţii topologice, 7 şi d ; 

respectivele triburi ale mulţimilor boreliene iar A este mulţime borelianâ, 
avem o funcţie boreliană pe A (sau o f.m. Bor el pe A). Dacă a-algebrele J şi 
d sînt subînţelese, vorbim de o f.m. Unii autori consideră un spaţiu măsurabil 
(T, ST) în sensul mai general, anume J este un trib de părţi ale lui T cu pro
prietatea că reuniunea tuturor mulţimilor din 7 este T şi numesc funcţie 
7-măsurabilă orice funcţie / : T -> R (sau C) cu proprietatea c ă / ^ ^ N j O J J e ET 
pentru orice mulţime boreliană A. în cazul cînd 7 este a-algebră, noţiunea 
coincide cu cea introdusă anterior. Dacă (T, 7) este un spaţiu măsurabil, 
/ , g: T -> R (sau F) sînt funcţii ST-măsurabile şi aeT rezultă că funcţiile 
/ H- g, f ~ g, «/ şi fg sînt de asemenea funcţii ^-măsurabile Joi? convenţiile 
de calcul oo — oo = 0, 0 • oo = 0 e tc ) . în cazul cînd / : T -> R este o funcţie 
^-măsurabilă, rezultă că partea pozitivă f+ şi partea negativă f~, precum js i 
modulul | / | sînt f.m. Aici /+ : T_-> R, /+(#) = mas (f(x), 0); / - : T -+ R , 
f-(x) = - min (f(x), 0); j / |: T -> R, | / | (x) = \f(x) \ - max (/+(*), f~(x)). 
Fie acum o mulţime nevidâ X şi un clan CJQ de părţi ale lui T. O funcţie 
/ : T -> X se numeşte funcţie 70-eiajatâ cu valori în X sau funcţie 70-simplă cu 
valori în X (sau, simplu, funcţie etajată cu valori în X, funcţie etajată, funcţie 
simplă cu valori în X, funcţie 'simplă) dacă / ia numai un număr finit de valori 
xlt x2, ..., xn şi mulţimile de nivel At =/-!({#$}), i = 1, 2, ..., n, sînt din 7 r 

n n 
O funcţie etajată se scrie de obicei sub f o r m a / = ^ 9'A^Î s a u Zj%i^^i ' a ^ 

<pA este funcţia caracteristică a mulţimii Ai). Scrierea aceasta este folosită; 
uneori şi atunci cînd X nu este spaţiu vectorial. De obicei;, daca X = T vorbim 
de funcţii yo-etajate, sau funcţii etajate, precum şi de funcţii ^ -măsurab i le 
sau f.m. Se arată că dacă / : T -> R(F) este o funcţie ^-măsurabilă, există: 
un şir {/„}„ de funcţii ^-etajate astfel încît / este Urnita punctuală a 
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şirului {/«}, i>c lim/n(£) ==/(£) pentru orice te T. D a c ă / este funcţie pozitivă, 
n 

i.-e. ia valori în R+ J atunci şirul {fn}n poate fi ales crescător şi format cu funcţii 
£T-etajate pozitive (finite!), iar dacă / este mărginită, putem alege şirul 
[fn}n uniform convergent la / . In general, limita punctuală a unui şir de 
funcţii 7-măsurabile este ^-măsurabilă (schematic: / » - > / , / « ^ - m ă s u r a b i l e => 
=>/57"-măsurabilă). Mai general, dacă / » , / : I - + R , avem schematic: fn -+f> 
/w5T-măsurabile => Hm sup /«^-măsurabila şi lim inf /«^-măsurabilă. Aici 

n n 
lim sup /« : T -+ R se defineşte prin (lim sup/«) (t) — lim sup fn{t) etc. şi se 

n n n 
siumeşte limita superioară a şirului de funcţii / « . Similar se defineşte limita 
inferioară a unui şir de funcţii. (I.C.) 

funcţie măsurabilă Borel v. funcţie măsurabilă 
funcţie măsurabilă în raport cu o măsură Fie (T, J, fi) un spaţiu cu mă

sură şi / : T ~» R (sau C) o funcţie. Se spune că / este o funcţie \i-mâsur abilă 
sau / este măsurabilă în raport cu [i dacă / este ^-măsurabilă. Dacă JJL este 
o măsură probabilistică, se spune că / este o variabilă aleatoare. Mai general, 
dacă G este un clan de părţ i ale lui T şi jx: (2 —»• R.j- este o măsură pozitivă 
(deci numărabil aditivă), vom spune că o funcţ ie / : T —*• R (sau C) este funcţie 
\L-mâ sur abilă d a c ă / este T(JA) -măsurabilă, unde T((JL) este c-algebra mulţimilor 
^.-măsurabile (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan). în particular, 
dacă T c R " este o mulţime măsurabilă Lebesgue ş i / : T-+R (sau C) este o func
ţie, se spune că / este o funcţie măsurabilă Lebesgue dacă / este pi-măsurabilă, 
unde \L este măsura Lebesgue pe T. Mai general, să considerăm un spaţiu 
cu măsură (T, Jt JJL) şi un spaţiu topologic separat. O funcţie / : T —• X se 
-numeşte funcţie \i-mâsurabilă cu valori în X sau funcţie [L-măsurabilâ dacă 
axe proprietăţile: 1) Pentru orice mulţime deschisă (sau închisă) AczXf 
a v e m / " 1 (̂ 4) e 9" (dec i /es te ^-măsurabilă); 2) Pentru orice BeS' cu \x(B)< oo, 
există o mulţime M e ? " cu \i(M) = 0 si o mulţime cel mult numărabilă 
HaX astfel încît f(B\M) a / ? (se spune că f(B) este o mulţime [L-esenţial 
separ abilă sau o mulţime esenţial separabilă). Este clar că o funcţie 5f-etajată 
(v. funcţie măsurabilă) este pi-măsurabilă. în cazul particular cînd X este un 
spaţiu metrizabil, o func ţ ie / : T -» X este pi-măsurabilă dacă şi numai dacă: 
1) Pentru orice bilă deschisă (sau închisă) AczX avem f~x{A) e J\ 2) Pentru 
orice B e J cu [i{B) < oo, f(B) este o mulţime ji-esenţial separabilă. 
Teorema de măsurabilii ate a lui Fettis. Dacă X este un spaţiu vectorial normat 
peste F = R (sau C), o funcţie / : T —• X este jji-măsurabilă dacă şi numai 
dacă: 1) Pentru orice funcţională liniară şi continuă x' din X*, funcţia 
%''of: T -> F este o funcţie (Ji-măsurabilă (se spune c ă / este scalar ^-măsura
bilă) ; 2) Pentru orice B e 5̂  cu [i{B) < oo, f(B) este o mulţime pi-eseiiţial 
separabilă. 

Alte denumiri: în cazul cînd X este un spaţiu normat, o funcţie / : T -*• X 
[x-măsurabilă se mai numeşte şi funcţie tare \i-mâsurabilă (sau funcţie tare mă
surabilă în raport cu \L, sau simplu, funcţie tare măsurabilă). O funcţie scalar 
pt-măsurabilă mai este denumită uneori şi funcţie slab \x-măsur abilă, sau funcţie 
slab măsurabilă în raport cu JJL sau, simplu, funcţie slab măsurabilă. Unii autori 
denumesc o func ţ ie / : T -*X funcţie slab \L-mâsurabilâ o funcţie (î7\ ^ - m ă s u 
rabilă unde % = tribul părţilor boreliene pentru topologia slabă a(X, X') 
pe X (v. funcţie măsurabilă). Revenind la cazul cînd X este spaţiu metrizabil, 
presupunem în plus că \i este măsură total cr-finitâ şi considerăm o funcţie 
/ : T -*• X. Dacă pentru orice mulţime A e ^ cu [i(A) < oo există un şir {fn}n 
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format cu funcţii u.-măsurabile/«:X-».X astfel încîtfn(t) —•>/(*) jx-a.p.t. pe A 
' n 

(v. tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii), rezultă că / este (x-măsu-
rabilă. Invers, dacă / este [^.-măsurabilă, atunci pentru orice mulţime A eS* 
cu \i(A) < oo, există un şir {/«}« format cu funcţ i i /»: T -*X care sînt y~eta-
jate şi astfel încît fn(t) •—>/(/) jJL-a.p.t. pe A. DacăX este chiar spaţiu normat, 
putem alege funcţiile / « astfel încît ||/»(*) | | < | | / W || pentru orice n şi t e T. 
Dacă X este metrizabil şi f(T) este mulţime relativ compactă, există un şir 
{/»}» format cu funcţii fn: T ~-+X, ^-etajate, care converge uniform l a / . 
Dacă X este chiar spaţiu normat, putem alege {fn}n astfel ca ||/ft(2) | | ^ | | / (*) || 
pentru orice w e N ş i ^ e T . {I.C.) 

funcţie măsurabilă Lebesgue v. funcţie măsurabilă în raport cu o măsură 
funcţie meromorfă, funcţie continuă / : D ~-> C (D este un domeniu în C) 

pentru care există h, g : D —»• C, două funcţii olomorfe, h diferită de funcţia 
nulă, astfel încît f(z) = g{z)jh{z) pentru orice punct z în care h(z)^0. Mulţi
mea/_ 1(oo) este o parte discretă a lui D (fără puncte de acumulare în D) iar 
/ : J D \ / _ 1 ( O O ) -» C este olomorfă şi are numai singularităţi polare. Această 
proprietate se dovedeşte a fi definitorie căci dacă / : D -» C este o funcţie 
continuă pentru care/_ 1(oo) este discretă i a r / : D ' \ / _ 1 (oo) —»C este olomorfă, 
a t u n c i / este meromorfă pe D. Altfel spus, dacă A czD este o mulţime discretă 
iar / : D\A —> C este o funcţie olomorfă avînd numai singularităţi polare, ea 
se poate prelungi la o f .m. pe D. Ex.: Dacă B czC este un disc deschis cu centrul 
în a, h(z) = (z—a^h^z), g(z) = (z—a^g^z), unde n, m e N , h± şigl sînt olomorfe 
şi nenule în B, atunci funcţia/ , definită prin f(z) — h{z)jg{z) dacă z^a, ze B9 
f(a) — oo dacă n < m} f(a) = 0 dacă n > m şi f(a) = h^jg^a) dacă n=m3 
este o f .m. pe B. Dacă f .m. / , g coincid pe o mulţime care are un punct de acu
mulare în domeniul D, atunci f~g {teorema de identitate pentru f.m.). Cu 
operaţiile de adunare şi înmulţire definite punctual (doar pentru punctele în 
care funcţiile nu iau valoarea oo), mulţimea °f}l(D) a f.m. pe domeniul D este 
corp comutativ. Dacă jQ este o mulţime deschisă în C, se spune că funcţia 
continuă / : O —• C este meromorfă pe O dacă ea este meromorfă pe orice com
ponentă conexă a lui O (în sensul definiţiei precedente), ceea ce este echivalent 
cu faptul că pentru orice a e iQ există V czQ, un disc deschis cu centrul în a 
şi g, h : V —> C două funcţii olomorfe, h{z)=^0, Mz^a, ze V şi astfel ca f{z) — 
— g{z)jh{z) pentru orice z~fca, zeV. Se pot construi f.m. corespunzătoare 
unor date iniţiale. Astfel, dacă A este o parte discretă a mulţimii deschise 
O ci C şi dacă pentru fiecare aeA este dată 

na 

atunci există fe 9^(0) astfel î n c î t / : Q \ A - > C să fie olomorfă, fiecare aeA 
să fie pol pentru / , iar partea principală a dezvoltării Laurent a funcţiei / în 
punctul a sa fie fa. Altfel spus, funcţia / este olomorfă pe Q\A şi pentru orice 
a e A, funcţia f—fa este olomorfă pe o vecinătate a lui a {teorema Mittag-
Leffler). Fie, ca mai sus, A o parte discreta a mulţimii deschise O c C şi 
pentru fiecare aeA numărul întreg nenul na. Există atunci fe °}K '(Ci) astfel 
ca / : Q\A ~> C să fie olomorfă, nenulă (în fiecare punct) iar f{z)j{z — a)na 

să fie olomorfă şi nenulă (în fiecare punct) într-o vecinătate a lui a. Ex*istă 
deci o f.m. pe H ale cărei zerouri şi poluri sînt date apriori {teorema lui Weiers-
trass). {Gh.Gr.) 

funcţie meromorfă (pe o varietate complexă M), o funcţie m e 0{D{m)) 
definită pe o submulţime deschisă densă D{m) a lui M şi avînd proprietăţii© 
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următoare: 1) Pentru orice punct a e M, există o vecinătate deschisă conexă U 
•a lui a in M şi funcţii olomorfe / , ge 0(U) cu gşâO astfel încît m \ U = f/g 
in sensul că m(x) = f(x)jg(x) cînd xeU şi g(x)=£Q; 2) Dacă a e S ( w ) : = 
= A f \ D ( w ) şi dacă m=fjg pe o vecinătate deschisă conexă 17 a lui a c u / , 

ge O(U) şi #şâ0, atunci g(a) — 0. Fie ra o f.m. pe Af; mulţimea S(WÎ) se nu
meşte mulţimea singulară a lui m iar elementele ei puncte singulare ale lui m. 
Dacă a este un punct singular al lui tn, atunci are ioc una din situaţiile următoare: 
i) lim m(x) = oo; ii) Pentru orice punct 6 e C = C U {oo}, există un 

D(m) 3 x->a 
şir de puncte Xv e D(m) astfel încît #v —• a şi m(xv) = b. Punctul singular al 
lui m se numeşte pol în cazul i) şi punct de nedeterminare în cazul ii). Dacă 
varietatea M este de dimensiune complexă n— 1, orice punct singular al lui m 
•este un pol. Mulţimea 9/£(M) a tuturor f.m. pe M are o structură evidentă de 
inel; inelul O(M) al funcţiilor olomorfe pe M este un subinel al lui C1II(M). 
Notăm că cfll(M) este un corp dacă şi numai dacă varietatea M este conexă. 
Noţiunea de f.m. pe o varietate complexă este legată de trei probleme clasice 
care au jucat un rol important în dezvoltarea teoriei funcţiilor de mai multe 
variabile complexe. Este vorba de problemele (aditivă şi multiplicativă ale) 
lui Cousin şi de problema lui Poincare; denumirile au fost introduse de H. Car
tau. Notăm că problemele aditivă şi multiplicativă ale lui Cousin sînt analoage 
pluridimensionale ale problemelor Mittag-Leffler şi respectiv Weierstrass din 
teoria funcţiilor de o variabilă complexă. 
Problema aditivă (sau prima problemă) a lui Cousin. Fie {Ui}-ej o acope
rire deschisă a varietăţii complexe M şi, pentru fiecare i e I, mi o f.m. pe Ui, 
i.e. mi e9/£(L^). Presupunem că m^ — mj este o funcţie olomorfă pe Ui 0 Uj 
pentru orice pereche de indici i,jel astfel încît Ui 0 Uj^0. Se cere să se 
găsească o f.m. m pe M astfel încît funcţia m—mi să fie olomorfă pe Ui pentru 
orice i e / . 
Se notează prin ctfl*(M) mulţimea elementelor inversabile ale inelului °IÎL(M) 
şi prin Q*(M) mulţimea elementelor inversabile ale inelului O(M). 
Problema multiplicativă (sau a doua problemă) a lui Cousin. Fie {Ui}iej 
o acoperire deschisă a varietăţii complexe M şi, pentru fiecare iei, mi o f.m. 
inversabilă pe Ui, i.e. mie c)îl*(Ui). Presupunem că mjrnj1 este o funcţie olo
morfă inversabilă pe Ut D Uj, i.e. m^mj1 e O* (Ui f) Uj), pentru orice pereche 
de indici i, j e l astfel încît Ui (]Uj^0. Se cere să se găsească o f.m. m 
pe M astfel încît funcţia mmj1 să fie olomorfă inversabilă pe Ui, i.e. 
mi mj1 e O*(Ui), pentru orice i e I. 
Problema lui Poincare. Fiind dată o f.m. m pe M, să se găsească două funcţii 
olomorfe/, ge O(M) cu gş£0 pe orice componentă conexă a lui M astfel încît 
m~flg în sensul că m(x) = f[x)lg(x) pentru orice punct xe D(m) pentru care 
£ ( * ) # 0 . 
Notăm că orice problemă Cousin aditivă pe M are o soluţie dacă 
HX(M, O) = 0; această condiţie este îndeplinită de pildă cînd M este o varietate 
Stein. De asemenea, orice problemă Cousin multiplicativă pe M are soluţie 
dacă M este o varietate Stein satisfăcînd condiţia topologică suplimentară 
H2(M,Z) = 0; această condiţie topologică este îndeplinită de pildă pentru 
M = Cn sau M un polidisc deschis în Cn. în fine, orice problemă Poincare are 
soluţie pe o varietate Stein. (M.J.) 

funcţie modulară Transformările Mobius de forma 

g(z) = , a,b, c, de Z şi ad — bc — 1 
cz + d 
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formează xin grup G, numit grupul modular. Dacă notăm SL(2, Z) grupul 
matricilor de forma 

M = j \,a,b,c,de% şi ad ~ bc = 1, 
( : : ) • 

se vede că G — SL(2, Z) /{/ , — / } , unde i" este matricea unitate. Se arată că 

transformările S(z) : = — — şi T(z) : = z + 1 generează grupul G. Fie H 
z 

semiplanul superior al lui C, i.e. H : = {z e C | Im z > 0}. Se verifică fără difi* 
cultate că semiplanul H este stabil la acţiunea grupului modular G, i.e. g(H)czH 
pentru orice g eG. Vom considera G ca grup de automorfisme (analitice) ale 

iui H. Mulţimea D : = ize H \ \ z \^ 1, | Re ^ | ^ — l formează un domeniu î} 
fundamental al lui G (considerat ca grup de automorfisme ale lui H), i.e. are 
proprietăţile următoare: 1) Pentru orice ze H, există geG astfel încît 
g(z) e l ) ; 2) Dacă z, zf e D şi dacă g(z) = z' pentru un geG, atunci z şi z' 

sînt puncte frontieră ale lui D', mai precis Re z = — si z'•= z — 1, sau 
2 ' 

Re z = — — si z' — z + 1, sau [ z | = 1 si z' — — — . Fie k un număr întreg. 
2 z 

Se numeşte funcţie slab modulară de pondere 2k orice funcţie meromorfă 
/ : H - + C = CU {oo} cu proprietatea că f(g(z)) = (cz -f d)2kf(z) pentru orice 
geG, unde g(z) = — . (Alternativ în această situaţie ponderea lui / se 

cz + d 
defineşte ca fiind k, sau —2k). Deoarece transformările S şi T generează 
grupul G, este suficient să cerem verificarea condiţiei din definiţia precedentă 
pentru S şi T, i.e. f(-ljz) = z2kf(z) şi f(z+l) = f(z), zeH. în particular 

f u n c ţ i a / este periodică cu perioada 1, deci egalitatea f(q) = f\ log # | 
~ l 2TUÎ J 

defineşte o funcţie meromorfă / în discul puncturat 0 < \q | < 1. Se spune că 
funcţia slab modulară / este o f.m. dacă funcţia asociată / este meromorfă pe 
discul unitate \q\ < 1, i.e. dacă punctul q = 0 este un pol pentru funcţia / , 
şi că / este o formă modulară dacă funcţia / este olomorfă în discul \q\ < î. 
Dacă / este o formă modulară se pune /(oo): = / (0 ) . O funcţie F definită pe 
mulţimea tuturor laticilor de perioade ale lui C, cu valori în (C, se numeşte 
funcţie de latice de pondere 2k dacă F(kT) = \~2fcf(T) pentru orice latice T 
în C şi orice număr complex, nenul X. Oricărei f .m . / , de pondere 2k, i se poate 
asocia o funcţie de latice, F, de pondere 2k, definită, pentru orice latice V 
în C, prin egalitatea 

JF(D = % , G>2) - c o ^ M K ) (*) 
unde (oiv coa) este o bază oarecare a laticii F . Formula (*) permite identificarea 
f .m. de pondere 2k cu funcţii de latice de aceeaşi pondere; în particular, se 
scrie F(z) pentru f(z): = F(z, 1), u n d e / este o f.m. şi F funcţia de latice asociată 

Iui / . Ex.: 1° Pentru k> 1, seria lui EisensteinG fc(r) = }j T ' unde simbo-
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îul 27 a r e semnificaţia că sumarea se face după toate elementele nenule din F , 
este o formă modulară de pondere 2k (i.e. este funcţia de latice asociată unei 
forme modulare de pondere 2k) şi Gjc(oo) — 2£(2A), unde £ este funcţia zeta 
a lui Riemann. 2° g2: — 60 G2 şi gB: = 140 Gs sînt forme modulare de pondere 4 
şi 6 respectiv, şi avem: g2(oo) = 4TC4/3 şi g2(oo) = 8?r6/27. 3° A: = gl — 21 g% 

1728 g3 

este o formă modulară de pondere 12 şi A(oo) — 0. 4° j : = — este o 
A 

f .m. de pondere zero. Notăm că j este olomorfă pe H şi că j are în q = 0 
un pol simplu cu reziduu 1. Interesul f .m. j este legat de împrejurarea că această 
funcţie clasifică curbele eliptice (torurile complexe de dimensiune 1). Mai precis, 
are loc următoarea teoremă: 1) Două curbe eliptice C / r şi C/F ' sînt analitic 
izomorfe dacă şi numai dacă V — XF pentru un X e C* (i.e. F şi F ' sînt o m o 
tetice); 2) Aplicaţia (olt co2) i-> coj/c^ induce o bijecţie între clasele de latici 
(modulo omotetia) şi grupul cît H/G; 3) F.m. / induce o bijecţie H/G -> C» 
Astfel, curbele eliptice C/F şi C / r ' sînt izomorfe dacă şi numai dacă yjc^/oig) = 
= /(c^i/cdg), unde (ca^ o>2) este o bază oarecare a lui F si (oâ , co2) o bază oarecare. 
a lui T'. (M./ .) 

funcţie modulară (relativ la o măsură Haar) v. măsura Haar, măsura 
(Radon) Haar 

funcţie monotonă, funcţie r ea l ă / de o variabilă reală, pentru care produsul 
(f(x) — f(y))[x — y) păstrează acelaşi semn. Discontinuităţile unei f.m. sînt 
întotdeauna de prima speţă şi (deci) formează o mulţime cel mult numărabilă. 
O teoremă a lui Lebesgue afirmă că orice f.m. este derivabilă a.p.t. O f.m. 

j \ R _• ]R pentru care produsul (f(x) — f(y}) {% — y) este pozitiv se numeşte 
funcţie crescătoare (R poate fi înlocuit cu un interval). O f.m. pentru care pro
dusul (f(x) — f{y))[x — y) este negativ se numeşte funcţie descrescătoare. 
O f.m. şi injectivă se numeşte funcţie strict monotonă. O funcţie strict monotonă 
şi crescătoare (sau descrescătoare) se numeşte funcţie strict crescătoare (resp* 
strict descrescătoare). (S.M.) 

funcţie neglijabilă (în raport cu o măsură) v. Integrala Lebesgue abstractă., 
integrala Bochner 

funcţie neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea măsurilor 
Radon 

funcţie pi-neglijabilă v. integrala Lebesgue abstractă, integrala Bochner, 
spaţii Lp, prelungirea măsurilor Radon 

funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) Pentru orice număr 
natural w, se identifică spaţiul numeric complex Cn cu spaţiul numeric 
real R2W punînd Cn 3 (zv ..., zn) = (xv yv ..., xn, yn) e R a n , unde Xj = Re * 
şi yj = Im Zj, j = 1,..., n. Fie O o mulţime deschisă în €n şi fe C^Q, C). 
Diferenţiala lui / este dată de formula 

d/= v [JLaXi+JL&yĂ. 

Dacă aplicăm această formulă funcţiilor ZJ — Xj + iyj şi Zj — Xj — iyj, unde î 
este unitatea imaginară, obţinem: dz$ *= dxj + i&yj şi dzj = dxj —• idy$» 
§ = 1, ..., n. Rezultă că putem exprima forma diferenţială ăf ca o combinaţie 
liniară de ăzj şi dzf 

df = ^(JL^ + JL^). 
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unde 

M-:=± (JL - iJL) , JL:=± (JL+ iJL) . 
BZJ 2 \dxj dyj] dzj 2 [dxj dyj) 

n If 
Forma diferenţială df '• = Y\ dzj se numeşte partea de tip (1,0) a lui df, 

i i i 8*1 

- n df 
iar forma diferenţială df ' = ^ -77- d5y partea ie **/> (0,1) a lui df. Operatorii 

i - i 
$ şi d astfel definiţi (uneori sînt notaţi prin d ' şi d"', respectiv) sînt C-liniari, 
verifică formula lui Leibniz, i.e. B(fg) = gdf + fdg, d(fg) — gdf + fdg, şi avem 
& = 8 -\- d. Funcţia feC1(Q, C) se numeşte olomorfă dacă df = 0, t'.e. dacă 

verifică ecuaţiile Cauchy-Riemann = 0, y = 1, ..., n. Mulţimea funcţiilor 
dzj 

olomorfe pe Q, se notează O (O). Obs. D a c ă / = u + iu cu u şi v funcţii reale pe O, 
atunci ecuaţiile Cauchy-Riemann se scriu sub forma 

du dv du dv 

dxj dyj dyj dxj 
O funcţie complexă / definită pe Q se numeşte separat olomorfă dacă pentru 
«orice punct a = (ax, ..., an) e Q şi orice j e {1,..., n}, funcţia ZJ \-+ f(alt ..., aj_u 
Zj, ctj+i, ...,an) este olomorfă în variabila Zj pe o vecinătate a lui. a$ în C. O funcţie 
complexă / difinită pe O se numeşte funcţie analitică (mai exact, C-analitică) 
dacă există o serie de puteri \ \ a^z* cu domeniul de convergenţă nevid, astfel 

oc 
încît f(z) = V! a a(^ — a) a pentru z într-o vecinătate a lui a. (Notăm că seria 

a 
<de puteri V* aa^a care apare în definiţia precedentă este univoc determinată 

a 
de funcţia / ) Mulţimea funcţiilor analitice pe Q, se notează prin A(£l). în fapt, 
f .0. coincid cu funcţiile separat olomorfe şi cu funcţiile analitice. Partea dificilă 
in acest enunţ este 
Teorema lui Hartogs. Orice funcţie separat olomorfă pe Q, este olomorfă pe O. 
Prin polidisc în Cn se înţelege o mulţime deschisă de forma D = D1X...xDn, 
unde Dv ..., Dn sînt discuri deschise în C; mulţimea d0D : ~ dDlx...XdDn 
se numeşte frontiera distinsă a lui D. 
Formula integrală a lui Cauchy pentru polidisc. Fie D un polidisc în Cn şi / 
o funcţie complexă continuă pe D şi separat olomorfă pe D. Atunci, pentru 
orice punct ţe D: 

m = —1—[ — d^A-Ad*„. 
W \D (Z, - d)... („ - Zu) 

Această formulă are numeroase consecinţe importante în analiza complexă, 
dintre care menţionăm aici cîteva: 1) D a c ă / este continuă şi separat olomorfă 
pe O, a t u n c i / este olomorfă pe H. (Acest enunţ este un prim pas în demonstra
ţ ia teoremei lui Hartogs.) 2) Dacă feG(Q.), atunci fe C°°(0, C) şi, pentru orice 
a = (a 1 ( . . , cc„ )e (Nu{0}) B

f d« /eC(Q) , unde 

= [d \ai (d X 
\Bzx} \ dzn ) 
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3) Teorema de convergenţa a lui Weierstrass. Dacă {/v}ve>T este un şir de 
f .o. pe CI şi dacă l i m / v = / , uniform pe orice mulţime compactă din CI, atunci 
funcţia / este olomorfă pe Ci şi, pentru orice a, lim dafv= daf, uniform pe 
orice mulţime compactă din CI. 4) Teorema lui Montei. Fie {/v}ve-|^ un şir de 
f.o. pe Ci cu proprietatea că, pentru orice mulţime compactă KczCl, există 
M = M(K)>0 astfel încît \f»(z) \^M pentru V G N şi zeK. Atunci există 
un subşir J / v ]-£elST care converge uniform pe orice mulţime compactă a lui Q. 
la o funcţie f olomorfă pe |Q. 5) Dezvoltarea Taylor a unei juneţii olomorfe, 
Considerăm polidiscul 

CI = {z e Cn | | ZJ - aj | < rjf j = 1,..., n}, 

unde a = (av ..., an) este un punct în Cn şi r$ număr real > O, j — 1, ..., n . 

D a c ă / este o f.o. pe Ci, seria Taylor jţj — (z—a)aeste normal convergentă 
a 

pe orice mulţime compactă din Ci şi are ca sumă pe f(z) în orice punct ^ e l i . 
(Obs. Egalitatea 0 ( 0 ) = A (CI) rezultă din 3) şi 5)). O aplicaţie / = CA,...,/»): 
CI —• C23, unde ^ este un număr natural, se numeşte aplicaţie olomorfă (sau 
aplicaţie C-analiticâ) dacă funcţ i i le /^ ...,fp sînt toate olomorfe. Dacă iQcC^ 
şi Q' c C35 sînt mulţimi deschise, iar / : Ci -> Cp şi g : Q.' -* Cg sînt aplicaţii 
olomorfe, / ( Q ) c : £ y , atunci aplicaţia compusă gof : CI -* C a este olo
morfă. Un punct oarecare în Cp va fi notat prin w = (wv ..., wp). 
Teorema funcţiilor implicite. Fie CI o mulţime deschisă în Cn X C39, (#0, w0) 
un punct din O ş i / = (/x, ...,fp) : CI -~> Cp o aplicaţie olomorfă. Presupunem 

că f(zQ,w0) = 0 şi că d e t l — ^ - ( ^ 0 , w0) I ^ 0 . Atunci există mulţimi 

deschise UczC71 şi V în Cp şi o aplicaţie olomorfă q>: U —> Cp astfel încît: 
!) (*o> wo) e ^ X ^<= Qî. 2)'cp(U")c:F şi /(*, 9 (2 ) )= O pentru orice *eU" ; 
3) Dacă (2, w) e Z7 X F şi f(z, w) = O, atunci w — y(z). 
Fie H c C w şi Q/c=C2? submulţimi deschise. O aplicaţie 9 : £1 ~> O' se numeşte 
olomorfă (sau C-analitică) dacă aplicaţia / : Q —• C'0 este olomorfă, unde 
f(z): = q>(z), ze Ci. în cazul p = n aplicaţia 9 se numeşte izomorfism analitic 
(mai exact, izomorfism C-analitic) dacă 9 este bijectivă iar 9 şi 9"1 sînt 
olomorfe. (M.J.) 

funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) Fie CI o mulţime deschisă în C 
O funcţie complexă f = u ~\- iv definită pe Ci se numeşte C-diferenţiabilă în 
punctul z0e CI dacă există (în C) lim ^—-- ° ; această limită se no~ 

Z-^ZQ Z — ZQ 

zeQ\ {zQ} 
tează atunci prin /'(*0) şi se numeşte derivata lui / în punctul z0. Funcţia / 
se numeşte olomorfă pe CI dacă este C-diferenţiabilă în orice punct 2 0 e Q ; 
orice f.o. / pe Ci admite deci o de r iva t ă / ' : CI -» C. Mulţimea f.o. pe Ci se no
tează prin O(Cl). F.o. pe întreg planul complex C se numesc funcţii întregi. 
Ex.: 1° O funcţie F : C -> C se n u r ^ ş t e pqlinom C-analitic dacă există un 
număr întreg n^=Q şi numere comj se-,.e a0, ..., an astfel încît P(z) = a0 + 
+ axz + . . . + anzn pentru orice ze C; i acă a w # 0 se spune că polinomul C-ana
litic F este de grad n. Orice polinom C-analitic F este o f.o. pe C, i.e. o funcţie 
întreagă. 2° Dacă f şi g sînt f.o. pe CI, atunci suma / -f- g şi produsul fg sînt 
f.o. pe CI. 3° Dacă / este o f.o. pe CI şi f{z) ^ O pentru orice z e CI, atunci 
g = 1// este o f.o. pe CI. 4° Dacă V, anzn este o serie de puteri cu coeficienţi 

an e C, n > O, şi cu domeniu de convergenţă D, atunci funcţia / : D -+ C de-
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finită -prin f(z) = Y] <%2W, z e D , este olomorfă pe D (rezultă din lema lui Abel). 

5° Funcţiile exp. cos, sin sînt funcţii întregi. 6° O funcţie complexă / pe CI 
este local constantă (i.e. constantă pe fiecare componentă conexă a lui CI) 
dacă şi numai dacă / este olomorfă şi f'(z) = O pentru orice ze CI- 7° Să pre
supunem că mulţimea deschisă CI este conţinută în C* — C \ { 0 } . Se numeşte 
ramură continuă a logaritmului complex orice aplicaţie continuă / : CI —> C 
cu proprietatea că/(^r) e log z, i.e. ef(z) = z, pentru orice ze Ci. Dacă / : CI -+ C 
este o ramură continuă a logaritmului complex, atunci / este o f.o. pe CI şi 

f'[z) — — pentru orice : e O . De pildă, dacă Ci = C \ ( — c o , 0] x {0}, atunci 
z 

funcţia / : CI -» C definită prin f(z) = log | z \ + i Arg z, ze CI, este o ramură 
continua a logaritmului complex numita ramura principală. Din Ex. 1° şi 
Ex. 2° rezultă că O(Cl) este o algebră peste numerele complexe. Pentru orice 
funcţie R-diferenţiabilă / : CI —• C se pune 

V. 

dz 2 

1 (M. _ i JH = H^L . ii\ 1 J_ (ii _ iîil 
^ I ^ A T ^ y j 2\dx dy) 2\dx dy) 

LflL + ilL)^ ±(*t -&L) + L(*L + iîîl. 
^ l dx dy J 2\8x dy J 2 [dx dy) 

Această definiţie este motivată de faptul că diferenţiala lui / admite scrierea 

i / 2 / i , 2 / i df df , . 
dy =- _Z. d^ 4 d^ = —- d :̂ 4 ^ da. 

dx dy dz dz 
. d . d 

Reamintim că operatorii —• şi — sînt leerati de numele matematicianului 
dz dz 

Pi 

romîn D. Pompeiu; — este în esenţă operatorul de derivare areolară al lui 
dz 

D. Pompeiu. 
Teorema fundamentală (Cauchy-Morera-Goursat). Dacă / este o funcţie com
plexă pe CI, condiţiile următoare sînt echivalente: i) / este olomorfă; ii) / 

du dv 
este R-diferenţiabilă şi satisface ecuaţiile Cauchy-Riemann — = — şi 

dx dy 
du dv df 
— = t i,e. ecuaţia — = 0; iii) / este continuă si forma diferenţială 
dy dx dz 

oi = / dz este închisă, i.e. \ co — 0 pentru orice dreptunghi compact (sau 
JdK 

orice disc compact) KaCl; iv) / este continuă şi pentru orice compact 
Kcz CI, cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni, \ co -= 0, o ~ / d # ; v) / e s t e con-

JdK 
t inuă şi pentru orice compact KczCl cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni 
şi orice punct £ e Ii are loc formula integrală a lui Cauchy. 

2nl JdKJ — C, 
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Obs. Implicaţiile i) => iv) şi i) => v) aparţin lui Cauchy în cazul particular 
cînd / este presupusă de clasă C1 pe Q {teorema lui Cauchy) şi lui Goursat 
în cazul general. Implicaţia iii) => i) aparţine lui Morera (şi este cunoscută 
sub numele de teorema lui Morera). Teorema fundamentală are numeroase 
consecinţe dintre care menţionăm aici următoarele: 
Teorema de regularitate a f.o. Dacă / e 0 ( 0 ) atunci / e C°°(O) şi / ' e O ( O ) . 
Teorema de convergenţă a lui Weierstrass. Dacă un şir {/v}v>i de funcţii 

/ v e 0(0.) converge la funcţia complexă/, uniform pe orice mulţime compactă 
a lui O, a t u n c i / e 0 ( 0 ) iar şirul {/̂ } converge l a / ' , uniform pe orice mulţime 
compactă din O. 
Teorema de compacitate (sau de normalitate) a lui Montei. Dacă un şir {/v}v>| 
de f.o. pe O este local mărginit pe O (i.e. dacă pentru orice mulţime compactă 
KczQ,, există un număr real M — M(K) > O astfel încît | / v (z) | < M pentru 
z 6 K şi v ^ 1), atunci există un şir de numere naturale vx < v2 < ... < v& < ... 
astfel încît şirul de funcţii {/vJt}^>i s& fie uniform convergent pe orice mulţime 
compactă a lui O la o f.o. / pe O. 
O funcţie / : O -» C se numeşte analitică (mai exact, C-analiticâ) dacă pentru 
orice punct z0 e O, există un şir {c v } v > 0 de numere complexe cu proprietăţile 

următoare: a) Seria de puteri J ] c ^ v a r e ° r a z ^ de convergenţăR> 0; b ) / ( ^ ) ~ 

~ 5 J C V (* ~ *o)v P e ° vecinătate a lui z0 (coeficienţii cv sînt atunci univoc de~ 
terminaţi de funcţia / ) Mulţimea tuturor funcţiilor analitice pe O se notează 
prin A(Q). 
Teorema de echivalentă între olomorfie şi C-analiticitate. Funcţiile analitice 
coincid cu f.o., i.e. A(£l) = 0 ( 0 ) pentru orice mulţime deschisă Q c C . î n 
plus, d a c ă / este o f.o. definită pe O şi dacă z0e O, atunci dezvoltarea Taylor 

V / (v)(*n) 
a lui / , i.e. seria £j ~— {z—zo)> es^e normal convergentă pe orice disc corn» 

v^O v! 
pact K centrat în z0 şi conţinut în O şi are ca sumă pe f(z) pentru orice punct M 
în acest disc. 
Teorema mediei. Fie / o f.o. pe O, zQe Q. şi r un număr real astfel încît 
O < r < d(zQ, GO). Atunci 

/(*o) = — ( 2 7 / ( * o + r e i 9 ) d e . 

Principiul maximidui modulului. Fie K o mulţime compactă în C ş i / o funcţie 
complexă continuă pe K si olomorfă pe K. In aceste condiţii: 1) sup j f(z) 1 = 

0zeK 
= sup \f(z)\ ; 2) Dacă \f(z0) \ = sup \j(z) | pentru un punct z0e K şi o vecină» 

ze dK zeu 
ta te U cz K a lui z0 în K, atunci / este constantă pe componenta conexă T a 
lui K astfel încît ^ 0 G F . 
Lema lui Schwarz. Fie / o f.o. pe discul D = {z | | z \ < r} astfel încît /(O) = O 
Ş* \f(z) l ^ a pentru un număr real a > O şi orice z e D. Atunci: 

i) | / ( ^ ) | ^ — \z\ pentru orice zeD; ii) Dacă există weD, w^0P astfel încît 
r 

\fţw)\ — —\w\, atunci există X e C cu proprietatea f(z) = X* pentru orice z e D* 
r 
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Din teorema mediei rezultă că funcţiile reale u şi v sînt armonice pe O dacă 
/ ss u -f- iv este olomorfă pe O. Acest rezultat poate fi obţinut de asemenea 
folosind teorema de regularitate şi ecuaţiile Cauchy-Riemann. în legătură cu 
acest fapt menţionăm şi rezultatul următor. 
Teoremă. Dacă mulţimea deschisă O c C este simplu conexă, atunci pentru 
orice funcţie armonică « p e O există o funcţie armonică v pe O, unică pînă 
la o constantă adiţională, astfel încît funcţia / = u + iv să fie olomorfă pe O. 
în fapt, dacă u este armonică pe O, forma diferenţială co = * du: = 

-=, d# -f — dy este închisă pe O si se poate lua pentru v orice pri-
m m dy dx 

mitivă a acestei forme diferenţiale. (M.J.) 
funcţie olomorfă pe o coroană circulară Fie s e C , 0 ^ r ' < r " , D o mulţime 

deschisă în C astfel încît coroana circulară B(a; r'} r") = {z | rf < | z — a | <rff} 
să fie inclusă în D. Fie / : D -+ C o funcţie olomorfă. Atunci: 

JSB(rt, r') JdB(a,rm) 

2rS JdB{a,r") ţ — Z 2TZ\ JdB(a,r') ţ ~ Z 

Şl 

m 
S~a notat cu BB(a,r) drumul t -+a + r e , te [O, 1]. Există, şi sînt unice, 

CO 00 

seriile de puteri ^ anzn şi ^ &w^w, cu razele de convergenţă p t > / ' , res-
n = 0 w = 1 

pectiv p2 > — , astfel încît 
rf 

CO CO r 

n =0 n = l i2" ~ a i 

Pentru orice drum rectificabil şi închis X, cu suportul inclus în B(a;r',r")t 
au loc relaţiile: 

» x ( a ) a » = - i - C — ^ d ^ n e N u { 0 } , 
2TTÎ jx (C - «)w + 1 

2TUI JX 

unde n}(a) este indexul drumului X relativ la a. O serie de forma 
CO 00 T 

se înmieşte sene Laurent în punctul a; seria ^ aw(^—a)w se numeşte partea 

00 6 
regulată, iar ^ j partea principala a seriei Laurent. Dezvoltarea (*) 

a© numrţjito dezvoltare în serie Laurent a funcţiei / în jurul lui a. în particular, 
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dacă D este un domeniu în C, / : JD -> C o funcţie olomorfă pe D şi a un punct 
00 00 

izolat al lui C\D, exista atunci r > 0 şi seriile de puteri \ j anZn> 2 J bnzn 

n — O n — 1 
astfel încît 

00 00 , 

f{z) = 5 J an^z - a)n + S ^ vW pentru O < | * — a | < r (**) 

Pentru coeficienţii aw, 5W au loc 

a „ = — C £Q dC B e N u { 0 } , 
2rS JdB(a, e) K - a)**1 

&„ = — C K-a)»-V(0 dC »eN, 
2TTI J0J3(a, e) 

unde O < e < r. Coeficientul bx se numeşte reziduul funcţiei / în punctul a 
şi se notează Rez (/; a) (v. reziduu). Conform formulelor precedente Rez (/; a) = 

1 f 
= • i / . Dacă partea principală a dezvoltării (**) este zero, a se nu~ 

2TZ\ JB{a, e) 
meşte punct singular aparent (sau singularitate aparentă) pentru / şi în acest 
c a z / se poate prelungi la o funcţie olomorfă pe D (j {a}. Afirmaţiile următoare* 
sînt echivalente: i) a este punct singular aparent p e n t r u / ; ii) Există lim/(;j) e C ; 

z—.>a 
iii) Există V o vecinătate a lui a astfel încît / este mărginită pe F \ { a } . Pre
lungirea l u i / în a se face p r in / (a )= l im/ (^ ) (de exemplu, O este punct singular 

aparent pentru f(z) = — ). Dacă partea principală a dezvoltării (**) este-
z 

un polinom de grad n ^ 1, atunci a se numeşte pol de ordin n pentru / (sau 
singularitate polara)). Afirmaţiile următoare sînt echivalente: i) a este poî 
p e n t r u / ; ii) lini \f(z) \ — oo; iii) Există n e N şi g o funcţie olomorfă pe 

z-^a 
D U {a}, g(a)^0 şi astfel încît f(z) = g(z)j{z — &)W pentru orice 2 e D. Perechea 
(n, g) din iii) este unică, w fiind ordinul polului a. Dacă a este pol de ordin n, 
atunci 

Rez(/; a) = lim ~ ({z - a )» /^))^" 1 ) . 
z->a (n — 1) i 

Dacă partea principală a dezvoltării (**) nu este zero şi nu este polinom, deci 
dacă bnî^O pentru o infinitate de indici, atunci a se numeşte punct singular 
esenţial pentru / (sau singularitate esenţială). Afirmaţiile următoare sînt echi
valente : i) a este punct singular esenţial; ii) lim f(z) nu există în (C (spre exem-

z-^a 
piu, zero este punct singular esenţial pentru f(z) = e1^). Definiţiile precedente 
se extind în cazul funcţiilor definite şi olomorfe pe {z \ R < \ z\} şi a — oo» 

00 , 

Astfel oo este punct singular aparent dacă f(z) — \ \ •— , ceea ce este echivalent 
«==o z 

cu există lim. f(z) e C ; oo este pol de ordin n p e n t r u / clacă f(z)— a%zn-\- ... -\-aQ-\-
z->oo 

00 h 
+ 2 J — , an^O, şi aceasta se întîmplă dacă si numai dacă lim \f(z) | =00-



V 

§ 

$ 
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00 00 r 

în fine, dacă f(z) = ^ j a»* f l + 5 ] ~ ş i a»'?6 O pentru o infinitate de indici, se 
«=1 M=o z 

spune că oo este punct singular esenţial pentru / . Coeficientul lui z din dezvol
tarea lui / în jurul lui oo este, prin definiţie, reziduul lui / î n oo, se notează 

Rez (/ ; oo) şi are loc: Rez (/; oo) — 1 / , unde p > R şi d"1B(a, p) 
27ii J d^Bia, p) 

este inversul drumului BB(a, p). 
Teorema reziduurilor. Fie D un domeniu în C şi / : D -* C o funcţie olomorfă 
pentru care zv ..., zn sînt puncte singulare izolate. Fie \ un drum rectificabil 
şi închis în D, omotop cu zero în D [} {zv ..., zn}* Atunci 

[ / = 2TZ\ ^ n'^(zje) Rez (/; zu) (v. şi reziduu). 
<& & = l 

Dacă a este punct singular esenţial pen t ru / , atunci pentru orice weC există 
zne D astfel ca lim zn — a şi lim f(zn) = w (teorema lui Weierstrass). Fie D 

tt-»00 M~»00 
un domeniu, a eJD şi / o funcţie olomorfă pe D \ { a } astfel încît a este punct 
singular esenţial pentru / . Atunci C \ / ( D \ { a } ) conţine cel mult un punct 
(marea teoremă a lui Picard). Din această afirmaţie rezultă mica teoremă a 
lui Ticard: dacă / este o funcţie întreagă neconstantă, atunci complementara 
în C a mulţimii valorilor ei conţine cel mult un punct. (Gh.Gr). 

funcţie periodică Funcţia / : R -> R este periodică dacă există un număr 
real oc astfel încît f(x-\-oc) — /(#) pentru orice # e R ; a se numeşte perioadă a 
lui / . O condiţie necesară ca o funcţie ne constantă să aibă perioade oricît 
de mici este ca ea să fie discontinuă peste tot. (S.M.) 

funcţie plurisubarmonicâ, o funcţie u : Q -+ R , unde Q, este o mulţime 
deschisă în Cw, care satisface următoarele condiţii: a) u(z) < oo pentru orice 
ze Q,; b) u este superior semicontinuă; c) Pentru orice punct ze Q. şi orice 
weCn, funcţia / i-> u(z-\-tw) este subarmonică pe mulţimea deschisă QZi «,:=« 
*={teC l ^ - f t o e f t } în C. Mulţimea tuturor f.p. pe Q, se notează prin F(£}). 
Plurisubarmonicitatea este o proprietate locală. Funcţia u = — oo se consideră 
plurisubarmonicâ. Dacă mulţimea O este conexă şi dacă u 6 P(Q.) şi wş§ — oo, 
atunci u e L1 (£1, loc), i.e. u este local integrabilă pe £1. Pentru orice mulţime 
deschisă Ci în Cn şi orice e > O, se pune £2S: = {.ze C n | d(z> CCI) > e } , unde d 
este distanţa euclidiană. Fie %eCa(Cn) astfel încît %^0, %(z) = 0 cînd 

II * II > *» %(h> •»» *») = X(| *i l ••" I *» D & \ XW dM*) = *> u n d e P r i n * s"a n o t a t 

măsura Lebesgue în Cw = R 2 n . Pentru orice funcţie u e L 1 ^ , loc), se defineşte 
funcţia uz pe Os prin 

ue(z): = \W(J? — EW) %(w) dX(w) = — \ M(ÎW) Y I 1 dX(w). 
J ea n J . I e J 

Teorema de aproximare. Dacă w e F(lQ) 0L 1(O, loc), atunci % e P(lQ£) fi 
0 C^ţOe), w ^ w s P e ^ e , t«e^w§ pe 0 § cînd 0 < e < S şi lim uz = w punctual 

pe Q cînd e -> 0, e > 0. 
O funcţie reală w e C2(Q) este plurisubarmonicâ dacă şi numai dacă 

VJ _ _ — (z) Wiîdj&zO, pentru orice zeQ, şi orice weCn. Funcţia reală weC 2 (0) 
i, j=l 8%idzj 
se numeşte strict plurisubarmonicâ dacă, pentru orice ze Q, şi w e C w \ { 0 } , 
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\] (z) Wiîdj > 0. Dacă H' este o mulţime deschisă în Cp şi cp: O' ~* Q 

o aplicaţie olomorfă, atunci pentru orice ue P(O), 90 ue F(Q1
/). Dacă aplica

ţ ia olomorfă cp este o imersie şi dacă u este o funcţie strict plurisubarmonică 
pe O, atunci wocp este strict plurisubarmonică pe Q'. în particular, dacă cp 
este un izomorfism analitic (ceea ce implică n — p), funcţia u este plurisubar
monică (resp. strict plurisubarmonică) pe £1 dacă şi numai dacă funcţia u o 9 
este plurisubarmonică (resp. strict plurisubarmonică) pe QJ'. Proprietatea de 
invariantă a plurisubarmonicităţii şi a plurisubarmonicităţii stricte prin izo
morfisme analitice permite definirea f .p. şi a funcţiilor strict plurisubarmonice 
pe o varietate complexă oarecare. Anume, dacă X este o varietate complexă, 
o funcţie u : X -» R se numeşte plurisubarmonică (resp. strict plurisubarmonică) 
dacă, pentru orice hartă, locală <x- U —• Cn a lui X, funcţia MO a"1 este pluri
subarmonică (resp. strict plurisubarmonică) pe mulţimea deschisă <x(U), şi 
este suficient ca această condiţie să fie îndeplinită pentru hărţile locale a 
aparţinînd unui atlas structural al varietăţii. Notăm că f .p. au fost introduse 
de P. Lelong şi că ele joacă un rol important în analiza complexă pluridimen
sională, în special în teoria pseudoconvexităţii. (A/./-) 

funcţie R-analitică O funcţie reală / definită pe o submulţime deschisă 
U a lui Rw se numeşte f. R a. dacă, pentru orice punct aeU, există o serie de 
puteri fa(x) = ^ Ca%a, cu domeniu de convergenţă Da nevid, şi o vecinătate 

a 
Ua a lui a în U astfel încît f(x) = fa(x — a) cînd x e Ua şi x — a e Da- (Am 
folosit notaţia standard xa pentru produsul xf1, ..., x%n, unde a = (a1, .... a») e 
e (N u {0})n). D a c ă / este o f. R a. pe U, a t u n c i / e C^(U) şi toate derivatele D a / 

ale l u i / sînt f. R a. pe U; în plus, cu notaţiile de mai sus, rezultă ca = —Da/(a), 
a ! 

unde a ! = 0^! . . . a» ! F. R a. pe U formează un inel, în fapt o R-algebră. 
Polinoamele cu coeficienţi reali în variabilele xL, ..., xn sînt f. R a. pe Rw . 
în cazul n = 1, funcţiile elementare ex, sin x, cos x sînt f. R a. 
Teorema de aproximare a lui Whitney. Fie ge C°°(U) şi e o funcţie reală con
tinuă pe U astfel încît e(x) > 0 pentru toţi xeU. Atunci există o f. R a. / 
pe U cu proprietatea că | Daf(x) — T)ag(x) \ < e(x) pentru orice x e U şi orice 
a G (N U {0})n astfel încît | oc | < ljz(x). 
O aplicaţie / = (fv ...,fm) • U -* R w se numeşte R-analitică dacă compo
nentele sale fv . . . , / w sînt toate f. R a. Pentru V o submulţime deschisa a 
lui Rm, o aplicaţie 9 : U -+ V se numeşte R-analitică dacă aplicaţia / : U -> R m , 
definită prin /(x) : == y[x) pentru orice x e U, este R-analitică. O aplicaţie 
9 : U -* V se numeşte izomorfism R-analitic dacă 9 este bijectivă iar 9 
şi 9 _ 1 sînt aplicaţii R-analitice (ceea ce implică m = n). Mulţimile deschise 
în spaţii numerice reale Rw, n^O, şi aplicaţiile R-analitice între asemenea 
mulţimi formează o categorie; izomorfismele acestei categorii sînt exact 
izomorfismele R-analitice. Prin localizarea acestei categorii se obţine categoria 
varietăţilor R-analitice. (M.J.) 

funcţie rapid descrescătoare la infinit v. transformarea Fourier (în Rn) 
funcţie reală, orice aplicaţie avînd drept codomeniu mulţimea R a nume

relor reale i.e. orice aplicaţie de forma / : S -> R, unde S este o mulţime 
oarecare. (M.J.) 

funcţie reală convexă, funcţie / : I c R -> R cu proprietatea că pentru 
orice pereche de numere p>q,p + q — 1, p^O^q, avem f(px-\-qy) < />/(#) + 
-f qf(y) oricare ar fi x şi y în intervalul I. Dacă în plus f(px -f qy) < pf(x) -f 
4- qf(y) pentru p^O^q şi oricare ar fi x, y e I, atunci / se numeşte strist 
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convexă. Orice f.r.c. este continuă şi mărginită. O funcţie strict convexă pe / 
îşi atinge marginea inferioară în cel mult un punct din / . (S.M.) 

funcţie reală convexă în sensul lui Jensen, funcţie / : I -* R cu proprieta

tea că / (* + y\^fW +fW oricare ar fi x, yel. O f.r.c.s.J. nu admite, 

l 2 J 2 . . . 
în interiorul intervalului de definiţie, discontinuităţi de prima speţă. Dacă 
este superior mărginită, atunci este continuă (şi convexă). Dacă este discon
tinuă într-un punct este discontinuă peste tot. (S.M.) 

funcţie reală de clasă Cft, funcţie / : / -» R (/ = interval) care admite 
derivată de ordin n continuă pe 1"; / este de clasă Cn pe intervalul J c R " , 
n > 1, dacă admite derivate parţiale de orice fel de ordin n, toate continue 
pe I. (S.M.) 

funcţie reală de clasă C00, funcţ ie / : I c R -> R (/ = interval) care admite, 
derivată finită de orice ordin pe I;f reală este de clasă Cn în intervalul J c R t t , 
n > 1, dacă admite în / derivate parţiale continue de orice fel şi de orice 
ordin. (S.M.) 

funcţie rigiată, funcţie / : R -+ R cu proprietatea că nu admite disconti
nuităţi de a doua speţă, ' o funcţie este rigiată dacă şi numai dacă este limita 
unui şir convergent de funcţii în scară. Limita oricărui Ş i r uniform convergent 
de f .r. este o f .r. (S.M.) 

funcţie scalar esenţial integrabilă (în raport cu o măsu r a Radon) v. integrala 
unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 

funcţie scalar esenţial neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 

funcţie scalar integrabilă (în raport cu o măsură) v. integralele Dunford; 
Gelfand; 'Pett is 

funcţie scalar local integrabilă v. măsură Radon vector*a*a 

funcţie scalar măsurabilă (în raport cu o măsură) v. funcţie măsurabilă 
în raport cu o măsură 

funcţie semicontinuă Fie 9C un spaţiu topologic şi / : 9C -> R- Se spune 
că funcţ ia /es te semicontinuă inferior (superior) în punctul x0 e 9C dacă pentru 
orice a < f(x0) (resp. pentru orice a >f(x0)) există o vecinătate V a lui x0 
astfel încît a <f(x) (resp. a > f(x)) pentru orice xe V. F u n c ţ i a / se numeşte 
semicontinuă inferior (superior) pe 9C dacă este semicontinuă inferior (superior) 
în orice punct x e 9C. O funcţie este continuă într-un punct dacă şi numai dacă 
este în acelaşi timp semicontinuă inferior şi superior în acel punct. Funcţia / 
este semicontinuă inferior dacă şi numai dacă funcţia -/ este semicontinuă 
superior. Pentru / : 9C - • R şi x0 e 9C se notează: 

/max(*0) = inf f sup /(*) \ V G ^ \ , 
\xeV x°\ 

/mln(*0) = SUP { ^ f / M i Ve ^ x 0 l 
unde Q^ o este mulţimea vecinătăţilor lui x0. A t u n c i / este semicontinuă su
perior pe 9C dacă şi numai dacă /max = / şi semicontinuă inferior dacă şi numai 
dacă /min = / . Dacă {ft}i e T este o familie de funcţii continue pe 9C (cu valori 
în R) , atunci sup fi este o f .s. inferior pe 9C iar inf fi este semicontinuă superior 

t e j iei __ 
pe 9C. Fie pe R topologia TS ale cărei mulţimi deschise sînt 0, R şi intervalele 
de forma (a, + 00] unde a e R . O funcţie / definită pe spaţiul topologic X 
cu valori în II este semicontinuă inferior în punctul x0 e 9C dacă şi numai dacă 
este continuă în x0 în raport cu topologia T 5 pe R . Topologia T , se mai numeşte 
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şi topologia inferioară a lui R . Fie pe R topologia T^ ale cărei mulţimi deschise 
sînt 0 , R şi intervalele de forma [~oo, a), unde a e R . O funcţie / definită 
pe spaţiul topologic 9C cu valori în R este semicontinuă superior în punctul 
# 0 e 9C dacă şi numai dacă este continuă în x0 relativ la topologia -vă pe R . 
Topologia Te? se numeşte topologia superioară a lui R . Cu aceleaşi definiţii se 
introduc f.s. cu valori în R . Topologiile corespunzătoare (induse) în R se nu
mesc topologia inferioară (resp. topologia superioară) a lui R . Orice f. s. de
finită pe Rw este de prima clasă Baire. ^ (Gh.Gr.). 

funcţie simplă v. funcţie măsurabilă 
funcţie simplă măsurabilă (în raport cu o măsură Radon) v. funcţii şi 

mulţimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 
funcţie slab fx-integrabilă v. integralele Dunford; Gelfand; Pettis ^ 
funcţie slab ^-măsurabilă v. funcţie măsurabilă în raport cu o măsură 
funcţie subarmonică, o funcţie u : O ~> R, unde O este o mulţime des

chisă în planul complex C, care satisface condiţiile următoare: a) u{z) < 00 
pentru orice * e O; b) u este superior semicontinuă; c) Pentru orice mulţime 
compactă 14c O şi orice funcţie reală h e C{K) astfel încît h să fie armonică 
pe k şi h>u pe dM, rezultă h^u pe K. Este suficient ca această condiţie 
să fie îndeplinită pentru funcţii h de forma h - Re / , unde / este un pohnom 
C-analitic. Funcţia w= —00 se consideră subarmonică. Orice f.s. este mărgi
nită superior pe orice mulţime compactă a lui a . Subarmonicitatea este o pro
prietate locală: u este subarmonică pe O dacă şi numai dacă pentru orice z e i i , 
u este subarmonică pe o vecinătate deschisă a lui z în Q. 
Teoremă. Dacă u este subarmonică pe jQ şi dacă \i este o măsură. Radon 
pozitivă şi cu suport nevid pe intervalul închis J s = [0, e], e > 0, atunci, pentru 
orice z e 0 £ , are loc inegalitatea 

u{z)< l C2TCf u(z + reiQ)dVăyL(r), (•) 
2TU{X(IE) JO Me 

unde n £ : = {ze C | d{z, QQ,) > e}, d fiind distanţa euclidiană. Invers, dacă u 
satisface condiţiile a) şi b) şi dacă, pentru orice e > 0 şi orice z e O s , există 
o măsură Radon pozitivă pe J e cu suport conţinînd puncte în intervalul semi-
deschis (0, s] şi astfel încît să fie verificată inegalitatea (*), atunci u este sub
armonică pe Q. 
Printre măsurile Radon pozitive pe J s utile în acest context se remarcă în pri
mul rînd măsura Dirac în punctul e şi măsura \i dată de ă[i(r) = r ăr. In primul 
caz, inegalitatea (*) se scrie (pentru ze Os) sub forma 

1 C2n iB 

u(z)<— \ «(* + e e ) d 6 , • 

iar în al doilea caz 

unde X2 este măsura Lebesgue în C. Folosind inegalitatea (•) în această ultimă 
variantă se obţine, de exemplu, în cazul Q conexă, că orice f.s. i*ş& —00 pe 
a este local integrabilă. Iată acum cîteva proprietăţi generale de stabilitate 
ale f.s.: 1) O funcţie we C2(Q.) este subarmonică dacă şi numai dacă Au^O) 
in particular funcţiile armonice sînt subarmonice. 2) Dacă { w i } j e j e s t e ° 
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familie de f.s. pe Q, şi dacă funcţia w: = sup u% satisface condiţiile a) şi b) 
(de exemplu, dacă mulţimea I este finită), atunci u este subarmonică pe Q. 
3) Dacă {wv}v e -KT este un şir descrescător de f.s. pe £i, atunci u : = inf u 
este subarmonică pe Q,. 4) Dacă funcţiile u,v sînt subarmonice pe Q,, atunci 
u+v este subarmonică pe O ; de asemenea, dacă u este subarmonică pe O şic* 
un număr real > 0, atunci aw este subarmonică pe O. 5) Dacă 9 este o funcţie 
convexă crescătoare pe dreapta reală R şi dacă punem cp(— 00):== inf cp, atunci 
pentru orice f.s. u pe Q,, funcţia cp o u este subarmonică pe £1. 6) Pentru orice 
funcţie olomorfă/pe £1, funcţiile log | / | şi \f\a , a > 0, sînt subarmonice pe £X 
7) Dacă Q,' este o altă mulţime deschisă în C şi 9 : Q,' —> Q, o aplicaţie olomorfă, 
atunci, pentru orice f.s. u pe Q,, funcţia « 0 9 este subarmonică; în particular, 
dacă 9 este izomorfism analitic, u este subarmonică dacă şi numai dacă u o cp 
este subarmonică. Proprietatea de invariantă a subarmonicităţii prin izo
morfisme analitice permite definirea f.s. pe orice suprafaţă riemanniană. 
Anume, dacă X este o suprafaţă riemanniană, o funcţie u : X -+ R se numeşte 
subarmonică dacă, pentru orice hartă locală h: U ~> C a lui X, funcţia u o hr1 

este subarmonică pe mulţimea deschisă h(U) în C (şi este suficient ca această 
condiţie să fie îndeplinită pentru hărţile h aparţinînd unui atlas structural al 
lui X). (M.J.) 

funcţie ^"-etajată v. funcţie măsurabilă 
funcţie ^-simplă v. funcţie măsurabilă 
funcţie tare ţi-măsurabilă v. funcţie măsurabilă în raport cu o măsură 
funcţie total măsurabilă Fie T o mulţime nevidâ, (2 un clan de părţi ale 

lui T, E un spaţiu Banach şi Y corpul scalarilor (reali sau complecşi). Vom 
numi funcţie total Q-mâsurabilă (funcţie total măsurabilă în raport cu (2) sau 
f. t .m. o funcţie / : X -» E care are proprietăţile: 1) Există A e 6 cu pro
prietatea că f(t) = 0 pentru orice t ţ A (dacă G este algebră, această condiţie 
este superfluă); 2) Există un şir {fn}n de funcţii (2-etajate cu valori în £ care 
converge uniform la / . De exemplu, dacă (2 este c-algebră de părţ i ale lui 
T şi E = r , f.t .m. sînt exact funcţiile (2-măsurabile mărginite. Se observă că 
9KE(G) =*={/: T - • JE | / este total (2-măsurabilă} este spaţiu normat cu norma 
11/11 = sup{||/(/)|| | te T } . Acum vom presupune în plus 'existenţa unui tr ib 
ereditar 91 de părţ i ale lui T. De exemplu, putem lua 91 = {0} . Dacă (T, 9", JJL) 
este un spaţiu cu măsură, putem lua 91 = mulţimea părţilor (i-neglijabile. 
Vom nota în acest caz 91 = 9L([i). O funcţie f':T~+E se numeşte funcţie 
9l-aproape total Q-măsurabilâ sau funcţie aproape total măsurabilă dacă există: 
a) O funcţie g: T -*. E care este total (2-măsurabilă; b) O mulţime Me9î 
astfel încît f(t) = g(t) pentru orice t$M. F.t.m. sînt mărginite, pe cînd func
ţiile aproape total măsurabile nu sînt mărginite (sînt mărginite a.p.t.). Mai 
precis, putem introduce pentru orice funcţie f:T~+E expresia | | / H^ Q/ =* 

= inî{A{f, M) | Me 91}f unde A(f, M) = sup{||/(*) || | *e T\M}. Se arată 
că dacă / este o funcţie %-aproape total (2-măsurabilă, avem WfW^ Q/ < c o 
şi există MG 91 ^ -l încît H / H » ^ = A(f, M). Pentru 9 £ = { 0 } , funcţiile 
total (2-măsurabile coincid cu cele 9£-aproape total 6-măsurabile. Se arată câ 
9H™{Q,9l) =» {/: T -> E \f este 9t-aproape total 6-măsurabilă} este spaţiu 
seminormat cu seminorma \\f\\aQt cw- D a c ă (T, *Jt \i) este un spaţiu cu măsură 
şi 9i tribul mulţimilor ţi-neglijabile, se notează | | / H^ ^ = \\f W^. Se mai folo
sesc următoarele notaţii: | | / [^ = ess s u p / (supremul esenţial al lui / ) « 
*= vr. m a x / (vrai m a x / ) = ad. m a x / (adevăratul maxim al luif) •- (i,—supi 
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Fie acum / : T -» R . O astfel de funcţie poate lua eventual şi valori infinite. 
Vom numi deci şi în acest caz o funcţie / : T -> R funcţie 9£-aproape total 
(2-măsurabilă, definiţia fiind aceeaşi ca înainte, numai că se înlocuieşte £ cu R. 
Să considerăm din nou o mulţime nevidă T, un clan (2 de părţ i ale lui X şi 
spaţiile Banach X, E, F astfel încît X *-> £{E, F) (i.e. X se scufundă în 
£(E, F), v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie). Vom considera o funcţie 
f:T-+E care este total (2-măsurabilă şi o măsură aditivă m: (2 -* X care are 
semivariaţie finită (relativ la scufundarea X*-*- £(E,F)). Fie{fn}n un şir de 

k 
funcţii (2-etajate care converge uniform la / . Pentru fiecare fn —\\ <pA %% 

definim 

5 
k 

fndm =x ^ m(Ai) x%. 

Prin definiţie, V / d w = Hm l / n dm. Se arată că această limită există şi nu 

depinde de şirul ales {/„}. în particular, dacă E=F = X = Tşi scufundarea 
este cea obişnuită (v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie) cerinţa ca m să fie 
cu semivariaţie finită revine la faptul că m să fie mărginită. în particular, 
dacă (2 este tribul mulţimilor boreliene ale unui spaţiu topologic T şi / : T-+T 
este funcţie măsurabilă Borel mărginită (resp. funcţie continuă cu suport 
compact) iar u, este măsură scalară mărginită definită pe borelienele lui T 

(resp. măsură scalară) putem defini în acest mod %/dji,. Dacă pt este şi numă-

rabil aditivă, integrala aceasta coincide cu integrala Lebesgue abstractă 
sau cu integrala Bochner. în acelaşi cadru de lucru, putem considera o mă
sură m: &-*X, aditivă cu semivariaţie finită relativ la scufundarea X c->- £(E, F) 
şi în plus m(A) — 0 pentru orice A din CK, unde 9C este un trib ereditar. Atunci 

putem defini integrala lui f în raport cum, V / d m , ca fiind egală cu V gămpentru 

orice funcţie g care este total (2-măsurabilă şi pentru care există M e°ft astfel 
încît g(t) = /(/) pentru orice t£M (definiţia este coerentă). Acum vom con
sidera că măsura m: (2 -*• X *->• £(E, F) este numărabil aditivă şi cu variaţie 
finită (deci cu at î t mai mult cu semivariaţie finită). Efectuăm prelungirea 
măsurii finite | m |: 6 -> R + (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un 
clan) şi obţinem măsura \i: !7-> R + , unde J este a-algebra mulţimilor ^-măsu
rabile. Vom lua drept 9C mulţimile ^-neglijabile. Atunci, o funcţie 9£-aproape 

total măsurabilă este w-integrabilă Bochner şi avem \ / d w i = (Bochner)-i / d m . 

(I.C.) 
funcţie uniform continuă Fie (9C, °ll) şi (3/, °^) două spaţii uniforme. Se 

spune că funcţia / definită pe 9C cu valori în 0/ este uniform continuă dacă 
pentru orice împrejurime Ve °l? există o împrejurime U e °ll astfel încît 
(f(x),f(y)) e V pentru orice {x, y) e U. Orice f .u.c. este continuă (în raport cu 
topologiile generate de structurile uniforme considerate). Prin particulari
zarea spaţiilor uniforme ce intervin, se găsesc diversele variante de continu
itate uniformă dintre care cele mai des întîlnite sînt cele în care at î t 9C cît şi 0/ 
HÎnt spaţii metrice sau sînt spaţii liniare topologice. Dacă (9C, d) şi (0/, p) sînt 
ipatii metric functiae / este uniform continuă dacă şi numai dacă pentru orice 
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e > 0 există 7) > 0 astfel încît p(f(x),f(y))^e de îndată ce d(x,y)^ri. Dacă 
9C şi y sînt spaţii liniare topologice aplicaţia / este uniform continuă dacă şi 
numai dacă pentru orice vecinătate V a originii în 0/ există U o vecinătate 
a originii în 9C astfel încît x — y e U =>/(#) — f(y) e V. Ultimele două afir
maţii se iau de obicei drept definiţii pentru continuitatea uniformă în spaţii 
metrice, respectiv în spaţii liniare topologice. Fie 9C un spaţiu topologic com
pact şi pe 9C structura uniformă compatibilă cu topologia spaţiului. Fie (y,0^) 
un spaţiu uniform. F u n c ţ i a / este uniform continuă dacă şi numai dacă pentru 
orice împrejurime V e °l? există o acoperire deschisă {Glt ...,Gw}a lui 9C astfel 
încît pentru orice i e{\, ..., n) şi pentru orice x, y eGi rezultă (f(x),f(y)) e V. 
Orice funcţie continuă definită pe spaţiul compact 9C, cu valori în spaţiul uni
form y, este uniform continuă. Se spune, pe scurt, că orice funcţie continuă 
pe un spaţiu compact este uniform continuă. Funcţia f(x) = x2, definită pe R 
şi cu valori în R este continuă dar nu este uniform continuă. (Gh.Gr.) 

funcţii hiperbolice, funcţiile eh, sh, th, cth, numite respectiv cosinus 
hiperbolic, sinus hiperbolic, tangentă hiperbolică, cotangentă hiperbolică şi 
definite prin: 

eh x = — (e« + e.-*); sh x = — (e* — trx); 
2 2 

QX — Q-X QX _L_ Q-X 

t h # = . , ATGR; cth x = — - , x^O, # e R . 
ex _̂ e-x ex _ e-x 

Denumirea este legată de faptul că ecuaţiile parametrice ale hiperbolei 
x2 _ y2 — i s m t x __ c h t; y = sh t, precum şi de o anumită analogie a pro
prietăţilor acestor funcţii cu proprietăţile funcţiilor trigonometrice. Astfel, 
au loc relaţiile: 

eh2 x — sh2 x = 1; eh (x -f- y) — eh x eh y + sh x sh y; 
d 

sh (x -\~ y) = sh x eh y -f eh x sh y ; — eh x = sh x', 
dx 

— sh x = eh x; — th x — • ; — cth x = — -
dx dx eh2 x. dx sh2 x 

Se consideră de asemenea şi f .h. inverse. Astfel eh: [0, oo) -> [1, oo) este in-
versabilă, inversa ei fiind funcţia arch x = In (x + yj x2 — 1), numită ar ea 
cosinus hiperbolic. Apoi: 

arsh x = In (x + V^~T~Î) , x e R ; 

ar th x = —In •, xel—1,1)', 
1 \ - x 
1 X + 1 

archt x = —In— , xe(— oo, — l ) l ) ( l , oo). 
2 x ~ 1 

Pe domeniile precizate, derivatele acestor funcţii sînt respectiv: 

A arch, = -,_,!_; ±&rshx= * 
dx V**"-" 1 ' dx V"̂ 2 + 1 ' 
±ăTthx = ^ , A a r c t h , = _ i _ . 
d^ 1 — x2, dx 1 — x2 
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F.h. reale prezentate sînt restricţiile la R ale unor funcţii analitice de o varia
bilă complexă, notate şi numite la fel, definite prin aceleaşi formule {a e C), 
sau ca suma unor serii de puteri. 

eh z 
OO 2W 

Se regăsesc proprietăţile precedente, precum şi unele specifice: 
chu = cosz; s h u = isinz; 

eh z = cos u ; sh z = - i sin iz. 

Folosind R i t m u l complex se introduc & H ^ £ - »£*™ ş i ^ 

0 J Z ^ : T ^ I r Y J ^ i ^ prin ;„(,) = sgn (sin 2 ^ , ) . AŞadar, 

r i W - 1 daca * este (o. { ) , r l W = - 1 claca „ este in ^ . l) si r l W - 0 

dacă* = 0, - . 1. Apoi, rs(*) = 1 dacă * este în [o, | j , r,(*) = - 1 dacă 

«este în ( f { ) . r i W - 1 dac, . , este în ( f ± ) , , i W ~ ! * « * « * . 

im —, II 
14 j 

1 1 3 . 
şi r%{x) = 0 dacă # = 0, — * — » —, 1. In general, vom avea rn{x) = 1 

(i-l i \ (i ~~l i \ 
dacă x este în 1 » — I cu i par, rn(%) = — 1 dacă # este în l » — I 
eu t impar (unde, pentru w fixat, t poate lua valorile î, 2, 3, ..., 2n) şi rw(^) = 0 

1 ' 2 2 n 

dacă A? = 0, — » -— , ..., — = 1. Funcţiile rn se numesc f .R. Sistemul {Tn}« 
este un sistem ortonormal în spaţiul L2(\i)t dar nu este complet, unde u, este 
măsura Lebesgue pe [0, 1] (v. spaţii Lv). F.R. formează un sistem stochasti© 
independent, i.e. pentru orice alegere a numerelor întregi pozitive nv nt ,..., njc 
şi pentru orice alegere a intervalelor Iv I2 , ..., !& ale dreptei reale avem 

k 

H({*e[0, l]\rni(x)elit î » l , 2 , . . . , f t } ) « f i ^ ( { * e [ 0 , 1] | rW( W G % (I.C.) 

funcţii speciale definite cu ajutorul unor ecuaţii diferenţiale Funcţiile 
speciale sînt definite ca soluţii particulare ale unor ecuaţii diferenţiale liniar© 
de ordin 2 şi apar adesea în probleme de fizică matematică. 

1) Funcţii Bessel de speţa întîi şi de indice v; soluţii ale ecuaţiei lui Besse 
z*w» _jl zw' _{L (^2 __ v2j w __. o, definite cu ajutorul seriilor 

{ Ă0r(ft + i)r(ft+v + i) l2J 

« (-i)fc f* r 
^0r(fe + i)r(fe-v-

Atît * cit Si v sînt în general numere complexe. 

169 F U N C Ţ I I S P E C I A L E 

2) Funcţia Bessel de speţa a doua (sau funcţia Neumann); soluţie a ecuaţiei 
lui Bessel, definită prin 

sin 7TV 

3) Funcţii Bessel de speţa a treia (sau funcţii Hankel); soluţii ale ecuaţiei 
lui Bessel, definite prin 

H ? ' W = A M + itfvM, ffW'M = 7vW - iArvW-
4) Funcţii Bessel modificate; soluţii ale ecuaţiei z*if*'-f-i'w/ — (.rs-f v2) w » 0, 

.TC 
— t — V 

2 

definite prm I^(z) = e / v ( k ) . 
5) Funcţii Bessel normate', soluţii ale ecuaţiei zw" -f- (1 -+- 2v) «>' -f- *w = 0, 

definite prin Fv{*) = F(v + 1) (— jVvM-

6) Funcţiile Airy: soluţii ale ecuaţiei lui Airy w" -\ zw =« 0, definit® 
3 

prin 

-=fl%HCHHTf)}-

7) Polinoame Legendre; soluţii polinomiale ale ecuaţiei ((1 — %%) y'Y ^> 
*f k(k -j- 1) y = 0, date de formulele 

F*{*) ^şik + l-k, 1, -^~) ' 

lande JF(a, (3, y, z) este seria hipergeometrică, soluţie a ecuaţiei lui Gauss. 
8) Polinoame Jacobi: p £ p , a ) ; soluţii polinomiale ale ecuaţiei 
((1 _ j,)P+i(i + * ) « + y ) ' + ^(^ -f-̂  + ^-f- 1)(1 — * ) p (1 + x)*y = 0 

(pentru /> = q = 0 se obţin polinoamele Legendre). Ca şi polinoamele Legendre, 
se pot scrie cu ajutorul seriei hipergeometrice 

1 
Pentru p~ q = X se obţin polinoamele Gn (%), numite polinoame 

Gegenbauer. Un caz particular îl reprezintă polinoamele Cebîsev Tjc(x) **> 

= cos (^ arecos x) = P (̂ r). 
1.3.. . (2* —1) 

9) Polinoame Hermite: soluţii polinomiale ale ecuaţiei yff — 2xyf-\-2ny =•= 0, 
Hiifinite prin H«(^r) = (~ 1)» e ; 2 (e~^) { M ) . 

file://-/-2ny
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10) Polinoame Laguerre: soluţii polinomiale ale ecuaţiei xy" + (X + 1 — 
~ x) y' + ny — 0, definite prin 

I$\x) = %-Xe*(x
x+ne-x)(n). 

Sînt legate de polinoamele Hermite prin relaţiile: 

H2n(x) = ( - l)n22nL» " '(*»)> * W W = ( - l)*2^xLn " V ) . (.4.H.) 

funcţii şi mulţimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon). Fie T un 
spaţiu local compact separat, [JL O măsură Radon pozitivă pe T şi F un spaţiu 
topologic. O funcţie / : T -> F se numeşte funcţU ^-măsurabilă (funcţie mă
surabilă în raport cu măsura Radon \x) dacă pentru orice compact KczT 
există o, mulţime [x-neglijabilă Mcz K şi un şir {Kn} de compacte cu U Kn = 

» 
= K\M, astfel încît restricţia lui / la Kn este continuă pentru orice număr 
natural n. 
Teorema lui Luzin. Dacă T şi F sînt, ca mai sus, atunci / este pt-măsurabilă 
dacă şi numai dacă pentru orice compact Â ' c T şi orice s > 0 există un com
pact K1czK astfel încît \L(K\K1) < oo şi restricţia lui / la Kx este continuă. 
O mulţime AczT se numeşte ^-măsurabilă (sau măsurabilă în raport cu u.) 
dacă 9^ este (jt-măsurabilă (aici F =*= R) . Orice mulţime închisă şi orice mulţime 
deschisa este jji-măsurabilă. Dacă A czT, atunci A este pt-măsurabilă dacă şi 
numai dacă pentru orice compact KczT, mulţimea A fi K este ji-integra-
bilă (v. spaţii £v(\i) şi LP(\L) (în raport cu o măsură Radon)). Dacă f:T-*F 
este măsurabilă, rezultă că f~x(A) este iJL-măsurabilă pentru orice mulţime 
deschisă sau închisă A. 
Principiul localizării. Fie f:T-+F. Se presupune că pentru orice punct 
t din T există o vecinătate V% a lui t care este jx-integrabilâ şi există o funcţie 
[x-măsurabilă gt ' Vt - » F cu proprietatea că f(x) = gt(x) pentru orice % 
din Vt- Atunci / este ^-măsurabilă. gtk 
Dacă A este o parte ^.-măsurabilă a lui T şi ^ n spaţiu topologic, vom con
sidera o funcţie / : A —y F şi vom spune că / este [i-mâsurabilâ dacă există 
un element x din _F cu proprietatea că funcţia h'. T —• JF, definită prin h(t) = 
— f(t) dacă t este în A şi h(t) — x dacă t este în T\A, este de asemenea 
(ji-măsurabilă (în sensul definiţiei anterioare). Definiţia nu depinde de x« 
Fie F un spaţiu topologic metrizabil. Pentru o funcţie / : T-+F, următoa
rele afirmaţii sînt echivalente: 1) / este [x-măsurabilă; 2) a) Pentru orice 
bilă închisă (sau deschisă) BczF, mulţimea f"l(B) este u.-măsurabilă; b) Pen
tru orice compact KczT, există o mulţime HaF, H cel mult numărabilă 
şi o mulţime (i-neglijabilă MczK astfel încît f(K\M)czS. (Aderenţa se 
calculează în F.) 
Teorema lui Egorov. Fie F un spaţiu metrizabil, fn : T -~* F un şir de funcţii 
(X-măsurabile şi / : T -*• F o funcţie. Se presupune că lim fn(t) = f(t) local 
a.p.t. tot în raport cu \i. Atunci: 1) F u n c ţ i a / este pi-măsurabilă; 2) Pentru 
orice mulţime compactă KczT şi orice e > 0 există o submulţime compactă 
A' ,cA' cu proprietatea [i,(/^\7\r

1) < e şi astfel încît toate restricţiile func
ţiilor fn la Kl sînt continue şi fn converge uniform la / pe Kv 
în acelaşi context (deci F spaţiu metrizabil) o funcţie f:T~*F este {x-măsu-
rabilă ducă şi numai dacă pentru orice compact KczT există un şir {gn}m 
d© funcţii gn' T ~* F care sînt funcţii etajate ^-măsurabile sau funcţii simple 
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k 
•^-măsurabile (i.e. fiecare gn este de forma gn = >j 9Aiai c u ai^F şi Ai 

* = l 
mulţimi pi-măsurabile disjuncte) astfel încît gn —»/ jx-a.p.t. pe K. Dacă spa
ţiul T este spaţiu a-compact, şirul gu poate fi ales astfel încît gn —• / a.p.t. 
(v. prelungirea măsurilor Radon). (I.C.) 

funcţii trigonometrice v. funcţia exponenţială 
funcţii Walsh Definim două funcţii pe mulţimea numerelor naturale N 

cu valori în mulţimea numerelor întregi pozitive N u {0}. Mai întîi, fie L : N -§• 
- + N u { 0 } , L(n): = [log2 n], unde [x] reprezintă partea Întreagă a numărului 
real x. Apoi, sa fixăm un număr întreg pozitiv i. Definim funcţia 01: N ->N U {0} 
prin di(n) = 0 dacă i>L(n), iar dacă i^L(n), 8^(«) este da t în cele ce 

L(n) 
urmează. Ştim că n se dezvoltă diadic în mod unic sub forma n '*= S\ aii1, 

L(n) 
tunde ai sînt egale cu 0 sau cu 1. Atunci 0$(w) =*= a*. Aşadar, n «= V! 6$(») 2i. 

*=0 
Reamintim că am notat cu r<n funcţiile Rademacher. Acum putem defini 
f .W. ca fiind funcţiile din şirul {wn}n dat în cele ce urmează. Prin definiţie, 
WQ = rQ şi wx — rv Dacă n^2, prin definiţie, 

Definiţie echivalentă: din nou w0 = r 0 ; apoi să luăm n^s 1. Avem 
m r= 2™1 -f 2W2 + ... -f 2 W p (unde ^ depinde de n) cu mx>m2> ... > w ^ O . Cu 
al te cuvinte, scriem dezvoltarea diadică a lui n reţinînd numai termenii nenuli. 
Atunci, prin definiţie, wn = rm +lrm + 1 . . . rm + 1 . Ex.: Să luăm n *= 6 şi să 
construim w6 după cele două definiţii. Avem: 6 =* 1 • 22-f 1 • 21-f-0 • 2°, deci 
i ( 6 ) = 2, e0(6) = 0, 6 i ( 6 ) = l , 6 2 ( 6 ) - l şi 0*(6) - 0 pentru t = 3, 4, ... 
Atunci, după prima definiţie, avem w6 = r3 • (rjr|) = r3r2. Pe de altă parte, 
avem 6 = 22 + 21, deci wx = 2, w2 = 1 şi p == 2. Aşadar, w6 — r2r2 după 
A două definiţie. Iată primele nouă f.W.: w0 = r0 ; wx = r1(* w2 = r2 ; ws = 
= r2

yi * w4 = ^3 î w5 = rzrx; w6 == rzr2 ; w7 = r3r2rx; Î£;8 = r±. Avem relaţiile 
w2k+i ~ rk+iwi> valabile pentru k = 0,1, 2, ... şi (pentru k fixat) i = 0,1, ..., 2&— 1. 
î n particular, w^ = rjc+1, deci sistemul f.W. cuprinde sistemul funcţiilor 
Rademacher. De altfel, sistemul f. W. {wn}n este un sistem ortonormal 
-complet în L2(\±), unde ţi este măsura Lebesgue pe [0, 1]. Mai general, 
•sistemul f. W. este complet în LP[[L), i^p < oo, şi formează bază Schauder 
în spaţiul LP([L), 1 < p < oo (pentru notaţii v. spaţii LP). (I.C.) 

funcţiile lui Baire O funcţie / : [a, b] -> R este de clasă Baire zero dacă 
este continuă pe [a, b]; este de prima clasă Baire dacă nu este de clasă zero 
da r se poate reprezenta ca limită a unui şir convergent de funcţii de clasă 
zero pe [a, b] (aici intră, între altele, derivatele funcţiilor derivabile, funcţiile 
•cu variaţie mărginită şi funcţiile semicontinue pe [a, b]). D a c ă / nu este nici de 
clasă zero nici de prima clasă, dar se poate reprezenta ca limită a unui şir con
vergent de funcţii de prima clasă, a t u n c i / se numeşte de a doua clasă Baire (aici 
in t ră funcţia lui Dirichlet, egală cu zero în punctele iraţionale şi egală cu 1 în 
punctele raţionale). Presupunînd că am definit funcţiile de clasă Baire n — 1, 
funcţia / este considerată de clasa n dacă este limita unui şir convergent de fun
cţi i de clasă n — 1. în acest fel se obţin toate funcţiile de clasă Baire finită. 
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Dacă / nu este de nici o clasă Baire finită, dar se poate reprezenta ca limită 
a unui şir convergent de funcţii de clasă Baire finită, atunci / este conside
rată de clasa co (prima clasă transfinită). Funcţiile de clasă e*> + 1 sînt, prin 
definiţie, limite de şiruri convergente de funcţii de clasă co, fără a fi de vreo 
clasă mai mică sau egală cu co. Fie a un număr ordinal de clasa a doua. Să 
presupunem că am definit f .B. de orice clasă inferioară lui a. Funcţia / este 
de clasă Baire <x dacă nu este de nici o clasă inferioară, dar se poate repre
zenta ca limită de funcţii de clase inferioare lui a. După cum se vede, clasele 
Baire pot fi numere ordinale de prima sau de a doua clasă. Procedeul nu permite 
însă definirea funcţiilor de clasă Baire £1 (cel mai mic număr ordinal de puterea 
continuului). într-adevăr, oricare ar fi şirul {fn} de f .B., unde indicele clasei 
Baire a hiifn este numărul ordinal oc# < H, există un număr ordinal y mai mar© 
decît toate numerele vin{n = 1, 2,...) şi care este de asemenea de a doua clasă; 
rezultă că dacă {fn} converge, limita / va aparţine unev clase Baire de indice 
cel mult egal cu y < Q. Toate f .B. sînt măsurabile Lebesgue. Mulţimea f .B, 
are puterea continuului. Orice funcţie de clasă a se poate reprezenta ca limită 
de funcţii mărginite, de clasă inferioară lui a. Suma, diferenţa, produsul şi 
raportul (dacă funcţia de la numitor nu se anulează) a două f .B. de clasă a 
sînt f .B. de clasă a. Limita unui şir uniform convergent de f .B. de clase mai 
mici sau egale cu a este o f . B . de clasă mai mică sau egală cu a. Prin 
compunerea unei f .B. de clasă mai mică sau egală cu oc cu o f . B . de clasă 
mai mică sau egală cu p se obţine o f .B. de clasă mai mică sau egală cu 
a -f p. H . Lebesgue a demonstrat că oricare ar fi numărul ordinal 
a < O există funcţii de clasă Baire oc. Tot el a ară ta t că pentru ca o4 funcţie 
/ să fie de prima clasă Baire este necesar şi suficient ca mulţimile {Ar|a^#^&, 
f{x)> A}, {x\ a^x^b, f{x) < A} să fie de tipul borelian Fa. O teoremă 
/undamentală a lui R. Baire afirmă că funcţia / este de prima clasă Baire 
dacă şi numai dacă restricţia lui / la orice mulţime perfectă nevidă admite 
cel puţin un punct de continuitate. D. Preiss a ară ta t că orice funcţie de a 
doua clasă Baire este limita unui şir de derivate finite (şi chiar mărginite). Cea 
mai mare parte a consideraţiilor de mai sus rămîne valabilă şi pentru funcţii 
reale de mai multe variabile reale. Concomitent cu definiţia constructivă pe 
care am prezentat-o, se pot introduce f .B. şi pe cale descriptivă, axiomatică* 
globală, în felul următor: Familia f .B. este cea mai mică familie care conţine 
toate funcţiile continue şi care este închisă faţă de procesul de convergenţă. 
Pentru funcţii reale definite în spaţiul euclidian avem echivalenţă între f .B. 
şi funcţiile boreliene. în spaţii topologice mai generale, această echivalenţă 
nu se păstiează. De exemplu, dacă X este un spaţiu metric conex conţinînd 
cel puţin două puncte iar Y este spaţiul format din elementele 0 şi 1, unde 
singurele mulţimi deschise sînt {0}, {1} şi {0, 1}, singurele funcţii continue 
definite pe X, cu valori în Y, sînt funcţia identic egală cu 1 şi funcţia iden
tic nulă, deci acestea vor fi şi singurele f .B. însă, fixînd un element a în X, 
funcţia egală cu 1 în a şi cu 0 în rest este o funcţie boreliană, fără a fi 
f ,B. în general, orice f .B. este boreliană, dar nu şi reciproc. (S. 1\L) 

funcţiile lui Haar, sistemul de funcţii reale definite pe [0, 1] prin: %o0) « 1; 
xJ» - 1 dacă 0 < * < 1/2, - 1 dacă 1/2 < *< 1 şi 0 dacă * = 1/2; %f\t) « <Jv> 
dacă 2k - 2/2n+1^t < 2k ~ l/2m+x, - <J2P dacă 2k - l/2«+*<*<2&/2w+1, 0 în 
celelalte puncte din [0, 1], Jte {1, 2, . . . . , 2n}. Sistemul precedent se scrie ca 
un şir prin %1 — 1," %m — %« pentru m — 2n -f h, K & ^ 2 W , me{2, 3 , . . . } , 
n 6 N u {0}. Sistemul {%m}m formează bază necondiţionată în toate spaţiile 

£# n» P> !• Sistemul I 1,1 %m(x) dx\ este bază Schauderîn C[0,l}i9 
1 , 3 l Jo jm6{2,3,...} 

{Ch.Gri) 
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funcţionala lui Minkowski v. funcţională 
funcţională, funcţie definită pe un spaţiu liniar X sau pe o parte a lui X, 

«u valori în corpul scalarilor spaţiului X. F. fiind cazuri particulare de opera
tori, noţiunile de f. aditivă, f. omogenă, f. liniară se obţin din definiţiile date 
pentru operatori. Se numeşte f. subliniară, o funcţie reală p definită pe un clin 
E şi avînd proprietăţile: 1) p(x + y)^p(x) + p{y), Vx,yeE; 2) p(*kx) = 
=*lp(x), VX$?0, \fxeJE. Se numeşte f. supraliniarâ o funcţie reală ^definită 
pe un clin E astfel ca funcţia — q să fie o f. subliniară. Dacă A este o sub-
mulţime absorbantă a unui spaţiu liniar X, atunci funcţia p^ definită pe X 
prin PA(X) = inf{[jL > 0 | xe \iA} se numeşte f. lui Minkovski asociată lui A. 
Dacă mulţimea absorbantă A este şi convexă, atunci p^ este o f. subliniară. 
{R.C.) 

funcţională analitică Fie s(L = s£{C>n) spaţiul funcţiilor analitice întregi 
pe Cn, înzestrat cu topologia convergenţei uniforme pe mulţimile compacte 
(faţă de această topologie stt{Cn) este un spaţiu Frechet). O f.a. u este, prin 
definiţie, un element al dualului lui £&(Cn), deci o funcţională liniară şi con
tinuă pe s4.(Cn). Funcţionala u se spune că este suportată de mulţimea compactă 
M dacă pentru orice vecinătate co a lui K există o constantă Co> astfel ca 
\UU) I^Qo s n P | / |> fsA. Se notează cu d!{K) spaţiul f .a. suportate de K. 

srt{K) are în mod natural o topologie de spaţiu Frechet. Pentru orice f .a. 
u se defineşte transformata Laplace prin formula H(Q = uz(e^z'^)t £ e Cn. 
Are loc următoare caracterizare a funcţiilor întregi ce sînt transformate La
place de f .a. 
Teorema Pâlya-Ehrenpreis-Martineau. Funcţia M(Q analitică întreagă este 
transformata Laplace a unei f .a. u suportate de mulţimea compactă K dacă 
pentru orice § > 0 există o constantă C§ astfel ca | M(£) |<C§ exp {Hjc(Q + 
+ S K I) Pentru orice £ e C*. 
Aici HK este funcţia de sprijin a înfăşurătorii convexe a lui K. în general, 
pentru o f .a. u nu există o cea mai mică mulţime compactă care să o suporte. 
Dar dacă ueAQ(Rn), atunci acest compact minimal există şi se numeşte 
suportul lui u. F.a. prezintă importanţă şi pentru că, local, orice hiperfuncţie 
este sumă de f.a. (v. hiperfuncţii). (G.G.) 

funcţională biaditivă v. operator biaditiv 
funcţională biliniară v. operator biaditiv 
funcţională hermitiană, funcţie <]>:XxX —*T, unde X este un spaţiu 

liniar cu scalari în corpul T (al numerelor reale sau complexe), cu următoarele 
proprietăţi: 1) ty(x, y) = i\)(y, x) (bara indicînd numărul conjugat); 2) ty{<xx -f* 
4- Py» z) = a4>(#> z) + $ty{y, z), Va, p e F . Se spune că o f.h. <J> este pozitiv 
definită dacă ^{x, x)^0, \fxeX. Dacă <J> este o f.h. pozitiv definită, atunci 
pentru orice elemente x, y ale lui X avem | i\>(x, y) \2^§{x, x) §{y, y)> numită 
inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz. Dacă X este un spaţiu liniar nor
mat iar <\):XxX-+T o f.h. şi dacă există un număr jx > 0 astfel ca 
I +(#> y) \^V- II x II ' \\y II» V#, yeX, atunci ţ}; se numeşte f.h. mărginită. 
(R.C.) 

funcţională (o)-continuă v. operator regulat 
funcţională (co)-continuă v. operator regulat 
funcţională (o)-mărginită v. operator regulat 
funcţională pozitivă v. operator regulat 
funcţională regulată v. operator regulat 
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G 

generator infinitezimal (al unui semigrup de operatori) v. semigrup de 
operatori 

genul (unei suprafeţe riemanniene compacte) v. divizor 
germen v. prefascicol, fascicol 
gradient v. analiză vectorială, integrare pe o varietate riemanmană orien

tată . 
graficul unui operator v. operator închis 
grup cu un parametru de difeomorfisme v. fibratul tangent 
grup de coomologie v. coomologia fascicolelor 
grup discret v. latice de perioade 
grup fundamental v. omotopie 
grup Lie, o varietate diferenţială G de clasă C00 înzestrată cu o struc

tură de grup astfel încît aplicaţia GxG 9 (x, y) i-> xy~xeG să fie de clasă. 
C00. Ex.: 1° Grupul aditiv RWXTO ~ Hnm al tuturor matricilor reale de t ip 
nxm. 2° Grupul liniar general GL(w, R) = {A e ~Rnxn ~ R"2 | detA ^ 0 } 
cu înmulţirea de matrici uzuală. 3° Grupul liniar special SL(»): = {A e 
e GL(w, R) |det^4 = 1}. 4° Grupul ortogonal 0(n): = {A e GL(n, 'R\AtA = 
= / } , unde *A este transpusa matriciii4. 5° Grupul ortogonal special SO(M) : = 
= {A e O(n) \detA = 1}. (MJ.) 

grup Lie complex, o varietate complexă G înzestrată cu o structură de 
grup astfel încît aplicaţia GxG 3 (x, y) \*-> xy1 eG să fie olomorfă. Ex. : 
1° Grupul aditiv Cnxmc^.Cmn al tuturor matricilor de numere complexe de 
t î î T n x i » . 2° Grupul liniar general GL (n, C) = {A e Cnxn ~ Cn* | d e t . 4 ^ 0 } 
cu înmulţirea de matrici uzuală. 3° Pentru orice latice T în Cn, toruî 
ODmplex T:CnjT este un g.L.c. (M. J.) 

grup propriu discontinuu Dacă M este o varietate complexă, se numeşte 
automorfism al lui M orice izomorfism analitic h' M -> M. Automorfismele 
lui M formează un grup, notat Aut(M), avînd ca înmulţire compunerea. Un 
punct ae M se numeşte punct fix al unui automorfism h e Aut(M) dacă h(a) — 
— a. Se numeşte grup de automorfisme pe M orice subgrup al grupului Aut (M)*' 
Fie G un grup de automorfisme pe M. Pentru orice punct x e M, mulţimea 
Gx: ~{g{x) \geG} se numeşte orbita lui G care trece prin punctul x\ două 
orbite ale lui G sau coincid sau sînt disjuncte. Mulţimea tuturor orbitelor lui G 
se notează prin MjG. Se spune că grupul de automorfisme G acţionează liber 
pe M dacă identitatea lui M este singurul element din G care are puncte fixe. 
De asemenea, se spune că G este un g.p.d. (sau că G acţionează propriu discon
tinuu pe M) dacă, pentru orice pereche de mulţimi compacte K, L c Mt, 
mulţimea {geG \ g(K) (]L^0) este finită. 
Teoremă. Dacă grupul de automorfisme G acţionează liber şi propriu discon
tinuu pe M, spaţiul cît MjG are o unică structură complexă pentru care 
aplicaţia canonică TC : M -> MjG este olomorfă. Ex.: Fie Y o latice în Cn şi 
^ : = {gy I Y e T}, unde gY este translaţia Cn 3z \~> z -\- ye C n . Atunci G 
este un grup de automorfisme care acţionează liber şi propriu discontinuu pe 
Cn; varietatea complexă cît CnjG coincide cu torul complex CnjT. (M. J.) 
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grup topologic, grup G în care este dată o topologie în raport cu care apli
caţia (x, y) —• x~xy a lui GxG în G este continuă. într-un g.t. G, pentru 
orice aeG, aplicaţiile x —> ax, x —• xa, x -> a~lx, x —• xa"1 sînt homeomorfisme 
ale lui G pe G. Dacă 93 este o bază de vecinătăţi ale unităţii g.t. G, atunci 
familiile {xB \ B e 93} şi {Bx j B e 93} sînt baze de vecinătăţi ale punctului 
x (xB = {xy | y e B}). Fie °\P familia vecinătăţilor unităţii e şi pentru fiecare 
Vety fie 

Vs = {(*, y) \x~iye V}, Vd = {(*, y) | yx~^ e V}. 

Familiile <WS = {Vs \ V = 9^} şi 9*^ - {F^ | F = 9^} sînt atunci baze de 
împrejurimi pentru două structuri uniforme 9£s şi Hla, ambele compatibile 
cu topologia g.t. G. Aceste două structuri uniforme coincid dacă grupul este 
comutativ sau compact. (Gh. Gr.) 

grup topologic local compact v. măsura (Radon) Haar 
grupul caracterelor unui grup comutativ Fie G un grup comutativ local 

compact. Se numeşte caracter pe G orice aplicaţie nenulâ u: G —• C, care este 
continuă şi multiplicativă, i.e. u(st) ~ u(s) u(t) pentru orice s şi / în G. Se arată 
că | u(s) | = 1 pentru orice 5 în G şi u(e) = 1, unde e este elementul unitate 
în G. Mulţimea G a caracterelor lui G formează grup faţă de operaţia uv = w, 
unde w(s) = u(s) v(s), s în G. Fie \x măsura Haar a lui G. Atunci să notăm 
prin Rep(G) mulţimea reprezentărilor nenule şi continue V'.V-fa) -+ C. Rea
mintim că X1(fJ.) este privit ca algebră grupală (v. algebră grupală) şi atunci 
o reprezentare a algebrei Ll(\±) în algebra C este o aplicaţie liniară şi multipli*" 
cativă F:"L1([x) —• C. Rezultă că există o aplicaţie bijectivâ O: G —• Rep(G) 

definită prin £l(u) = F , u ide 7(7) = \f{s) u(s) d\i{s) (aici 7 ^ L1^) este clasa 

lui / G £l(\x) şi definiţia este coerentă). Se arată că Rep(G) c {x': V-(\i) -> 
-+ C | x' este liniară, continuă şi || x' || = 1}. Putem considera pe Rep(G) 
topologia indusă de topologia slabă de dual G{{1>{\X))', L1^)). Prin transport, 
obţinem topologia T pe G, pentru care un sistem fundamental de vecinătăţi 

lueG| \ fi(s) (W(5) - M0(S)) d[A(s) < c, ie F> 9 

unde e parcurge mulţimea numerelor strict pozitive, iar {/̂ } • F este o familie 
finită arbitrară de elemente din JB1^). Se arată că T coincide cu topologia T ' 
a convergenţei uniforme pe mulţimile compacte ale lui G. în topologia T', 
un sistem fundamental de vecinătăţi pentru caracterul uQ este format de 
toate mulţimile de forma {ueG \ \ u(s) — u0(s) \ < e pentru orice s în JFST}, 
unde e parcurge mulţimea numerelor strict pozitive iar K mulţimea tuturor 
părţilor compacte ale lui G. în plus, grupul G cu topologia T (sau T') este un 
grup topologic local compact separat comutativ. Se arată că G este compact 
dacă şi numai dacă G este discret. Putem deci considera grupul topologic al 
caracterelor lui G, pe care îl vom nota prin G. 

Teorema lui Vontriaghin. Grupurile G şi G sînt izomorfe algebric şi topologic 
prin aplicaţia €>:G -»G, definită prin <$>(x) — X, unde X(u) = u(x), pentru 
orice caracter u din G. 
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Pe G se consideră topologia descrisă anterior pe g.c.g.c. (aici pe grupul carac
terelor lui G). Ex. : Luăm G = R» cu structura de grup aditiv. Măsura Haar 
este măsura Lebesgue. Se arată că grupul G este izomorf c u G = Rw , după cum 
urmează. Un prim exemplu de izomorfism este Ţ: R w -+G, T(y = (yv y2,... 
.«, yn)) « Z> e G, unde Ty(x «* fo, *a , ...., *m)) = ei(*!y). Am notat <#, ^> » 
=7 Wi + Wz + ... + xnyn (este produsul scalar obişnuit în R w ) . „Compli-
cînd" puţin acest exemplu, vom lua, pentru un număr real nenul fixat a, 
izomorfismul următor: Ta: Rra -> G, Ta(y = ( j , , y2, yn)) = T « e g , unde 
I ţ W - e ^ W . (I. C.) 

grupul liniar general v. grup Lie 
grupul modular v. funcţie modulară 
grupul ortogonal v. grup Lie 

XI 

hartă complexă v. varietate analitică complexă 
hartă reală v. varietate diferenţială 
hiperfuncţie, cea mai largă clasă de funcţii generalizate localizabile; ele* 

au fost introduse de M, Sato şi se pot defini în mai multe moduri. Cea mai 
simplă definiţie se bazează pe noţiunea de funcţională analitică. Dacă Q. este 
o mulţime deschisă şi mărginită în R n , spaţiul h. pe CI, 93(H) este, prin defi
niţie, £%'(£!) jsi'(dQ) ', aici gi'(Q,) este spaţiul funcţionalelor analitice purtate-
de Q,, iar s£'(d£l) cele pur ta te de d&. Se defineşte astfel un prefascicol £i - • 
—•93(0) care se dovedeşte a fi un fascicol, fascicolul h. pe R n . Cealaltă cale 
de a defini h, porneşte de la ideea de valoare la bord a unei funcţii analitice. 
în cazul n = 1, dacă I este un interval din R , este natural să considerăm, 
pentru orice vecinătate co din C a lui 7, 0(o>\7)/0(co). Se constată că acest 
cît nu depinde de alegerea vecinătăţii co a lui 7 şi se notează 93(7), h. pe 7. 
Intuit iv o astfel de h. nu este decît saltul la trecerea prin 7 a unei funcţii olo-
morfe în vecinătatea lui 7. Generalizînd la n > 1 se constată că apar cituri 
mai complicate, dar care au o interpretare coomologică în termeni de coomo-
îogie relativă; după Sato, 93(0) = H^(U, 0) cu O mulţime deschisă în Rw , 
U deschis de olomorfie astfel ca U f) R n = O. Dacă se utilizează izomorfismul 
dintre acest grup de coomologie şi Hn(9£, 9£', 0) , unde 0 este fascicolul germe
nilor de funcţii olomorfe pe Cn, U deschis de olomorfie în C n , U 0 Rw = O 
iar ( % 9T) este o acoperire relativă a lui (17, 1 7 \ 0 ) de forma: 9£ = (UQ, Uv... 
..., Un), UQ = 17, <W = {Ult ...., Un), iar Uj « U 0{*e Cn, Im z & 0} 

i = 1,...,» 

-se găseşte că 93(0) - 0(U {] ( C \ R ) W ) / ^ 0{UV . . . . ,£ ...., n); aici s-a notat 

eu Uv ...,j, ..., n — U1f\U20 Uj-i n U^+i O ... n Un, deci o interpretare con
cretă, în termeni de funcţii olomorfe. Orice h. apărînd ca o secţiune a unui' 
fascicol, se poate defini natural suportul său. Faptul remarcabil este că 
fascicolul h. este flasc, i.e. orice h. definită pe un deschis se poate prelungi la> 
întreg spaţiul (fapt ce nu se întîmplă cu distribuţiile, în general). Tot at î t de 
remarcabil este faptul că cele două definiţii, cea coomologică şi cea prin func
ţionale analitice coincid (fapt evidenţiat de Martineau). Alegînd alte acoperiri? 
relative se obţin alte reprezentări „concrete" ale h. Astfel, dîndu-se n + 1 
vectori nenuli din Rw , r]v ...., 7}n+i, cu proprietatea că reuniunea semispa-
ţiilor 7)4- = { y e R n , < y, i)j > > 0} acoperă pe R n \ { 0 } şi considerîndu-sc-
acoperirea (cy, 9^') a lui (U, U\Q) (cu U vecinătate complexă a lui O, şi 
domeniu de olomorfie), qf = (F0, Vlt ...., Vn+1}. 9>' = (Vv ...., Vn+i), unde* 
VQ = U, Vi = 17 fi (R n -f ir]}), ; = 1, ...., n, se găseşte că 

n+l I 
93(0) - @ 0(17) n (Rn+irj) / Yi 0{y*> •••' £ •••'£ •••'n + V> 

;'=i / i < i < i < w + i 
unde T^ este conul 7)^ fi ... O r\ f__x O rt j~+1 O ... PI f)^+v Fiecărei funcţii 
olomorfe cp în 17 n (Rw + i r ) i se ataşează h. valoare la bord*&r(<p) după 



H I P E R P L A N 178 

.conul deschis P în modul următor: se aleg vectorii v)V ..., r^n+i astfel ca 
^1 — ^2" ^ ••• ^ ^t-]-is^ f i e i n c m s m T şi se consideră h. definită de func
ţiile fy e 0(U fi (R« + iTj), j = 1, ...., w + 1, unde ^ = £9 | Tx şi e = ± 1, 
•după cum orientarea bazei Y)3, •..., t}n+i a lui Rw este pozitivă sau negativă, iar 
^ = 0 pentru / = 2, ...., n -f 1. H. definită de cele («- f 1) funcţii (tylt ^2, ... 
».., <J>»+i) (e<P I I \ , 0, ...., 0) nu depinde de alegerea vectorilor 7^, ...., r jB+l şi 
se mai notează cp(* + iPO). Morfismul br: 0(U (] (Rw + iPO) 4 03(0) este 
injectiv. Are loc următorul rezultat, care justifică considerarea h. ca valori la 
bord de funcţii analitice: Dacă O este o mulţime deschisă din Rw , U un do
meniu de olomorfie din Cn, U f) Hn = O ş i / o h. în O, atunci, dacă Tlt ...., Tn 
*>înt conuri convexe deschise din Hn cu proprietatea că dualele lor P^-, ...,r^~ 
.acoperă pe R^ (aici P^- = {•/) e Rw, < £, TJ> ^ 0 pentru £ e P/J), există funcţii 

m 
olomorfe ^e:0{U f] (Rw + iTj))tj = 1, ...., m, astfel c a / - Ş] <?j{x+iTj0) = 

j=\ 
m 

= \ ] .fer. (cp;). H . se pot deriva şi înmulţi cu funcţii analitice reale: ele sînt deci 
3 = 1 ' 

bine adaptate categoriei analitice. Aceste definiţii se extind la varietăţi anali
tice reale. H. s-au dovedit un instrument extrem de util în studiul ecuaţiilor 
diferenţiale cu coeficienţi analitici şi în probleme de analiticitate ridicate de 
fizica teoretică. (G. G.) 

hiperplan v. varietate liniară 
hiperplan de sprijin v. varietate liniară 
hiperplan închis (într-un spaţiu liniar topologic), hiperplan care este o 

aiiulţime închisă. Fie X un spaţiu liniar topologic real. Dacă / este o funcţio
nală liniară nenulă definită pe X iar X un număr real, atunci hiperplanul 
H — {x e X \f{x) = X} este o mulţime închisă dacă şi numai dacă funcţionala 
j este continuă. Dacă A este o submultime (nevidă) convexă şi deschisă a lui X 
iar E o varietate liniară în X, disjunctă de A, atunci există un h.î. H disjunct 
de A şi care conţine E. Dacă A şi B sînt două submulţimi (nevide) convexe, 
deschise şi disjuncte, atunci există un h.î. H — {x e X \f(x) = X} astfel ca 
ACZ{XEX \f(x) < X} şi Bcz{xeX \f(x) > X}. în acest caz se spune că 
H separă strict A de B. Dacă X este un spaţiu local convex, separat, real, A 
o su bmulţime (nevidă) convexă şi închisă iar B o submultime (nevidă) convexă 
şi compactă astfel ca A fi B = 0 , atunci există un h.î. care separă strict 
A de B. (R. C.) 

hipersuhspaţiu v. spaţiu liniar 
hipersuprafaţă diferenţiabilă, subvarietate diferenţiabilă a lui Rw de di

mensiune n — 1. O submultime S a lui Rw este o hipersuprafaţă de clasă Ck, 
l^k^oo, dacă şi numai dacă pentru orice punct aeS, există o mulţime 

deschisă U 3 a în Rw şi o submersie feCk(U) astfel încît S 0 U — /_ 1(0). 
Notăm că, în această situaţie, spaţiul tangent geometric la 5 în punctul a 
este dat de 

r ( 5 ) J e o m = { ^ = (xit ...., xn)eUn l/<f;(flH 
i(v. spaţiu tangent geometric). în cazul n = 3 se spune suprafaţă diferenţiabilă 
in loc de h.d. (M. / . ) 

homeomorfism v. funcţie continuă 

I, I 

ideal v. algebră 
ideal al unei latici booleene v. reprezentarea laticilor booleene 
ideal maximal v. algebră 
ideal nenul v. algebră 
ideal propriu v. algebră 
idealul lui Cartan v. spaţiu (C-analitic 
identitatea lui Euler v. funcţia £ 
identitatea unui obiect v. categorie 
ieşire v. sisteme dinamice comandate 
imagine directă inelată v. medul pe un spaţiu inelat 
imagine inversă inelată v. medul pe un spaţiu inelat 
imaginea inversă (a unei forme diferenţiale) v. formă diferenţială 

(pe o varietate diferenţiabilă) 
imaginea inversă (a unui fibrat vectorial) Fie M şi AT două varietăţi dife

renţialele de clasă Cr, cp e Cr(M, N) şiF un fibrat vectorial de clasa Cr peste N. 
I i . a lui F prin 9 este fibratul vectorial, notat cp*F, cu proprietăţile următoare: 
1) Pentru orice punct xe Ai", (cp*F)x = {x} xF / , ca spaţii vectoriale (struc
tura de spaţiu vectorial pe mulţimea {x} xF ,%, fiind cea furnizată de al 
doilea factor); 2) Dacă (/,, ...., fv) este un reper local al lui F, atunci (elt ..., ev) 
este un reper local al lui cp*„F, unde e%{x): = (%,fi{<?{%))) pentru orice punct 
x e M astfel încit <p(#) să aparţină domeniului reperului (flt ....,fp). Astfel 

| 9*F - {{x, v)eMxF \ q>(#) = nF(v)} 

şi, în fapt, cp*jF este o subvarietate diferenţiabilă de clasă Cr a produsului' 
direct MxF. (M.J.) 

imaginea unei măsuri printr-o aplicaţie Să considerăm un spaţiu cu mă
sură (X, <7, (i), un spaţiu măsurabil (S, d) şi o aplicaţie (7 , d)-măsurabilă 
p: T —*• S. Imaginea măsurii \i prin aplicaţia p este măsura p(\i)' d —* R+ 
definită prin p{\i){A) = \i(p"1(A)). Se obţine astfel spaţiul cu măsură (S, <$, 
P(\L)). Mai general, dacă (2 este o a-algebră de părţi ale lui T şi [i: Q ->R+ 
este o măsură numărabil aditivă, vom considera o aplicaţie (&, c5)-măsurabilă 
p: T -^ S. Definim şi în acest caz măsura p(\i), prin p{\Ji)- = p{\^**), unde 
\x** este extensia măsurii u. (v. extensia măsurilor pozitive definite pe un clan); 
numim şi în acest caz pe ^(JJL) imaginea măsurii u, prin aplicaţia p. Notăm 
cu r corpul scalarilor (reali sau complecşi) şi considerăm o funcţie / : S —* R 
(sau P) care este p(\i)-integrabilă. Atunci rezultă că funcţia fop este jji-inte-
grabilă şi pentru orice Aed) avem 

if(y) d(/>(n)) (y)) = J /(/.(*)) d|x(«) 
A p-'(A) 
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{teorema schimbării de variabilă). Vom presupune în plus existenţa unui spaţiu 
•cu măsură (S, c5', v) cu proprietăţile: a) d'c:cS; b) v(A) — 0 => p(ţi) (A) = 
— 0 (i.e. p([i) este absolut continuă în raport cu v pe c$'; c) Măsura v este 
total cj-finită; d) Măsura p(v) este total a-finită. în aceste condiţii există o 
funcţie <p:S-*[0 , oo) care este v-măsurabilă şi cu proprietatea că pentru 
orice A e 6 avem 

^Ky)q(y)My) = ^ /#(*)) dn(#). 
A p-i(A) 

Aici <p este o derivată Radon-Nikodym a lui p(\i) în raport cu v (teorema schim
bării de variabilă (variantă)); v. şi formula schimbării de variabilă (pentru inte
grala Lebesgue). (7. C.) 

imagini de măsuri Radon Fie \i o măsură Radon pozitivă pe spaţiul local 
compact separat T şi X un spaţiu local compact separat. O aplicaţie ^-măsu
rabilă TC: T -» X se numeşte aplicaţie [L-proprie (sau aplicaţie proprie în raport 
cu [i) daca pentru orice mulţime compactă KczX mulţimea Tr^ii") este ţx-integra-
bilă şi pentru orice funcţie continuă numer ică /cu suport compact pe X funcţia 
fon este esenţial a.-integrabilă. Imaginea măsurii u, prin TC este măsura Radon 

pe X, notată prin rz(\i)(f) şi definită prin ir (LI) (/) = \f{7z(t)) d\x(t) pentru orice 
funcţie continuă numerică / cu suport compact pe X. Pentru orice funcţie 
/ : X —> jp,unde F = R (sau un spaţiu Banach), a spune că / este esenţial 
TU (ti)-integrabilă este echivalent cu a spune c ă / o TU este esenţial Li-integrabilă., 

în acest caz, avem \f{%) dv(x) = V f{n{t)) d[i(t), unde v = TT(|X). Dacă X = 

= X+ — X~ este o măsură Radon oarecare imaginea prin TU a lui A este 
ru(X) - TU(X+) - TC(X-) etc. (I.C.) 

imersie v. spaţiu tangent 
i r dl 

indexul unui drum, numărul n\(z) = -— V- , unde X este un drum 
2rci J'i — z 

rectificabil şi închis în C, z^supp X = (Xp) \te[0, 1]}. Se face precizarea 
că n\(z) este indexul (sau indicele) drumului X în raport cu z. Numărul n\(z) 
este întreg, funcţia z —> n\(z) este olomorfă, local constantă (constantă pe orice 
domeniu inclus în C \ s u p p X) iar dacă z aparţine componentei conexe nemăr
ginite a lui C \ s u p p X, atunci n\(z) = 0. Dacă, spre exemplu, X este drumul 
"h(i) = a + re2nl , a e C, r > 0, atunci n\(z) — 1 dacă | z — a \ < r şi n\(z) = 
— 0 dacă | z — a \ > r. Dacă X*(0 = a -f- reunitt unde k este număr întreg, 
atunci n^(z) — k dacă | z — a \ < r şi n^ (z) = 0 dacă \ z — a \>r. (Gh. Gr.) 

Indicatoarea Iul Banach Fie / : [as b] -* R o funcţie reală continuă- Să 
notăm m — inf {f(x) \ x e [a} b]} şi M = sup {f(x) | x € [a, b]}. Atunci, pentru 
orice y e [m, M]t mulţimea de nivel F(y) = {x e [a, b] \f(x) ~ y} este nevidă. 
Definim funcţia pozitivă N: [m, M] -+ R + prin N(y) = cârd F(y) dacă F(y) 
este finită şi N(y) ~ oo dacă F(y) este infinită. Funcţia N este măsurabilă 
în raport cu măsura Lebesgue pe \m, M~\ si se numeşte i.B. Teorema lui Banach 

asupra funcţiei indicatoare afirmă că avem egalitatea \ N(y) dy — \J (/). 
Ja a 

Cu alte cuvinte, integrala i.B. în raport cu măsura Lebesgue este egală cu 
variaţia totală a funcţiei (puţind fi eventual infinită), (I. C.) 
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indicatoarea unei mulţimi v. funcţia caracteristică a unei mulţimi 
inducţia matematică face obiectul unei teoreme (sau axiome) care afirmă că 

dacă o mulţime M de numere naturale conţine pe 1 şi, odată cu n, conţine pe suc
cesorul n + 1 al lui n, atunci M este mulţimea tuturor numerelor naturale. (S. M.) 

inecuaţii variaţionale de evoluţie Fie / : Rre -* R w o submulţime convexă 
şi închisă în Rw . O funcţie xe[t0, T] -*• R w se urneşte soluţie a i.v.e. definită 
de / şi K dacă x(t) e K pentru orice t e [t0, T], % este absolut continuă şi 

< x{t) - j(x(t)), x(t) - y > ^0 

a.p.t. în [/0, X] pentru orice y e K. Aici < , > este produsul scalar uzual în 
Hn. Cînd K = ~Rn, x este soluţie a i.v.e. definită d e / dacă şi numai dacă x este 
soluţie a sistemului de ecuaţii diferenţiale definit de / . Se demonstrează că 
dacă / este lipschitziană, atunci pentru orice xQ 6 K există o soluţie unică 
a i.v.e. definită de / verificînd x(tQ) = x0. O generalizare la cazul infinit dimen
sional (inecuaţii variaţionale parabolice) este următoarea. Fie V, H un cuplu 
de spaţii Hilbert reale astfel încît V este dens în H şi F c H c F * , V* este 
dualul, neidentificat cu V al lui V iar incluziunile sînt în sens algebric şi topo
logic. Fie A'.V-+V continuu astfel încît (Au,v) — (ut Av) pentru orice 
u,veV şi (Au,u)~^<& || u ||2, 6) > 0, pentru orice ueV; _s-a notat cu (.,.) 
funcţionala biliniară de dualitate dintre V şi V*. Fie w0e KH, închiderea lui 
K în spaţiul H, ş i / e L 2 ( 0 , T,H). Se demonstrează că există, şi este unică, 
« e C ( 0 , r , H ) astfel încît w(0) = u0, u(t) e K a.p.t. în (0, T) , ' 

fîu'(t)eL2(0, T,H) (u'(t) + Au(t) - j(t), u(t), v)^0 

a.p.t. în (0, T) pentru orice veK. (A. Ii.) 
inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz v. funcţională hermîtiană 
inegalitatea lui Bessel v. spaţiu Hilbert 
inegalitatea lui HGlder v. spaţii Lv 

inegalitatea lui Jensen Fie (T, S", u.) un spaţiu cu măsură probabilistică 
ş î / : T —> R o funcţie u.-integrabilă. Fie şi I c R un interval deschis cu pro
prietatea că f(T)cI, precum şi o funcţie convexă F: I -* R . Se presupune 
că funcţia compusă F o / : T - » R (definită prin (Fo f)(t) = F(f(t)) pentrB 
orice t din T) este ^-integrabilă. în aceste condiţii are loc i .J. : 

•(WH (Fof)d[i, unde\fd\LeI. (LC.) 

\z 

inegalitatea lui Minkowski v. spaţii Lv 

inegalităţile lui Cauchy Dacă / este o funcţie olomorfă pe discul deschis 
, „ - a j < R, unde a este un. punct din planul complex C şi R un număr 
real > 0, atunci / admite dezvoltarea Taylor f(z) = \ \ an(z — a)n, valabilă 

pe întreg discul | z — a \ < R. Coeficienţii an în această dezvoltare se calcu
lează prin formulele 

f(n)(a) 1 f /(*) 
k — ăz, 0 < r < R, n^Q, 

2TC1 J n! 2TC1 J (z-a)n+1 

şi, în particular, satisfac i. C. 

I an K — » "ande M = SUP l / W ' ; 
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aceste inegalităţi sînt deci semnificative numai cînd / este mărginită pe 
discul | z — a | < R, i.e. numai în cazul M < co. O consecinţă imediată a 
i.C. este 
Teorema lui Liouville. Orice funcţie întreagă şi mărginită este o constantă. 
Dintre aplicaţiile teoremei lui Liouville menţionăm aici teorema fundamentală 
ia algebrei: Fie F(z) = zn + a^71-1 ... + an un polinom de grad n, cu coeficienţi 
numere complexe. Dacă n^l, ecuaţia F(z) = 0 are cel puţin o rădăcină. (M.J.) 

inel (de mulţimi) v. clasă de mulţimi 
inel Boole Un inel (A, + , •) se numeşte i.B. (sau i. boolean) dacă orice 

-element x din A este idempotent, i.e. x2 = x. Rezultă că A este comutativ şi 
x -f- x — 0 pentru orice x din A. Dacă (2 este un clan de părţi ale lui T, atunci 
Q devine i.b. cu operaţiile: A -f B: = (A\B) U (B\A) = A A B şi 
A • B = A f] B pentru orice A, B în (2. Elementul zero (pentru adunare) 
este 0 . Dacă Q este algebră de părţi ale lui T, atunci inelul de mai sus devine 
i.B. cu unitate (element neutru la înmulţire), unitatea fiind T. Un i.B. 
(A, + , •) cu element zero 0, care are element unitate 1 devine algebră Boole 
cu ordinea dată de x^y: <=> xy — x. Anume, cel mai mic element este 0, 
cel mai mare element este 1, pentru fiecare x din A punem x* — 1 -f- x. 
Avem atunci x f\y = xy şi x\f y = x -f y -f- #y pentru orice #, ŷ din A. 
Reciproc, dacă (A, < ) este algebră Boole, ea devine i.B. cu unitate punînd 
% + y = [%\Jy*)y (y l\x*) şi #j> — xl\y\ elementul zero este 0 şi ele
mentul unitate este 1. Aşadar, noţiunile de algebră Boole şi i .B. cu unitate 
s înt echivalente. (i\ C.) 

inel ereditar v. clasă de mulţimi 
infimum v. mulţime ordonată 
integrabilitate Denjoy-Hincin Funcţia / : / - > R(Rz>7 = interval) este 

integrabilă Denjoy-Hincin dacă există F: I -> R absolut continuă generali
zată în sens larg pe / astfel încît derivata aproximativă a lui F este egală cu 

jf a.p.t. pe I. Numărul F(b) — F(a) este, în acest caz, valoarea integralei Den
joy-Hincin a lui / pe / = [a, b]. Orice derivată aproximativă este integrabilă 
Denjoy-Hincin. (S. M.) 

integrabilitate Denjoy-Perron Funcţia / : I c : R - * R este integrabilă 
Denjoy-Perron pe / dacă există o funcţie F: I —> R absolut continuă genera
lizată în sens restrîns pe L, astfel încît a.p.t. pe i" avem F' — f. Numărul 
F(b) — F(a) este, în aceste condiţii, valoarea integralei Denjoy-Perron a lui / 
pe I — [a, b]. Orice derivată este integrabilă Denjoy-Perron. Orice funcţie 

/ : / c R - + R integrabilă Lebesgue pe I este integrabilă Denjoy-Perron pe / 
iar cele două integrale sînt egale. Pentru funcţii pozitive i.D.P. revine la inte
grabili ta tea Lebesgue. Dacă f: I —*• R este integrabilă Denjoy-Perron, există 
iun subinterval al lui / în c a r e / este integrabilă Lebesgue. (S. M.) 

integrabilitate Riemann Fie / o funcţie reală definită pe intervalul com
pact [a, b]. Fie A o diviziune a = x0 < xx < ... < x% < ... < xn — b a lui 
%a, b] şi fie £0, ţv ...., 5»-i astfel încît #$< £*^#*+i pentru i — 0, 1, ..., n — 1. 

n—l 
Să punem aA(f, \i ) = ^ j /(£*) (**+i ~~ **)• Funcţia / este integrabilă Rie-

i=0 
mann pe [a, b] dacă există un număr real I astfel încît oricărui e > 0 îi cores
punde un număr 8(s)> 0 cu proprietatea că dacă v(A) = max | Xi+i— x% \ < 

O^.i^.n—1 
< S(e) avem a A ( / , £$) —• J | < e. Numărul I se numeşte integrala Riemann 

<a lui / pe [a, b] şi se notează cu \ f{x) dx. I.R. implică mărginirea lui / pe 
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[a, b]. Se arată că l f(x)dx = m(b — a), unde m este un anumit număr cuprins 
h 

între marginea inferioară şi marginea superioară a funcţiei / p e [a, &], iar dacă f 
este continuă pe [a, b], atunci există u în [a,b] astfel încît m = f(u) 
(formula de medie pentru integrala Riemann). O funcţie mărginită pe [a, b} 
este integrabilă Riemann pe [a, b] dacă şi numai dacă punctele ei de discon
tinuitate formează o mulţime de măsură Lebesgue nulă (criteriul' lui' Lebesgue' 
de i.R.). Definiţie echivalentă: Fie / mărginită pe [a, b] şi fie mt,.Mi margi
nile inferioară şi superioară ale l u i / pe [x%, Xi+1]. Să punem s^(f) = 2wti(#$+i — 
— Xi) şi S^(f) = ^jMi(x{+l — XÎ). Funcţia / este integrabilă Riemann pe 
[a, b] dacă fiecărui e > 0 îi corespunde S(e) > 0 astfel încît dacă v((A) < S(s) 
atunci S^(/) — s^ (/) < z. Definim integrala Darboux superioară ca margine 
inferioară a mulţimii sumelor S (/) cînd A parcurge toate diviziunile posibile 

ale lui [a ,b] şi o notăm % f(x) âx. In mod analog, definim integrala Darboux 

inferioară a lui / pe [a, b] ca margine superioară a mulţimii sumelor sA (/) şi a 
rb rb rb~ 

notăm \ f(x) dx. Avem \ f(x) dx^-. \ f(x) dx, egalitatea producmdu-se exact 
Jci Ja Ja 

atunci cînd / este integrabilă Riemann pe [a, &]. Definiţiile de rnai sus se 
extind la funcţii considerate pe închiderea unui domeniu mărginit, măsurabil 
Jordan din Rw, diviziunile A fiind formate din domenii măsurabile Jordani 
fără puncte interioare comune; v(A) se defineşte în acest caz ca maximul dia-
metrelor domeniilor care alcătuiesc pe A (S. M.) 

integrabilitate Riemann generalizată Fie / : [a, b] —> R. Sistemul A — 
= (a — xQ ^ £ o ^ # i ^ ... =^^i^ ţi^Xi+i^ ... ^xn = b) este o diviziune 
intercalată a lui [a, b] compatibilă cu funcţia S: [a, b] —> R + strict pozi
t ivă dacă \i — x% < §(£$)> Xi^x —\% pentru orice O^J^n — 1. Funcţ ia 
/ este integrabilă Riemann generalizat pe [a, b] dacă există un număr real / 
cu proprietatea că fiecărui e > 0 îi corespunde o funcţie strict pozitiva 
$: [a, b] —* R astfel încît, oricare ar fi diviziunea intercalată A compatibilă cm 
8, avem | cr̂  (/;£*)-—/ | < £ (undecA (/, £«) sînt sumele riernannrene obişnuite). 
Se arată că: 1) D a c ă / este derivată finită pe [a, b], atunci / este integrabilă. 

Riemann generalizat pe [a, b] şi F(b) — F(a) — \ f(x) dx, unde 1? este o primi
tivă a l u i / ; 2) Dacă / este integrabilă Lebesgue pe [a, b], a t u n c i / este inte
grabilă Riemann generalizat pe [a, b]. Extensie în Rn şi la integrale Stieltjes. 
I.R.g. este echivalentă cu in.tegrabilitatea Denjoy-Perron.. (S.M.). 

integrabilitate Riemann pe un interval neccmpact Fie / : [a, b)) -> R (unde,, 
eventual, b ~ +co) integrabilă Riemann pe orice interval compact [a, c] cu 

a < c < b. Dacă . lim % f(x)dx există şi este finită,, egală cu I, funcţia. 
c-*b, c<b Ja 

rb~o 
f este integrabilă pe intervalul necompact [a, b) şi notăm I — V, f(x) dx. 
Se spune despre această integrală că este convergentă. Definiţii similare pentru 
intervale necompacte la stingă [a,b] (unde, eventual, a — ~-oo). Pentru con
vergenţa unei integrale pe un interval necompact se dau diferite criterii, de
forma celor care sînt stabilite pentru convergenţa seriilor (v. şi integrală im~ 
proprie). (S. M.) 
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integrabîlitate Riemann-Stieltjes F i e / şi g funcţii reale definite pe intervalul 
fLa} b]. Fiecărei diviziuni A: a = x0 < x1 < ... < %i < xţ+1 < ... < xn = b 
şi fiecărui şir de valori £0, £i> ...., \n-\ cu proprietatea Xi^ £*<#$+1, 0 < 

n—î 
^i^n — 1, li se asociază suma, aA(f,g, g$) = ^ ] f{ţi)(g{xi+1) — g{xi)). Func-

*=o 
ţ ia / este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport cu g pe [a, b] dacă există 
un număr real / cu proprietatea că oricărui e > 0 îi corespunde un număr 
S(e) > 0 astfel încît din v(Â) = max | %i+1 — x% \ < S(e) rezultă | I — 

0 < * < » ~ l 
""" aA (/' #* £*) I ^ £> oricare ar fi valorile $$ satisfăcînd inegalităţile indicate 
mai sus. Se demonstrează că d a c ă / este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport 
cu g, atunci si g este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport cu / pe [a, &]. 
(S. M.) 

integrala Bartle Fie T o mulţime nevidă, ¥ o algebră de părţ i ale lui T 
şi X, E, F spaţii Banach astfel încît X «-»- J2(E, F). (v. variaţie; cvasivariaţie; 
se mi variaţie). Fie, de asemenea, m'.^-^X o măsura aditivă. Pentru o mul
ţime oarecare Acz'T se defineşte \\\ A | | | = inf {mEtF(V) | V e J, VZDA}, 
şi HI HI : 9 ( T ) -* R + are proprietatea că \\\ A j | | == mE, FW pentru orice 
A e^T. Se spune că mulţimea A este o mulţime m-nulâ dacă \\\ A 111 = 0. 
D a c ă / » : T ~+ E este un şir de funcţii, i a r / : T -> E o funcţie şi există o mul
ţime w-nulă A astfel încît fn(t) —* f(t) pentru orice t în T\A, se spune că 
fn converge la / w-a.p.t. în aceleaşi condiţii se spune că fn converge la / în 
w-măsură dacă Hm | | | S(n, e) | | | = 6, undeS(w, e) = {te T | || fn(t) — f(t) || > 

n 
> e}. O funcţie ^-etajată cu valori în E se numeşte funcţie simplă m-integra-
bilă (aici 9> = {A e *7 \ \\\ A \\\ < oo}). Pentru orice funcţie m-simplă / == 

n 
= 5 ] ^Aixi (ou AieU' mutual disjuncte şi x% e E) şi orice A e 'J SQ defineşte 

i= 1 
C n 

I fdm = ^ ] (m(Ai(]A)) (xi) eF. O funcţie f:T-~*E se numeşte funcţie 

integrabilă Bartle (în raport cu m) dacă există un şir de funcţii simple w-inte-
grabile {fn}n cu proprietăţile: i) fn converge la / în w-măsură; ii) Definind 

pentru orice A e'J, \n{A) = I fn dm, obţinem şirul de măsuri aditive \n: 9"-*F 

care are proprietatea: pentru orice e > 0 există $ > 0 astfel încît, oricare 
ar fi B e 7 cu | | | B | | | < S, are loc inegalitatea || X»(B) | | < e pentru orice n 
natural ; iii) Pentru orice e > 0 există ABe7 cu | | ' M S llll < oo astfel încît, 
oricare ar fi Ge^, GcT\ASl avem || X»(G) || < e pentru orice n natural. 
Se arată că dacă / este integrabilă Bartle în raport cu m, atunci pentru orice 
A e 7 există lim ln{A) eF (cu notaţiile de mai sus) şi limita nu depinde de 

n 

şirul {fn}. Prin definiţie, l imXfi(^):= (Bartle)-I f dm = i.B. a lui f -pe A 
n JA 

(în raport cu w). Dacă A =* T, obţinem (Bartle)- i f dm = (Bartle)- l / d w = 

- i.B. a lui / . (I. C.) 
integrala Bochner Fie T o mulţime nevidă. Vom considera X, E şi F 

spaţii Banach astfel încît X*~*£(E, F) (v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie) 
Prezentăm cele mai importante tipuri de scufundarea <̂ > J2(E, F). Tipul A : X. 
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= F = corpul scalarilor reali sau complecşi şi E — F. Un scalar a e T se iden
tifică cu operatorul Ta: E -* E, Ta(x) = OLX. î n cazul £ = F = F regăsim 
integrala abstractă Lebesgue. Tipul B: X == i 7 şi £" == F . Un vector ^ e JF 
se identifică cu operatorul Tx: Y -* F, Tx(cn) = &x. Tipul C: E = X ' şi 
F = r . Un vector ^ e l s e identifică cu aplicaţia T%: X' ~> T, T$(x') = x'(x). 
Tipul D: X = E' şi F = F . Un vector x' e'X este o aplicaţie x'i E -+T li
niară şi continuă. în toate cazurile vom integra funcţii f:T—*Eşi rezultatul, 
i.e. integrala, va fi în F. I .B. clasică se obţine în cadrul tipului A. în prima 
etapă vom integra funcţii etajate. Fie (2 un clan de părţ i ale lui T şi m: Q —> X 
o măsură aditivă. Pentru orice funcţie S-etajată (v. funcţie măsurabilă) cu 

n 

valori în E de forma / = \ \ 9A %i definim integrala lui / în raport cu m prin 
i = l 

i / dm: = \ j m(A{) (xi). Definiţia este coerentă [ n u depinde de scrierea lui 
n \ C n 

f în forma / == >j 9^-^M* Vom scrie, simplu, \ / d m == Sj m[^i)xi' ^ 

CE(Q) spaţiul vectorial al tuturor funcţiilor 6-etajate cu valori în E. Am defi

nit deci aplicaţia liniară H: 6E{&) ~» F da tă prin H(f) — \f dm. în continuare 
ne vom ocupa de prelungirea operatorului H la un spaţiu vectorial mai bogat 
dccît (.'#(6). Acum vom presupune în plus că m: Q —• X este o măsură numă-
rabil aditivă cu variaţie finită | m \ : Q —>• R + . Aplicînd lui \m\ procedeul 
general de extensie de la măsurile pozitive vom obţine extensia sa [X, deci vom 
lucra cu spaţiul cu măsură (T, ^T, (JL). Aşadar 5̂  = T ( | W |) (pentru notaţii 
v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan). Definim seminorma 

( n \ n n 

f = S wt = S I m i M*) 11**11 = S f^') II **ii = 
i = l / i = l t = l 

\ 11/II dl*-

Pentru orice func ţ ie / : T -* E, prin | | / || vom nota funcţia | | / ||: T —• R + dată 
prin ||/11(0 " 11/(011- Un ş i r{ / w } n din £E(&) se numeşte szV Cauchy (şir funda
mental ) în m~medie de funcţii Q-etajate sau simplu şir Cauchy (şir fundamental) 
în medie de funcţii etajate ) dacă pentru orice e > 0 există n(e) natural cu pro
prietatea că oricare ar fi numerele naturale p, q^n(z) avem N±(fp — fq) < e. 
Prin definiţie, o funcţie f: T —*• E se numeşte funcţie integrabilă Bochner în 
raport cu m (sau funcţie m-integrabilă Bochner) dacă are proprietatea că există 
un şix{fn}n de funcţii din £e(G) cu proprietăţile: a) fn(t) ~*f[t) (Ji-a.p.t. ( dec i / 
este pL-măsurabilă); b) {fn}n este Cauchy în m-medie. Se arată că în acest 

caz şirul i\fn dw > este un şir Cauchy în spaţiul Banach F şi în acest caz i.B. 

a funcţiei / în raport cu m este elementul din F notat prin \ f dm sau (Boch-

ufS ner)-\f dm şi definit prin l i m l / d w . Definiţia este coerentă (nu depinde de 
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şi\J şirul ales de funcţii (2-etajate). Se mai scrie şi \f(t) âm(t) în loc de \fdm» 

Cîteva precizări necesare. Dacă notăm 2 = {A e CJ \ \i(A)} < 00} = semitribuî 
părţilor u.-integrabile, atunci (v. extinderea măsurilor vectoriale) m se extinde 
la o măsură a-aditivă m{. 2 —> X şi mî are variaţie finită, \m±\ (A) = \i(A) 
pentru orice A ej^. Se arată că funcţiile m-integrabile Bochner sînt aceleaşi 
cu funcţiile m-integrabile Boehner, în sensul că o funcţie f:T-*E este m~ 
integrabilă Bochner dacă şi numai dacă există un şir {fn}n de funcţii S-etajate 
cu valori în E avînd proprietăţile: a) fn(t) -—> f(t) ţx-a.p.t.; b) {fn}n este şir 
Cauchy în m—medie. Atunci, pentru orice funcţie f:T-*E care este m-inte-
grabilă Bochner şi pentru orice Ae^, funcţia 9,4/ este de asemenea m-in~ 
tegrabilâ Bochner şi, prin definiţie, 

K fdm: = \ 9 ^ t / d w = \ f(t) dm(t). 

Funcţia de mulţime mf. J -+ E, mAA) = 1 / dm este o măsură vectorială. 
M 

numărabil aditivă absolut continuă în j apo r t cu m (sau în raport cu u.) şi 
se numeşte integrala nedefinită a lui / . In plus, m/ este cu variaţie mărginită 
şi | m/ | (X) = V | | / || du., (teorema de continuitate absolută a integralei nede
finite). O funcţie f:T-+E cu proprietatea că 9^4/ este m-integrabilă pentru 
orice A e 2 se numeşte funcţie local m-inte gr abilă Bochner (sau funcţie local 
integrabilă). O funcţie f:T—*E care este m-neglijabilă (sau \L-neglijabilă) 
i.e. f(t) = 0[x-a.p.t. este m-integrabilă Bochner. Se arată că o funcţ ie / : X -• E 
este m-integrabilă Bochner dacă şi numai dacă / este fi-măsurabilă şi | | / || 
este [jL-integrabilă. Vom nota £E(m) = {/: T -*E\f este m-integrabilă}. Se 
observă că de fapt avem £l

E(m) — £E([i), în sensul definiţiei de la spaţii I A 
Vom numi pe £E(m) spaţiul funcţiilor m-inte gr abile. Un subspaţiu al său este 
cJtE(rn) = {f: T -* E \f este m-neglijabilă}, unde prin funcţie m-neglijabilă. 
înţelegem funcţie ^-neglijabilă. (Aşadar, putem scrie 9£e(w) = 9L#(U.), v„ 
spaţii Lv.) Spaţiul cît £l(m)lcYLE(m) se notează prin L\(m). Avem de fapt LE(m) 
— LE([JL) (v. spaţii LP). Deoarece LE(m) este seminormat cu seminorma 

f 1~* II / lli~ \ 11/ II dP-> r e z m t ă că LE(m) este normat cu norma /l—> \\f \\x=* 

— % II / II Ĥ-» unde funcţia fef este aleasă arbitrar. Se arată că L\(m) este-

chiar spaţiu Banach. (I.C.) 
integrala curbilinie (în Rw) I. I.c. de primul tip. Fie D c R M o mulţime 

nevidă şi u:[a,b] —• D un drum rectificabil. Considerăm şi o funcţie F.D -*• R 
care este continuă. Drumul u generează funcţia (crescătoare) de lungime 
/: [a, b] -» R+ dată prin l(t) = lungimea restricţiei lui u la [a, t]. Atunci se 
poate defini integrala Stieltjes 

[ F{u(t)) dl(t) - V Ffait), u2{t), ..., «„(*)) dl(t), 
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unde Ui sînt componentele scalare ale drumului u. Această integrală se notează 

prin \ F(xv x2, ..., xn) dl şi se numeşte i.c. de primul tip a lui F de-a lungul 

lui u. Dacă u are derivată continuă, i.c. de mai sus se calculează ca integrală 
Riemann, fiind egală cu 

V F{uL{t), «ap), .... ««(O) VKW)2 + KW) 2 + ... + KW) 2 d*. 

î . I.c. de al doilea tip. Fie D c R w o mulţime nevidă şi u: [a, b] —»• D un drum 
rectificabil de componente scalare uv u2, ..., un. Fie şi Fv F2, ..., Fn: D —»> R 

n rb 
funcţii continue. Se poate defini expresia \ \ l F^u^t), uz(t), ..., un(t)) dui(t) 

p M 

care se notează prin V V Pi(xi> x2> ••-> xn) &xi şi s e numeşte i.c. de al doilea 
Jw i=\ 

t ip a funcţiei vectoriale F — (Fv F2, ..., Pw) de-a lungul drumului u. Dacă 
drumul u are derivată continuă ultima i.c. se calculează ca sumă de inte
grale Riemann, fiind egală cu 

n fb 

Yi \ P *KM, *i(t),..., *»(')) VKW)2 + («i('))a + ... + K(t))2 dt. 

Dacă D este deschisă si dacă există o funcţie diferenţiabilă F: D -»• R astfel 
£ . 3F 

încît d F = V Fi dxi (i.e. —• = Fi pentru i = 1, 2, ..., n), i.c. este indepen-

«dentă de drum. Mai precis, dacă x şi y sînt două puncte arbitrare din D şi 
d:\a,b] —• D, &:[a, (3] —*• J5 sînt două drumuri rectificabile cu proprietatea: 
4(a) = B[OL) = x şi <*(&) = §(p) - y, rezultă că 

\ 5 J ^* d ^ = \ ^ ] P i d^j . 
J^ Î—1 J s *=i 

în particular, i.c. de al doilea tip este independentă de drum dacă D este 
dFi dFj domeniu simplu conex, funcţiile Fi sînt de clasă C1 şi avem = • 
dx] BXÎ pentru toţi i^j. (I. C.) 

integrala Danieli (a doua metodă) Considerăm o preintegrală I: L ->• R 
(pentru notaţii şi preliminarii v. integrala Danieli (prima metodă)). Vom efectua 
prelungirea lui / în două etape, anume întîi pentru funcţii pozitive şi apoi 
pentru funcţii oarecare. 

a) Î.D. pentru funcţii pozitive. Introducem pentru orice funcţie pozitivă 
finită / : T -» R + subgraficul incomplet al lui / , anume mulţimea Te(f) = 
= {(*, x) \te T, xe R, 0 < x^f(t)}. Clasa de părţi 9 = {Te(f)s\Te(g) \f,geL, 

f,g pozitive şi f^g} formează un semiclan de părţi ale lui T x R . Funcţia 
de mulţime pi: 9 ~» R + definită prin yL(Fe(f)\Te(g)) = I{f — g) este o măsură 
numărabil aditivă. Aplicăm acestei măsuri procedeele obişnuite, extinzînd-o 
întîi la clanul generat de 9 (v. extensia măsurilor pozitive de la un semiclan 
la clanul generat) şi apoi la tribul mulţimilor măsurabile, cu ajutorul măsurii 
exterioare generalizate generată de u,. Obţinem extensia lui \i, anume măsura 
numărabil aditivă şi completă pî: 3" -> R + , unde S" este cr-algebra mulţimilor 
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ji-măsurabile (obţinute după prima etapă a extensiei, v. extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan). Definim mulţimea, Z + = {/'• T -*> R + | Te(f) e^}^ 
z>L+ — {/: T -+ R + | / e l } . O funcţie din Z + se numeşte funcţie I-măsura-
bilă Danieli pozitivă (sau funcţie măsurabilă Danieli pozitivă). Definim i.D» 
a unei funcţii fe L+ prin / ( / ) : = lţ(Ye(f)) şi / : Z + ~» R + e s t e o extensie a lui I 
pe funcţii pozitive, în sensul că / ( / ) = / ( / ) pentru orice f e L+. Se arata că 
dacă / , g sînt în L+, a t u n c i / \ /g şi / Ag sînt în Z+_si / ( / + g) = î(f) ~f /(g)» 
iar dacă a este un număr real. pozitiv, atunci oc/e L + şi / ( a / ) = a / ( / ) . 

b) Î.D. pentru funcţii cu valori reale extinse. D a c ă / : T -* R este o funcţie 
reală extinsă, se spune că / este o funcţie I-măsurabilă Danieli (sau o funcţie 
măsurabilă Danieli în raport cu I) dacă / + şi /~ sînt funcţii /-măsurabile Danieli 
pozitive. Dacă, în plus, sau / ( /+) sau / ( / " ) este finit, se spune că / este funcţie 
I-mâsurabilâ Danieli care are integrală (sau funcţie măsurabilă Danieli în raport 
cu I care are integrală) şi i.D'. a lui / este / ( /+) — /( /")• Dacă şi /( /+) şi / ( /") 
sînt finite, se spune că / este funcţie I-inlegrabilâ Danieli (integrabilă Danieli 
în raport cu I). Numărul / ( / ) = /( /+) — / ( / ) ' ' se numeşte în acest caz i.D» 
a lui / . Spaţiul liniar reticulat J21(/) al funcţiilor /-integrabile Danieli include 
pe L si funcţionala liniară L: ^(I) -> R definită ca mai sus extinde pe 7. 
( / .C ) . ' 

integrala Danieli (prima metodă) Construcţia i.D. nu presupune existenţa 
unui spaţiu cu măsură. Vom considera o mulţime nevidă T şi un spaţiu vec
torial I c { / : T - 4 R } care este reticulat în raport cu ordinea punctuală 
(i.e. pentru orice/ , g, din X, func ţ i a /Vg = m a x (/» g) e s t e d e asemenea în L), 
Vom numi preintegrala sau integrală elementară orice funcţională liniară 
/ : L - * R care este pozitivă [i.e. / ( / ) > 0 dacă / > 0 ) şi are proprietatea 

( CO \ 00 

5 J ^» I 5 J J ^ P e n t r u o r i c e ? i r {/»}« d e f u n c t i i Pozitive din L astfel 
•n=l / tj— 1 
oo 

încît V / J J G I (convergenţa seriei este înţeleasă punctual). A doua proprietate 
i = l 

este echivalentă cu proprietatea următoare: Pentru orice şir descrescător 
{fn}n de funcţii pozitive din L astfel înc î t /» j O (convergenţa fiind punctuală) 
avem / ( /„ ) l 6. Ex. : Vom considera o mulţime nevidă T, un clan Q de părţ i 
ale lui T şi o măsură numărabil aditivă pozitivă şi finită \i: (2 -* R+. Spaţiu! 
reticulat l ' v a fi spaţiul tuturor funcţiilor 6-etajate cu valori reale. Preintegrala 
/ .* L -* R se defineşte prin 

HI) = \/d[i, *•«. / ( S a«?At H X <W(̂ ) 
J V^i / i=î 

(v. şi integrala Lebesgue abstractă, funcţie măsurabilă). Revenind la cazul 
general vom considera o preintegrala / : L -» R. Construcţia i.D. urmăreşte 
prelungirea preintegralei / la un spaţiu vectorial mai mare decît L. Vom efectua 
prelungirea lui / în două etape: 

a) Introducem mulţimea L* = {/: T -* ( - o o , oo] | există un şir cres
cător {fn}n format cu funcţii fn e L, astfel încît fn î / , convergenţa fiind 
punctuală}. Avem evident L* ZDL. Definim /* : L* -+ ( - o o , oo] prin /*( / ) = 
= l im/ ( / „ ) , unde {/„}„ este ca mai sus (definiţia este coerentă, valoarea 7 * | / | 
fiind aceeaşi pentru toate şirurile {/»}ft). Se arată că I* prelungeşte pe 7. 

b) Introducem mulţimea Z = {/: T -* R | pentru orice s > O exista 
gt h în L* astfel încît - A < / < g şi I*(* + « < *}• S e a r a t â ^ Lz>L şi, 
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In plus,jL are proprietăţile: 1) Dacă f,g sînt în Z, atunci f\/g, fAgşif+g 
sînt în Z ( u n d e / -f g este definită arbitrar J n punctele unde suma nu are sens 
fiind de forma oo— oo); 2) Dacă / este în Z şi a în R, atunci a / este în Z , cu 
convenţia O • oo = 0); 3) Dacă (fn}n este un şir crescător în £ , atunci lim / „ 

e s t e jn Z. Definim / : Z -> R prin / ( / ) = inf {/*(#) | g e L*t g^f}. Subliniem 
câ / ( / ) este finit._Funcţionala / a r e proprietăţile: i) / este „liniară", i.e. 
/ ( / ~f g) = / ( / ) -f /(g) ş i / ( a / ) = a / (y ) pentru orice a în R ş i / , g în £ ; îi) Dacă 
fe L* şi /*(/) < oo, rezultă că fe L şi / ( / ) = / * ( / ) ; iii) Funcţionala / prelun
geşte pe 7. 
Orice funcţie / din Z^se numeşte funcţie integrabilă Danieli în raport cu preinte
grala / , iar numărul / ( / ) se numeşte i.D. a lu i / .Pentru a studia legătura dintre 
I.D. şi integrala obişnuită, se introduce mulţimea L^ = {/ : T -^ 3R | există 
im şir crescător {fn}n de funcţii din L cu /„ Î/}=>Z. Pe Z ^ se introduce func
ţionala (care extinde pe / ) dată prin JJf) = / ( / ) d a c ă / e Z şi Ijf) - oo dacă 
ff L. Prima direcţie. O i.D. poate genera o măsură. Anume, se dă preintegrala / 
astfel încît cpT e LM. Atunci J = {A G T | cpA s Z^} este o a-algebră şi, funcţia 
de mulţime fi./ : ^ -~> R + , |Xj(̂ 4) = Iw((pA) este măsură numărabil adi t ivă 'ş i 
completă, astfel încît o funcţie «: T ~+ R + este ^-măsurabilă dacă şi numai dacă 
« e Z w . A doua direcţie. O măsură poate genera o i.D. Anume, vom considera 
mn spaţiu cu măsură (T, 7 , JJL) şi semitribul S = {^ e ST | jx(̂ 4) < oo} (care 
generează spaţiul vectorial JL al funcţiilor S-etajate cu valori reale). Construim 

( n \ n 

f= S **VAt I ^ S ^<H-(̂ <)- Atunci Z = ^([ i ) 
*=1 / *=1 

(v. integrala Lebesgue abstractă) şi avem (Î^Jf) = l /d[X pentru orice / 
din Ly), Cele două direcţii sînt reversibile, în sensul că dacă pornim cu o pre
integrala 7: L -* R astfel î n c î t ^ e Z ^ şi formăm măsura fi/, iar apoi formăm 
7|x ; r c z u l t ă pentru or ice / din Z ^ (construit pentru preintegrala I^ ) că 7 (/) = 

= ^ / d | X j . (7. C.) 

integrala de suprafaţă Fie H c R 2 o mulţime conexă compactă, măsura
bilă jordan, cu interior nevid. Considerăm trei funcţii continue / , g, h : H-+ R 
cu derivate parţiale continue pe interiorul lui H, Ele definesc funcţia vecto
rială T:H -+ R2 , dată ,pr in T(u, v) = (f(u, v), g{u, v), h[u, v)), care este presu
pusă injectivă pe interiorul lui H. Presupunem, de asemenea, că pentru orice 
(u, v) din interiorul lui H, cel puţin unul din determinanţii A(u, v), B[u, v), 
C(u, v) este nenul. Am notat: 

— (u, v) 
du 

dh 
— [u, v) 
du 

C(u, 

Sg . 
T" ( dv 

dh 
T~ ( 
dv 

v) = 

u, v) 

ut v) 

B(u, v) 

3/ . . df 
— - (w, v) •— 
du dv 

H , . Sg 
•—- (u, v) — 
du dv 

__ 

dh 
•—• ( w , v) 
du 

V , , •— iu, v) 
duK J 

(u, v) 

* 
(u, v) 1 

dh 
• — (u, v) 
dv 

sf — (M, V) 
dv 
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Imaginea lui T, i.e. mulţimea 5 = {T(u, v) | (u, v) e H}, se numeşte suprafaţă 
(în formă parametrică). în cazul particular cînd f(u, v) = u şi g(u, v) = v (în 
acest caz avem C(u, v) = 1) obţinem suprafaţa (în formă explicită). Mai precis, 
se consideră o mulţime compactă H <= R2 , măsurabilă Jordan, cu interior 
nevid, şi o funcţie continuă h : H -»• R cu derivate parţiale continue pe inte
riorul lui H. Atunci mulţimea 5 = {({x, y), h(x, y)) \ (x, y) e H} este o supra
faţă (în formă explicită). Revenind la cazul general al unei suprafeţe S în 
formă parametrică, vom spune că S are arie dacă există un şir crescător {Hn}n 
de compacte cu proprietatea că \J Hn este interiorul lui H şi astfel încît 

n 

sup V V <sj{A(u, v))2 + (B(u, v))2 + C(w, v))2 duăv: = Siria (S) < oo. 

Hn 

Atunci aria (S) se numeşte aria suprafeţei S (nu depinde de şirul {Hn}n ales). 
Să considerăm în continuare o suprafaţă 5 care are arie. Fie mai înt î iGczR 3 

o mulţime care include pe 5 şi o funcţie F:G -> R continuă. I.s. de primul tip 
a funcţiei F pe suprafaţa 5 este numărul 

§F(x,y,z)âa: = 
s 

= lim \ V F{f(u, v), g(u, v), h{u, v)) <J{A(u, v))2 + (B{ut v))2 + (C(w, ^))2 dw dv 

Hn 

(definiţia nu depinde de şirul {Hn}n ales). In al doilea rînd, să considerăm o 
mulţime G c R 3 care include pe 5 şi trei funcţii continue, P,Q, R:G —• R . 
I.s. de al doilea tip a funcţiei vectoriale (F, Q, R) pe suprafaţa 5 este numărul 

V V F ây âz + Q ăzdx + R dxdy: = 
*5 

= 1T^P (f(u, v), g{u, v), h(u, v)) A(u, v) ~f 

-j- Q{f(u, v), g(u, v), h(u, v)) B(u, v) + R{f(u, v), g(u, v), h(u, v)) C(u, v) du dv 

(definiţia nu depinde de şirul {Hn}n ales). In cazul cînd S reprezintă frontiera 
unei mulţimi compacte măsurabile Jordan, cu interior nevid D c R 3 , se va 
alege ordinea parametrilor u, v astfel încît vectorul (A(u, v), B{u, v), C(u, v)) 
să aibă sensul normalei exterioare la JD în punctul (/(«, v), g(u, v), h(u, v)) (v. şi 
integrare pe o varietate riemanniană orientată). (/. C.) 

integrala Dobrakov Fie T o mulţime nevidă, 9 0 un semitrib de părţ i 
ale lui T, 2 tribul generat de 3>0, E, F două spaţii Banach şi m: 9>0 -*• J2(E, F) 
o măsură aditivă care este numărabil aditivă în topologia operatorială tare 
(i.e. pentru orice x e E, măsura mx : 9 0 -> JF, definită prin mx(A) — m(A)(x)t 
este numărabil aditivă.) O mulţime A e 2 se numeşte m-nulă dacă m^, F{A) = 
= 0. O funcţie f:T~+E se numeşte funcţie simplă w-integrabilă dacă este 
funcţie 9-etajată cu valori în E (aici 9 = {A e 9 0 | YHE, F{A) < oo}. O func
ţ i e / : T -* E se numeşte funcţie w-măsurabilă dacă exista un şir{/w}w de func-
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ţii simple w-integrabile cu proprietatea că fn(t) —• f(t) pentru orice t din T 
In fine, spunem că un şir {fn}n de funcţii fn:T->E converge w-a.p.t. la 

f: T-+E dacă există o mulţime m-nul&A astfel încît fn(t) -+ f(t) pentru t eT\A. 
O funcţie m-măsurabilă f:T-+Ese numeşte funcţie integrabilă Dobrakov în 
raport cu m dacă există un şir{/w}w de funcţii simple w-integrabile care con
verg la / w-a.p.t. şi astfel încît familia de măsuri {m]n } n să fie uniform numă-
r o h\i 1 r\ r\ + 4 - î r rX A î .̂.« ....- • X^l T~* rabil aditivă. Aici mf 

Jn 

*/•< -= \ / „ d w - ][] m(At(]A) (xt) 

dacă fn = 2J (?Ai
xi>Aie'3>o> Xi^E (unde cpA_ este funcţia caracteristică 

a mulţimii At). în acest caz, pentru orice A e %, i.D. a l u i / pe A este 

(Dobrakov)- \ f dm : = lim \fn dm. 
jA n J 

Se arată că limita există şi este uniformă în raport cu A e 2 - (I- C.) 
integrala esenţială (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu local 

compact şi jx o măsură Radon pozitivă pe T. Pentru orice funcţie f: T -> R + , 

integrala superioară esenţială a lui / în raport cu p, notată prin ^ /dfj, , sau 

^ /(/) dji(0, sau ]!*(/), este sup {[i*(fyK) \KaT,K compact}. Pentru orice 
parte A a lui T, definim măsura exterioară esenţială a lui A, anume LL*(CD^ 
notată prin y.*{A). Se arată că dacă si este o familie de mulţimi p.-densă (v 
familie de mulţimi densă (în raport cu o măsură Radon)), avem pentru orice 
/ : T _> R + egalitatea jX*(/) = sup {[L*(fyK) | K e <A). în general fx*(/)^ 

^ (!*(/). AvemJ / d | x = i /d jx pentru o func ţ i e / : T -+ R + în următoarele 
cazuri: a) Dacă / este inferior semicontinuă; b) Dacă {te T \f(t) > 0X = 
= [J An cu An ţi -integrabile. în consecinţă, dacă T este şi spaţiu secvenţial 

compact (v. prelungirea măsurilor Radon) sau dacă \i este mărginită, rezultă 
că jl*(/) = {i*(f) pentru orice / : T - R + . _ V o m considera acum un spaţiu 
Banach F şi o funcţie f:T-+F. Definim NL(f, fx) = NJf) = ÎI*(| | / | |) unde 
11/11: T - R + , 11/11 W = II/W II- Avem iV l (/) = 0 dacă şi numai d a c ă ) este func
ţ ie local neglijabilă în raport cu [i. Spaţiul vectorial. 

?\(Tt ţi) = yifjx): = { / : r -+F\ NL(f) < oo} 
este seminormat_cu seminorma / .-> i ? ^ / ) . Se notează c u ^ ( T , pi) = ^ ( J J L ) 
închiderea (în 9^)) a spaţiului A>(T) = {/: T -> F , / este continuă cu 
suport compact}. Spaţiul £\,([i) se numeşte spaţiul funcţiilor esenţial u-inte-
grabile, iar funcţiile dm el se numesc funcţii esenţial '\x-integrabile. Avem 
fe £%•([>.) <*f este ^.-măsurabilă şi $ , ( / ) < oo. Factorizînd &p(y.) prin sub-
spaţiul^ său 9 t £ (n ) - {/: T -> /' | / ns1c local pt-neglijabilă}, obţinem spa
ţiul Zi(|*). Avem deci H([x) - - / ? J . ( I 4 ) / ^ ( f x ) , relaţia de echivalenţă 
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fiind f~g<*f- ge 91F (\L). Deoarece J&KIL) = £\(\L) + WfM ş* 

&W) (\9LFM ^WFM ( ^ d e qtjp^) = {/ : T -+F \f este jji-neglijabilă}), 

rezultă că putem considera izomorfismul canonic L^(\L) —> L^([i). Aici, dacă 

7 = / + WFM este în LMpO) (uude / este în ^ ( J I ) ) , punem T(7) = 7 = / + 

+ 9£j?(ji). Această identificare permite definirea aplicaţiei /1—» \ /d[J t a lui 

£^(jj.) în F, după cum urmează: d a c ă / = g -f- u (unde g e £\(\i) şiu 8%? ([•*))» 

punem w d p i : = \gdfj i (v. spaţii J2P([JL) şi -L^ţfi) (în raport cu o măsură Radon)). 

Definiţia este neambiguă şi această aplicaţie prelungeşte aplicaţia / ' - * % / dfji 

a lui £\(\L) în J7. Pentru orice / din £\([i), V/dp. definită mai sus se numeşte 

i.e. a lui / . Integrala astfel introdusă coincide cu integrala obişnuită dacă 
spaţiul T este secvenţial compact. Dacă HczT este o mulţime local \x~ 
neglijabilă ş i / o funcţie definită pe T\H cu proprietatea că există o funcţie g 
definită pe X care este esenţial pi-integrabilă şi g(t) = f(t) pentru / în T\H, 

spunem că f u n c ţ i a / este esenţial [x-integrabilă şi V/dţx: = \ g d\i. (I. C.) 

integrala Gelfand v. integralele Dunford; Gelfand; Pettis 
integrala Hellinger Fie $ = (a = t0 < tx < t2 < ... < tn = b) o diviziune 

a intervalului [a, fr]czR. Norma lui § este numărul ||8|| = max (ti+i — tţ). 
Vom considera două spaţii Banach E şi F, precum şi funcţiile / : [a, b] —>• E 
şi G:[a,b] -+£{E, F). Formăm suma (de t ip Riemann) 

n—l 4 
Ss{G.f) = 5 ] — (G(tt+1) - G(t,)) (/(*<+i) - / W ) € F . 

Dacă există un element y eF cu proprietatea că y = lim 5§n(G,/) , pentru orice 

şir {$n}n de diviziuni cu proprietatea că ||S»|| —> 0, se spune c ă / este o funcţie 
integrabilă Hellinger în raport cu funcţia operatorială G. Elementul y (unic 
determinat) se numeşte i .H. a funcţiei / în raport cu funcţia operatorială G 

Ch ' l 
şi se notează y = V — {[&G(t) (df(t))}. Ex. : Să considerăm o funcţie h: [a, b]-*E 

ja ăt 
care este integrabilă Bochner în raport cu măsura Lebesgue X pe [a, b] şi să 

formăm cu ajutorul ei funcţia h*: [a, b] -* E, h*(t) = \ h dX. Să mai consi-

derăm şi o funcţie G:[a,b] -> £(EtF) care este lipschitziană (i.e. există un 
număr 'k > 0 astfel încît \\G(t') — G(t")\\ < k 11' — t" | pentru orice /', t"° 
în [a, b)]. Atunci h* este integrabilă Hellinger în raport cu G. 
Teorema lui R. Cristescu. Pentru orice operator liniar şi continuu V: £\(\)-*F 
există o funcţie lipschitziană G: [a, b] -*• £(E,F) astfel încît 

V(h) = [ -ţ- {dG(t) (dA* (*))}, VAe £\Ck). 

O prezentare abstractă a i .H. poate fi făcută după cum urmează. Vom con
sidera un spaţiu măsurabil (T, S"). O partiţie a mulţimii A din ET este o mul-
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ţime finită n ={AVA2, ...,An} de mulţimi mutual disjuncte din J a căror 
reuniune este A . Vom spune că partiţia TZX a mulţimii A rafinează partiţia 7Ta 
a mulţimii A dacă pentru orice mulţime D din T:X există o mulţime £ din tz% 

astfel încît DczE. Fie acum X un spaţiu Banach, precum şi trei funcţii de 
mulţime: m'.J'~+X> m''.cJ-±X' şi ţi: J -> R + şi fie A e V cu \i(A) > 0. 
Se spune că forma (dm'dm)/dpi este integrabilă Hellinger pe mulţimea A e 5̂  
dacă există un număr oc cu proprietatea următoare: pentru orice e > 0, există 
o partiţie TC a lui A astfel încît, pentru orice partiţie 7c' a lui A care rafinează 

I v - m'(B) (m{B)) I 
pe 7r, avem 2 J — a < e. Suma se face după toate mulţimile 

I B e n' tx(.B) I 
J5 din TU' pentru care jx(B) > 0. Numărul a (unic determinat, dacă există) se 
notează prin V (dmf dm)/d[x şi se numeşte i .H. a formei (dw'dw)/dji pe A 

Să presupunem că m' : 9" -*• X' şi \i: 7" -> R + sînt măsuri aditive cu proprie
tatea că există un număr K > 0 astfel încît ||w'(;4)|| < K\L(A) pentru orice A 
din 9" cu fJi(̂ 4) > 0. Mai presupunem că {mn}n este un şir de măsuri aditive 
mn : 9" ~-y^ care au variaţie mărginită şi m: S* -+ X este o măsură aditivă 
cu variaţie mărginită, astfel încît \mn — m \ (T)—> 0 (unde | wre — w | este 

w 
modulul măsurii mn — w). Dacă pentru orice natural « forma (dw'dmn)/djA 
este integrabilă Hellinger pe mulţimea ^ rezultă că şi forma (dm'dmJ/dţJL este 
integrabilă pe yî şi 

V (dm'dmj/dix = lim \ (dw'dmwj/dfji. (/. C.) 

integrala Kolmogorov Vom considera o mulţime nevidâ T şi o clasă si 
de părţi ale lui T care este clasă multiplicativă (i.e. A () B e srt pentru orice 
A, B în &L şi 0 e .$#). Vom numi multifuncţie pe si o aplicaţie m: si -* 9 (F) 
care are proprietatea w(0) ^ { 0 } . Aici 9 (F ) este mulţimea părţilor lui I \ 
De exemplu, dacă f : T -* T este o funcţie, putem considera multifuncţia 
pe si următoare: m: si ~> 9(T), m(0) ={0} şi m(A) = f(A) (dacă ^ ^ 0 ) . 
Fie JE G £#. O partiţie finită (resp. o partiţie număr abila) a lui JE este o mulţime 
finită D= {Ev E2,'..., En} (resp. o mulţime numărabilă D * = {E{> JSa, ..., E n , ...}) 
de elemente Eie si mutual disjuncte a căror reuniune este E. Vom spune că 
partiţ ia finită Dx (resp. partiţia numărabilă Dj) a lui £ este mai fină decît D 
(resp. decît D*) şi vom scrie Dx ^ D (resp. X>*^D*) dacă pentru orice H e D, 
(resp. HeVl) există £7 e D (resp. U e D*) astfel încît J/cz?7. Fie acum i# 
o clasă multiplicativă, E e si şi m o multifuncţie pe ^ . Vom considera o partiţie 
finită D = {Ev E2, ..., En} (resp. o partiţie numărabilă £)*— {E1> E2, ..., £ w , ... }} 
a lui îs şi vom selecta cîte un element ^ e w ( £ J , i— 1, 2, ..., n (resp. ^em(Is*), 
i = 1, 2, ...). Se va considera în plus în cazul partiţiei numărabile că seria 

oo 

2 J X% este convergentă. Vom numi sumă Kolmogorov ataşată lui m şi lui D 
t = l 

n / 
(resp. suma Kolmogorov ataşată lui m şi ,D*) expresia Bm(D) — ^ %i [resp. 

OO V 

Rm(D*) = 5 J *̂ r ^ ° ^ a ^ a «iţe ambigua, napunttul în ovid^nţH nrl^cţia făcuta, 
*=i / 

căci pentru o partiţie dată ftvem In gtnifi.1 Ittfti mttltf MUIIia Kol«Og©r©¥, 
Vom spune că m este integrabilă Kolmogorov *$ M tn m*id pWliţMw fi*M* 
(resp. m sensul partiţiilor numărabih) dftoA ttxlută HS număf / • T «M* fimffit* 
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tatea ca pentru orice e > 0 există o partiţie finită D £ a lui E (resp. exista o 
partiţie numărabilă D* a lui E) astfel încît pentru orice D^DZ (resp. D*^i )*) 
avem | Rm(D) — / | < e (resp. | Rm(D*) — J | < e) oricum am face alegerea 
elementelor xi de mai sus. Se arată că în ambele cazuri numărul I (dacă există) 
este unic determinat. în cazul partiţiilor finite / se numeşte i.K. a lui m 

pe E în sensul partiţiilor finite şi se notează I — (K)- \ dm, iar în cazul 

E 
partiţiilor numărabile I se numeşte i.K. a lui m pe E în sensul partiţiilor numă-

rabile şi se notează I = (X)-\ dm. în general, cele două tipuri de i.K. nu 

coincid. (/. C.) 
integrala Lebesgue v. integrala Lebesgue abstractă 
integrala Lebesgue abstractă Fie (T, ST, fi) un sy)aţiu cu măsură şi V corpul 

scalarilor (reali sau complecşi). O funcţie ^-etajată (v. funcţie măsurabilă) 
n 

f: T ~+T de forma / = 2J ai(? At
 s c immeŞ"te funcţie etajată \x-inte gr abilă dacă 

are proprietatea că \i(Ai) < oo, i = 1, 2, ..., n. Pentru o astfel de funcţie definim 
P n 

integrala lui f în raport cu \i care este numărul 1/ci[x — V* ai\i(Ai). Un şir 
J * = i 

{fn}n de funcţii etajate ^x-mtegrabile se numeşte şir Cauchy (şir funda
mental) în [i-medie sau şir Cauchy (şir fundamental) în medie dacă pentru 
orice e > 0 există un număr natural n(e) cu proprietatea că pentru orice m, n ^ n(z) 
aveml \fm — fn \ d[i < e. Acum extindem integrala definită mai sus la o clasă 

mai largă de funcţii u.-măsurabile. Anume, vom spune c x o funcţie / : T -> V 
este funcţie \i-inte gr abilă (funcţie integrabilă în raport cu JJL) sau funcţie \i-
sumabilâ dacă există un şir {/w}w de funcţii etajate jj.-integrabile care este Cauchy 
în fx-medie şi converge l a / ţx-a.p.t. Echivalent , / este ^-integrabilă dacă există 
un şiT{fn}n de funcţii etajate [^-integrabile care este Cauchy în [x-medie şi 
converge la / în pi-măsură. In ambele cazuri, se arată că şirul integralelor 

*{\/rcclfx> este un şir convergent şi lim \fn djx este aceeaşi pentru orice şir 

{fn}n a l e s . Prin definiţie, i.L.a. a lui / în raport cu JJL (sau integrala lui / în 

raport cu u.) este lim \fn djx. Această definiţie extinde integrala anterior intro-
n J 

dusă pentru funcţii etajate [x-integrabile. Dacă A e J şi / este pi-integrabilă 
vom defini integrala lui f pe A care este integrala funcţiei (fi-integrabile) /<JM, 

i.e. \ f d[x = V / 9 4 d[i = integrala l u i / p e A. Aici cp^ este funcţia caracteristică 

a mulţimii A. în loc de \f d\x se mai scrie I f(t) d[i(t) sau \f(t) [i(dt), iar în loc 

de V /d[x sc mai foloseşte n o t a ţ i a ! f(t)d[i(t) sau 1 f(t)ii(dt). Ex.: Dacă u, 
JA ' JA JA 

este măsura Lebesgue pe o mulţime din R sau Rw , integrala obţinută este 
integrala Lebesgue. Similar, dacă JJL este o măsură Lebesgue-Stieltjes, obţinem 
integrala Lebesgue-Stieltjes. Se arată că dacă / : / —• R este o funcţie integra
bilă Riemann, atunci / este şi integrabilă Lebesgue (i.e. integrabilă în raport cu 
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măsura Lebesgue) şi avem V f(x) dx — \/d[X, u n d e i f(x) dx este integrala 

Riemann, iar I / d JJL este integrala Lebesgue a l u i / în raport cu măsura Lebesgue 

\i pe intervalul compact Icz]R.n. De multe ori se foloseşte notaţia % f dx 

s a u l / d # sau I f(xv x2> ••-, xn) dxx dx2 ... dxn pentru a desemna integrala 

Lebesgue pe / . în cazul / = [a, b] se mai scrie şi % f(x) dx. Revenind la cazul 

general, să considerăm o mulţime jx-neglijabilă M c T ş i o func ţ ie / : T\M'-* 
—*• R. Se spune c ă / este ^-integrabilă dacă există o funcţie g: T —> R care este 
u.~integrabilă şi astfel încît f(t) = g(t) [x-a.p.t. în acest caz integrala lui f în 

ratort cu , e s t e j / d , : = J g d | i ( d e f i n i t este coerenta). Se arata ca o funcţie 

/ : T ->T (sau) R este (i-integrabilă dacă şi numai dacă este jx-măsurabilă şi 
| / | este u.-integrabilă. Dacă există o mulţime jx-neglijabilă MczT astfel încît 
funcţia //,: T -+ X (X este o mulţime nevidă oarecare) are proprietatea h(t) — 0 
pentru orice t din T\M) se spune că h este funcţie \i-neglijabilă (cu valori în X), 
Orice funcţie (x-neglijabilă (cu valori în T sau R) este ^-integrabilă şi are 
integrala nulă. în fine, dacă A e *7 şi f : T -> F (sau R) vom spune că / este 
\L-intc gr abilă pe A dacă /cp^ este [x-integrabilă. De exemplu, orice funcţie 
fx-măsurabilă şi mărginită este [x-integrabilă pe orice mulţime A cu [i(A) < oo„ 
O funcţie care are proprietatea că este integrabilă pe orice mulţime A cu 
\i(A) < oo se numeşte funcţie local \i-intc gr abilă. Spaţiul vectorial J3?-(\L) = 
= {/: T —> r | / este [x-integrabilă} se numeşte spaţiul funcţiilor ^-integra
bile (sau spaţiul funcţiilor \i~sumabile) şi este seminormat cu seminorma / i-> 

l~HI/lli: = \ l/l d\i (v. spaţii Lp). Există şi alte modalităţi de a introduce i.L.a. 

1) Pentru orice funcţie (i-măsurabilă pozitivă cu valori extinse u: T—>R+ 
există un şir crescător {un}n defuncţii (i.e. un(t)^un+1(t), pentru orice t în T 
şi orice n natural care sînt ^-etajate si pozitive, finite, un : T—• R + . Pentru 

' k 

orice funcţie un din şir de forma un = \ , a% 9^ •» integrala lui un în raport cu (JL 

este \und[i: = ^j ai\x(Ai) (cu convenţiile O • oo= O, a • oo = oo dacă a > 0 

ş i a - f c o = o o + « = : oo dacă a^O). Se arată că şirul astfel format < l % d p i > 

este crescător. Prin definiţie, integrala lui u în raport cu [i este 

U d p i : = sup l un d\± — lim l%d[J i . 
J n J n J 

Definiţia nu depinde de şirul {un}n ales. Se arată că u este pi-integrabilă dacă 

şi numai dacă VM d[i < oo (în particular, în acest caz, {t e T \u(t) = oo} 
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este mulţime ţx-neglijabilă). Extindem integrala aceasta în continuare. Dacă 
/ : T -+ R este o funcţie jx-măsurabilă, putem scrie / = / + — / - (v. funcţie 

măsurabilă) şi putem calcula \ /+ djz = a şi \ / ~ du. = b. Dacă a şi b sînt amîn-

două finite, atunci aceasta echivalează cu faptul că / este u.-integrabilă şi 

avem l / d u , = a — b. Dacă a = oo şi b < oo (resp. a < oo şi b — oo) se spune 

c a / are integrală în raport cu \x şi integrala lui / în raport cu JJL este V/dţi. =00 

1 resp. l/dfx— — 00 J. în fine, dacă / : T -> C este funcţie ji-măsurabilă complexă, 

putem s c r i e / — fl-\- i/2, cu f{)f2- T -+ R funcţii ^.-măsurabile reale. în acest 
caz se arată că / este pi-integi abilă dacă şi numai dacă f{ şi / 2 sînt u.-integra-

bile şi atunci avem \ / d ( x = \ fl du. f i l f2 du,. 

2) Numim diviziune finită a lui [0, 00) o mulţime finită & = {a0, av ..., an}, 
tinde 0 = a0 < a{ < a3 < ... < a« < 00. Mulţimea A a diviziunilor finite ale 
lui [0, 00) devine mulţime dirijată faţă de relaţia de ordine dată de relaţia de in
cluziune. Pentru 8 e A, ca mai sus, norma diviziunii 8 este »(S) = ma.-x(ai+1 — ai). 

i 
Pentru orice 8 e A şi orice funcţie ji-măsurabilă / : T —• R + putem considera 

n 
suma Lebesgue asociată funcţiei / şi diviziunii $, care este o$(f) = X] a% [i[Ai), 

* = 0 
unde a0 - / - 1 ([><>. «i)), «1 == /_1([ai* «2))> •••» ««-l = /"^(On- i . «n)) şi «« = 
—/"MC^»» °o))- Se arată c ă / este funcţie pt-integrabilă dacă şi numai dacă şirul 
generalizat crescător al numelor Lebesgue {c?s{/)}Se A este convergent (i.e. măr
ginit). în acest caz avem \f du, = lim cr§(/) = sup as(f). în general, supa8(/)=< 

J 8 8 8 
«= V/ d[x etc. 

3) Fie f:T-+ R + o funcţie ^-măsurabilă şi D = {Dx, D2, ..., JD»} o parti
ţie finită a lui T (v. integrala Kolmogorov). Notăm ui — inf {/(/) | t e D $} 

pentru i = 1, 2, ..., n şi apoi 5jrj(/) = S\ UÎ\L(DI). Se arată că l / d u , = sup Sj)(f), 
t=i ^ J # 

unde superiorul se ia după toate partiţiile finite posibile ale lui T etc. (/. C.) 
integrala Lebesgue-Stieltjes v. integrala Lebesgue abstractă 
integrala nedefinită a unei funcţii integrabile v. măsuri definite prin den

sităţi, integrala Lebesgue abstractă, integrala Bochner 
integrala Pettis v. integralele Dunford; Gelfand; Pettis 
integrala Poisson, formulă integrală care dă soluţia problemei lui Dirichlet 

pentru cerc. Folosind coordonatele polare, soluţia acestei probleme pentru 
cercul de rază 1, centrat în origine, cu data, continuă /(0) este 

i r 2 " 1 — p2 

«(P. 0) = — V M , , , , , ^rdf-
2TU J J 1 -}- pl — 2p cos (cp — (I) 

Formule analoage se obţin, în plan, pentru cercuri de rază arbitrară R, şi în 
Rw pentru sfere centrate în origine de rază R arbitrară. Astfel, în R8 , soluţia 
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problemei lui Dirichlet pentru bila deschisă {\x\ < R} cu dala / continuă p« 
{\x\ = R} se exprimă astfel 

i r T?2 _ ui» 
«M = — \ M L~~d5*" \x\ < R; 

4nR J \x - y\2 

\y\ = R 
R2, — \x\2 

expresia — se numeşte nucleu Foisson. (G.G.) 
U-y? 

integrala stochasticâ Se consideră o mulţime nevidă D şi un spaţiu cu 
măsură probabilistică ( I \ 9', F). Vom numi proces stochastic sau proces alea-
tor) o familie {Bt}tej), unde pentru fiecare t din D funcţia Bt' T—• R este o 
variabilă aleatoare (i.e. este ^"-măsurabilă). în cele ce urmează vom considera 
că D c R este interval nedegenerat. Vom spune că {Rt}t este un proces cu 
creşteri independente (sau proces aditiv) dacă are proprietatea următoare: 
pentru orice sistem finit de numere tQ < t± < t2 < ... < tn din D, variabilele 
aleatoare diferenţă F(ti-i, ti), i = 1, 2, ..., n, sînt independente. Am notat 

F(h.1} U) : T -> R, F(tt-lt H) (x) - Btt(x) - Bt.Jx). 

Reamintim că variabilele aleatoare Ui, i = 1, 2, ..., n, sînt independente dacă 
pentru orice numere 1 ^ i1 < i2 < ... < 1% ^ n şi pentru orice mulţimi bore-
liene A:, Ait . . . M : . în R avem 

k 

m — \ 

Dacă S0 sînt borelienele lui R şi w: T ~> R este o variabilă aleatoare, ea gene
rează probabilitatea de distribuţie (sau de repartiţie) a lui u care este măsura 
probabilistică u(F): % -+[0, 1] definita prin u(F){B) = P(«-i(B)). Dacă u(F) 
este absolut continuă în raport cu măsura Lebesgue pe R, atunci u(F) se exprimă 
ca o măsură definită prin densităţi, anume u(F) = / d x (v. teorema Radon-
Nikodyrn). F u n c ţ i a / : R —» R se numeşte densitate de distribuţie (sau de repar
tiţie). Dacă există un număr real m şi un număr strict pozitiv o astfel încît 

1 ( 1 (x - w)M 

se spune că u este variabilă aleatoare normală (sau normal distribuită) după 
legea N(m,a). Aici exp (z) ----- ez. Se numeşte mişcare browniană un proces 
stochastic {Bt}teD cn creşteri independente şi. care are proprietatea că există 
o constantă strict pozitivă c astfel încît pentru orice t < s din D variabila 
aleatoare diferenţă F(t, s) este normal distribuită după legea N(0,,c(s — t))„ 
Se observă că pentru orice teD şi orice l^p < 00, Bt e JQF(F) (v. spaţii 
Lebesgue). Vom considera în cele ce urmează că D — [a, b), — 00 < a < b^ 00* 
Fie {Bt}t€D ° niişcare browniană pentru care constanta c din definiţie este 1 
şi astfel încît Ba este constantă F-a.p.t. Să considerăm şi o funcţie / e j£2(X), 
unde X este măsura Lebesgue pe D. Vom defini integrala stochasticâ a lui f în 

raport cu procesul {Bt}teD> notată / ( / ) = Kf(t) dBt. Fie un '?ir{/n}« de funcţii 

simple / „ : D -> R astfel încît fn —> / î n J22(X). Anume, pentru fiecarefn există 
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n 
cîte o diviziune a = *0 < t1 < t2 < ... < tn = b astfel încît fn = Y* a ^ 

unde <^ sînt numere reale fixate şi D$ = p$_x, *$). Definim pentru acest / n 
integrala sa stochastica I(fn) e £2(F), anume 

n 

Deoarece trecerea/^ i-> /( /») este liniară şi păstrează „produsul scalar în £2(D)", 
rezultă că există lim / ( /» ) : = / ( / ) în i22(D) (limita este unic determinată P-a.p.t. 
/ ( / ) se numeşte i.s. a lui f'în raport cu mişcarea brownianâ [Bt}teD- Se arată că 
operatorul V: L2(k) -+ L2{F), V(f) = / ( / ) este liniar, izometric (||/||2 = \\I(f)\\2) 
şi / ( / ) este distribuită normal după legea AT(0, | | / |! |). (I, C.) 

integrala superioară (a unei funcţii inferior semicontinuă) v. prelungirea 
măsurilor Radon 

integrala superioară (a unei funcţii pozitive) v. prelungirea măsurilor 
Radon 

integrala superioară şi integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 
Fie T un spaţiu local compact şi u. o măsură Radon pozitivă pe X. Vom consi
dera o funcţie / : T -> R. Integrala superioară a lui / , notată prin fx*(/), se 
defineşte după cum urmează: 1) Dacă există o funcţie u,-integrabilă inferior 
semicontinuă g>f, atunci^ (x*(/) = inf {ţi(g) | g 55/, g este [x-integrabilă şi 
inferior semicontinuă} ; 2) în caz contrar, \i*(j) = oo. Această definiţie coin
cide cu definiţia dată la prelungirea măsurilor Radon pentru / ^ 0 . Integrala 
inferioară a lui / , notată [L*(f), se defineşte prin [A*(/): = — u.*( —/). Dacă 
AczT, măsura interioară a lui A se notează prin \L*(A) şi se defineşte prin 
ţL%(A): = [L*{<?A)' Se arată că o funcţie / : T -* R este pt-integrabila dacă şi 
numai dacă (X*(/) = |A*(/) şi [i*U), M-*(/) sînt finite. în acest caz avem jx(/) = 
= |x*(jf) = fx*(/)- Pentru orice A c T avem relaţia \L*{A) = sup{fji(.ft:) | KczA, 
K compact}. Mulţimea AczT este (i,-integrabilă dacă şi numai dacă u,*(A) «= 
== \i*{A) şi fx*(^), p.*(-4) sînt finite. în acest caz [i(A) = \i*{A) = (JL*(^4). 
O funcţie / : T -» R se numeşte cvasiintegrabilă în raport cu u. dacă este u,-
măsurabilă şi (x*(/) = !•**(/)• Cvasiintegrala l u i / este atunci u,(/) — ^*(/) = 
— u.*(/). Se arată că / este cvasiintegrabilă dacă şi numai dacă este [j.-măsu~ 
rabilă si cel puţin una din expresiile (X*(/+), [i*(f~) este finită. Atunci, cvasiin
tegrala lui / este iL(f) = ţL*(f+) - \i*(f'). (I. C.) 

integrala unei familii de măsuri Radon v. familie concordantă de măsuri 
Radon 

integrala unei funcţii etajate (în raport cu o măsură) v. integrala Lebesgue 
abstractă, integrala Bochner 

integrala unei funcţii integrabile (în raport cu o măsură) v. integrala 
Lebesgue abstractă, integrala Bochner 

integrala unei funcţii integrabile (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii 
£p(\i) şi LP(\L) (în raport cu o măsură Radon) 

integrala unei funcţii măsurabile (în raport cu o măsură) v. integrala 
Lebesgue abstractă 

integrala unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 
Fie T un spaţiu local compact, [i o măsură Radon scalară pe X şi E 
un spaţiu local convex separat. Fie ş i / : X -*• E o funcţie continuă cu suport 
compact. Atunci, pentru orice z' din E' (unde E' este dualul lui E) funcţia sca
lara zfo/ este continuă şi are suport compact, deci putem defini numărul 
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\i(z'of). Astfel am definit aplicaţia liniară u: E'—* V {T fiind corpul scalarilor 

reali sau complecşi) dată prin u(zf) = \i{z' of). Se scrie u= %/djji = \f(x)d\i(x); 

u se numeşte integrala funcţiei vectoriale f în raport cu măsura Radon scalară JJU 

Aşadar, \f dţieE'*, unde E'* este dualul algebric al lui E'. Dacă pentru orice 

mulţime compactă K a E închiderea anvelopei convexe a lui K este slab compactă 
în E (ceea ce se întîmplă dacă E este spaţiu Banach) sau, mai tare, dacă orice 

mulţime mărginită şi închisă în E este slab compactă, atunci \f d\ieE (cu 

identificările obişnuite). De exemplu, dacă TczE este o parte compactă, 
putem considera funcţia / : X -* E, f(x) = x, care este continuă (şi are suport 
compact). Atunci, pentru orice măsură Radon pozitivă \x pe X cu u.(X) = î 

putem considera \ / d ( j , = \ x d[i(x) = centrul de greutate al lui X relativ la JJU 

Acum vom considera că \i este măsură Radon pozitivă pe X. O funcţie / : T-+E 
se numeşte funcţie scalar esenţial integrabilă în raport cu \i (resp. funcţie scalar. 
esenţial neglijabilă în raport cu (JL) dacă pentru orice z' din E' funcţia scalară 
z'of este esenţial integrabilă în raport cu jx (resp. esenţial neglijabilă în raport 
cu fjt). în cazul cînd / este scalar esenţial integrabilă în raport cu \i, integral® 

lui fîn raport cu \i este aplicaţia liniară u : E'-+Y definită prin u{z') = l (^'o/Jdţ/,. 

Se notează şi în acest caz u = \ /d ( j . şi avem din nou V/dfj. e E'*. Dacă / este 

continuă cu suport compact sau dacă E este spaţiu Banach şi / esenţial integra
bilă în raport cu \i, atunci / este şi scalar esenţial integrabilă în raport cu [i 
şi definiţiile integralelor date anterior (v. integrala esenţială (în raport cu o 

măsură Radon)) coincid cu i / d p i definită aici. De remarcat că atunci cînd ţi 

este mărginită şi f(T) este inclusă într-o mulţime convexă slab compactă 

în. E avem chiar %/du.e E, pentru orice f : T -* E, scalar esenţial integrabilă 

în raport cu \x. (I.C.) 
integrala unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon vectorială) 

Fie 2' un spaţiu local compact, F, G şi H spaţii Banach şi B : F x G —• H 
o aplicaţie biliniară continuă. Considerăm o măsură Radon majorată m:K(T)~*G 
(v. măsură Radon vectorială), K(T) fiind spaţiul funcţiilor scalare continue 
pe T cu suport compact. Atunci există o unică aplicaţie liniară 

continuă IB>m : £^{\m\) -* H cu proprietatea IB.M {hz) = S p A M m ! pentru 

orica z în F şi orice h scalară integrabilă în raport cu \m\. Aplicaţia iB.m s e obţine 
astfel: 1) D a c ă / este funcţie etajată \m\ -integrabilă, d e c i / este de forma 

n 
f "" Yj 9xiai' "lin(^e ai£F Şi Xi sînt mulţimi \m [-integrabile mutual 

dlijuncto (v. prelungirea măsurilor Radon pozitive), vom avea Ijs,m(/) = 

Yi ^U«. W^dwj ; 2) Se face apoi extensia prin continuitate a lui 
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x[c: 

lB,m l a -£MlmD- S e defineşte şi se scrie IB>m(f) : = if dm pentru orice^/ 

din £x
F(\m\). (I.C.) 

integrală cu parametru pe interval necompact Fie X e R , / : [a, X) x [c, d] cz 
czR2 —> R (sau în C) astfel încît f(x, t) este integrabilă Riemann impropriu 

ca funcţie de x pentru orice te [c, d]. Integrala F(t) — \ f(x, t) âx, t e [c, d], 

se numeşte atunci i.p.i.n. [a, X) (v. şi integrală improprie). Se spune că integrala 

I f(x, t) dx este simplu (uniform) convergentă dacă pentru orice şir {bn}n, 

crescător către 7„ bne[a,X), şirul de funcţii <% f(x,t)dx> converge simplu 

f X 
(resp. uniform) către % f(x, t)dx. Dacă familia de funcţii {f(x, ')}ve ra >\ este 

fX 
echicontinuă în punctul tQ e [c, d] iar % f(x, t) dx este uniform convergentă, 

atunci F este continuă în t0. în consecinţă, dacă / este continuă pe [a, X) X 

fX 
, d] iar % f(x,t)dx este uniform convergentă, atunci F este continuă pe [c, d], 

Bf 
Pentru derivabilitate, este suficient ca / şi — să fie continue pe [a, X) X 

dt 
rX m rX tf 

X [c, d], \ f(x, t)dx să fie simplu convergentă iar \ — (x, t) dx să fie uniform 
J* " j% dt 

• , fx Bf 
convergentă. Atunci F este chiar de clasă^C1 pe [c, d] şi F'(t) = \ — (x, t) dx. 

ji dt 
(Gh.Gr.) ! 

integrală cu parametru sub semnul integralei, integrală de forma F(t) = 

cb 

= y f(x, t) dx, unde / este o funcţie reală definită pe produsul cartezian [a, b] X 
X [c, d], integrabilă în raport cu x pe [a, b], oricare ar fi te\c, d\. Dacă / 
este continuă pe [a, b]x[c, d], atunci F este continuă pe [c, d\. D a c ă / este 

df 
continuă pe [a, b] x [c, d] iar — există şi este continuă pe [a, b] x [c, d], atunci 

dt 
Cb Bf 

F este derivabilâ pe [c, d] şi F'(t) = \ — dx. Rezultatele se extind la cazul 
Jt dt 

în care intervalele [a, b] şi [c, d] sînt înlocuite cu intervale [necompacte. 
(S.lf.) 

integrala cu parametru şi la limitele de integrare, integrală de forma 

JF(£) =x \ f(x, t) dx, unde / este o^funcţie reală definită pe produsul cartezian 
Ja(t) 

IxJ, unde I şi J sînt intervale compacte. Presupunem că a(t) şi b(t) sînt 
definite pe / , cu valori în I, iar funcţiile parţiale ale lui / în raport cu x sînt, 
toate, integrabile pe / . Dacă / este continuă pe / x / iar a şi b sînt funcţii 
continue pe / , cu valori în I, atunci F este continuă pe / . Dacă în plus a şi b 
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sînt derivabile pe / iar / admite pe I x / derivată parţială în raport cu t 
continuă, atunci F este derivabilă pe / şi 

f*('o) (8f\ (db\ (da\ p,(g=Ll*J{to)dx+W{ta)f[m-h) ~ (*) Co)/(«('.). 'o)-

Rezultatele se extind la cazul în care I şi J sînt necompacte. (S.M.) 
integrală curbilinie de al doilea tip Fie P şi Q funcţii reale definite într-un 

domeniu plan D şi fie d un drum de reprezentare parametrică x — f(t), y = 

= g(t), f şi g continue pe [a, b], I. c.d.t., notată V P{x, y) dx -f Q{x, y) dy se 

defineşte ca sumă a~ integralelor Riemann-Stieltjes, dacă există, 

i r(f[t), g(t)) d/{0 şi ^ QU(t). «(')) dg(<). 

Ea reprezintă lucrul mecanic al forţei de componente P, Q de-a lungul unui 
drum d (v. şi integrala curbilinie (în Rw)). (S.M.) 

integrală curbilinie de primul tip Fie JF o funcţie reală definită într-un 
domeniu plan D care conţine imaginea T a curbei rectificabile x = f(t), y = 

rb 
= Z{t), a^t^b. Dacă integrala Stieltjes V F(f(t), g(t)) dl(t) (unde l(t) este 

lungimea drumului x = f(u), y = g(u), a ^ u < t < b) există, finită, atunci 

ea se notează condensat V F(x, y) dl şi se numeşte i.c.p.t. a funcţiei F de-a 

lungul drumului considerat. Se arată că existenţa şi valoarea acestei integrale 
nu depind de trecerea de la drumul considerat la altul echivalent. Ea re
prezintă masa unui fir, atunci cînd i se cunoaşte densitatea în fiecare punct 
(v. şi integrala curbilinie (în Rw)). (S.M.) 

integrală dublă v. integrală multiplă 
integrală improprie Fie X e R, a e R , / : [a, X) -*R (sau C) integrabilă Riemann 

rx 
pe [a, x] pentru orice xe[a,l). Dacă există lim \ / ( l ) d l e R (sauC), se 

x-*\, x<k Ja, 

notează această limită cu \ f(x)dx şi se numeşte integrala (Riemann) improprie 

fX 
a funcţiei / pe intervalul [a, X). Se spune în acest caz că i.i. % f(x) este con-

) a 
vergeniă sau c ă / este integrabilă Riemann impropriu pe [a, X) şi se notează prin 
fX fX 

\ f(x)dx< oo. Simbolul \ f(x) se foloseşte chiar dacă limita de mai sus 

nu există (în R sau C) şi se spune în acest caz că i.i. \ f(x) dx este divergen-
ya 

iâ. Dacă X = oo se spune că i.i. considerată este de primul t ip iar dacă X e R 
că este de al doilea tip. Se va omite în continuare să se precizeze de fiecare 

dată că funcţiile considerate sînt integrabile Riemann pe orice subinterval 

compact. Din criteriul general Cauchy-Boltzano rezultă că i.i. \ f(x) dx este 

convergentă dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există c e [a, X) astfel încît 
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f3 

\ /(*) dx 
< e pentru orice oc, (3 e (c, X) (criteriul lui Cauchy pentru i.i.),» 

Se spune că i.i. V /(#) dx este absolut convergentă dacă I | /(#) | d# < oo.. 
Jo. J# 

O i.i. absolut convergentă este convergentă. Mai general, dacă \f(x)\^g(x) 
rX rX 

pentru orice x e [a, X) şi % g(x) dx < oo, atunci % f(x) dx este absolut conver-
Ja ja 

gentă. O i.i. convergentă şi care nu este absolut convergentă se numeşte 
semiconvergentă. Unele din afirmaţiile sau noţiunile legate de i.i. au un cores
pondent la serii numerice, ajungîndu-se pînă la echivalenţa convergenţei 
integralei, cu convergenţa unei serii (v. şi serie numerică). D a c ă / , g: [a, oo), 

r oo roo 
g monotonă şi mărginită, \ f(x) dx < oo, atunci I f(x) g (x) dx < oo (eri

ja Ja 
Abel). Dacă f, g : [a, oo), g monoton descrescătoare la zero cinci 

rx r-oo 
#->co şidacâJF(#) : = V f(t)dt este mărginită, atunci V f(x)g(x)dx < oo (cri-

rX 
teriul lui Dirichlet). Dacă \ f(x) dx < oo şi 9 : [b, \i) —• [a, X) este o funcţie 

de clasă C1, monotonă, 9(6) = a şi limcp(*) = X, atunci 
x -> \i 

if(x)dx = Cy(<p(*))d* 

(teorema de schimbare de variabilă pentru i.i.). Definiţia şi studiul unor i.i. pe 
un interval necompact de forma (X, b] rezultă din cele precedente. Există apoi 
i.i. pentru care punctul singular X se află în interiorul intervalului de integrare. 
Mai precis, dacă [a, &]czR, Xe(a,b), / : [a, b]\{k} -• R (sau C) şi dacă 

rX rb 

fiecare din i.i. % f(x) dx, \ f(x) dx este convergentă, se spune că / este inte

grabilă (Riemann) impropriu pe [a, b] şi, prin definiţie, 

[b fix) dx=:{ f(x) dx + ( f(x) dx = Hm l i f(x) dx + \ f(x)dx\» 

roo 
în fine pentru i.i. de forma I f(x) dx convergenţa va însemna existenţei 

J-oo 
în R (sau C) a limitei 

lim V f(x)dx:=\ f(x)dx. 
n -» 00, m -> oo j—m J —00 

Pentru integrale divergente de aceste ultime două tipuri v. şi valoarea principală 
a unei integrale improprii. în mulţimea funcţiilor cu semn constant integra-
bilitatea improprie se dovedeşte a fi echivalentă cu integrabilitatea Lebesgue» 

Astfel, d a c ă / : [a, X) -> R este pozitivă şi V f(x) dx < 00, a tunc i / es te integra-
Ja 

bilă Lebesgue iar integrala sa Lebesgue coincide cu integrala Riemano 
improprie. Reciproc, dacă / este pozitivă, integrabilă Lebesgue, integrabilă 
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Riemann pe orice interval compact inclus în [a, X), atunci \ f(x) dx < 00 şi 
Ja 

această integrală coincide cu integrala Lebesgue a l u i / pe [a, X). Ultimele două 
afirmaţii nu sînt adevărate dacă funcţia / nu are semn constant (v. Ex. 4°) 

f00 dx 
Ex. : 1° \ — este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru cc< 1. 

Ja X<* 
roo r-b dx 

2° \ ax dx este convergentă dacă a < 1 si divergentă dacă a > 1. 3° \ — 
Ja 3o X* 

este divergentă dacă a ^ 1 si convergentă dacă oc < 1. 4° Fie / : (0, 1] ->• R, 
1 1 

f(x) = — sin -— . Dacă a < 1 + p, / este integrabilă Riemann impropriu, 
xa x$ 

dacă a < 1, / este integrabilă Lebesgue iar dacă l < a < 1 + p , / este inte
grabilă Riemann impropriu dar nu este integrabilă Lebesgue. (Gh.Gr.) 

integrală iterată v. măsură produs, măsura Radon produs, integrală iterată 
(în raport cu o măsură Radon) 

integrală iterată (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu local 
compact separat şi {kt}teT ° familie concordantă în raport cu o măsură Radon 
pozitivă £JL pe T (aşadar Xt sînt măsuri Radon pozitive pe un spaţiu local com
pact separat X). Fie v = \ Xt d\x(t) (v. familie concordantă de măsuri Radon). 
Atunci pentru orice funcţie continuă cu suport compact / pe X vom scrie 

| / ( * ) d v ( * ) : = ( d ( t ( * ) ţ / ( * ) d X i ( * ) 

şi vom numi ultima expresie i.i. Aşadar, avem 

(d!i(0 if{x)d\t{*) = ta(/)d|i(«). 
Dacă F este un spaţiu Banach (sau F — R) şi / : X -> F este v-integrabilă, 
a tunci : a) Mulţimea H = {t e T \f nu este X* integrabilă} este o mulţime 

local pi-neglijabilă şi funcţia U : T\H -* F, u(t) = \f(x) dXt(x) este esenţial 

jjt-integrabilă; b) Avem \f(x) dv(x) = V d\i(t) \f(x) dXt(x) (este o integrală 

esenţială); c) în plus, dacă aplicaţia t i-> Xt definită pe T cu valori în spaţiul 
măsurilor Radon pe X este vag continuă) (v. topologia vagă), atunci H este chiar 
•jjL-neglijabilă şi u este chiar u.-integrabilă. (LC.) 

integrală multiplă Ne vom rezuma la integrala Riemann. Fie D . c R * 
un domeniu compact măsurabil Jordan ( n ^ 2 , n număr natural), i.e. D este 
o mulţime compactă conexă măsurabilă Jordan cu interior nevid. O descom
punere a lui D este o mulţime finită A = {Dv D2,..., Dp} de domenii compacte 
măsurabile Jordan a căror reuniune este D şi care, în plus, are proprietatea că 
pentru orice i # / , interioarele mulţimilor Di şi Dj sînt disjuncte. De exemplu, 
dacă n — 2 şi D — [a, b] x[c, d] (produs de intervale compacte), putem lua 
descompunerea {Da |0 < t < w— 1, 0 ^ / ^ v— 1}, unde Dij = [#$, Xi+1] X 
x[yj, yj+i] se obţin cu ajutorul diviziunilor a = x0 < xx < ... < xu = b 
(a lui [a, b]) şi c = y0 < yx < ... < yv — d (a lui [c, d]). Revenind la cazul 
general, norma descompunerii A este ||A|| = max {8(D$)| i = 1, 2, ..., p), 
sinde 8(Di) este diametrul lui Dţ. Fie acum o funcţ ie / : D -+ R . Se spune c ă / 
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este integrabilă Riemann dacă există un număr real I cu următoarea proprie
ta te : pentru orice e > 0 există 8 > 0 astfel încît oricare ar fi descompunerea 
A ={DltD2> ..., Dv) a lui D cu |jA|j < S şi oricare ar fi punctele UieDit 

I P I 
* = 1, 2, ..., p, avem \l — ĵTJ f(ui) ™(Di) < £- S-a notat cu m(Di) măsura 

I * = 1 I 
P 

Jordan al lui D(. Numărul ^ /(w*) w(-D<) se numeşte suma Riemann (sau 
Î = 1 

suma riemannianâ) ataşată funcţiei / , descompunerii A şi punctelor interme
diare U{. Numărul I se numeşte integrala Riemann a funcţiei / (pe D) şi 
se notează I — l \ ... I f(xv x2, ..., xn) d# id# 2 ••• d#w. O astfel de integrală 
se numeşte i.m. de ordin n. In cazul n — 2, integrala se numeşte integrală 
dublă, iar pentru n~3, integrală triplă. Se arată că orice funcţie continuă 
este integrabilă Riemann. 
Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann. O funcţie / : D —• R (D c& 
mai sus) este integrabilă Riemann dacă şi numai dacă / este mărginită şi 
mulţimea punctelor sale de discontinuitate este de măsură Lebesgue nulă. 
Dacă / : D —> R este integrabilă Riemann şi ă<zD este un domeniu 
compact măsurabil Jordan, rezultă că restricţia l u i / l a d (pe care o notăm cu g) 
este integrabilă Riemann. Notăm 

« • • • $ . 

- H - S 
g(x1, X2, ..., xn) dxx dx2 ••• dxn — 

f(xi> x%> -••> xn) &xi &%2 ••• dxn. 

Dacă D = [a1( 5J x[a2 , &2] x ••* x lan, bn] şi / este o funcţie continuă, putem 
calcula integrala Riemann a Iul / pe D ca o integrală iteiată, şi anume 

\ \ ••'• \ /(*i« *2> •••* *«) d * i d * 2 ••• dxn = 

= \ \ j \ /(#i> #2> —» xn) dxn dxn^ J ... dx2) dxx : = 

rh cbz rbn 
= l d#A \ dx2 ... I / ( # l f *2, ..., xn )dxn. 

Ordinea în care se efectuează integrările succesive nu este esenţială, rezultatul 
fiind acelaşi. O funcţie integrabilă Riemann este integrabilă Lebesgue şi inte
gralele Riemann şi Lebesgue ale ei coincid. Integrala Riemann multiplă este 
de fapt o integrală pe spaţiu produs (v. măsura produs). Fie [a, b] un interval 
compact al dreptei reale şi u, v : [a} 6] -+ R două funcţii continue diferite 
astfel încît u(x)^v(x) pentru orice x din [a, &]. Definim, pentru orice x e [a,6], 
mulţimea Dx = {{*, y)\ u(x)^y ^v(x)}. Atunci mulţimea D = U Aceste 

xe[a, b] 
un domeniu compact măsurabil Jordan în R 2 şi se numeşte domeniu simplu 
în raport cu axa Oy. Dacă / : D -+ R este continuă, avem 
C r r r?> ecvw \ n MX) 
T V \ *{*> y)dxdy= \ \ f(*. y)'dy d* : = l dx\ f(x, y) dy. 
& J JD Ja\ju(x) J Ja Ju{x) 
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Rezultate similare schimbînd rolul axelor Ox şiOy. Transformarea T : R 2 —• R2 , 
T(p, 8) = [x, y), unde x = p cos 8, y — p sin 8 are jacobianul egal cu p şi 
se numeşte transformarea în coordonate polare (în plan), iar variabilele p şi 8 
se numesc coordonate polare (în plan). Se, foloseşte pentru p e [0, oo) şi 8 e 
e [0,27r]. Formula schimbării de variabilă ne spune că dacă dcz[0, oo) X 
X [0,2-71] este un domeniu compact măsurabil Jordan rezultă că T(d) = D 

este domeniu compact măsurabil Jordan şi, în plus, pentru orice funcţie con
tinuă f : D —• R avem (formula schimbării de variabilă în coordonate polare) 

\ \ f(x> y) dx dy — \ \ /(p cos 8, p sin 8) p dp d8. 

De exemplu, dacă D este discul D = {(x,y)\ x2 -f y2 < r2}, unde r > 0, 
putem lua d = [0, r] X [0, 2n] şi obţinem 

\ \ f(x> y) dx dy = l d p i / (p cos 8, p sin 6) p d8 = 

r'Zn rr 
~ \ d8 V /(p cos 8, p sin 8) p dp. 

Putem defini domeniile simple şi în spaţiu. Dacă i c R 2 este un domeniu compact 
măsurabil Jordan şi u, v : d -+ R sînt funcţii continue diferite cu u(x, y) < 
^v(x, y) pentru orice (x, y) e d, putem defini, pentru orice astfel de (x,y), 
mulţimea D(X, y) — {(%> y, z) \ ze [u(x, y), v(x, y)]}. Atunci mulţimea D — 

y) este domeniu compact măsurabil Jordan în R 3 şi se numeşte 
(x, y)ed 

domeniu simplu în raport cu axa Oz. Dacă / : D —> R este o funcţie continuă 
putem calcula integrala lui / pe D astfel 

\ \ \ f(x> y> z) dx dy dz — \ \ l i f(x, y, z) dz\ dx dy : = 
J J JD J Jd { Ju(x,y 

-Si 
w) 

i v(x>y) 
dx dy \ f(x, y, z) dx dy. 

+ u(x,y) 

Rezultate similare schimbînd rolul axelor. Transformarea T: R 3 —• R3 , defi
nită prin T(p, 6, 9) = (x, y, z), unde x = p sin 8 cos 9, y = p sin 8 sin cp, 
z — p cos 8, are jacobianul egal cu p2 sin 8 şi se numeşte transformarea în 
coordonate polare (în spaţiu), sau transformarea în coordonate sferice, iar varia
bilele p, 8, 9 se numesc coordonate polare în spaţiu sau coordonate sferice. Se 
foloseşte pentru p e [0, 00), 8 e [0, TU] şi 9 e [0, 2 re]. Formula schimbării de 
variabilă ne spune că dacă dcz\0, 00) x[0,71] x[0, 2 iz] este un domeniu 
compact măsurabil Jordan, rezultă că D = T(d) este domeniu compact măsu
rabil Jordan şi, în plus, pentru orice funcţie cont inuă/ : D ~+ R avem (formula 
schimbării de variabilă în coordonate sferice) 

- & 

HS.*-y, z) dx dy dz — 

/ (p sin 8 cos 9, p sin 8 sin 9, p cos 6) p2 sin 8 dp d8 d9-
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De exemplu, dacă D este bila D = {{x, y, z) | x2 -f y2 + z 2 <f 2 }, unde r > 0» 
putem lua d — [0, r] X [0, TU] X [0, 2TC] şi obţinem 

$ « 
/ (#, y, 2) d# d^ d,? = 

D 

2rc 
/(p sin 6 cos 9, p sin 0 sin 9, p cos 6) p2 sin 0 d9 = 

rr rn rli 
\ dp \ de \ 
Jo Jo Jo 

rr r27x rrc 
= \ dp % dqp V /(p sin 0 cos 9, p sin 0 9, p cos 0) p2 sin 0 d0 = ... 

Jo Jo Jo 

(6 variante de alegere a ordinii de integrare). (7. C.) 
integrală primă (a unui sistem de ecuaţii diferenţiale), funcţie neconstantă. 

care compusă cu soluţiile sistemului conduce la funcţii constante. I.p. mode
lează legile de conservare exprimînd faptul că anumite funcţii de stare păstrează. 
aceeaşi valoare în procesul de evoluţie. (A.H.) 

integralele Dunford; Gelfand; Pettis Fie un spaţiu cu măsură (T,^, u.) 
şi un spaţiu Banach E. O func ţ ie / : T -*• E care are proprietatea că pentru 
orice x'e E* funcţia scalară x'of este [x-integrabilă se numeşte funcţie scalar 
\x-integr abilă sau funcţie slab \i-integrabilă sau funcţie ^.-integrabilă Dunford 
sau funcţie Dunford integrabilă. Orice funcţie fe J2\({JL) este scalar u,-integra-
bilă. Se arată că dacă / este scalar [x-integrabilă, atunci pentru orice A e J 
există un element %"Ae E** (bidualul lui E) astfel încît pentru orice x'e E* 

avem x"A(x') — \ (x'of) du.. Elementul x"A = (Dunford)-! fdix se numeşte 
JA JA 

integrala Dunford a lui f pe A (pentru A = T, x"A se numeşte integrala Dunford 
a lui f). Dacă f:T-+E este [x-integrabilă Bochner, atunci / este integrabilă 

Dunford şi pentru orice A e ¥, x"A se identifică cu \ /du , , anume x"A(x') — 
JA 

= % î \ /d(jLJ pentru orice x'eE*. O funcţie / : T -> E se numeşte funcţie 

^-integrabilă Yettis (funcţie integrabilă Fettis) dacă este u,-integrabilă Dunford 

si pentu orice A e 7 există un element x^eE astfel încît x'(xA) — \ (xf of) du.. 
JA 

Elementul xA = (Pettis)-I / d u . se numeşte integrala Fettis a lui f pe A 
JA 

(dacă A — T, XT se numeşte integrala Fettis a lui / ) . în acest caz (Dunford)-

% / d\L = x"A se identifică cu (Pettis)-1 / d u . = x& astfel: x"A(x) = x\xA) 
JA JA 
pentru orice x' eE*. Este clar că dacă / este ^-integrabilă Bochner, atunci / 

este şi ^-integrabilă Pettis si \ / d u . = (Pettis)- \ /du , pentru orice AeT.Se 
JA JA 

arată că d a c ă / este u,-integrabilă Pettis, atunci funcţia de mulţime mf J —• E> 
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Mf(A) — (Pettis)- V /d(JL este o măsură numărabil aditivă absolut continuă 

în raport cu u,. Din nou (T, ţ7\ u.) este un spaţiu cu măsură şi E este un spaţiu 
Banach. Pentru orice / : T -> E* şi orice xeE definim fx : T -» T ( = corpul 
scalarilor) -pim fx(t)=f(t)(x). O funcţie/ : T—>E* care are proprietatea că pentru 
orice x e E funcţia scalară fx este u,-integrabilă se numeşte funcţie \x-integr abilă 
Gelfand (funcţie integrabilă Gelfand). Se arată că dacă /es te u,-integrabilă Gelfand, 
atunci pentru orice A e ¥ există un element xA e E* cu proprietatea că xA(x) — 

= \ fx&l*> pentru orice x e E. Elementul x'A — (Gelfand)-V / d u , se nu-
JA JA 

meşte integrala Gelfand a lui f pe A (dacă A = T, x rp se numeşte integrala 
Gelfand a lui / ) . (7. C.) 

integralele Fresnel v. reziduu 
integrare constructivă Fie a = aQ < ax < ... < an — b numere reale con

structive. Şirul finit F = {a0, av ...., an} este o partiţie a lui [a,b]; n este 
lungimea lui F iar v(P) = max {| ai+1 — ai \ O^i^n — 1} norma partiţiei 

n-\ 
F. Fie / continuă constructiv pe [a, &]. Să punem S(f, F) = 2 j f(xi) iai+i ~~ 

* = 0 

— a>i) cu xi 6 \a%, cti+il» O^i^n — 1. Se arată că, pentru F = ia0, a -f-

b - a ) b - an~l ( b - a\ 
+ — = av ..., b = an\ , S(f, a, b, n) = V fia + i — este unul 

n J n >T0 V n ) 
dintre numerele S(f, F). O altă teoremă afirmă că dacă / este continuă 

rb 

Pentru o partiţie arbitrară F a lui [a, b] si pentru e > 0 si v(P)^co(e) (un 
I Cb 

niodul constructiv de continuitate al lui / ) avem 

r 
constructiv pe [a, b], atunci şirul{S(f, a, b, n)}nejsj converge către \ f(x) ăx 

şi v(P 

\S(f,F)-[f(x)dx 

^e(b - a). (S. M.) 
integrare numerică, capitol al analizei numerice care se ocupă cu aproxi

marea integralelor definite şi cu rezolvarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale. 
Formulele de aproximare a integralelor funcţiilor reale de o variabilă reală se 
numesc formule de cvadratură. Dacă V f(x) ăx se aproximează pe o anumită 

Ja 
olasă de funcţii prin 7(/), se spune că 7 este o formulă de cvadratură pe acea 
clasă de funcţii. Cele mai multe formule de cvadratură sînt de forma 

n 
5 ] a>if(%i)* unde a$ e R şi xi e [a, b], ie {1, ..., n}. 

Asemenea formule se pot obţine integrînd polinoame de interpolare asociate 
funcţiei / . Integrînd polinoame de interpolare relativ la n noduri echidistante 
se obţin formulele de cvadratură Newton-Cotes, iar drept cazuri particulare 
apar formula dreptunghiului, a trapezului, a lui Simpson. Dacă In este for
mula Newton-Cotes pentru n noduri echidistante, există funcţii continue / 

rb 
pentru care {In[f)}n n u converge la \ f(x) &x. O formulă de cvadratură 7 

file:///x-integr
file:///x-integr
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l / o W se numeşte exactă pentru funcţia/0 dacă I(fQ) = 1 f0(x) ăx. Printre formulele 
Ja 

n 
de cvadratură de forma \ \ aif(xi), cea a lui Gauss este exactă pentru poli

t i i 
noame de grad cel mult 2n — 1. Pentru aproximarea unor integrale de forma 
f* 
\ 9(x)f(x)&x s e folosesc formulele de cvadratură de t ip Gauss^obţinute cu 
Ja 
ajutorul polinoamelor ortogonale în raport cu funcţia pondere 9. Unele for
mule de cvadratură utilizează şi valorile derivatelor funcţiei (formula lui 
Hermite, formula Euler-Maclaurin). în vederea obţinerii unor aproximări cît 
mai bune pe anumite clase de funcţii, formulele de cvadratură Cebîşev, Markov, 
Lcbatto se obţin impunînd restricţii particulare parametrilor. Cele mai utili
zate metode de i.n. a ecuaţiilor diferenţiale realizează aproximarea restric
ţiei soluţiei la o mulţime finită de puncte, recurgînd apoi, eventual, la inter
polare. Metoda lui Euler se obţine din ecuaţia diferenţială prin discretizare, 
înlocuind derivata cu o diferenţă divizată. Metodele Euler, Euler-Cauchy; 
Runge-Kutta se încadrează în metoda ecuaţiilor cu diferenţe. (Gh. Gr.) 

integrare pe o varietate diferenţiabilă orientată, operaţie în care obiectele 
de integrat sînt n-forme diferenţiale, unde n este dimensiunea varietăţii. Este 
vorba, în esenţa, să asociem unei asemenea forme diferenţiale, presupusă local 
integrabilă, o măsură Radon pe varietatea considerată. Fie deci M o Cr-varie~ 
tate n-dimensională orientată, l<r=^oo; pentru simplitate, vom presupune 
M cu bază numărabilă. O n-formă diferenţială (reală) 6), definită pe M, se 
numeşte local integrabilă dacă, pentru orice hartă pozitivă a = (xv ...., xn): 
I U -+ Rf l a lui M, funcţia reală <D pe U, definită prin egalitatea co | U =•• 
= <D dx1 A ••• A&xn es^e local integrabilă pe submulţimea deschisă oc(c7) a 
lui ]Rn în raport cu măsura Lebesgue X; n-formele diferenţiale local integrabile 
pe M' formează un spaţiu vectorial pe care îl notăm Ln(M, loc); subspaţiuî 
vectorial al lui Ln(M, loc) format din formele diferenţiale cu suport compact 
va fi notat prin L»(M)0. Punctul de plecare în teoria integrării pe M constă în 
construirea funcţionalei liniare 1 : Ln(M)0 —> R. în cazul n = 0, orientarea 

JM 
lui M este o aplicaţie e: M -*{— 1, 1}, iar elementele lui I,^{ 
reale cu suport finit; se pune în acest caz 

t ca: = 2 J S W CO(#). 
JM xeM 

în cazul w> 1, funcţionala \ se defineşte axiomatic ca fiind unica funcţio-
JM 

nală liniară cu proprietatea ca, pentru orice hartă pozitivă oc = 
şi orice formă diferenţială co e Ln{M)0 cu suport conţinut în dom 

hărţii a, să avem \ co = \ <X>oa_1dA, unde co | U — Q> dx,; 
JM Ja[U) 

, de 1 
.(£. ase 

p'w: C°(M) ->R , definită prin jxw(/) = \ /co, feC°(M). Forma diferenţială 
JM 

co e Ln(M, loc) se numeşte integrabilă dacă funcţia constantă / = 1 este inte
grabilă în raport cu măsura Radon u-o iar, în cazul integrabilităţii, se pune 

nală liniară cu proprietatea ca, pentru orice hartă pozitivă oc = (xx, ..., xn) 
şi orice formă diferenţială co e Ln{M)0 cu suport conţinut în domeniul U al 

LA .- Ad#w. 

Construirea acestei funcţionale se face, de pildă, folosind o partiţie a unităţii. 
Dacă co e Ln(M, loc), măsura Radon {JL̂  asociată lui co este funcţionala liniară 
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\ co : = \ d(J<o- Dacă A este o mulţime local închisă (sau, mai general,. 
JM JM 
boreliană) a lui M, se spune că o n-formă diferenţială co definită pe A este 
integrabilă pe A cînd n-forma diferenţială coM este integrabilă, unde aM este 
«-forma diferenţiabilă pe M definită prin coM = co pe A şi coM = 0 în rest. 
De asemenea, dacă 5 este o subvarietate diferenţiabilă ^-dimensională orien
ta tă a lui M şi co o p-iormă. diferenţiabilă definită pe M, se spune că co este 
integrabilă pe S dacă />-forma diferenţială /*co este integrabilă pe varietatea 
^-dimensională orientată 5, unde j : S -+ M este aplicaţia de incluziune, şi,, 

în cazul integrabilităţii, se pune \ co: = \ /*co. Teorema fundamentală a teo-
JS JS 

riei integrării pe o varietate diferenţiabilă orientată reprezintă un răspuns. 
la problema valabilităţii formulei lui Stokes, care generalizează binecunoscuta 
formulă a lui Leibniz-Newton din cazul integrării pe dreapta reală. Cazul cel 
mai simplu este cel „fără singularităţi" cînd teorema corespunzătoare 
se enunţă după cum urmează: 
Teoremă. Fie M o Cr-varietate n-dimensională orientată, r^2, co o (n — l)-for-
mă diferenţială de clasă C1 pe M, iar D un domeniu în M. Dacă mulţimea 
D 0 supp oj este compactă şi conţinută în Dy atunci co este integrabilă pe BD„ 

deo este integrabilă pe D si \ co = 1 deo, BD fiind bordul orientat al lui IX 
JdD JD 

în cazul „cu singularităţi", se presupune pentru început doar că mulţi
mea D fi supp co este relativ compactă, în M. Pentru valabilitatea formulei; 
lui Stokes este necesar ca mulţimea (B\D) (] supp co să fie „neglijabilă" într-un 
sens care se cere precizat; pe de altă parte, apar dificultăţi privind integrabi-
litatea lui co pe BD şi a lui deo pe D. Există diverse rezultate care răspund la 
problema valabilităţii formulei lui Stokes în cazul cu „singularităţi". Prezen
tăm aici un asemenea rezultat inedit. Fie A o submuîţime închisă a varie
tăţii M astfel încît A = Ă, închiderea interiorului lui A. Spunem că frontiera 
BA: =A\A a lui A este cvasiregulată dacă există o familie {Si}ieI de 
subvarietăţi de clasă C1 ale lui M şi, pentru fiecare iei, o submuîţime com
pactă C{ a lui Si, astfel încît să fie îndeplinite următoarele condiţii: 1) Fa
milia {Ci}ieI este local finită; 2) Dacă i,jelşi i^j, mulţimea C< 0 C j, 

0 0 o 
este de măsură zero (în Si sau Sj) şi Ct f] Cj = 0 , unde Ci este interiorul lui 

n 
C{ în St) 3) BA = U ci- E x - : U n dreptunghi compact 8 = f i &*«' b^> ună& 

iei i=\ 
ai, bieUşiai < &< pentru orice i, este o submuîţime închisă cu frontiera cvasi
regulată în R n . Dacă A este o submuîţime închisă a varietăţii M, cu frontiera 
cvasiregulată, mulţimea D: =A [) \ {J âA este un domeniu în M. O (n — l)-for-

{lei ) 
mă diferenţială co, definită pe BA, se numeşte integrabilă pe BA dacă co este 

integrabilă pe 8D si, în cazul integrabilităţii, se pune \ co: = \ co. Are 
JdA JdD 

loc atunci teorema următoare: 
Teorema lui Stokes. Fie M o C r-varietate n-dimensională orientată, r**2y 
o* o (n ~ 1)-formă diferenţială de clasă C1 pe M iar A o submuîţime închisă a 
lui M cu frontiera cvasiregulată. Dacă mulţimea A 0 supp co este compactă,. 
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Atunci <o este integrabilă pe BA, dw este integrabilă pe A si % co = 
JdA 

= ^ d c o . (Af . / . ) ' 

integrare pe o varietate riemanniană orientată Fie M o varietate rieman
niană orientată de clasă C r, l ^ r ^ o o , şi dimensiune n\ notăm prin T&T for
ma volum a lui Af. Dacă X şi Y sînt cîmpuri vectoriale pe M, prin < X, Y > 
.se notează funcţia reală pe M definită prin 

<X,Y> (x):=* <X(x), Y(x)>x, xeM. 

De asemenea, dacă co este o p-iorma, diferenţială pe M şi Yv ..., YP sînt cîm
puri vectoriale pe Af, prin co(Yv ..., Yp) se notează funcţia pe M definită 
prin 

<*{YV ...., Yp)(x): = VxlYAx), ..., YpW), * e Af. 

Pentru orice cîmp vectorial X pe Af, există o unică l-formă diferenţială co^ 
şi o unică (n — 1)-formă diferenţială coj - 1 pe Af astfel încît o)\(Y) = < A , y > 
şi cojrifyj, ..., yw_x) = T M ( A , V lf ..., y „ - i ) ; unde y , y l f ..., yw_x sînt cîmpuri 
vectoriale arbitrare pe M. Forma diferenţială co^"1 se numeşte contracţia lui 
•TM prin cîmpul X şi se notează prin iM _| X ; notăm că formele co^ şi toj"1 nu 
coincid în cazul n = 2. Aplicaţiile X \~> co^ şi X i-> co^""1 de la cîmpuri vec
toriale pe Af la l-forme şi respectiv (n — l)-forme diferenţiale pe Af sînt bijec-
tive şi păstrează clasa în ambele sensuri. Acest fapt permite definirea unor 
operaţii pentru funcţii şi cîmpuri pe o varietate riemanniană orientată Af, 
şi anume gradientul, divergenţa, laplacianul şi rotorul, ultima numai în 
cazul n — 3. Dacă / e C1(Af), gradientul lui / este cîmpul vectorial grad(/) 
definit prin ecuaţia coîrad(/) == d/. De asemenea, dacă X este un cîmp vec
torial de clasă C1 pe Af, divergenţa lui X este funcţia div(A) pe Af definită prin 
ecuaţia dco^""1 = div(A)Tflf. Dacă /eC 2 (Af) , laplacianul lui / este funcţia 
A/ definită prin A/: — div grad(/) . în fine, dacă n = 3 şi dacă X este un cîmp 
vectorial de clasă C1 pe M, rotorul (sau rotaţionalul) lui X este cîmpul vectorial 
rot(A) pe Af definit prin ecuaţia dco^ = cofot(X). Notăm că dacă fe C*(Af), 
cîmpul g r a d / este de clasă Ck~1 pentru l^k^r iar A/eC^-2(Af) în cazul 
2^k^r. De asemenea, dacă X este un cîmp de clasă Ck, l^k^r ~ 1, 
pe Af, funcţia div(A) şi cîmpul vectorial rot(A) în cazul n = 3 sînt de clasă 
Ck~x. Ex.: Fie Af o submulţime deschisă în W1, înzestrată cu metrica euclidiană. 
Dacă xv ...., xn sînt coordonatele carteziene pe K.71, atunci T ^ = ăxl A ... 

... J\ăxn\ M si, pentru orice cîmp vectorial X = V A$ — pe Af, avem 

•̂ x = 5] X* ăXi şi 

i = l 
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n 7)j PJ 

Rezultă că, dacă jeCk{M), grad / = \ \ pentru k%\ şi A/ = 
/Ti d#* 5 ^ 

= V —• pentru k ^ 2 . De asemenea, dacă X este un cîmp de clasă Cm 

pe Af, div(A) = V pentru n oarecare si 

rot(A) = I h I | 
\ Bx% dxz J dxx \ dxz d*i ) 

(8X2 __ 8XA _8_ 
[ 8x1 dx2 J dx3 

t
8- + 

dxi ) 8x2 

+ 
în cazul n = 3. Fie 5 o subvarietate diferenţiabilă orientată de dimensiune-
n — l a lui Af şi / : 5 -> M ctplicaţia de incluziune. Pentru orice punct xeX, 
există un unic vector n(x) e T(M)x cu proprietăţile următoare: 1) n(x) J_ 
J_ T(S)X, în sensul că < j*,%v, n(%) > — 0 pentru orice vector veT(S)x; 
2) < n(x), n(x)> = 1; 3) Dacă (eL, ..., en-i) este un reper pozitiv în T(S)%f 
atunci ( n ţ ^ y ^ ^ ţ e j ) , ~",j#,%{en-i)) e s t e u n r e P e r pozitiv în T(M)X- în cazuî 
cînd 5 coincide cu bordul B al unui domeniu D de clasă C1 în Af, condiţia 
3) revine la faptul că n(x) este un vector exterior la D în punctul x; în acest 
caz n(x) se numeşte normala exterioară la D (sau B) în punctul x. In cazul 
general, aplicaţia S 3 x \—> n(x) e T{M)X este un cîmp vectorial de clasă 
C r _ 1 pe S, notat ns sau, simplu, n cînd nici o ambiguitate nu este posibilă. 
Dacă X este un cîmp vectorial de clasă C1 pe Af, rezultă /*6>3f1 = < X, 
nS > ^S> nnde T# este forma volum a lui 5". Dacă se aplică teorema lui Stokes. 
formei diferenţiale coJ-1 = T ^ _J A" se obţine 
Teorema divergenţei (Teorema Gauss-OstrogradsH). Fie D un domeniu de-

o 
clasă C1 în Af, J5: = D\D bordul orientat al lui D şi X un cîmp de clasă, 
C1 pe Af astfel încît mulţimea D fi supp X să fie compactă şi conţinută. 
în D. Atunci 

i ) < X, n# >Tj5 = \ (divA)TM-
B JD 

De asemenea, în cazul n = 3, dacă se aplică teorema lui Stokes formei dife
renţiale co]f se obţine 
Teorema rotorului (versiunea clasică a teoremei lui Stokes). In cazul n = 3, 
fie S o subvarietate orientată de dimensiune 2 a lui M, D un domeniu de 
clasă C1 în S, B bordul orientat al lui D şi A un cîmp de clasă C1 pe Af astfel 
încît mulţimea D 0 supp X să fie compactă şi conţinută în D. Atunci 

$ * < * - $ 
< ns, rot X > T£. 

în fine, dacă se aplică teorema divergenţei unui cîmp de forma X=u grad v> 
se obţine următoarea 
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Teoremă (formulele lui Green). Fie D un domeniu de_clasă C1 în M,J3 bordul 
orientat al lui D şi u, v e C2(M) astfel încît mulţimile D 0 supp u şi D 0 supp v 
să fie compacte şi conţinute în D. Atunci 

C dv f 
V M — T # = \ (< grad u, grad i )> + «At i ) Tjf, (1) 
JB dn JD 

c [ sv du\ c 
)B { dn dn ) JD 

dv dv 
unde — este funcţia reală pe B definită prin — : = <n, grad v > . 

dn ' dn 
Notăm că, pentru valabilitatea primei formule a lui Green, este suficient ca 
funcţia u să fie de clasă C1. (M. J.) 

interiorul unei mulţimi v. punct interior 
interpolare, metodă, de aproximare a funcţiilor cu polinoame prin care, 

cunoscînd valorile unei funcţii în anumite puncte, se aproximează funcţia cu 
un polinom, avînd proprietatea că în acele puncte polinomul ia, împreună cu 
derivatele pîna la un anumit ordin, aceleaşi valori ca şi funcţia considerată. 
Fie 

(S) < 

( w e N 

xţeC, i e{ l , ...., w}, Xi^Xj pentru ij^j 

a * e N , ie {1, . . . . , m} 

[zijeC, ie{\, ...,m}, je{0, ..., at — 1}. 

Fie n — V a^. Se numeşte polinom de i. asociat sistemului (5), un polinom 
4 = 1 

P, cu proprietăţile: 

grad F^n — 1, 

r0)(xt) = Zijt ie{l,...lm}tje{0)...,ai~ I}. 
Există, şi este unic, un polinom de i. asociat sistemului (5). Are loc formula 
iui Hermite: 

t = l ( # — #*) *j=0 

m 

unde co(#) = ]~J (# —- #j)a*, 

i •'ii-1 i ; / ( * - ^ r v 

Numerele x% se numesc noduri iar a^ se numeşte ordinul de multiplicitate al 
nodului #$. Dacă ai = 1, se spune că #$ este no i simplu iar dacă a* > 1 că 

«* \(fc) I 
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JT< este nod multiplu. Dacă a< = ... = am — 1 şi se notează z\ — Z{0l i e{ î, ..., m}}, 
atunci polinomul de i. asociat sistemului (5) este dat de formula lui Lagrange: 

£ " x - x , 

t t i i = i *< - *i 

Fie G o mulţime de numere complexe, (xv ..., xn) e G n şi f^, ..., yOT}€ ^» 
yi^yj, pentru i^j, astfel încît yi apare de aţ ori printre xv ..., xn şi 
m 
\ \ a$ = n. Fie / o funcţie definită pe G cu valori complexe, de ai — 1 ori 
i = l 
derivabilă în ^ pentru orice i e{ 1, ..., w}. Se numeşte polinom de i. a/ funcţiei 
f relativ la nodurile (xv ..., xn), polinomul P avînd proprietăţile: 

grad F^n — 1, 

J ^ t o ) = / < % < ) ; * e { l . . . . , w } . / e { 0 , . . . , a , - 1}. 
Se notează P(#) = P ( / ; ^ ..., xn'> x). Dacă n ^ 2 şi xx^ xn, atunci 

F(f; xv ...., xn; x) = 
P ( / ; *2, ..,, *„ ; *) (* - ^ ) — P ( / ; ^ , ..., xn-x\ x) (x — xn) 

x» — * i 

Coeficientul lui xîl~1 din P ( / ; ATJ, ..., #»; x) se numeşte diferenţă divizată & funcţiei 
/ relativă la nodurile (xv ..., xn) şi se notează f(xv ..., #w). Dacă n^2 şi 
#! ̂  Xn, atunci 

f(x2,...., xn) —f(xlt ..., xn-i) 
f(xv ..., ATW) = • 

Xn Xi 
/ ( w - 1 } ( * i ) Dacă xx = ... = ^», / ( ^ l f ..., ^») == • Cu ajutorul diferenţelor divi-
(n — 1) i 

zate polinomul de i. se poate reprezenta sub forma 
n 

F{f; xv ..., xn; x) = J ] / ( ^ , . . . , ^<)( # - ^ ) ... (^ - x^). 
t"=i 

Dacă G este o mulţime deschisă şi convexă de numere complexe, (xlt ..., xn) eG fâ 

iar / , de clasă Cn, este definită pe G cu valori complexe, atunci 
1 

| f(x) - F(f; xlt ..., xn',x)\**—\(x- xt) ... (x - xn) \ sup \f<»)(zŢJ 

unde A este acoperirea convexă a punctelor xv ..., ^», ^. Dacă GczR este 
deschisă şi convexă şi / : G -> R este de clasă Cn~1

> atunci există £ e[min AT̂  
max Xi] astfel încît 

[n — 1)! 

Se face uneori următoarea distincţie: dacă valoarea lui x în care se face apro
ximarea lui/(#) prin P ( / ; xl3 ..., xn\ x) nu se află în intervalul minim ce conţine 
punctele xv ...., xn> procesul de aproximare se numeşte extrapolare, în 
caz contrar i. (Gh. Gr.) 

invariant omotopic v. omotopie 
invers v. categorie 
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inversiune v. transformare omografică 
involuţie v. algebră Banach involutivă 
ipoteza continuului v. număr cardinal, teorema lui Ulam 
ipoteza lui Riemann v. funcţia £ 
izometrie v. distanţă 
izomorfism v. categorie 
izomorfism analitic v. transformare conformă, funcţie olomorfă (de mai 

multe variabile complexe), suprafaţă riemanniană, varietate analitică complexă 
izomorfism R-analitic v. funcţie R-analitică 

împrejurime v. structură uniformă 
închiderea unei mulţimi v. punct aderent 
închiderea unei mulţimi (într-un subspaţiu) v. topologie indusă 
înfăşurătoare convexă v. spaţiu liniar 
înfăşurătoare de olomorfie Fie X o varietate complexă conexă. O extindere, 

olomorfă a lui X este o pereche (X\j), unde X' este o varietate complexă 
conexă şi j : X —.• X' o scufundare olomorfă deschisă cu proprietatea că, 
pentru orice funcţie fe O(X), există o funcţie / ' e G[X') astfel încît / = f o j . 
(Din principiul prelungirii analitice rezultă atunci că funcţia / ' este unică). 
O î.o. a lui X este o extindere olomorfă (X,j) cu proprietatea că X este o 
varietate Stein. î .o . , dacă există, este unic determinată pînă la un izomorfism 
analitic. Mai precis, dacă (X', j) şi (X/f, k) sînt două î.o. ale lui X, atunci există 
un unic izomorfism analitic h: Xf -> X" astfel încît k = h o j . In exemplele 
următoare j este incluziunea. Ex.: 1° Pentru w ^ 2 , dacă CI este un domeniu 
de olomorfie în Cn şi K un compact în CI astfel încît mulţimea C1\K să fie 
conexă, atunci CI este o î.o. a lui Cl\K (teorema lui Hartogs). 2° Fie Ci un do
meniu Reinhardt conex, conţinînd originea, în Cn şi fie Q cel mai mic do
meniu Reinhardt logaritmic convex care conţine pe CI. Atunci CI este o î.o. 
a lui CI. 3° Fie Ci un tub în Cn cu bază conexă c» şi CI tubul cu bază co(co). 
Atunci CI este o î.o. a lui CI (teorema lui Boclmer). Evident, condiţiile (3) 
şi y) (v. varietate Stein) sînt condiţii necesare pentru existenţa unei î.o. Men
ţionăm că, deoarece varietatea complexă X este conexă prin ipoteză, y) im
plică existenţa unei baze numărabile (teorema bazei). Pentru a obţine o 
teoremă de existenţă pentru î.o. a lui X se întăreşte condiţia y), şi anume se 
consideră condiţia următoare: y0) Există o aplicaţie olomorfă etala cp: X -» Cn. 
Evident, y0) implică y). 
Teoremă. Orice varietate complexă X care îndeplineşte condiţiile p) şi y0) 
admite o î.o. 
O pereche (X, 9) unde X este o varietate complexă satisfăcînd condiţia (3) 
şi 9 : X -> Cn o aplicaţie olomorfă etala se numeşte domeniu Riemann de dimen
siune n (sau domeniu Riemann peste Cn). Teorema precedentă se poate formula 
şi astfel: Orice domeniu Riemann admite o î.o. care este de asemenea un do
meniu Riemann. Noţiunea de domeniu de olomorfie în Cn se generalizează la 
noţiunea de domeniu de olomorfie peste Cn, după cum urmează: Un domeniu 
Riemann (X, 9) de dimensiune^ n se numeşte domeniu de olomorfie peste Cn 

dacă X este o varietate Stein. în particular, î.o. a unui domeniu Riemann de 
dimensiune n este un domeniu de olomorfie peste Cn. (M. J.) 

înfăşurătoare echilibrată v. spaţiu liniar 

J y JLJ 

jacobiană, matrice de funcţii folosită în calculul aplicaţiei liniare tangente 
într-un punct a e M la o aplicaţie diferenţiabilă 9 : M -> A7 (unde M si AT sînt 
varietăţi diferenţiabile date) cînd se cunosc o hartă locală a = (xv ..!, xn) pe 
M cu domeniu U conţinînd punctul a şi o hartă locală p = (yv ..., ym) pe A 
cu domeniul V conţinînd punctul 9(a). Această matrice, notată JB Jcp), se 
defineşte prin 

^>-{S,) 
unde (fv ...Jm): U Oy-iţV) ->Xlm este aplicaţia 8 0 9 ; prin abuz se scrie 

uneori —- in Ioc de — . Sin.: matrice Jacobi a lui 9 în raport cu a şi 3 . 
(jXj cXj 

Dacă a e U f! 9- 1 (F), matricea nt 

\dx3 ) 

n d 
se numeşte j . lui 9 în punctul a. Dacă v = \ \ vj — (a) este un vector tangent 

(real sau complex) la M în punctul a, imaginea lui v prin aplicaţia liniară 
m 

tangentă 9*, a este vectorul w = y wt — (9(a)) calculat prin formulele 
i~\ oy% 

Wi = 2 4 — (a)vj, l^t^m. 

Orice proprietate a aplicaţiei liniare tangente 9 * ^ poate fi interpretată în 
termeni ţinînd de j . lui 9 în punctul a. De pildă, 9 este imersie în punctul a 
dacă şi numai dacă J$,a(y)(a) are rang n = dim M şi submersie în punctul a dacă 
şi numai dacă această matrice are rang m = dini AT. Cînd M este o suboiulţime 
deschisă a lui Hn şi N = ]Rm, se foloseşte de obicei j . lui 9 în raport cu coordo
natele carteziene xv ..., xn ale lui W1 şi coordonatele carteziene 3^, ..., ym ale lui 
R m . în cazul M şi AT varietăţi complexe şi 9 : M -» AT, o aplicaţie olomorfă, 
calculul aplicaţiei liniare tangente 9 * ^ se reduce la calculul componentei 
sale olomorfe <p;>0: T'(M)a -+ r'(A7)q>(o). Fie a = (Zl> ..., zn): U -> Cn o hartă 
locală pe M şi (3 = (wv ..., wm); V -+ Cm o hartă locală pe N astfel încî mul
ţimea [7 0 9 - 1 (^) s â f i e nevidă. Pentru a e C 7 n 9 _ 1 ( F ) şi orice vector 

n d 
tangent olomorf s = ^ j — (a) e T'(M)a, imaginea lui s prin aplicaţia 

7 = 1 2*1 
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iele 

este vectorul tangent olomorf t S e 
tjc (9(0}) calculat prin formu-

k = i Bwk 

dflc 

u n d e (/j 

3 = 1 SZ1 

— >fm)'- U (] /~1(Vr) -> Cw este aplicaţia olomorf^ p o 9. Matricea 

se numeşte j . olomorfă a lui 9 în raport cu hărţile oc 
\BzjJl 

p. Dacă punem £j 
U ->Jv 

= JVJ + ry^ şi w^ = uk -\- iv^, atunci aplicaţiile 
xn, yn)' U -> ]R2n şi [T= (M1( U^ ..., wm, vm): F -> R 2 m sînt hărţ i 

locale pe varietăţile de clasă C a 

raport cu aceste hărţi se scrie 
subiacente lui M şi N respectiv. J . lui 9 în 

/g-jW -
[dxj) [dxjj 

\(Buk\ tdvk) 
\[dyj) [dyj)! 

în cazul m n, are loc egalitatea det /^^(cp) — det ^3,a (?) 
demonstrează, de pildă, cu ajutorul ecuaţiilor Cauchy-Riemann; în particular 
det J<-~^ ( 9 ) ^ 0 . Dacă se aplică acest rezultat la cazul A7 = M şi 9 = idjjf * 
se obţine faptul că varietatea C00 subiacentă unei varietăţi complexe este 
orientabilă. (M. J.) 

jacobianul unei transformări, determinantul matricii Jacobi a acelei trans
formări (în cazul m — n). De pildă, dacă T este o transformare de la planul 
Ouv la planul Oxy dată de x — f(u, v), y = g(u, v), unde / şi g sînt funcţii 
parţial derivabile, jacobianul transformării T este determinantul funcţional 

Şl 
du 

Bg 
du 

K 
dv 

Al 
dv 

Teorema de transformare a ariilor printr-o transformare normală afirmă că aria 
unui domeniu D = T(d) se obţine din aria domeniului d din planul Ouv prin 
multiplicarea acesteia din urmă cu valoarea absolută a jacobianului trans
formării T într-un punct convenabil din domeniul d. (S. M.) 

lanţ de elemente analitice v. prelungire analitică 
lanţ de mulţimi v. proprietatea intersecţiei finite 
laplacianul v. integrare pe o varietate riemanniană orientată 

file:///BzjJl
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latice v. mulţime ordonată 
latice Banach v. spaţiu reticulat normat 
latice booleana v. mulţime ordonată 
latice completă v. mulţime ordonată 
latice de mulţimi v. clasă de mulţimi 
latice de perioade Dacă V este un spaţiu vectorial real d3 dimensiune fi

nită A7, o l.p. în V este un subgrup T al lui V avînd proprietatea că există 
N vectori ylf ..., y# liniari independenţi peste R care formează o bază a lui 

N 

r ca Z-modul, i.e. orice vector y e F se scrie în mod unic sub forma y — S\ mC{i 

cu ni{ e Z. Proprietăţile următoare ale unui subgrup F al lui V sînt echivalente: 
i) F este o l.p.; ii) T este un subgrup discret al lui V (i.e. 0 este un punct izo
lat al lui F în V) şi grupul topologic cît T = VjY este compact; iii) F este 
un subgrup discret al lui V şi este un sistem de generatori ai spaţiului vec
torial real V. Fio V un spaţiu vectorial real de dimensiune finită N, F o l.p. 
în V şi T - V/V. înzestrăm pe X cu topologia cît; atunci aplicaţia canonică 
TT: V —• T este un omeomorfism local. Rezultă că există o unică structură 
de varietate analitică reală pe T astfel încît aplicaţia iz să fie submersie real 
analitică. Această varietate analitică reală are dimensiunea N şi se numeşte 
tor real de dimensiune N. Orice tor real de dimensiune N este real analitic 
izomorf cu produsul {S1)^, unde S1 este sfera de dimensiune 1 (i.e. cercul uni
tate în R2). Să considerăm acum un spaţiu vectorial complex V de dimensiune 
complexă finită n. Prin l.p. în V se înţelege o l.p. în spaţiul vectorial real de 
dimensiune A7 = 2w, subiacent lui V. Dacă F este o l.p. în V, există o unică 
structură de varietate complexă pe torul X = V/T astfel încît aplicaţia TU să 
fie olomorfă. Varietăţile complexe de forma V/T, unde V este un spaţiu vec
torial complex de dimensiune n (se poate lua, evident, V — Cn) şi T o l.p. în 
V, se numesc toruri complexe de dimensiune n, iar în cazul n — 1, curbe elip
tice. Două toruri complexe de dimensiune n, să zicem T = Qn\Y şi Tf == C^/F ' , 
sîtit totdeauna izomorfe ca varietăţi analitice reale, în particular ele sînt omeo-
tnorfe. Un fapt semnificativ este că T şi T' nu sînt în general izomorfe ca varie
tă ţ i complexe, nici măcar în cazul n = 1 (v. funcţia modulară). O varietate 
abtiiană este: un tor complex T care admite o scufundare olomorfă într-un 
.spaţiu proiectiv PM(CJ). De pildă, toate torurile complexe de dimensiune 1 
sînt varietăţi abeliene. De asemenea, pentru orice suprafaţă riemanniană 
compactă A', varietatea Jac(AT) este o varietate abeliană de dimensiune g$ 
unde g este genul lui X. Notăm că, pentru orice întreg n^2, există toruri 
complexe de dimensiune n care nu sînt abeliene. (M. J.) 

latice distributivă v. mulţime ordonată 
latice local convexă v. spaţiu liniar reticulat topologic 
latice normată v. spaţiu reticulat normat 
latice relativ completă v. mulţime ordonată 
lege de distributivitate infinită v. mulţime ordonată 
legea distribuţiei asimptotice a numerelor prime v. funcţia Z, 
legea paralelogramului v. spaţiu Hilbert 
lema lui Abel v. serie de puteri 
lema lui Fatou Fie (T, 9*, \L) un spaţiu cu măsură şi {Un}n un şir de funcţii 

|i-măsurabile, i.e. 7-măsurabile, pozitive, Un: T - + R + . Avem 

i (Hm inf Un) dpi ^ lirn inf i Un dţx. (/. C.) 



LEMA LUI G O U R S A T 

lema lui Goursat Fie în planul complex C un domeniu triunghiular T ge
nerat de punctele a, b şi c. Dacă vîrfurile au fost scrise într-o anumită ordine, 
spre exemplu (a, b, c), atunci această ordonare generează drumul poligonal 
$T = [a, b]o [b, c]o [c, a]. Fie / o funcţie derivabilă pe domeniul D şi T 

un domeniu triunghiular astfel ca f c A Atunci \ / = 0 pentru orice orîen-
JdT 

tare a vîrfurilor lui T. [Gh. Gr.) 
lema lui Grothendieck v. formă diferenţială (pe o varietate complexă) 
lema lui Poincare v. formă diferenţială (în Rw), formă diferenţială (pe o 

varietate diferenţiabilă) 
lema lui Schwartz v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 
lema lui Zorn v. mulţime ordonată 
lif ting Fie un spaţiu cu măsură (T, 7 , pi). Vom nota prin 9£(n) tribul tuturor 

mulţimilor fi-neglijabile şi vom considera S < = 7 o sub o-algebră astfel încît 
2rD9£(M,). Notăm 9 /T(2 ) = {/: T~>R| /es te 9L{\L)-aproape total 2-măsurabilă}• 
De exemplu, dacă 2>~-=5T, atunci CK°°(2) =^°°([x). Notăm 9/£(2) = {/: T-+R | / 
este total 2>măsurabilă}. Pentru două funcţii f,g: T-* R, vom scrie / ~ g 
pentru a desemna faptul că / = g ^i-a.p.t. Pentru două mulţimi A şi B incluse 
în T vom scrie A ~ B pentru a desemna faptul că A Ă B e 9t((i), unde 
A A B = (A\B) U (B\A). Se numeşte 1. (sau ridicare) pe 9 / H E ) o apli
caţie p: 97P(2) -> c ^ ( 2 ) avînd proprietăţile: i) p(f) ~ / ; ii) / ~ g => p( / j « 
= pte); iii) P ( a / + pg) = a p ( / ) + Ppfe); iv) / ^ 0 => p ( / ) ^ 0 ; v) / = oc (în 
sensul că / este constant egală cu a) => p(/) = a ; vi) p(fg) = p(f) p(g). Totul 
pentru orice/ , g în 9/T°(2) şi a, p în R. Dacă există un 1. pe 9/£°°(2), se spune 
că cilt (2) are proprietatea de 1. 
Teoremă de existenţă a 1. Spaţiul ^°°({JL) are proprietatea de î. dacă şi numai 
dacă fi. are proprietatea sumei directe. 
O aplicaţie p: 97^(2) -+ ^ ( 2 ) avînd proprietăţile i ) - v ) se numeşte 1. h'mar 
pe 9/£°°(2). Se demonstrează că pentru orice 1. liniar p pe 97£°°(2) există un 1. 
p* pe 97£'°(2) cu proprietatea că p*(9^) = p(c?A) pentru orice mulţime A din 
2 care are proprietatea că p(cp )̂ este funcţia caracteristică a unei mulţimi (în 
particular, dacă acest lucru se întîmplă pentru orice mulţime A din 2 rezultă 
că p este chiar 1.). Aici cp^ este funcţia caracteristică (indicatoarea lui A). Se 
numeşte 1. pe mulţimile lui 2 o aplicaţie p ' : 2~> 2 cu proprietăţile: i') p'(A) ~ 
~A; ii') A~B=>p'(A)~p'{B); iii') p'(-0) = 0 şi p ' ( r ) = r ; iv) p.'(4 nB) = 
= p'{A) fi p ' (S); v') p\A UB) = p'(^) U p'(-B), 4̂ şi B din 2 - Existenţa unui 1. 
pe mulţimile lui 2 echivalează cu existenţa unui 1. pe 9/£°°(2) • a) Dacă există 
un i. p pe 9/£°°(2), atunci, punînd p ' : 2 -» 2» p'(^) = B, cu p(cp^) = cps 

obţinem că p' este 1. pe mulţimile lui 2 ; b) Dacă există un 1. p' pe mulţimile 
lui 2» atunci există un 1. unic p pe 97£°°(2) astfel încît p(<p )̂ == 9P 'U) pentru 
orice A din 2 - v ° m considera în plus că T este un spaţiu local compact şi că 
\L este o măsură boreliană regulată pe T. Se numeşte 1. tare pe £'\\i) 
un 1. p pe £"°([i) care are proprietatea că p(/) = / pentru orice funcţie con
t i n u ă / din £°°(\i). Se arată că dacă p este un 1. pe £x(\i), atunci următoarele 
afirmaţii sînt echivalente: 1) p este 1. tare; 2) p'(l7)=>U" pentru orice mul
ţime deschisă UczT; 3) p'(F)cF pentru orice mulţime închisă FczT. 
Aici <pp'(A) — p (9̂ 1) pentru orice mulţime fx-măsurabilă AcT. 
Teorema de existenţă a 1. tare. Dacă T are o bază cel mult numărabilă de mulţimi 
deschise (sau dacă T este spaţiu metrizabil, sau dacă T este un spaţiu dis
cret) şi da'că \i(U) > 0 pentru orice mulţime deschisă nevidă, atunci există 
un 1. tare pe £x(\i). 
Se arată că dacă există un î. tare pe £co{\i), atunci: a) \i(U) > 0 pentru 
orice mulţime deschisă nevidă; b) Două funcţii continue şi mărginite egale 
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|x-a.p.t. sînt egale peste to t ; c) 1 / d p O pentru orice funcţie continuă 

si mărginită pozitivă care nu este identic nulă; d) Pentru orice funcţie 
continuă / din £°°([Ji), avem | | / |U - sup{|/(/) | \te T). (I.C.) 

limita inferioară a unui şir de funcţii v. funcţie măsurabilă 
limita inferioară a unui şir de mulţimi v. funcţia caracteristică a unei 

mulţimi 
limita inferioară a unui şir de numere reale Fiind dat şirul {an}ne-^> să 

punem An = {an, an+1, ..., an+p> . . .} . Limita şirului crescător {cn}neN, unde 
cn — inî An este, prin definiţie, limita inferioară a şirului {an}neyq> notată 
lim inf an sau lim an> (S. M.) 

limita la stînga (dreapta) a unei funcţii într-un punct F i e / : A c R - > R şi fie 
a un punct de acumulare la stînga pentru A. Numărul real a (eventual + 00 
sau — 00) este limita la stînga a l u i / în a dacă pentru orice şir {xn} tinzînd 
către a, xne A, xn < a pentru orice n, avem lim f(xn) — a. Punem a = 

n—>co 
= f(a — 0). Definiţie asemănătoare la dreapta. (S. M.) 

limita superioară a unei funcţii reale într-un punct din Rw Fie / : A a ]Rn -+ 
_+R şi fie a un punct de acumulare pentru A. Limita superioară a lui / 
în a se noteazăjprin lim sup f(x) şi se defineşte ca inf sup {/(#)}, 

x -* a, xeA V0{x) eCy0{x) xeV0{x) 
unde 9^0(x) este familia tuturor vecinătăţilor lui x din care s-a eliminat 
x. O definiţie similară (cu inversarea ordinei pentru inf şi sup) pentru 
lim inf 'f(x). Necesar şi suficient ca a e R să fie limita superioară a lui / 

x -» a, x e A 
în a este ca: 1) Pentru orice (3 > a există o vecinătate V(a) în A pentru 
care f{VQ(a))cz{— 00, (3); 2) Pentru orice număr y < a şi pentru orice 
vecinătate V(a) în A a lui a există x e VQ(a) pentru care f(x) > y. (S.M.). 

limita superioară a unui şir de funcţii v. funcţie măsurabilă 
limita superioară a unui şir de mulţimi v. funcţia caracteristică a unei 

mulţimi 
limita superioară a unui şir de numere reale Fiind dat şirul {^w}^-.^ să 

notăm cu A n mulţimea termenilor de rang mai mare sau egal cu n şi să 
punem bn = supAn. Limita şirului descrescător {bn}nejq este, prin definiţie, 
limita superioară a şirului W } n € N > notată lim sup a» sau lim an. (S. MQ 

limita unei funcţii după un filtru Fie 9C o mulţime, 9j un spaţiu topologic, 
•? un filtru în St şi / o funcţie definită pe 9C şi cu valori în 0/. Punctul 
ye^se numeşte limita funcţiei f dupăfiltrul & dacă baza de filtru {f(F) \ F e Sţ} 
converge către y; se notează: y — lim^f. Dacă 9C este de asemenea un spaţiu 
topologic şi %0G9C, se spune că y e 0/ este limita funcţiei f în punctul x0 dacă 
y este limita lui / după filtrul vecinătăţilor lui xQ; se notează y = lim f(x). 

X - * XQ 

Funcţia / este continuă în punctul x0 dacă şi numai dacă lim f{x) = f(x0). 
X - » XQ 

Fie Aa9C şi x0e Ă. Fie 9^ mulţimea vecinătăţilor lui x0 şi fie în A 
filtrul ^ = {V (]A \V e VXJ. Dacă y = l i m ^ / se spune că y este limita 
funcţiei / în punctul x0 relativ la submulţimea A şi se notează lim f(x) = y. 

X -* XQ 

x e A 
Dacă A = 9C\{AT0} şi x0 nu este punct izolat al lui 9C se scrie lim f(x) = y. 

X - * XQ 
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F u n c ţ i a / este continuă în punctul neizolat x0 dacă şi numai dacă lim f(x) = 
X^XQ 

= f(x0). Ex.: 1° Fie 9C un spaţiu topologic, / : N -*• 9C, / = {#»}MeTNT un şir 
în 9L. Şirul {%n}neKr converge către xe 9C dacă şi numai dacă x este limita 
funcţiei / după filtrul lui Fr6chet. 2° Fie / = {xs}8e^ rin şir generalizat în 
spaţiul topologic SC. Fie ¥ filtrul generat în A de baza de filtru {A § | 8 e A}, 
unde A 8 = {8'18'^S}. Şirul generalizat / = {#s}8eA converge către xe9C 
dacă şi numai dacă funcţia / converge către x după filtrul &. (Gh. Gr.) 

limita unei funcţii într-un spaţiu topologic v. limita unei funcţii după un 
filtru. 

limita unei funcţii reaîe într-un punct din R w Fie / : A czRw —* R şi fie 
x un punct de acumulare pentru A. Funcţia / are ca limită pe a (eventual 
ct oo) în x dacă pentru orice şir {xn}, xneA, xn^x pentru orice n natural, 
xn —*• x, avem lim /(#») = a. Dacă a e R, proprietatea revine la: pentru 

n -» oo 
orice e > 0 există o vecinătate V(x) astfel încît din y e V(x), y^xy să rezulte 
\f(y) - a | < e. în cazul a — -f oo ultima inegalitate se înlocuieşte cu f(y) > e, 
Dacă a = — oo, ultima inegalitate se înlocuieşte cu f(y) < — e. (S.M.) 

limita unui filtru v. filtru convergent 
limita unui şir de funcţii v. şir de funcţii 
limita unui şir de mulţimi v. funcţia caracteristica a unei mulţimi 
limita unui şir dublu de numere reale Şirul dublu {a{}, i,j = 1, 2, ... are 

ca limită numărul real A dacă pentru fiecare e > O exista nz astfel încît din 
i > ne < j să rezulte \ A — a{ | < s. Limita este -f oo (resp. — oo) dacă ori
cărui număr pozitiv P îi corespunde un număr natural nv astfel încît din 
i> nv < j să rezulte a{> p (resp. a\ < —p)- Un şir dublu are limita finită 
dacă este convergent. (S. M.) 

limita unui şir generalizat v. şir generalizat convergent 
limită Banach, funcţională liniară / pe spaţiul liniar (m) al şirurilor reale 

mărginite {£n}weTsr avînd proprietăţile următoare: 

1) Ijm5w^/({S„} N ) ^ H m In', 
n N n 

2) /({5«+i}«ej^) - / ( ( W , , ^ ) . 
Existenţa l.B. se stabileşte cu ajutorul teoremei Hahn-Banach. Noţiunea de 
l.B. se generalizează pentru spaţiul liniar m(X) al şirurilor (o)-mărginite cu 
valori într-un spaţiu liniar complet reticulat X. în acest caz l.B. este un ope*. 
rator liniar pe m(X) cu valori în X, avînd proprietăţile corespunzătoare pro
prietăţilor 1) şi 2). (R. C.) 

limită calitativă L.c. superioară a funcţiei reale / în punctul a e l este 
ini{y | {f(x) > y} este de prima categorie Baire în a}. L.c. inferioară a lui / 
în a este sup [y \ {f(x) < y} este de prima categorie Baire în «}. Dacă cele 
două limite sînt egale, valoarea lor ccmună este l.c. a lui / în a. (O mulţime 
A dintr-un spaţiu topologic este de prima categorie Baire într-un punct a 
dacă există o vecinătate a lui a cărei intersecţie cu A este de prima cate
gorie Baire.) (S. M.) 

limită individuală v. convergenţa în sensul ordinei 
limită inductivă v. categorie, functor 
limită inductivă de spaţii local convexe Fie X un spaţiu liniar şi {Xj}jej 

o familie de subspatii liniare cu următoarele proprietăţi: 1) [^JXj = X; 
3 e J 
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"hh Ji* 

2) Pentru orice j\,j2Gj există jze J astfel ca Xz U X, cz X- ; 3) Fiecare 
spaţiu Xj este înzestrat cu o topologie local convexă Tj; 4) Dacă X • c: X-
atunci topologia T- ,• , indusă de T- pe X: , este majorată de topologia T- . 
Pentru orice j G J fie lf. Xj -» X aplicaţia dată de formula l$(x) — x, V# e Xj. 
Cea mai fină topologie local convexă pe spaţiul liniar X, pentru care orice 
aplicaţie lj este continuă, se numeşte limita inductivă a familiei {^jjjej, iar 
spaţiul liniar X înzestrat cu această topologie se numeşte limita inductivă a 
familiei {Xj}jej şi se notează X = limXj. O bază de vecinătăţi ale originii 

pentru limita inductivă este dată de mulţimea tuturor submulţimilor WaX 
care sînt echilibrate şi convexe şi care au proprietatea că pentru orice j e J, 
mulţimea W (] Xj este o vecinătate a originii în spaţiul Xj. Dacă în condiţia 
4) se cere ca 
(R. C.) 

limită inferioară (într-o mulţime ordonată) v. convergenţa în sensul 
ordinei 

limită superioară (într-o mulţime ordonată) v. convergenţa în sensul 
ordinii 

limită şi continuitate în analiza nonstandard F i e / : R* -• R*. Se spune că 
lim/(#) = L cînd x -+ c dacă, de îndată ce x este infinit apropiat de c (dar nu 
egal cu c), f(x) este infinit apropiat de L. Altfel spus, din x « c(x ^ c) rezultă 
f(x) « L. Are loc teorema: F i e / o funcţie standard definită .pa (a, b) avînd 
pe c ca punct interior. Dacă L este un numlr real standard, atunci lim f(x) = 

x -»c 
= -L dacă şi numai dacă din c^x & c rezultă f(x) « L, f este continuă în c 
dacă şi numai dacă din x & c rezultă f(x) TU f(c). Funcţia standard / defi
nită pe mulţimea standard S este continuă în punctul standard c dacă şi 
numai dacă pentru orice punct x din S* infinit apropiat de c avem f(x) » 
« / ( c ) . (S.M.) 

limitele extreme ale unui şir de mulţimi Fie T o mulţime nevidă şi {An}n 
un şir de mulţimi AnczT. Se defineşte limita superioară a şirului {An} ca 

fiind mulţimea lim sup An = Q I ^ J y ^ l ş i s e arată că lim sup A n — {t e T \ 

mulţimea { n e N | t e A n} este infinită}. Similar se defineşte limita inferioară 
0 0 / 0 0 \ 

a şirului {A n}n ca fiind mulţimea lim inf A n — \^j | p j A K j şi se arată că 

lim inf An = {te T | există n(t)e"N cu proprietatea că teAn pentru orice 
n ^ n(t)}. Avem lim inf An a lim sup An. Dacă lim inf An = lim sup An se 
«pune că şirul {An}n este convergent şi se notează \imnAn = lim inf A n — 
= lim sup A n = limita şirului An. De exemplu, dacă {An}n este crescător 

00 
{i. e. AnczAn+1 pentru orice n) există lim An = \^J An, iar dacă {An}n este 

n = l 
oo 

•descrescător (i.e. An^An+1 pentru orice n) există lim A n — f^\ An. Se arată 
n - 1 

că dacă A * = lim sup A n şi A * ~ lim inf A n, atunci 9^* = lim sup 9 ^ şi 
A ~ lim inf 9^ (v. funcţie măsurabilă, clasă de mulţimi). Dacă (T, Jt n.) 

este un spaţiu cu măsură ş i{^ n}n un şir de mulţ imi,^ n e *¥, avem [i (lim inf A n) < 
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^ l i m inf \i(An). Dacă, în plus, JJL j \J An\ < oo, avem şi [i (lim sup An)^ 
\n= l / 

^ l i m s u p \i[An). {I. C.) 
local a.p.t. (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea măsurilor Ra

don 
logaritm integral v. funcţia £ 
logaritm natural v. funcţie exponenţială 
logaritm real v. funcţie exponenţială 
logaritmul complex Fie C corpul numerelor complexe şi C* grupul multi

plicativ al numerelor complexe diferite de zero. După cum se ştie, funcţia expo
nenţială induce un morfism de grupuri exp: C -» C* avînd ca imagine grupul 
C* întreg, şi ca nucleu subgrupul 2icZi al lui C. Rezultă că aplicaţia exp se 
factorizează la un izomorfism de grupuri 0 :C/2rcZi —> C*. In viziune alge
brică, funcţia logaritm este, prin definiţie, inversa 0 - 1 a aplicaţiei precedente, 
i.e. aplicaţia log: C* ~> C/27cZi definită prin 

log w = {z e C | exp z — w) pentru w e C*. 

Din definiţie rezultă că log este un morfism de grupuri, i.e. log ww' — log w + 
-f- log w', w, ffi'eC*, unde egalitatea este înţeleasă în grupul C/lixZi, i.e. este 
o egalitate de mulţimi. Pentru orice w eC*, elementele mulţimii log w se numesc 
determinaţii (sau determinări) ale logaritmului lui w sau, simplu, logaritmi ai 
lui w. Notaţia log w se utilizează în mod alternativ pentru a desemna fie o 
determinaţie oarecare, generică, a logaritmului lui w, fie o determinaţie anume 
a logaritmului lui w, de regulă determinaţia principală definită mai jos. Po
trivit definiţiei grupului cît C/27tZi, dacă z este o determinaţie a logaritmului 
lui w, atunci un număr complex z' este o determinaţie a logaritmului lui w 
dacă şi numai dacă există k e Z astfel încît z' = z + 2&7ti. Dacă z = x + \y 
este o determinaţie a logaritmului lui w, atunci, după formula lui Euler, ez — 
= exeîy = ex(cosy + i s iny) = w. De aici rezultă, mai întîi, că e ^ ^ | w |, 
deci toate determinaţiile logaritmului lui w au aceeaşi parte reală, şi anume 
x — log j w |, logaritmul real al modulului lui w. Apoi, că părţile imaginare 
ale determinaţiilor logaritmului lui w coincid cu soluţiile ecuaţiei e ly = 
— wj\w\. Aplicaţia y: R —• C* definită prin y(y) = e l y este un morfism 
de grupuri avînd ca imagine subgrupul S1 — {w e C | | w | — 1} al lui C* şi 
ca nucleu subgrupul 2TCZ al lui R, deci induce un izomorfism de grupuri 
<|>: R/2TUZ -»• S1. Funcţia argument este, prin definiţie, aplicaţia arg: C* -»R/2TUZ 
dată prin 

a rgw: = th-1 \~^—\ = J y e R | e iy = - ^ - L 

Din definiţie rezultă că arg este un morfism de grupuri, i.e. arg (ww') — arg w-\-
-f- arg w'} w, w' e C*, unde egalitatea este înţeleasă în grupul cît R/2TUZ, deci 
este o egalitate de mulţimi. La fel ca în cazul logaritmului, elementele mulţimii 
arg w se numesc determinaţii (sau determinări) ale argumentului lui w (şi tot 
la fel notaţia arg w poate fi utilizată pentru a desemna fie o determinaţie gene
rică a argumentului lui w, fie una specifică). Dacă y este o determinaţie a 
argumentului lui w, un număr real yf este o altă determinaţie a argumentului 
lui w dacă şi numai dacă există ke Z astfel încît y' — y -f 2kiz. Printre 
determinaţiile argumentului lui w există exact una cuprinsă în intervalul 
semiînchis ( — TC, TU]; această determinaţie este notată Argţze;) şi numită deter
minaţia principală a argumentului lui w. Este clar că y este o determinaţie 
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a argumentului lui w dacă şi numai dacă log [ w \ + iy este o determinaţie a 
logaritmului lui w, i.e. avem log w == log | w \ + i arg w (egalitate de mul
ţimi). Astfel, orice număr complex w^O admite reprezentarea exponenţială 
w = | w | e , unde 0 este una oarecare din determinaţiile argumentului lui w. 
Numărul complex Z : = log | w \ + i Arg w, notat de regulă prin log w, este 
o determinaţie a logaritmului lui w, numită determinaţia principală] pentru 
w real > 0, determinaţia principală a lui log w coincide cu logaritmul real al lui 
w. Fie D:= C \ ( — oo, 0] x {0}. Dacă weD, atunci w-1 e D şi Arg «H- = 
= —Arg w. De asemenea, dacă w,w'eD şi — iz < Arg w •+- Arg w' < iz, 
atunci ww' e D şi Axg(ww') — Arg w + Arg w'. Formule similare se obţin 
pentru determinaţia principală a logaritmului. Obs. Dacă w e D şi Imw^O, 
atunci Arg w este lungimea arcului de pe cercul unitate S1, în sens direct, 
cuprins între punctele 1 şi w\ \ w |. Interpretare similară în cazul Im w < 0 
cu deosebirea că în acest caz Arg w < 0. (M. / . ) 
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majorant v. mulţime ordonată 
margine canonică (a unui număr real constructiv) Asociem fiecărui număr 

real constructiv x = {#»}MeTvr un întreg Kx pentru care | %n | < Kx pentru 
orice n întreg pozitiv şi astfel încît Kx să fie cel mai mic cu proprietatea 
| xx | + 2 < Kx. Numărul Kx este m.c. a lui x. (S. M.) 

margine inferioară v. mulţime ordonată 
margine superioară v. mulţime ordonată 
margine superioară (a unei funcţii r ea l e / într-un punct a din Rw) , numărul 

Mf(a) = inf sup f(x), unde / : A <=RW —> R, aeĂ (închiderea lui A) şi 
Vecyţa) xeV 

9?(a) este mulţimea tuturor vecinătăţilor lui a. Sin.: supremumul l u i / în a. 
O definiţie similară pentru marginea inferioară (infimumul) lui / în a, notat 
ntf(a), cu inversarea lui inf şi sup. Au loc inegalităţile 

ntf[a) ^ Hm inf f(x) ^ lim sup f(x) < Mf(a) 
x-*a x->a 

în orice punct a e A' ( = mulţimea punctelor de acumulare ale lui A). (S. M.) 
martingal Vom considera un spaţiu cu măsură finită (TtS", \±), 93 c: 7 o 

sub cr-algebră şi X un spaţiu Banach. Se arată că pent ru orice / din £\{\i 
există o funcţie ge £\{[i) care are următoarele proprietăţi: a) Funcţia g este 
^-•măsurabilă, i.e. g~1(A) e 93 pentru orice mulţime deschisă i c i ; b) Pentru 

orice E din 93 avem \ / d [ x = \ gd[i (integrală Bochner). Funcţia g este 
JE JE 

determinată [x-a.p.t. Funcţia g se numeşte speranţa (sau media) condiţionata 
a lui / relativ la 93 şi se notează prin g = E(f | 93). De exemplu, dacă {A w}M e N -
este o partiţie a lui T (i.e. mulţimile An sînt mutual disjuncte şi reuniunea lor 
este T) putem considera tribul 93 generat de clasa de părţi {An | n e N } car© 
este format din toate reuniunile de mulţimi An- Atunci, pentru orice / din 

00 f* 

£\(\i), avem E(f\ 93) = ^ j 9An
xn> unde xn = \ fă\ij\i(An) (dacă \i.(An) = 0, 

n=l JAn 

se ia xn = 0). Revenim la cazul general. Luînd pentru orice l^p < co şi 
pentru orice / din £z(\i) speranţa condiţionată g = E(f | 93), se arată că 
\\g | | p ^ | | / ||p. Vom mai considera o mulţime dirijată A şi un şir generalizat 
crescător {93s}§ e \ de sub a-algebre ale lui J, i.e. 8 ' ^ S " implică 93s'<=:938/'. 
Pentru orice număr \^p < oo, un şir generalizat {fdj^eA ^ e elemente din 
£x(\i) sejmmeşte m. în £x(\i) dacă pentru orice 8 < T avem E(fx | 93s) = f$ 
|jţ.-a.p.t. în cazul particular cînd X — R, {/s}§ se numeşte submartingal (resp. 
supermartingal) dacă are proprietatea că .Is(/T | 93s) ^ / s (x-a.p.t. (resp. 
£ ( / T I ̂ S Î ^ / s ^-a.p.t.) d a c ă T > § . Un exemplu de m. se obţine astfel: dacă 
fe£x(\i), se ia pentru orice S din A funcţia / s = E(f \ 93§) Şi atunci şiruî 
generalizat {/§}§ e A este un m. în general, vom nota un m. {/§, 93s}5, punind 
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în evidenţă şi a-algebrele. Se arată că pentru orice m, {/§, 933)8 există 
i i m V / s d[i pentru orice E din U % • Dacă {/§, 93§}s este un m. în £x(\i), 

o JE 8 
atunci acest m. este convergent, i.e. există f s £x(\x) astfel încît l im/g = 

8 
= / în £x([i) dacă şi numai dacă există / în £X([L) astfel încît pentru orice 

E din U % să avem lim % / s d u. = \ / d M- sau dacă si numai dacă există 
SeA 8 JE JE 

f în £x(\±) astfel încît E(f \ 938) = / s pentru orice S în A (teorema de con
vergenţă a m . ) . Un m. {/s, 93a}s în -GxtpO se numeşte mărginit dacă 

s^P II / s lip < oo si se numeşte uniform integrabil dacă lim \ | | /T | |du. = 
8 ' t n(E) -» o JE 

= 0, uniform în raport cu T în A, i.e. pentru orice e > 0 există $ > 0 astfel 
încît pentru orice E din ¥ cu \x(E) < B şi pentru orice T în A avem 

\ IIA W l ld[J - (0< e - Se arată că un spaţiu Banach X are proprietatea 
JE 
Radon-Nikodym dacă şi numai dacă pentru orice spaţiu cu măsură finită 
(T, J, [L) şi orice m.{/s , 938} i n £\{v<) care este mărginit şi uniform integrabil 
rezultă că {/s, 93s}8 este convergent în £x(\i). 
Teorema de convergenţă punctuală (sau individuala) a. m. Dacă {fn, 93n}n TSJ 
este un m. convergent în £\(\i), i.e. e x i s t ă / în £x([i) astfel încît l im/ t t = / 

în £ic{\L), atunci /„(/) ->/( / ) jx-a.p.t. (I. C.) 
mărginire constructivă Şirul {%n}ney<r este mărginit constructiv dacă 

există un număr real pozitiv r cu proprietatea că \xn\ < r pentru orice n na
tural. Orice şir care converge constructiv este constructiv mărginit. (S.M.) 

măsura cardinal v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
măsura Dirac v. măsură Radon 
măsura discretă v. măsuri pozitive şi măsuri cu Semn 
măsura exterioară esenţială a unei mulţimi v. integrala superioară şi 

integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 
măsura exterioară generată (indusă) de o măsură v. măsură exterioară, 

extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un clan 
măsura exterioară Jordan (w-dimensională) v. extinderea măsurilor 

pozitive aditive definite pe un clan 
măsura exterioară Lebesgue v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 

un clan 
măsura Haar Fie X un grup topologic local compact. Vom numi m.H. 

invariantă la stînga (resp. la dreapta) o măsură boreliană regulată m: 93 —• R + , 
unde 93 este semitribul părţilor boreliene relativ compacte ale lui X, care 
are proprietăţile: a) E este invariantă la stînga (resp. la dreapta), i.e. pentru 
orice E e 93 şi orice xeX avem \i(xE) — \L(E) (resp. \L(EX) = [i(E)). Aici 
xE ~{xa\aeE} etc. ; b) Pentru orice mulţime deschisă nevidă relativ com
pactă U avem [i(U) > 0. De exemplu, dacă X — R (grupul aditiv al numere
lor reale), atunci măsura Lebesgue pe R este m.H. (invariantă la stînga şi la 
dreapta). Se demonstrează că pe orice grup local compact X ca mai sus există 
cel puţin o m.H. invariantă la stînga (resp. invariantă la dreapta). Dacă \i 
este m.H. invariantă la stînga rezultă că măsura v : 93 -> R + definită prin 
v(£) = ^(E-1) este m . H . invariantă la dreapta. Aici JS -1 = {a -1 \a e E}. 
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Teoremă de unicitate. Dacă jx, v sînt două m.H. invariante la stînga (resp la 
dreapta), există atunci o constantă strict pozitivă a astfel încît v = au . 
Dm acest motiv unii autori vorbesc despre m.H. Fixînd ^ e Z ş i o m H 
invariantă la stînga, măsura ^ : c$ _ R + definită prin y.x(E) = [i'(Ex) este 
tot o m.H. invariantă la stînga şi din motive de unicitate rezultă că- există 
un număr 0 < A(x) < oo astfel încît y.x(E) = A(x) ţi(E) pentru orice E e <& 
Funcţia astfel definită A : X -» R + nu depinde de m.H. [i folosită si se numeşte 
funcţia modulară a grupului X. Dacă A este identic egală cu 1, spunem că 
grupul X este unimodular. Grupurile comutative şi grupurile compacte sînt 
unimodulare. Funcţia modulară este un caracter, i.e. este omomorfism continuu 
de grup nenul: A(x, y) = A(x)A(y), pentru orice x si y în X, si Ale) = 1, 
unde e este unitatea grupului. în plus, A este continuă. (I.C.) ' 

măsura Hausdorff Se consideră un spaţiu metric (X, d) şi o funcţie crescă
toare h: [0, oo] -> [0, oo] care este continuă la dreapta şi are proprietatea că 
h(t) > 0 dacă t> 0. Cel mai uzual exemplu de funcţie A'este dat de h(t) = tv, 
unde p este un număr strict pozitiv. Pentru orice'mulţime GcX diametrul 
lui G este dat prin diam(G) = sup{d(x, y)\x e G, yeG} dacă G este nevidă şi 
prin diam] (0) = 0. Putem considera funcţia wh : 9{X) - R + definită prin 
wh(G) = /*(diam(G)); aici 9(X) este mulţimea părţilor lui X. Măsura exterioară 
Hausdorff generată de h este măsura exterioară p j : 9(X) -> R + definită prin 

{ co oo 

Y} wh(At) \AiCiX, \J Ai^A 
şi diam {Ai)^§ pentru orice ii. Dacă nu există nici un şir {At}i de mulţimi 

cu diam (Ai)^$ pentru orice i şi ( J Ai^A} atunci, prin definiţie, as {A) = oo. 

Mulţimile măsurabile în raport cu u.* se notează prin °(K(h) şi restricţia 
lui jij la 97£(A), care este măsură, se notează prin JJ^. Vom numi ^ m.H. ge
nerată de h. Dacă h(t) = ^ , ca mai sus, obţinem ^-măsura exterioară Haus
dorf f, notată jj.*p) şi p-măsura Hausdorff, notată \L(V). Se remarcă faptul că 
pentru orice § > 0 în definiţia măsurii exterioare Hausdorff se poate folosi 
în loc de a§(A) expresia obţinută considerînd numai şiruri de acoperire 
{Ai}i formate din mulţimi închise, deschise sau şiruri {Ai} care au reuniunea 
exact egală cu A. O mulţime A nevidă este u^-neglijabilă dacă şi numai dacă 

00 

există un şir {A i}i de mulţimi incluse în X cu proprietatea că S] wn(^i) < oo 

şi astfel încît pentru orice t din A mulţimea {i elS \ t e A t} este infinită. Măsura 
exterioară Hausdorff este o măsură exterioară Caratheodory. în cazul particular 
cînd X = Rw există o legătură strînsă între w-măsura exterioară Hausdorff 
[L(n) şi măsura exterioară Lebesgue X*n), şi anume: există o constantă Kn strict 
pozitivă astfel încît pentru orice A c R n ' a v e m \^nAA) = Knk%)(A). Anume, 
* - v f 4 W 2 ( n\ 
daca n = 1 avem K1 = 1, iar pentru n > 1, avem i ^ n = — F 1 + — ! > 
unde r este funcţia euleriană de speţa a doua. Fie G cz ]Rn o mulţime deschisă 
şi mărginită şi T : G-> X o aplicaţie bijectivă pentru care există două constante 
strict pozitive m şi M astfel încît m || x' — x"\ \ ^ d(T(x')f T(x"))^ 
^M\\x' — x"\\ pentru orice xf şi x" în G (norma este oarecare în ]Rn). 
Atunci 0 < [L*(n)(T(G)) < oo. Dacă (X, d) este spaţiu metric nenumărabil, 
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separabil şi complet, rezultă că" există o submulţime compactă şi perfectă K 
a lui X şi o funcţie h : [0, oo] - • [0, oo] cu proprietăţile: a) h(0) = 0; b) h este 
crescătoare; c) h[t)> 0 dacă t> 0; d) h este continuă la dreapta şi, în plus, 
0 < tXftţiK") < oo. Invers, dacă se dă o funcţie h cu proprietăţile a) — d), 
exista un spaţiu metric compact (X, d) astfel încît 0 < [ih{X) < oo. (I.C.) 

măsura Jordan (w-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan 

măsura Lebesgue (w-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive de la 
un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan, 
măsură Radon 

măsura Lebesgue-Stieltjes (w-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive 
de la un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 

măsura Lebesgue-Stieltjes generată de o funcţie crescătoare v. extinderea 
măsurilor pozitive de la un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan 

măsura (Radon) Haar Vom considera un grup topologic local compact G. 
Pentru orice funcţie numerică continuă cu suport compac t / pe G şi orice s din 
G vom considera funcţiile fs : G -> V şi fs : G -+ V, definite prin: fs(x) = 
= f(sx) şi fs(x) — f(xs"~1). Am notat cu T corpul scalarilor (reali sau complecşi). 
Integrala folosită va fi integrala esenţială. Fie G un grup local compact şi 
K(G) mulţimea funcţiilor numerice continue pe G cu suport compact. O măsură 
Radon m pe G se numeşte măsură Radon invariantă la stînga (resp. mâsmră 
Radon invariantă la dreapta) dacă m(fs) = m(j) (resp. m(f) = m(j)) pentru 
orice / din K(G) şi 5 din G. Aceste egalităţi se mai scriu: 

f(sx) dtn(x) = \f(x[)dm(x) (resp. V/ttfs""*1) dm(x) == yf(x)dm(x)). 

O măsură Radon pe G pozitivă, nenulă şi invariantă (la stînga sau la dreapta) 
se numeşte m.(R.)H. pe G (invariantă la stînga sau la dreapta). Pe orice grup 
local compact G există o m. (R.) H . invariantă la stînga sau invariantă la dreapta 
(teorema lui Haar sau teorema de existenţă a m. (R.)H.). Dacă u,este o m.(R.)H. 
invarianlă la stînga (resp. la dreapta) pe G, atunci orice măsură m : K(G) - • X, 
unde X este spaţiu Banach, invariantă la stînga (resp. la dreapta) pe G este 
de forma m = \ia, unde a este un element fix în X (teorema de unicitate a 
m.(R.)H) . Dacă m:K(G) -> T este o măsură Radon invariantă la stînga (resp. 
la dreapta), atunci m este dominată de \m\ şi \m\ este de asemenea invariantă 
la stînga (resp. la dreapta). Orice m.(R.)H. invariantă la stînga este echivalentă 
cu orice m.(R.)H. invariantă la dreapta. Fie \i o m.(R.) H. invariantă la stînga 
pe G. Avem, pentru orice A c=G şi orice 5 din G, relaţia \i*(sA) — \i*(A); 
aici sA ={sa \aeA}. Dacă A este nevidă şi deschisă, avem \i*(A) > 0. 
Grupul G este compact dacă şi numai dacă u, este mărginită. Dacă 5 este în 
G, X este un spaţiu Banach şi 1 < p ^ oo se arată că dacă / este în 
£^([i), rezultă că si fs este ^J(JJL). Atunci, fixînd 5 în G, putem defini aplicaţia 
U8 : £PxW - ^ M . Us(f) = / s _ r Aplicaţia U:G-+£ (L5(JJL), L^u.)) , definită 

prin U(s)(f) = U8(f) — fs-t este o reprezentare de grupuri (i.e. U(e) = iden
ti tatea, U(st) = U(s)o U(t) pentru orice 5 şi t în G) şi este simplu continuă 
(i.e. dacă / este^fixat în £^(\i), aplicaţia G -»• Lp

x(\i) definită prin 5 !-> Us(f) 
este continuă). în plus, ||l/(s)|| = 1 pentru orice 5 în G. Vom numi pe U 
reprezentarea regulată la stînga a grupului G î̂n J2(LJ-([JL), L%(\J.)). Noţiuni similare 
pentru m.(R.)H. \i invariantă la dreapta. în acest caz [i*(As) = \i*(A) pentru 

file:///AiCiX
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orice A czG şi s în G, cu notaţii evidente. Din nou, fie u, o m.(R.) H. invariantă 
la stînga pe G. Pentru orice 5 din G definim măsura Radon u5 pe G prin [Ls(f) = 
= u(/ s). Deoarece u5 este invariantă la stînga, rezultă că există un număr 
strict pozitiv A(5) astfel încît \is(f) = A(s) u(/) pentru or ice/din K(G). Aplicaţia 
A : G —>• (0, 00) definită astfel este continuă, multiplicativă (i.e. Â(st) — A(s) • 
• A (2) pentru orice 5 şi t în G) şi se numeşte funcţia modulara a lui G. Dacă 
A(s) = 1 pentru orice s, spunem că G este grup unimodular. Grupurile care sînt 
comutative, compacte sau discrete sînt unimodulare. Pentru orice 5 în G, 

—1 

X spaţiu Banach şi l^p < 00 punem Vs '• J&H\i) -+£X{[L), Vs{f)=f • 
Aplicaţia V : £ - • J2(L^(\i), Lj([x)), definită prin V(s)(f) = Vs(f), este reprezenta
re simplu continuă a lui G în £.(L^(\L), Lp

x([i)) şi se numeşte reprezentarea re
gulată la dreapta a lui G. Avem, pentru orice s în G, relaţia||F(s) \\p= (A(s~1))1^p. 
Exemplul cel mai important este măsura Lebesgue. Anume, grupul topologic G 
este spaţiul euclidian Rw cu operaţia de adunare a vectorilor (x, y) i-> x + y* 
Este un grup local compact separat şi comutativ. M.(R.)H. este măsura Le
besgue. (I.C.) 

măsura unitate (concentrată într-un punct) v. măsură Radon 
măsura Wiener Fie T = C([0, 1]) = {/ : [0, 1] -* R | / este continuă} 

care devine spaţiu Banach cu norma ||/|| = sup {\f{t) \ \ t e [0, 1]}. Se notează 
cu 93 mulţimile boreliene ale lui T. Un exemplu de mulţime din 93 este spaţiul 
Wiener Cw = {/ e T |/(0) = 0}: Să notăm cu 930 a-algebra de părţi ale lui Cw 
definită prin 930 = {B (] Cw \ B e 93}. Există o măsură probabilistică unică 
m: 03 0 -*> [0, 1] cu proprietatea următoare: pentru orice diviziune 0 = t0 <tx< 
< ... < tn — 1 şi pentru orice numere reale av a%, ..., an avem 

* 1 Cai f u2 \ 

»»(*) = n —h „ , - r \ exp ~ ™ — n dw' 
unde B ={feCw \ f(ti) —/(^_x) ^at, i = 1,2, ...,n}. Am scris exp (z) 
în loc de es. Măsura m se numeşte m.W. {FC.) 

măsură v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, măsură vectorială 
măsură absolut continuă (în raport cu altă măsură) v. continuitate absolută 
măsură aditivă v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
măsură afină v. măsnri afine şi măsuri cilindrice 
măsură Baire v. mulţimi boreliene şi mulţimi Baire 
măsură cilindrică v. măsuri afine şi măsuri cilindrice 
măsură compactă v. măsură pe spaţiu produs 
măsură completă v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 
măsură complexă v. măsură vectorială 
măsură conică Fie E un spaţiu local convex real separat şi E* dualul 

sau algebrico-topologic. Vom nota prin h[E) cea mai mica latice vectorială 
de funcţii continue pe E care include pe E*. Aşadar h(E) constă din mulţimea 
funcţiilor u\ E -*• R de forma u = sup A — sup B, unde A, Bc:E* sînt mul ţ imi 
finite. Ordinea este ordinea naturală pe mulţimea ^{E) = {/'• E -+ R}, anume 
f^g înseamnă f{t)^g[t) pentru orice t din E. Se numeşte m.c. pe E orice 
funcţională liniară şi pozitivă T: h{E) -> R . De exemplu, dacă xeE este 
fixat, măsura Dirac concentrată în x, i.e. aplicaţia Tx : h(E) -* R, Tx(f) = 
= f(x), este o'm.c. Vom nota cu M+(E) mulţimea m.c. pe E. Cu ordinea obişnuită 
( 2 > 0 înseamnă T e M+{E)) spaţiul vectorial Af(JE) == M+(E) - M+{E) 
devine latice vectorială completă (spaţiu vectorial complet reticulat). Anume, 
M[E)<z(h[E))*, dualul algebric al lui h(E). înzestrăm M+[E) cu topologia 
slabă de dual, i.e. cu topologia indusă de a(h(E)*, h{E)). Cu această topologie 
M+(E) devine con în h{E)*t i.e. T, S e M+{E) => T + S e M+{E), a ^ 0 
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forma * 

şi T e M+(£)=> ocT e M+(E) şi TeM+{E), T^0 => - T<£ M+(£), care 
este şi complet. Fie acum XczE o mulţime cu proprietăţile: xeX 
şi a > 0 => oLxeX şi xeX, x^0 => — x^X. Se spune că un element T 
din M(E) este suportat de X dacă avem: fe h(E), / = 0 pe X => T(f) = 0. 
Se arată că dacă T este o m.c. pe E suportată de un con complet X în topologia 
slabă o(E, E*), atunci T are un rezultant unic w(T) înX, i.e. T(x') = x'{w(T)) 
pentru orice x' în E*. O m.c. T se numeşte simetrică dacă sim(X) = T, unde 
sim(T): h(E) -* R se defineşte prin sim(T) (/) = f(f), iar f(x) = /(—#) pentru 
orice x din E. Presupunînd că E este a[E, E*) complet (la rigoare se poate 
lua completatul slab), orice m.c. are rezultant. Dacă E este c(E,E*) complet 
şi T este o m.c. simetrică, mulţimea K? = {w(S)\S e M+(E), O^S^T} 
se numeşte zcnoform. De exemplu, dacă E = R w se arată că un elipsoid de 

{ x = (xv x2>..., xn) ^ ] a,ix\^ 1> este un zonoform. A i c i ^ , a2, ..., an> 

> 0 sînt fixaţi. Din nou presupunînd că E este c(E, E*) complet se arată 
că orice m.c. pe E este o integrală Danieli. Fie E un spaţiu prehilbertian real. 
Vom numi rotaţie pe E o aplicaţie liniară bijectivă u'.E -> E care este izometrică 
(||W(AT)|| = IÎ H pentru orice x din E). O m.c. T pe E se numeşte invariantă 
la rotaţie dacă are următoarea proprietate: pentru o r i c e / e h(E), T(j) = T(fou), 
pentru orice rotaţie w pe E (evident că / o u e h(E)). Pe orice spaţiu prehil
bertian E, există o m.c. nenulă invariantă la rotaţie. Dacă E — Rw , atunci 
există o m.c. invariantă la rotaţie şi nenulă T pe R w astfel încît orice altă m.c. 
şi invariantă la rotaţie 5 pe Rw este de forma S = aT cu a ^ 0 . (I.C.) 

măsură control v. continuitate absolută 
măsură cu cvasivariaţie finită v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 
măsură cu cvasivariaţie mărginită v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 
măsură cu proprietatea lui Darboux v. atom al unei măsuri 
măsură cu semivariaţie finită (relativ la o scufundare) v. variaţie; cvasi

variaţie ; semivariaţie 
măsură cu semivariaţie mărginită (relativ la o scufundare) v. variaţie; 

cvasivariaţie; semivariaţie 
măsură cu variaţie finită v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 
măsură cu variaţie mărginită v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 
măsură de bază u. şi densitate / v. măsură definită prin densităţi, măsură 

Radon, măsură Radon definită prin densităţi 
măsură definită prin densităţi Fie T o mulţime nevidă, (2 un clan de părţ i 

ale lui T, \L : Q -+ R + o măsură numărabil aditivă, şi un spaţiu Banach X. 
O funcţie / : T -* X (sau R) se numeşte funcţie local ^-integrabilă dacă /cp^ 
este jji-integrabilă pentru orice A din £ cu \x(A) < 00. In cazul vectorial inte
grala este Bochner. D a c ă / este local p,-integrabilă, putem defini măsura m: 

: cfQ _+ X (resp. m: 96 -* R) prin m(A) = V/94 du. = V / du . Aici 9C> =* 

= {A e 6 | \i(A) < 00}. Măsura m se numeşte măsura de bază u şi densitate f 
şi se notează m — / u ; este o m.d.d. absolut continuă în raport cu \i. în razul 
integralei Bochner biliniare vom considera o măsură vectorială mmiăiabil 
aditivă cu variaţie finită m: G —> X. Vom presupune că E şi F sînt spaţii 
Banach astfel încît X se scufundă în J2(E, F). Fie / : T ~> E o funcţie care 
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este local m-integrabilă (i.e. f este local |m [-integrabilă). Putem defini 
măsura n: 6 -* F dată prin 

n(A) : == \fq>A &m — \ f dm. 

Notăm n = fm şi numim, din nou, pe n (care este o m.d.d. absolut continuă 
în raport CUWÎ) măsura de bazăm şi densitate f. Avem | / m | ^ ] / | • \m\ cu urmă
toarele explicaţii: a) Funcţia | / | : T -* R + este dată prin |/|(*) «= | | /(/) | | ; 

b) Pentru orice A din £ avem | / m | [A)^(\f\ • \m\)(A) = 1 | / | d | m | , unde 

|/w | este modulul măsurii fm. Vom considera cazul special cînd m: (2 -*> T, unde 
r este corpul scalarilor, reali sau complecşi ş i / : T -*E este local m-integrabilă 
(unde .E este un spaţiu Banach). Aici X — I \ £ == i7, şi aplicaţia de scufundare 
este u : T -* £(E, F), u(t) = Ut cu U"f (#) == tx. în acest caz avem chiar egalita
tea | /m| — | / | • |w|. De asemenea, / m = 0 dacă şi numai dacă /(£) = 0, 
{x-a.p.t. (i.e. există M c T, M local p.-neglijabilă astfel încît f(t) — 0 pentru 
orice t din X \ M ) . Dacă E — T avem următoarele rezultate pentru o funcţie 
g\ T -* Y (unde Y este un spaţiu Banach): a) Funcţia g este \fm\-neglijabilă 
dacă şi numai dacă fg este m-neglijabilă; b) Funcţia g este |/m|-măsurabilă 
dacă şi numai dacă fg este m-măsurabilă; c) Funcţia g este /m-integrabilă 

dacă şi numai dacă fg este m-integrabilă. în acest caz avem 1 g d(/m) = 

— V gfdm (am scris prin abuz gf=fg). Dacă E = R şi m este pozitivă (i .e./: 

: T -* R este local m-integrabilă), atunci (/m)+ = /+m, (/m)~ = f~m şi | /m| = 
= | / |m, cu notaţii evidente. Dacă £ = R ş i / ^ 0 , iar m este reală, avem ( /m) + = 
= fm+ şi (/w)~ = /m- , deci \fm\ = f\m\. Situaţia frecvent întîlnită în aplicaţiile 
curente este următoarea. Se consideră un spaţiu cu măsură (T, y,{Jt), un spaţiu 
Banach E, şi o funcţ ie / : T -> E care este integrabilă Bochner în raport cu \i. 
Atunci se obţine măsura numărabil aditivă m : ^ -* E definită prin m(A) = 

= \ / d[x. Este clar că m=f[i, cu notaţiile de mai sus. Vom numi pe m inte-

grala nedefinită a funcţiei / . Măsura m =f[i este absolut continuă în raport 
cu [JL (teorema de continuitate absolută a integralei nedefinite). (I.C.) 

măsura derivabilă într-un punct v. derivarea măsurilor 
măsură de tip pozitiv (pe un grup topologic) v. funcţie de tip pozitiv 
măsură diferenţiabilă într-un punct v. derivarea măsurilor 
măsură difuză v. teorema lui Ulam, măsuri Radon difuze şi atomice 
măsură exterioară Fie T o mulţime nevidă, 9i un trib ereditar de părţ i 

ale lui T. O funcţie de mulţime m: 9i -> R + se numeşte m.e. dacă are proprie
tăţile: 1) m(0) == 0; 2) m ' este crescătoare; 3) m este numărabil subaditivă 
(deci şi finit subaditivă). Unii autori consideră că în definiţie trebuie luat 
9£ = 9(T) = mulţimea părţilor lui T. Cel mai important exemplu de m.e. 
este următorul. Se consideră un clan Q de părţi ale lui T şi o măsură (numă
rabil aditivă) pozitivă JJL : 6 -» R + . Fie 9£(<2) tribul ereditar generat de 8. 

Definim fx* : 9{(6) -> R + prin p*(A) = inii Ş ] V*(An) I {An}n este un şir de 
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mulţimi Ane Q cu proprietatea \J An^>A > . Funcţia de mulţime astfel obţi
nu i J 

nută [X* este o m.e. şi se numeşte m.e. indusă (generată) de \x. M.e. generalizată 
indusă (generată) de pL este funcţia de mulţime ţj,** : 9>(T) -* R + dată prin 
\x**(A) = y*{A) dacă ,4 e9C(e) si \L**{A) = oo dacă A ţ9t(£). F i e m : 9£--R + 

o m.e. O mulţime A e 9i se numeşte mulţime măsurabilă în raport cu m (sau 
mulţime m-măsurabilă) daca are proprietatea m(E) = m(Ef)A) -f- m (E\A) 
pentru orice E e '9t. 
Teorema lui Caratheodory (cu privire la măsurabilitatea în raport cu o măsură 
exterioară). Clasa ¥ a mulţimilor m-măsurabile este trib şi restricţia lui m 
la 5T este măsură pozitivă (deci numărabil aditivă), cu alte cuvinte funcţia 
de mulţime n: ¥ —> R + , n(A) = m(A) este măsură pozitivă. 
în cazul particular cînd T este spaţiu topologic, o m.e. m se numeşte m.e. 
topologică (sau m.e. Caratheodory) dacă are proprietatea că mulţimile deschise 
(deci şi cele închise) sînt m-măsurabile. Dacă T este un. spaţiu metric cu me
trica d, se arată că o m.e. m este m.e. topologică dacă şi numai dacă m este 
in.e. metrică, i.e. are proprietatea că m(A U B) — m(A) -f- m(B) pentru orice 
două mulţimi nevide incluse în T care au proprietatea că p (A, B) > 0; aici 
p(A, B)^ = inf {d(x, y) \ x e A, y e B} este distanţa Hausdorff-Fompeiu între 
mulţimile A şi B (teorema lui Caratheodory (cu privire la măsurabilitatea 
mulţimilor deschise)). (I.C.) 

măsură finit aditivă v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, măsură 
vectorială 

măsură finită v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
măsură gaussiană (pe Rw) Fie (T, 9, F) un spaţiu cu măsură probabilis

tică şi Xv X2, ..., Xn : T -+ R variabile aleatoare. Ele definesc vectorul 
aleator n-dimensional X, i.e. funcţia X: T -> Rw , X(t) = (X^t), X2(t), ..., Xn(t)). 
Notăm cu c)Qn mulţimile boreliene în Rw . Atunci X generează probabilitatea de 
distribuţie (sau de repartiţie) n-dimensională a lui X, care este măsura probabi
listică X(F) :q3n-*[0, 1] definită prin X(F)(B) = F(X~\B)). Dacă X(F) 
este absolut continuă în raport cu măsura Lebesgue pe Rw , atunci ea se exprimă 
ca o măsură definită prin densităţi, anume 

x{?) = / ( * ) d ^ = / ( * i , *z> »., xn) dxt d#2 ... dxn 

(v. teorema Radon-Nikcdym). Funcţia / : R» - , R se numeşte densitatea de 
distribuţie (sau de repartiţie) n-dimensională a lui X. Pentru a putea defini 
reparti ţ ia normală w-dimensională reamintim că o matrice pătrată de t ip 
n X n simetrică şi reală A = (aij)l<itj<n se numeşte pozitiv definită dacă 
pentru orice 0 # # = (xv x2, ..., xn) d in 'R w avem <A(x), x> >• 0, unde 

n n 
<A(x),X> = Yt 5] «*î «̂ i-

• = i y = i 

Se spune că vectorul aleator X de mai sus este normal distribuit dacă există 
o matrice pozitiv definită A de t ip nXn şi un vector m din R« astfel încît 
-X(F) =f(x)dx, unde / : Rre - , R este definită prin 

f l x ) ~ [ ^ ) ™vy~-<A(x-~m)>x^m>y 
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Fie acum D o mulţime nevidă şi {Xt}ten u n proces stochastic în care 
fiecare Xt ' T -*• R este o variabilă aleatoare. Vom spune că {Xt}t este un 
proces gaussian dacă pentru orice sistem finit (tv t2, ..., tn) de elemente diferite 
din D vectorulaleator X = (Xtv Xt2, ..., X ţ ) este normal distribuit. Se arată 
că {Xt}tGD es"te proces gaussian dacă şi numai dacă orice combinaţie liniară 
de elemente Xt este o variabilă aleatoare normal distribuită. Din nou D este 
o mulţime nevidă oarecare. Vom defini m.g. pe ]RD = {xtjteo I xt e R}. Un 
element {xt}t din ]RD este de fapt o funcţie %: D —• R, anume x(t) = xt pentru 
orice t din D. Dacă Fc:D este o mulţime finită, putem considera proiecţia 
pF : )RD - * R F definită prin pF({xt}'teD) = {xt}teF. Notăm T = R D . Pe 
T vom considera a-algebra 5T după cum urmează. Pentru orice FczD,F 
finită, notăm cu 93F borelienele lui R^, i.e. ]RF = ]Rn dacă F are n elemente. 
Atunci J este a-algebra generată de clasa tuturor mulţimilor de forma pj1(B), 
unde FczD este finită şi B e 03^. Putem considera pentru orice t din D funcţia 
Xt '• T -> R definită prin JŞf$(#) = x(t). Se observă că toate funcţiile Xt sînt 
9^-măsurabile. Aşadar, în prezenţa unei probabilităţi F : ^ -> [0, 1] fiecare Xt 
devine variabilă aleatoare. Prin definiţie, o probabilitate F: J —• [0, 1] se 
numeşte m.g. pe ]RD dacă procesul stochastic {Xt}teD definit mai sus este 
proces gaussian. (FC.) 

măsură indusă pe o mulţime v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
măsură interioară a unei mulţimi v. integrala superioară şi integrala 

inferioară (în raport cu o măsură Radon) 
măsură invariantă la translaţie v. problema uşoară a teoriei măsurii 
măsură localizabilă Fie T o mulţime nevidă, Q un clan de părţi ale lui T 

şi \i : (2 —> R + o măsură numărabil aditivă. Aplicind extensia Caratheodory 
lui [i obţinem mulţimile pi-măsurabile 9*(JJL) şi măsura JJL* : 5T(jx) -* R + 
(v. extensia măsurilor pozitive definite pe un elan,). Aici vom numi 
mulţime ^-neglijabilă o mulţime AeS"(\i) cu proprietatea \JL*(A) — 0, iar 
mulţime \i-inte gr abilă o mulţime Be^(\i) cu \i*(B) < co. De asemenea, 
vom numi mulţime local '^-neglijabilă o mulţime C cu proprietatea că C fi A 
este [X-neglijabilă pentru orice mulţime A [x-integrabilă. (A se compara cu 
extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan, unde am numit mulţimile 
local neglijabile, mulţimi neglijabile.) Semitribul mulţimilor [^-integrabile se 
notează prin S ( ^ ) i a r tribul mulţimilor [i-neglijabile prin °li{[i). Pentru orice 
funcţie {j,-măsurabilă/ : T —» T (unde T este corpul scalarilor reali sau complecşi), 
vom n o t a / * = {g : T —> V | există A e 9 t ( r f astfel încît f(t) — g(t) pentru orice 
t din T\A}. Pentru fiecare E din 2(JA) vom nota <?E = {/ : T -> Y \f 
este pi-măsurabilă şi f(t) =•- 0 pentru orice t din T\E}. Se numeşte \x-sec-
ţiune transversală o ^^^{f^Ee^la) un(^e: a ) /E^^E pentru orice E din 
2 (ti); b) Pentru orice E şi F din S( | i ) avem (f^E(]F)* = (f*9Ef]F)* = fsnF-
Dacă / : T -> T este o funcţie ^-măsurabilă, ea generează [i-secţiunea transver
sală generată de f = ((/?£?)*)£; G s r u.)' c a r e s e n°tează < / > . Vom spune că 
măsura [X are proprietatea submulţimii finite dacă pentru orice 4̂ e ^{[i) există 
J5e7([x) cu BczA şi 0 < [J.*(B) < co. De exemplu, orice măsură total 
a-finită (i.e. T este reuniunea unui şir de mulţimi din 2(fi.)) are proprietatea 
submulţimii finite. De remarcat că pentru măsuri cu proprietatea submul
ţimii finite mulţimile local neglijabile coincid cu mulţimile neglijabile (şi 
reciproc, această proprietate caracterizînd de fapt măsurile cu proprietatea 
sumei finite). Fie acum T — R. Definim o relaţie de ordine pe mulţimea cla
selor de funcţii reale pi-măsurabile după cum urmează: f**^g* înseamnă 
că există o mulţime jji-neglij abilă A astfel încît f(t)^g(t) pentru orice t din 
X \ ^ 4 . Dacă A şi B sînt mulţimi din ST (ţi.) vom scrie A*^B* în loc de 

file:///i-inte
file:///x-sec-
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«ş* ^ 9 * (am notat deci A* = 9* e t c ) . Am definit în acest mod o relaţie 
de ordine pe mulţimea {A* \A e 9"(^)}. Vom spune că [L este m.l. dacă are 
următoarea proprietate: orice submulţime nevidă a mulţimii {A* \A e ^([i)} 
admite margine superioară în mulţimea {A* \ A e J"(\L)}. In acelaşi context, 
vom spune că măsura [i este o măsură cu proprietatea Radon-Nikodym dacă 
pentru orice alta măsură pozitivă şi numărabil aditivă v : Q —• R + astfel 
încît v este absolut continuă în raport cu \L (i.e. orice mulţime care este ^-ne
glijabilă este şi v-neglijabilă (v. continuitate absolută)) există o funcţie ţx-mă-
surabilă şi pozitivă f:T —• R + astfel încît pentru orice mulţime A din 2(^0» 
A e S(v) dacă şi numai dacă/cp4 este u,-integrabilă; în plus, în acest caz avem 

v(A) = [fdy,. 
Teorema lui Segal. Fie Q un clan de păr ţ i ale mulţimii nevide T şi \i: 
& -+ R + o măsură numărabilă aditivă cu proprietatea submulţimii finite. 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) Măsura \i are proprietatea Radon-
Nikodym; 2) Pentru orice [x-secţiune transversală u — {f^EeJ^iu.) e x ^ s ^ ° 
funcţie ^.-măsurabilă/ astfel încît u = < / > ', 3) Spaţiul L°°(u.) este complet 
reticulat; 4) Măsura \x este localizabilă. Din nou dacă (2 este clan şi \i : Q —• R ^ 
este o măsură numărabil aditivă, se spune că ţx, are proprietatea sumei directe 
dacă există o familie {Ti}ieI de mulţimi mutual disjuncte din 2 (ţi) astfel 

încît T = 1 J Ti şi, în plus, pentru orice E e 2(ţi.) există M e 9t([x) şi o parte 
iei 

cel mult numărabilă J<=.I cu proprietatea E\M = I J TV Orice măsur i 
iej 

total o-finită are proprietatea sumei directe şi orice măsură cu proprietatea 
sumei directe este localizabilă. Ex. : 1° Dacă T este o mulţime nenumărabilă, 
măsura cardinal pe T are proprietatea sumei directe şi nu este a-finită. 2° Luăm 
mulţimea T = [0, l ] 2 , semiclanul 9 = {[a, b) X '{c} | 0 ^ a < 6 < 1, 0 ^ 
< c ^ 1} şi măsura pozitivă numărabil aditivă u.: 9 -* R + definită prin 
fx([a, b) x {c}) = b — a care se extinde prin procedeele obişnuite. Atunci \i 
a u este localizabilă. (I.C.) 

măsură non-atomică v. atom al unei măsuri 
măsură numărabil aditivă v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, măsura 

sectorială 
măsură pe spaţiu produs Se consideră două spaţii cu măsură a-finite 

<T, ST, fi.) şi (S, d, v)! Se face constatarea că 9 = {A x JB'| A e *J şi \i{A) < 00, 
B G d şi v(B) < 00} este un semiclan. Pe acest semiclan considerăm măsura 
numărabil aditivă finită m : 9> - • R + definită prin m(A X B) = \L[A) * V ( B ) . 
Această măsură se extinde la un trib mai bogat după cum urmează. Notăm 
WX6 tribul generat de {A X B \ A e 9", B e 6}. Evident ca 7 x 6 este o 
^-algebră şi J-^9, Atunci se arată că există o măsură unică numărabil adi
t ivă şi a-finită X' ^Txc5 -»• R + care extinde pe m. Vom numi pe X măsura 
produs a măsurilor ţx. şi v. Se obişnuieşte să se noteze X = \i X v. Un mod 
d e calcul al lui X este următorul: a) Pentru orice i e 7 c u \*-{A) <oo şi B e cS 
cu v(B) < 00, considerăm o mulţime Ee^xd) cu EczAxB; b) Fixînd 
t9 G T şi 50 e S arbitrar obţinem secţiunile mulţimii E, anume secţiunea prin 
i0 , Et == {s e S | (*0, s) G E}, şi secţiunea, prin s0, £s0 == {* s T \ .{t, sQ) G JE}, 
Constatăm că ^ e d şi £*0 e 7 ; c) Funcţia finită u : T -* R + da tă prin 
u(t)]~ v{Et) este o funcţie ţx-integrabilă, iar funcţia finită v:S -*• 1&+ da tă 
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prin v(s) = l*-(Es) este v-integrabilă. Avem \(E) ^ \u(t)d[i(t) = V v(s) dv(s)L 

Mai sugestiv, (jxxv) (£) = 1 Etd\i(t) = \ Es dv(s). în continuare, cu mă-
_ JT JS 

sura produs X : S' Xc5 -» R + putem construi, pe de-o parle mulţimile X-măsu~ 
rabile şi pe de alta putem aplica teoria integrării în raport cu X. Ne ocupăm 
în mod explicit de al doilea aspect. Menţionăm faptul că, în general, dacă 
/ : TxS -» R (sau F), unde T este corpul scalarilor reali sau complecşi, este 
o funcţie 7 x d măsurabilă, atunci: a) Pentru orice t în T secţiunea prin t 
a l u i / , ft : S —»• R (sau F), este o funcţie d-măsurabilă; b) Pentru orice 5 
în S secţiunea prin s a lui / , fs : T -> R (sau T), este o funcţie ^-măsurabilă. 
Teorema lui Fubini. Fie f:TxS-+T o funcţie X-integrabilă (i.e. f ixv-
integrabilă cu notaţiile anterioare). Atunci: 1) Există o mulţime BaS care este 
v-neglijabilă astfel încît pentru orice 5 din S \ j ? funcţia fs este (ji-integrabilă; 
2) Există o mulţime AczT care este u.-neglijabilă astfel încît pentru orice 
t din T\A funcţia ft este v-integrabilă; 3) Fie F : T -> T definită prin F{t) = 

= V/t dv dacă tţA şi T(t) = arbitrar, dacă te A. Fie, de asemenea, Q : S -+T 

definită prin Q(s) = V/5 d\i dacă s ţ B şi 0(5) = arbitrar, dacă se B. în aceste 

condiţii F este ^-integrabilă, Q este v-integrabilă şi avem relaţiile 1 / dX — 

= V F d\i = V Qdv. Formulele de mai sus se reţin mai uşor în forma abu~ 

zivă, dar sugestivă, 

ţf(t, s) d([LXvUt, *) = [[[ f(*> S) <M*) ) d[L(t) = C ( if(t, S) dlL(t)\ dv(S). 

Teorema lui Fubini rămîne valabilă dacă în loc de T se consideră un spaţiu 
Banach X. Un fel de reciprocă a teoremei lui Fubini este teorema următoare. 
Teorema lui Tonelli (varianta „pozitivă"). Fie / : X x S - » R + O funcţie 
X-măsurabilă. Atunci: 1) Există o mulţime BczS care este v-neglijabilă 
astfel încît funcţia fs este ^-măsurabilă pentru orice 5 din 5 \ J 5 ; 2) Există 
o mulţime A cz T care este u.-ncglijabilă astfel încît funcţia ft este v-măsurabilă 

pentru orice t din T\A ; 3) Fie F:T -> R + definită prin F(t) = \ft dv dacă 

tgA şi F(t) arbitrar dacă le A. Fie, de asemenea, Q : S -» R + definită prim 

Q(s) = \fs d[i dacă s^Bşi Q(s) arbitrar dacă seB. Atunci F este ^-măsurabilă, 

Q este v-măsurabilă şi avem V/dX = \ Fd\L ~ \ 0 dv. 

Teorema lui Tonelli (varianta „scalară"). F i e / : TxS -> R (sau T) o funcţie 
X-măsurabilă. Atunci: a) Punctele 1) şi 2) din enunţul precedent se menţin; 

b) Funcţia P : T -+ R + definită prin F(t) = V \ft | dv dacă *e T\A şi F(f) 
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arbitrar dacă te A este ^-măsurabilă. Similar, funcţia Q : S -* R + definită 

prin Q(s) = V | / s | dv dacă s£B şi 0(5) arbitrar dacă s e I? este v-măsurabilă; 

c) Dacă I P d[X < oo sau V 0 dv < oo rezultă că / este X-integrabilă. 

Măsura produs poate fi prezentată şi pentru un număr finit de factori. De 
exemplu, dacă (Ti, ¥ i, [ii), i = 1, 2, ..., n, sînt spaţii cu măsură a-finită, 
măsura produs a măsurilor y.v fjt2, ..-, JJL», este unica măsură [i : 7 -+ R + cu 
proprietatea că {jt(^41X-4şX ... X^ w ) = Hi(^i) ^2(^2) ••• ^»(^n) pentru orice 
Ai e^i cu \ii[Ai) < 00. Aici 7 este tribul generat de toate mulţimile de forma 
A±xA2x ... xAn cu Aie^i şi \i%{Ai) < 00. Noţiunea de măsură produs 
se poate extinde pentru o familie oarecare de mulţimi. Se consideră o mulţime 
nevidâ, eventual infinită, / de indici. Pentru fiecare i din / se consideră un 
spaţiu măsurabil (Ti, 7$), i.e. 57\ este a-algebră de părţi ale lui Ti. Se numeşte 
mulţime elementară o mulţime de forma A = Ţ~[ ̂ i> unde Ai e Ji pentru orice 

iei 
£, şi anume Ai = Ti, cu excepţia unui număr finit de indici i. Notăm cu J 
tribul generat de clasa formată din toate mulţimile elementare (aşadar, 9" 
este a-algebră de părţ i ale lui T — J~J Ti). Se arată că dacă pentru fiecare i 

iei 
din I avem un spaţiu cu măsură probabilistică (Ti, S'i, \ii), deci {ii(Ti) — 1, 
atunci, cu notaţiile anterioare, există o unică măsură probabilistică \i: 5̂  —• 
~~» [0, 1] cu proprietatea că pentru orice mulţime elementară A — YJ^i> V-(A) = 

iei 

— O V-i{Ai). Anume, dacă ^ ^ f n ^ i l x j ] ~ I ^ M » unde Fel este 
iei XieF ) \ieI\F ) 

finită, Y\ V-ii^i) — Y\ V'iiAi)- Măsura \i se numeşte măsura produs a mă-
ie I i eF 

surilor {\ii}ieI (sau a familiei {[i<i}ieI). (/.C.) 
măsură probabilistică v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
măsură produs a două măsuri v. măsură pe spaţiu produs 
măsură punctuală v. suportul unei măsuri Radon 
măsură pur finit aditivă v. spaţiul reticulat al măsurilor cu semn 
măsură Radon Fie T un spaţiu local compact şi E un spaţiu local convex 

separat; E poate fi corpul F al scalarilor reali sau complecşi. O m.R. cu valori în 
E (m.R. vectorială) este o aplicaţie liniară şi continuă u.:. CX(T) -> E, unde 
9C(T) este spaţiul funcţiilor continue cu suport compact. în particular, dacă 
E — R avem o m.R. reală, iar dacă E = C o m.R. complexă. în general, dacă 
E = F , se spune simplu că avem o m.R. (sau o m.R. scalară). O aplicaţie liniară 
jx : QC(T) -+ E este o m.R. dacă şi numai dacă restricţia lui \i la fiecare spaţiu 
9C(T, K) (v. spaţiul funcţiilor continue cu suport compact) este continuă (unde 
M parcurge mulţimile compacte ale lui T) sau dacă şi numai dacă pentru 
orice şir {fn}n de funcţii din 9C(T) care este convergent la 0 în 9C(X), şirul 
{[i(fn)}n este convergent la 0 în E. Dacă E este spaţiu normat, cu norma 
x \-+ \x\, aplicaţia liniară \x: 9C(X) -> E este m.R. dacă şi numai dacă pentru 
orice compact K cz T există un număr strict pozitiv MK astfel încît pentru 
orice / din 9C(P, K) avem \\i(f)\ ^ Mfc • ||/||, unde 

H/U = sup {\f(t) | | te T} = sup {1 /(Ol \teK). 

file:///ieI/F
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Dacă T este spaţiu compact şi \i o m.R. pe T, masa generală a lui fj. este JA(1).-
Dacă \i este pozitivă (v. mai departe) şi masa generală a lui jx este 1, jx(/) se 
mai numeşte şi media l u i / pentru o r i c e / e 9C(r). Uneori, în loc de jx(/) scriem 

V/dţx sau \f{x)d\i(x). Notăm cu 9ît(T) spaţiul vectorial al m.R. pe T. Un 

element \x din °lîi(T) se numeşte m.R. pozitivă dacă are proprietatea că (JI(/) ^ 0 
pentru orice / ^ 0 din 9C(T). Vom scrie în acest caz u. ^ 0. în cazul cînd 
F = R, spaţiul vectorial real °K{T) devine spaţiu reticulat faţă de relaţia de 
ordine p. ^ v : <=> \i — v ^ O . Pentru orice element din °fll(T) se poate 
defini partea pozitivă, partea negativă şi modulul. Se demonstrează în acest 
caz că pentru orice / ^ 0 din 9C(T) avem u+(/) = sup{u.(g) | 0 < g ^ 
< / , £ e 9 C ( T ) } , l^l( / ) = sup{jx(g)| I g K / ^ e ^ r ) } . Avem deci p = fx+ - [x~ 
şi |[i,| = {JL+ + JJL". Două m.R. fj. siv se numesc m.R. independente (sau singulare) 
dacă | jx |AM = 0. O m.R. se numeşte m.R. mărginită dacă este continuă 
pe 9C(X) înzestrat cu topologia convergenţei uniforme (definiţia poate fi da ta 
în acelaşi mod şi pentru m.R. vectoriale), deci dacă are proprietatea că există 
un număr pozitiv M astfel încît \\i[f)\ ^ M ||/|| pentru o r i c e / din 9C(X) (aici 
ll/JI este norma convergenţei uniforme). Pentru orice m.R. mărginită u., scriem 
||fx|| = sup {|[x(/)| | Il/H < !}• Măsurile cu suport compact sînt mărginite,. 

Cazul F = C poate fi redus la cazul T== R după cum urmează. Notăm 9C^ (T) =• 
= {/: T -+ C | / este continuă şi are suport compact} şi %, (T) = {/: T -* R | / 
este continuă şi are suport compact}. Atunci orice fe OC^fT) se scrie unic sub 
forma/ x -f i/2 c u / x ş i / 2 din 9C-D(T). Dacă m : 9C^(T)—• C este o m.R., atunci m 
este perfect determinată de m.R. (cu valori complexe) m0 care este restricţia 
lui m la 9CR(T), deoarece pentru / , ca mai sus, avem m(f)=m0(f1) -f imQ(f2). 
Identificăm atunci pe m cu w0. La rîndul ei, m0 se scrie unic sub forma m0 = 
= (Jt-i + i^2, unde jxx, (jt,2: 9CjR(T) -* R sînt m.R. reale. Rezultă că putem 
scrie m = w0 = ^ + iţx2 = (jjj" — \LŢ) + i(jxâ" ~~ H-i")- Ex. : 1° Măsura Dirac» 
Se consideră un punct a din T şi se notează cu ea m.R. pe T definită prin za(f) — 
= f(a) pentru o r ice / din 9C(T) (ea se numeşte măsura Dirac (concentrată în a) 
sau măsura unitate (concentrată în a))', ea este o măsură mărginită. Se mai 
foloseşte şi notaţia Sa în loc de za. 2° M.R. discretă. Se consideră o mulţime 
M cz T care are proprietatea că pentru orice compact K cz T mulţimea M f] M 
este finită. Fie şi a: M —> V o funcţie. Atunci m.R. u. pe T, definită prin JJL(/) = 
= 5 J « W / W » Pen"tru or ice / din 9C(T), se numeşte m.R. discretă. 3° Măsura 

xe M 
(Radon) Lebesgue. Luăm T = R w cu topologia canonică. |Definim u.: 9C(R^) -»> 
—* r prin 

u,(/) = I f{xv x2, ..., xn) dxx dx2 ... dxn (integrală Riemann), 

n 
unde A = Ţ~[ lai> &d e s * e u n interval w-dimensional cu proprietatea că A z» 

z> supp(/). M.R. {JL se numeşte măsura Lebesgue (nu este o măsură mărginită). 
4° Fiodusul unei măsuri cu o funcţie continuă. Dacă g:T -*• T este o funcţie 
continuă, m.R. A definită prin X(/) = ^(g/), pentru o r i ce /d in 9C(T), se numeşte 
produsul lui (x CU g si se notează X = g[x. Este o măsură de densitate g si bază 
li. (J.C.) 

măsură Radon atomică v. măsuri Radon difuze şi atomice 
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măsură Radon concentrată pe o mulţime v. măsură Radon definită pria 
densităţi 

măsură Radon definită prin densităţi Fie T un spaţiu local compact şi ţi. 
o măsură Radon pozitivă pe T. O funcţie g:T -+ F (unde F este spaţiu Banach 
sau F = R) se numeşte funcţie local integrabilă în raport cu u. (sau funcţie local 
^.-integrabilă) dacă g este ţx-măsurabilă şi pentru orice compact K cz T avem 

9K djx < oo. Funcţiile din J2p([i), 1 ^ p ^ oo, sînt local ţx-inte-î 
grabile, ca şi funcţiile continue. Dacă g este o funcţie scalară, 
atunci g este local [x-integrabilă dacă şi numai dacă g+ şi g- sînt local jx-inte-
grabile. Dacă g este o funcţie numerică pe T, local ^-integrabilă, se poate 

obţine măsura Radon v pe X, definită prin v(/) = l /gdu, . Măsura v se numeşte 

măsură de densitate g şi bază \JL şi se notează v = g\i. Este o m.R.d.d. (numerice). 
Dacă g este şi funcţie pozitivă, atunci pentru orice funcţie pozitivă pe T, even-

f* "F* 
tua l infinită, avem \ / d v == \ fg d\i (v. integrala esenţială (în raport cu o măsură 
Radon)). Revenind la cazul general, dacă G este un spaţiu topologic şif'.T —>• G, 
avem: / este g[X-măsurabilă dacă şi numai dacă restricţia lui / la mulţimea 
{te T \ g(t) ^ 0} este fx-măsurabilă. O funcţie / : T —> F, unde F este spaţiu 
Banach (sau R) este esenţial ^-integrabilă dacă şi numai dacă gf este esenţial 

fx-integrabilă şi în acest caz \ / d v = l gfd[i. Aici g este o funcţie local u,-inte~ 

grabilă numerică pe T. Dacă gt\i = g2\i rezultă că gx — gz local u,-a.p.t. Daca 
gx şi g2 sînt funcţii numerice pe T, g2 este local gl jx-integrabilă dacă şi numai 
dacă g2£i es"te local jx-integrabilă. în acest caz g^(gi\i) — (g^Sx) l1- Pentru o 
mulţime A cz T, <pA este local jx-integrabilă dacă şi numai dacă A este [x-mă-

r* 
surabilă. în acest caz, pentru orice funcţie pozitivă / p e T, avem \ /d(cp^pi)=» 

• = \ /9A d ^ -

Teorema Radon-Nikodym (pentru măsuri pozitive). Fie (j. şi v măsuri 
Radon pozitive pe T. Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) v este mă
sură de bază [x, i.e. există g local ţx-mtegrabilă astfel ca v = gy.; 2) Orice 
mulţime A care este local [x-neglijabilă este şi local v-neglijabilă; 3) Pentru orice 
funcţie poz i t i vă /pe T cu suport compact care este u,-integrabilă şi v-integrabilă 
şi pentru orice e > 0 există $ > 0 astfel încît 

J O ^ / K / şi V /*d[i^oM=>\ h dv < s ; 

3') Pentru orice funcţie continuă şi pozitivă g care are suport compact şi pentru 
orice e > 0, există S > 0 astfel încît, pentru orice funcţie continuă h, 

lO^h^g şi V hd[i ^ Sî => V / î d v ^ s ; 

3") Pentru orice mulţime compactă K cz T şi orice s > 0, există un număr 
S > 0 astfel încît [A cz K şi y.*(A) ^ S) => v*(A) < s; 4) Măsura v aparţine 
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benzii generate de măsura [x în spaţiul liniar reticulat real °!K(T) al măsurilor 
Radon (reale) pe X. 
Teorema Radon-Nikodym (pentru măsuri reale) Fie v o măsură reală pe X 
şi jx măsură Radon pozitivă pe X. Atunci v este măsură de bază \L dacă şi 
numai dacă v aparţine benzii generate de \L în 97£(X) ca mai sus. (I.C.) 

mi? sură Radon dominată v. măsură Radon vectorială 
mi sură Radon indusă Fie X un spaţiu local compact, o măsură Radon 

pozitivă pe X şi X un subspaţiu local compact al lui X (deci X are forma A" = 
— A f| B, unde A este închisă şi B este deschisă). Pentru orice funcţie nume
rică g definită pe X care este continuă şi cu suport compact, definim funcţia g' 
pe X prin g'(x) = g(x) dacă x este în X şi g'(x) — 0 dacă x nu este în X. Se 
arată că g/ este ţx-integrabilă, ceea ce permite definirea măsurii Radon jxx pe X 

prin \LX{g) = \ g' d[t> care se numeşte m.R.i. de (x pe X. Dacă X este mulţime 

deschisă, m.R.i. [ix coincide cu restricţia lui fx la X. Dacă X este o parte închisă 
a lui T, atunci pentru orice măsură Radon pozitivă X pe X există o măsură 
Radon pozitivă fx pe X astfel încît X = |xx. {I.C.) 

măsură Radon invariantă la dreapta (la stînga) v. măsura (Radon) Haar 
măsură Radon majorată v. măsură Radon vectorială 
măsură Radon produs I. Trodusul a două măsuri. Fie E şi F două spaţii 

local compacte şi două măsuri Radon, anume X pe £ şi p. pe F. Atunci există 
o unică măsură Radon v pe ExF cu proprietatea că, pentru orice ge 9C(2i) 
şi orice ^e9C(-F), avem 

^g(x) h(y) dv(*f y) = ^g(x) dX(*)J K h(y) dţi(y)) • 

Am notat prin 9C(£") spaţiul funcţiilor continue cu suport compact pe E etc» 
Măsura v se numeşte m.R.p. a măsurilor X şi \i sau produsul măsurilor Radon 
X şi fx şi se notează prin X ® (X. Calculul măsurii produs se face cu ajutorul 
integralelor iterate, anume pentru orice he 9C(£xX), avem formula 

f h(x, y) d(X ® fi) "(*. y)=i djxM ( h(x, y) d\(x) - C dX(*) ţ A(*. y) d ^ y ) . 

Prima formula se explică astfel: dacă supp(A) a KxL (K cz E compact 
ş i l , c: F compact), atunci, pentru oricey eF, funcţia x l~> h(x,y), notată cp ,̂ 

este în 9C(£), si putem defini funcţia u: F —»• T, u(y) = \ yy[x) d\(x). Atunci 

«e9C(£) si 

\ /z(#, y) d(X ® |x) (#, y) = \ u{y) d 

II . Produsul unui număr finit de măsuri. Similar, dacă Ev E2> ..., En sînt 
spaţii local compacte iar [LÎ, JX2, ..., [xn măsuri Radon (u.̂  pe Ei), se arată că 
există o măsură Radon unică \i pe ExxE2x ... xEn, notată prin \i = |x2 ® 
® ^2 ® •••® l*»» c u proprietatea că pentru orice funcţii /^ e OCfi^), &2

 e ^C^)*—• 
. . . , hne 9C(JE») avem 

V ^(ATJ fc2(#2) ... /*»(**») d[L{xv x2, ..., xn) = 

= I \ M*i) d ^ W I \ hi*i) dM*2) j \ M*») d[Xw(Arw) I 
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Măsura *x se numeşte m.R.p. a măsurilor \iv [x2, ..., jxw sau produsul măsurilor 
P-i» V'z* •••> V-n- ^ e ve<^e că produsul este comutativ, în sensul că ordinea în care 
se face integrarea nu contează. 
III. Frodusul unui număr infinit de măsuri. Fie I o mulţime infinită, {Eî]i <= j 
o familie de spaţii compacte şi E produsul spaţiilor {Ei}i e j (care este compact). 
Dacă Ja I ş i / este o funcţie definită pe E, se spune c ă / nu depinde de varia
bilele cu indici care nu sînt în J dacă f(y) = f(x) pentru orice x şi y în E cu 
proprietatea că prj(x) = prj(y). Aici p r j (x — {xi}ie /) = {xj}jE j etc. 
Să considerăm pentru orice iei o măsură Radon pozitivă cu jx$(l) = 1. Se 
ara tă că există o unică măsură Radon pozitivă u. pe E cu proprietatea că, pentru 
orice submulţime finită / a lui I şi orice funcţie / pe E continuă ca suport 
compact care nu deninde de variabilele cu indici care nu sînt în J, avem 
|x(f) = iij(fj). Aici fj este funcţia definită pe J~] Et prin fj(x' = {xi}i€J) = 

= f(x) pentru orice x din E cu prj[x) = x''. De asemenea, u,j- este m.R.p. 
f*t ® t̂ -t ® ••• ®H-i d a c ă / = {t*!, i2, ...,in} (ordinea nu este esenţială, v. 
punctul II). 
IV. Extensia. Fie două măsuri Radon pozitive, anume u. pe T şi jx' pe 
X', unde X, X' sînt spaţii local compacte. Vom extinde pe v ~ jx ® \L'. 
Fixăm t în X şi observăm că aplicaţia izt ' T' —• X x X', 7C((̂ ') = (t, t'), este 
continuă şi [x'-proprie (v. imagini de măsuri Radon). Imaginea lui u/ prin TU« 
«ste 7i,

t(pt/^= Xj, măsură Radon pozitivă pe X x X'. Avem deci Xj = ĉ  ® [x' 

şi V/dXî = î / fd jx ' (ultima expresie se notează şi \f(t,t')ăyif{t')) pentru orice 

funcţie numerică/ cu suport compact pe X X X'. Aici/f este secţiunea funcţiei/ 
pr in '* definită prin ft : X' -» R sau C, /«(^') = f{t,t'). Familia { X ^ e y este 

fi-concordantă (v. familie concordantă de măsuri Radon) şi avem v —\ Xj d\i(t) 

(similar, v = \ X^ dpt,(^), cu notaţii evidente). O funcţ ie / : X x X' —• X(F este 

spaţiu Banach sau R) , este Xj-integrabilă dacă şi numai dacă ft este u/-integrabilă 

şi atunci \ft dţx' = V/dXj . 

Teorema lui Fubini (pentru măsuri Radon). F i e / : X x X' ~> F (unde F — R 
sau F este spaţiu Banach) o funcţie v = [X ® pi'-integrabilă. Atunci, pentru 

ţx-aproape toţi t din X, aplicaţia £ i-> V f(t, t') <±\L,'(t') este [x-integrabilă. Inte

grala sa j notată ca o integrală iterată prin V d[i(t) \f(t, tf) d\i'(t') I are propri

etatea că este egală cu \f(t, f) dv(t, t'). Aşadar, 

C ăy.[t) J/C, f) d|*'(<')J = ( [f(t, f) d|i(0 d^'p')- (AC) 

măsură Radon vectorială Fie X un spaţiu local compact, 9C(X) spaţiul 
funcţiilor scalare continue pe X care au suport compact. Pentru orice 
compact K cz X notăm cu 9C(X, K) spaţiul vectorial al elementelor din 
9C(X, K) care au suportul inclus în K. Fie F un spaţiu local convex separat. 
O aplicaţie liniară şi continuă m: 9C(X) -* F se numeşte m.R.v. (mai precis, 
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măsura Radon pe T cu valori în F). Aşadar, o aplicaţie liniară m: 9C(T) - » F 
este m.R.v. dacă şi numai dacă restricţiile sale la toate spaţiile 9C(T, K) 
sînt continue. Pentru orice z' din F'', ' m.R.v. generează măsura Radon 
scalară z'om. Dacă m este o m.R.v. şi g este o funcţie scalară continuă 
pe T, m.R.v. gm: 9C(T) -» F, definită prin gm(f) = tn(gf),'se numeşte produsul 
m.R.v. cu funcţia g. Fie acum q o seminormă inferior semicontinuă pe F. O 
m.R.v. m: 9C(T) - » F se numeşte q-majorată (sau q-dominată) dacă există o 
măsură Radon pozitivă \L pe T astfel încît | z* o m | ^ \x pentru orice zf din 
A'q = { 2 ' e F ' l |* '(#)| < #(#) pentru orice # din F}. Se spune în acest caz că 
m este ^-majorată (sau ^-dominată) de \i. Dacă F este real şi w este ^-majorată, 
punem q(m) = sup {\z'o m\ \ z'e A'q}. Superiorul se calculează în spaţiu! 
ordonat al măsurilor Radon reale pe T. O m.R.v. m: 9C(T) -* F se numeşte 
majorată (sau dominată) dacă m este ^-majorată pentru orice seminormă infe
rior semicontinuă q pe F. Dacă JF este spaţiu normat, atunci m este majorată 
dacă şi numai dacă există o măsură Radon pozitivă \i pe T astfel încît | z' o m | < 
^ JJ. pentru orice z' din F' cu \\z'\\ ^ 1, i.e. dacă | |m(/)| | ^ JJL(|/|) pentru orice 

/ din 9C(r). Notăm în acest caz \m\ = sup {|s 'ow| j ||*'|| ^ 1}. Dacă F este 
finit-dimensional orice măsură Radon m: 9C(T) -» F este majorată. Fie / 
o funcţie scalară pe T şi m o măsură Radon cu valori în F. Vom spune că / 
este esenţial integrabilă în raport cu m dacă pentru orice z' din F ' , funcţia / 
este esenţial integrabilă în raport cu \z'o m\. în acest caz, integrala l u i / în 

raport cu m este aplicaţie liniară scalară w.F' -» T, u(z') — \f ă(z' o m)+ — 

*- w d ( / o w j ) - (dacă T = R) sau u(z') — ^ i * l / d ( / o w ) t , unde z'om = 

3 
= 2 J *k(z>' ° m)& es"te descompunerea lui z'o m în combinaţie liniară de măsuri 

pozitive. Vom scrie u = \ / d w sau M = % / ( # ) dw(;»r). Aşadar, \ / d m e F ; * . 

Dacă m(A) este relativ slab compactă în F , unde 4̂ = {fe 9C(T) | ||/|j ^ 1}„ 

atunci V / dm e F pentru orice / esenţial m-integrabilă şi mărginită. Dacă pentru 

orice compact K cz T avem că m (A #) este relativ slab compactă în F, unde A % 

este {fe 9C(T, K) | ||/|| < 1}, atunci w dm e F pentru orice / esenţial m-integra» 

bilă, mărginită şi cu suport compact. In fine, dacă F este semireflexiv, atunci 

% / dm e F pentru orice funcţie esenţial w-integrabilă / . Vom considera acum 

o măsură Radon pozitivă u. pe T şi o m.R.v. m: 9C(T) —• F. Dacă există o func
ţ i e / : T ~+ F care este scalar local integrabilă în raport cu [X (i.e. zf o / este local 

integrabilă în raport cu u, pentru orice z' din F') şi astfel încît m(g) = \gfd[i 

pentru orice g din 9C(T), vom spune că m este m.R.v. de bază \i (şi densitate /)» 
Func ţ i a / se numeşte densitatea lui m în raport cu \i. Notăm m = /JJL. De exemplu* 

dacă / : T —> F este scalar local [x-integrabilă şi astfel încît % gf d [X e F pentru 

orice g din 9C(T), atunci m: 9C(T) -> i7 definită prin m(g) = V g/dpt este măsură 
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de bază [i şi densitate / . Pentru o funcţie scalară g pe T, a spune că g este 
/[x-integrabilă este totuna cu a spune că gf este scalar (ji-integrabilă, i.e. z' o (gf) 
este ^.-integrabilă pentru orice z' din F'. Dacă m: 9C(T) - » F este măsură 
Radon de bază \i, atunci m este m.R.v. care are în mod scalar baza u, (i.e. z'om 
este măsură Radon scalară de bază \i pentru orice z' din Fr) anume avem 
m —f[i=>z/om = (z'of)ii. Reciproca este falsă. Orice m.R.v. m pe T cu 
valori într-un spaţiu normat F care este majorată, are în mod scalar baza 
\m\. (I.C.) 

măsură reală v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, măsură vectorială 
măsură regulată Fie (T, T) un spaţiu topologic şi (2 un clan de părţi ale 

lui T. Fie, de asemenea, o măsură aditivă m: (2 -> X, unde X este un spaţiu 
Banach. Luînd în particular X = R, în acest cadru sînt cuprinse şi măsurile 
aditive pozitive şi finite. Se spune că o mulţime A e Q este regulată (relativ 
la m) dacă pentru orice s > 0 există o mulţime compactă K cz A şi o mulţime 
deschisă G r> A cu proprietatea următoare: (R) Oricare^ar fi o altă mulţime 
A'e G cu K c: A' <= G, avem ||m(^f) — m(A')\\ < s. în loc de (R) putem 
scrie: (R') Oricare ar fi o altă mulţime Af e (2 cu A' c G\K avem \\m(A') j | < e. 
Se spune că A e (2 este regulată la stînga (relativ la m) sau este regulată interior 
(relativ la m) dacă pentru orice e > 0 există o mulţime compactă K cz A cu 
proprietatea: (LR) Oricare ar fi o altă mulţime A'6 6 cu K cz A' cz A avem 
\\m(A) — m(Ar)\\ < e. în loc de (LR) putem scrie: (LR') Oricare ar fi o altă 
mulţime A' e G, cu A' cz A\K, avem ||w(^4')!l < e. Se spune că A e 6 este 
regulată la dreapta (relativ la m) sau este regulată exterior (relativ la m) dacă 
pentru orice e > 0 există o mulţime deschisă G z> A cu proprietatea: (RR) 
Oricare ar fi o altă mulţime Ar e (2 cu A cz A' czG, avem ||w(^4) — m(A') | | < e . 
în loc de (RR) putem scrie: (RR') Oricare ar fi o altă mulţime A' e Q cu A' cz 
cz G\A avem ||ra(^4')|| < e. Se arată ca, A e G este regulată dacă şi numai 
dacă este regulată şi la stînga şi la dreapta. Dacă orice A eG este mulţime 
regulată, vom spune că măsura m este o m.r. Noţiunile de m.r. la stînga (sau 
m.r. interior), m.r. la dreapta (sau m.r. exterior) sînt clare. Vom nota 9C clanul 
generat de mulţimile compacte, 9C0 clanul generat de mulţimile compacte G5, 
^ semitribul mulţimilor boreliene relativ compacte, Q̂ o semitribul mulţimilor 
Baire relativ compacte. Atunci, dacă G = 9C sau G = 9C0, o măsură aditivă 
m: G -> X este regulată dacă şi numai dacă este regulată la stînga sau este 
regulată la dreapta. Fie acum o măsură aditivă pozitivă şi finită m: G ~* R+. 
Dacă G = 9C0 Şi m es"te numărabil aditivă rezultă că m este regulată. Dacă 
6 D 9C, atunci o mulţime A eG este regulată la stînga dacă şi numai dacă 
m(A) = sup {m(K) \ Ke % K cz A). Dacă A e G şi pentru orice mulţime 
deschisă U cu proprietatea U ZD A există o mulţime deschisă G e G cu A cz 
cz G cz U, mulţimea A este regulată la dreapta dacă şi numai dacă m(A) = 
= inf {m(G) \ G este deschisă, Ge G, G z> A}. Dacă G = 9C sau G = 98, m 
este regulată dacă şi numai dacă este îndeplinită una din următoarele condiţii 
echivalente: a) Pentru orice A e G avem m(A) — sup {m(K) \ K este compactă, 
K cz A}; b) Pentru orice A eG avem m(A) = inf {m(G) \G este deschisă, 
G e G, G ZDA}, în fine, dacă G = 93 şi m este numărabil aditivă (i.e. m este 
măsură boreliană) rezultă că m are proprietatea sumei directe. în continuare, 
vom considera un spaţiu Banach X şi m: G —*• X aditivă. Se presupune în plus 
că m are variaţie finită \m\: G -> R + . Atunci, dacă \m\ este regulată, rezultă 
că m este regulată. Dacă G = 9C sau G ~ 93, are loc şi reciproca: m este regu
lată dacă şi numai dacă \m\ este regulată. în cazul particular, cînd T este 
compact, G algebră care conţine toate mulţimile deschise, m este cu variaţie 
mărginită şi regulată, rezultă că m este numărabil aditivă (teorema lui 
Alexandrov). Un rezultat cu caracter de reciprocă este următorul: Dacă 
m: ^ o —> X este numărabil aditivă rezultă că m este regulată (teorema Dineu-
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leanu-Kluvanek). Fie X un spaţiu Banach. Dacă 9 ( 0 c e c 930, unde 6 este 
un clan de parţ iale lui T şi m: 6-> X o măsură aditivă cu variaţie finită, atunci 
m este numărabil aditivă dacă şi numai dacă m este regulată. Dacă m: 93 -+X 
este numărabil aditivă cu variaţie finită şi dacă restricţia lui m la 9C este regu
lată, atunci m este regulată. Fie m0: 930-> X o măsură Baire cu variaţie finită 
\mo\- Atunci m0 se extinde în mod unic la o măsură boreliană regulată cu 
variaţie finită m: 93 -> X; în plus, \m\ extinde pe \mQ\. Vom considera acum 
o măsură boreliană m: 93 -» R + regulată. Fie şi E un spaţiu metric. 
Teorema lui Luzin. O funcţie / : T-> E este w-măsurabilă dacă şi numai dacă 
pentru orice mulţime compactă K a T şi orice s > 0 există o 'a l tă mulţime 
compactă K' a K cu m{K\K/) < z şi astfel încît restricţia lui / la K' 'este 
continuă. 
Din nou m: 93 -* R + este o măsură boreliană regulată. Fie 1 < p < oo şi X 
un spaţiu Banach. Atunci spaţiul vectorial al tuturor funcţiilor etajate de 

n 

forma / = 2 J ^At
x^ u n d e xieX şi Ai sînt sau mulţimi compacte G§, sau mul-

* = l 
ţimi deschise, relativ compacte Fa este dens în £%(m). De asemenea, spaţiul 
9C,x(T) = {/: T ~> X\f este continuă cu suport compact} este dens în £$[m). 
Ex.: 1° Fie £1 cel mai mic ordinal nenumărabil. Luăm T = {a | a este ordinal 
oc < O}. Drept bază de deschise pe T luăm toate intervalele de forma (a, b] = * 
=• \x\ x ordinal, a < x ^ b}, unde a, b sînt ordinale din T, precum ş i 
mulţimea {0}. Cu topologia astfel definită T devine spaţiu compact separat. 
Fie 93 tribul borelienelor lui T. Definim măsura boreliană [i: 93 -> R + prin 
\i(A) = î dacă A include o mulţime nemărginită şi închisă şi \i(A) — 0 dacă 
nu există o mulţime nemărginită şi închisă inclusă în A. Atunci A nu este 
regulată. 2° Măsura Lebesgue pe orice mulţime este regulată. (I.C.) 

măsură regulată (faţă de o clasă semicompactă) v. măsură pe spaţiu 
produs 

măsură scalară v. măsură vectorială 
măsură slab non-atemică v. atom al unei măsuri 
măsură slab numărabil aditivă v. măsura vectorială 
măsură spectrală Fie X un spaţiu Banach complex nenul. Un proiector 

(o proiecţie) este un operator E e £{X) cu proprietatea că este idempotent, 
i.e. E2 = E. Am notat £(X) = {U:X -> X \U este liniar şi continuu} 
normat cu norma obişnuită. Orice proiector E descompune spaţiul X în suma 
directă a două subspaţii închise X1 şi X2, anume: Xl = {x e X \E(x) = 0} 
şi X2 = {x e X | E(x) — x}. Se scrie X = X1 0 X2, ceea ce înseamnă că orice 
element x din X se reprezintă în mod unic sub forma x = xl + x2, unde 
xx e Xx şi x2 e X2 şi, în plus, pentru orice x din X, avem E(x) — x2. Notăm 
cu (-P(X) mulţimea proiectorilor lui X. Fie 98 borelienele planului complex C. 
0 măsură aditivă m: 93 -+ ^{X) se numeşte m.s. dacă are proprietăţile: 
a) m(A n B) = m(A) m(B) pentru orice A şi B în 98 (rezultă automat că 
m(A) m(B) = m(B) m(A) pentru orice A şi B în. 93)', b) w(C) = I, unde 
1 — X -* X este identitatea, z.e. /(#) = # pentru orice x în A\ Dacă, în plus, 
pentru orice x în X şi orice #' în X', dualul lui X, măsura aditivă scalară 
m(x, x')\ 93 -> C, definită prin m(x, x')(A) = #'(m(.4)(#)), este numărabil 
aditivă, se spune că este m.s. simplu numărabil aditivă (rezultă că m est® 
mărginită). Fie acum T e £(X). Se numeşte rezoluţie a identităţii pentru T 
o m.s. simplu numărabil aditivă E: 93 —> ^{X) care are proprietăţile: 
&)E(A)T=TE(A) pentru orice Ae93; b) a(T^) czĂ pentru orice 4̂ e 93. Aici: 
1) Pentru orice operator U e £(X), a(U) este spectrul lui U. i.e. G[U) =* 
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= {X e C | T — XI nu este inversabil}. Se arată că a(U) este mulţime compactă 
nevidă; 2) T^ este restricţia lui T la subspaţiul E(^)(A) c X, i.e. este opera
torul TA: E(A)(X)->E{A)(XJ, definit prin r ^ (^ ) = T(Ar), în conformitate cu 
condiţia a) de mai sus; 3) Ă este aderenţa lui A. Se numeşte operator spectral 
{în sensul lui Dunford) un operator T e £{X) pentru care există o rezoluţie a 
identităţii. Se arată că un operator spectral T admite o unică rezoluţie a iden
tităţi i E, numită rezoluţia identităţii pentru T. în plus, se arată că pentru 
orice A e 93 cu A f]o(T) == 0 avem E(A) = 0. Ex. : Dacă X = C([0, 1]) -
= {/: L°> !] -* c 1/ e s t e continuă} şi dacă if: [0, l ]2 - * C este o funcţie con-

£ tinuă, operatorul T: X -* X, T(f) = g, unde g(s) = /(s) + \ JT(s, 0 / ( 0 d* este 

spectral. Fie, în continuare, T un operator spectral, E rezoluţia identităţii pentru 
X ş i / : o(T) -* C o funcţie total măsurabilă în raport cu T, i.e. o funcţie care 
este limită uniformă a unui şir de funcţii 93(T)-etajate, umde 93(T) = 
= {A e 93 | 4̂ c c(T)}. De exemplu, funcţiile continue pe a(T) sînt total 

măsurabile în raport cu T. Atunci putem defini l / (z) dE(-) (z). întîi , dacă g 

n /• 

este ^(TJ-etajată, g = Ş j 9^ .^-, unde ^4-e93(T) şi ^ e C , punem l g(^) dE(-)(.z) = 

M 
= YJ Zim{Ai). Apoi, dacă / este total măsurabilă în raport cu T, punem 

= 1 

\f{z) dE(-) (,?) = l im\ / w (^ ) dE(-) [z], unde {/«}w este un şir uniform convergent 

la / de funcţii 93(T)-etajate (se arată că limita există în £(X) şi este coerent 
definită). Mai mult, dacă U <=. C este o mulţime cu proprietatea că U ZD a(T) 
şi d a c ă / : U —> C este o funcţie care are proprietatea că restricţia sa g la a(T) 

este total măsurabilă în raport cu T, definim \f(z) dE(-)(z)= \ g(x) dE() (z). 

Se spune că un operator 5 e £(X) este operator scalar (în sensul lui Dunford) 

dacă 5 este spectral şi dacă S = V zăE(-) (z), unde E este rezoluţia identităţii 

pentru S. Aici am integrat deci funcţia continuă f'o(S) -*• C, f(z) = z. Un 
operator AT 6 £{X) se numeşte cvasinilpotent dacă lim HA^H1/7^ 0 (echivalent, 

n 
dacă a(N) = {0}). Se arată că un operator T e £(X) este spectral dacă şi 
numai dacă el este de forma T = S + A7, unde S este scalar şi AT este cvasinil
potent. Scrierea T = S -{- N, numită descompunerea canonică a lui T, este 
unică. Se arată că în acest caz G(T) = o(S) şi rezoluţia identităţii pentru T 
coincide cu rezoluţia identităţii pentru 5. Să observăm că pentru orice T e £{X), 
M(T) = {f:o(T) '-+C | / este total măsurabilă în raport cu T} este o algebră 
Banach cu norma | | / | | .= sup {|/(0I \t£G(T)} şi operaţiile naturale. Mai mult, 
93(T) este C*-algebră cu involuţia / l->/*, unde f*(z) —f(z) pentru orice z 
în a(T). Acum vom considera că X este un spaţiu Hilbert. 
Teorema de reprezentare spectrală a operatorilor normali. Fie T G £{X) un operator 
normal. Atunci: 1) Operatorul T este spectral; 2) Dacă E: 93 -* ^(X) este 
rezoluţia identităţii pentru T, pentru orice A e 93, E(A) este operator auto-
adjunct; 3) Aplicaţia H: M(T) -» £{X), definită prin H(f) = \f[z) d£(-) (*), 
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este morfism de C*-algebre (i.e. este liniară, multiplicativă şi H(f*)~ (H(f))*, 

adjunctul lui H{f)). în plus, H(T) = J şi H(id) = T, i.e. V z dE(-) (z) = T (aici 1 

este funcţia identic egală cu 1 pe o(T) iar id funcţia definită prin id(z) — z 
pentru orice z din o(T))', 4) Pentru orice x din X şi orice / din M(T) avem 

ll#(/)(*) | | = ( l /WI 2 dXW, unde X: 9 3 - C, X(^) = (E(A) (x)\ x); 5) Dacă {/„} 

este un şir de elemente din M(T) care este mărginit în M(T) şi converge punc
tual la o funcţ ie /din M(T), atunci H(fn) -+H(f) în £{X). Dacă X este un spaţiu 
finit-dimensional, orice T e £(X) este spectral. (I.C.) 

măsură tare aditivă v. măsură vectorială 
măsură vectorială O funcţie de mulţime m: si. —• X, unde si este un clan 

de părţ i ale unei mulţimi nevide T iar X un semigrup topologic comutativ 
cu element unitate 0, se numeşte măsură numărabil aditivă (cu valori în semi-
grupul X), sau măsură G-aditivâ (cu valori în semigrupul X), sau măsură cu 
valori în X dacă m(0) = 0 şi m este funcţie de mulţime numărabil aditivă. 
Vom considera cazul cînd X este un grup topologic comutativ, precum şi alte 
cazuri particulare. Dacă X este separat, atunci proprietatea lui m de a fi numă
rabil aditivă implică m(0) = 0. O măsură cu valori într-un grup topologic 
comutativ este funcţie de mulţime aditivă (măsură aditivă), finit aditivă. 
(măsură finit aditivă), substractivă, continuă superior şi continuă inferior. 
în particular, putem considera măsuri cu valori într-un spaţiu local convex, 
măsuri cu valori într-un spaţiu Banach. Cele mai importante măsuri cu valori 
într-un grup topologic comutativ sînt m.v. Vom considera că X este un spaţiu 
Banach. Se numeşte m.v. (cu valori. în X) orice funcţie de mulţime numărabil 
aditivă m: si -* X. Sin.: măsură numărabil aditivă (cu valori în X), măsură 
a-aditivâ (cu valori în X), m.v. numărabil aditivă, m.v. a-aditivă. O familie 
{wj}jGj de m.v. mf. si -* X se numeşte familie uniform numărabil aditivă 
(sau familie uniform a-aditivă) dacă pentru orice şir {A n}n de mulţimi mutual 

00 ' 00 

disjuncte Ân din si cu A =\^J Ane si convergenţa seriilor J ] mi[An) la mi(A) 
w = l w — 1 

este uniformă în raport cu iei, i.e. pentru orice e > 0 există k(s) e N 
k l i 

][] mi(An) ~ mi(A)\\ < e. 
.. =1 . i | 

O m.v. m este funcţie de mulţime aditivă, finit aditivă, substractivă, continuă 
superior şi continuă inferior; dacă si este semitrib, atunci m este funcţie'de 
mulţime local mărginită, iar dacă si este trib, atunci m este funcţie de mul
ţime mărginită avînd mulţimea valorilor relativ slab compactă. în plus, dacă si 
este trib, există o mulţime T ' e si cu proprietatea că pentru orice A e si avem 
m(A) = m(A f] T') (teorema lui Kluvanek). Mulţimea T' se numeşte mulţi
mea lui Kluvanek a măsurii m (nu este unică!). Dacă {mn}n este un şir de m.v. 
fnn : $i-^X, unde si este trib şi dacă pentru orice A din si există lim mn(A) = 

n 
= m(A), atunci funcţia de mulţime astfel definită m: si -+X este m.v., i.e. 
este numărabil aditivă (teorema lui Nikodym ) . Fie m: si -* X o m.v. (numă
rabil aditivă) Deoarece m este numărabil aditivă, este clar că m este şi 
măsură slab numărabil aditivă, i.e. pentru orice x' e X*, măsura scalară x' ° m 
este numărabil aditivă. Dacă si este trib funcţionează şi reciproca, deci: Fie 
si un trib şi m: si -* X o măsură aditivă. Atunci m este numărabil aditivă 
dacă şi numai dacă m este slab numărabil aditivă (teorema lui Fettis). în 
cazul cînd spaţiul Banach X este R sau C, o măsură m: si-* X se mai numeşte 

astfel încît pentru orice k^k(z) şi orice iei avem 
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măsură scalară. Similar, avem noţiunea de măsură scalară aditivă (echivalentă 
cu noţiunea de măsură scalară finit aditivă). Dacă X — R , avem o măsură 
reală, respectiv măsură reală aditivă sau măs%iră reală finit aditivă. Dacă X=C, 
avem o măsură complexă. Orice măsură complexă se scrie sub forma m = 
= mx + im2, unde mx şi m2 sînt măsuri reale (mx se numeşte partea reală a lui m, 
iar m2 partea imaginară). Să considerăm din nou un clan si de părţi ale lui T 
şi un spaţiu Banach X. O măsură aditivă m: si —> X se numeşte măsură 
s-aditivâ (sau măsură tare aditivă) dacă are proprietatea: pentru orice şir {An}n 

00 

de mulţimi mutual disjuncte Ane si seria Vj m(An) este comutativ conver-

/ . °° 
gentă în spaţiul Banach I i.e. seria \ \ m(AK(n)) este convergentă pentru orice 

bijecţie n: Dacă si este trib si m este numărabil aditivă, atunci m este 
* ) • . 

ie {mijiej de m.v. aditive m 
u familie uniform tare aditiva 

şi s-aditivă. O familie { w ^ g j de m.v. aditive m^. si -» X se numeşte fa mii ie 
uniform s-aditivâ (sau familie uniform tare aditivă) dacă, pentru orice şir {A n}n 

de mulţimi mutual disjuncte Ane si, avem lim | 2 J ^i[An) ] = 0 uniform în 

raport cu iei, i.e. pentru orice e > 0 există k(z) natural astfel încît oricare 
II 00 || 

ar fi k natural, k^k(e) şi oricare ar iiie I avem \\\] mi(An)\\ < e. Pentru o 
||w=& || 

măsură aditivă m: si —> X (unde si este clan iar X spaţiu Banach) următoarele 
afirmaţii sînt echivalente: 1) Măsura m este s-aditivă; 2) Familia {x/ o m \xf e X't 
j).*-'!! < 1} este uniform s-aditivă; 3) Pentru orice şir {An}n de mulţimi mutual 
disjuncte, Ane si, avem lim m(An)= 0; 4) Pentru orice şir monoton de mul
ţ imi {An}n cu Ane si există lim m(An); 5) Măsura m este mărginită şi pentru 
orice şir monoton de mulţimi {An}n cu Ane si există limita slabă a şirului 
{tn(An)}n (i.e. există x în X cu proprietatea că pentru orice x' din X' avem 
lim x/(m(An)) = x'(x)); 6) Mulţimea {m(A) | A esi} este relativ slab compactă. 
Dacă, în plus, măsura m este slab numărabil aditivă, atunci afirmaţiile 1) —6) 
sînt echivalente şi cu afirmaţia: 7') Dacă J este tribul generat de si, atunci 
există o extensie (în mod necesar unică) a lui m la 9", i.e. o măsură numărabil 
aditivă n: 9* -* X cu proprietatea că n(A) = m(A) pentru orice A din si. 
Echivalenţa 1) «3> 7') pentru m slab numărabil aditivă se numeşte teorema de 
extindere Caratheodory-Hahn-Kluvaneh (sau teorema de extindere a lui Kluvanek). 
Unii autori o numesc şi teorema de extindere a lui Hahn (ca în cazul măsurilor 
scalare). Ex. : Fie T — [0, 1], si algebra mulţimilor măsurabile Lebesgue 
incluse în [0, 1], X măsura Lebesgue pe [0, 1] şi 1 ^ p ^ oo. Vom considera 
măsura mP : si -* Lp(k) definită prin mP(A) = lfA (v. spaţii Lv). Măsura mP 
este aditivă. Dacă 1 ^ p < oo, rezultă că mp este numărabil aditivă, iar dacă 
p s= oo măsura mP nu este nici s-aditivă. (I-C.) 

măsuri afine şi măsuri cilindrice Fie E un spaţiu liniar topologic. O 
aplicaţie / : E -> R se numeşte afină dacă există x' în E* (dualul algebrico-
topologic al lui E) şi a în R astfel încît f(x) — xr(x) -j- a pentru orice x în £ \ 
Notăm cu b(E) mulţimea tuturor funcţiilor continue de fo rma /=sup A — sup B, 
unde A, B sînt mulţimi finite de funcţii afine pe E (superiorul se consideră în 
laticea tuturor funcţiilor reale continue pe E înzestrata cu ordinea naturală 
da tă de / ^ g <&f{%) < g{%) pentru orice x în E). Atunci b(E) este spaţiu 
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liniar reticulat cu această ordine. Se numeşte măsură afină pe E orice func
ţională liniară pozitivă T: b(E) —• R . Se numeşte măsură cilindrică orice măsură 
afina T cu proprietatea următoare: pentru orice spaţiu liniar finit-dimensi-
onal F şi orice aplicaţie liniară şi continuă V: E - • F, aplicaţia V(T): b(F) —* R , 
definită prin V(T)(g) — T(go V), este o integrală Danieli. Se arată că dacă 
E este un spaţiu prehilbertian real, atunci există o măsură T cilindrică nenulă, 
invariantă la rotaţie pe E, i.e. pentru orice / din b[E) şi orice rotaţie u pe E 
avem T(f) = T(fou), ţinînd seama că / o ue b(E)). Fie din nou E un spaţiu 
prehilbertian real. Pentru orice subspaţiu finit-dimensional F a E şi pentru 
orice măsură afină T pe E, putem considera proiecţia lui T pe F, notată Tp. 
Anume TF este măsura afină pe F definită prin Tp(f) = T(fo pp\ pentru orice 
/ din b(F). Aici pp: E —> F este proiectorul hilbertian ataşat lui F. în continuare 
vom da definiţia lui Gelfand a măsurilor cilindrice (privite ca funcţie de 
mulţime). Considerăm un spaţiu Hilbert real E şi pentru orice subspaţiu finit-
dimensional F al lui E considerăm proiectorul canonic autoadjunct pp ataşat 
lui F. Se numeşte mulţime cilindrică o mulţime de forma pF-i(B), unde BaF 
este o mulţime boreliană în F. Mulţimile cilindrice formează un clan (2 de părţ i 
ale lui E. Prin definiţie, o măsură pozitivă finit aditivă m: (2 -> R + se numeşte 
măsură cilindrică dacă restricţia lui m la orice Qp este numărabil aditivă şi 
m(E) = 1. Am notat, pentru un subspaţiu finit-dimensional F c E, cu QF 
tribul mulţimilor cilindrice de forma pp1(B), cînd B parcurge borelienele lui F. 
într-un anume sens, această definiţie este echivalentă cu prima. (I-C.) 

măsuri echivalente v. continuitate absolută 
măsuri mutual disjuncte v. spaţiul reticulat al măsurilor cu semn 
măsuri pozitive şi măsuri cu semn Fie X una din mulţimile R + , R \ { — oo}, 

R \ { o o } şi si un clan de părţi ale lui T. Folosim terminologia şi notaţiile de la 
funcţie de mulţime. 
I. O funcţie m: si —• R + care are proprietăţile m(0) = 0 şi m este funcţie de 
mulţime numărabil aditivă se numeşte măsură pozitivă sau măsură cu valori 
pozitive extinse sau, pur şi simplu, măsură. Sin.: măsură numărabil aditivă, 
măsură pozitivă numărabil aditivă, măsură a-aditivă, măsură pozitivă a-aditivă. 
(Unii autori numesc măsura definită aici premăsură şi numesc măsură o pre-
măsură m: si -*• R+ pentru care si este trib.) O măsură m: s/i —• R + cu pro
prietăţile: a) si este algebră; b) m ia valori în [0, 1]; c) m(T) — 1, se numeşte 
măsură probabilistică (sau probabilitate). O măsură pozitivă este funcţie de 
mulţime aditivă (măsură aditivă), finit aditivă (măsură finit aditivă), crescă
toare, subaditivă, finit subaditivă, numărabil subaditivă, substractivă, con
tinuă superior. Dacă A e si are proprietatea m(A) < oo, atunci restricţia 
lui m la A, numită uneori şi măsura indusă de m pe si, este continuă inferior. 
O măsură pozitivă care, ca funcţie de mulţime, este funcţie de mulţime finită, 
se numeşte măsură finită. O măsură pozitivă m se numeşte măsură total a-finită 
dacă există un şir de mulţimi {A n}n format cu mulţimi A n e si astfel încît 

CO 

T = {J A n şi m(A n) < oo pentru orice n. (Unii autori numesc o astfel de măsură 
« = l 

măsură a-finită.) Numim măsură a-finită o măsură m cu proprietatea că pentru 
orice A e si există un şir {An}n format cu mulţimi Ane si astfel încît A = 

00 

= [J An şi m(An) < oo pentru orice n. Ex.: Fie T o mulţime nevidă 
M = l 

şi si mulţimea părţilor lui T. Definim măsura discretă (sau măsura cardinal) 
m: si - > R + prin m(A) = cârd {A) = numărul elementelor din A dacă A este 
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finită şi m(A) = oo dacă A este infinită. Măsura cardinal este numărabil aditivă. 
II . O funcţie m: i # - > R \ { — o o } (sau R \{oo}) cu proprietăţile m(0) = 0 
şi m este funcţie de mulţime numărabil aditivă se numeşte măsură reală extinsă 
(sau măsură cu semn). în cazul cînd m ia numai valori reale, avem o măsură 
reală. O măsură reală extinsă este funcţie de mulţime aditivă (măsură aditivă), 
finit aditivă (măsură finit aditivă), substractivă, continuă superior. Dacă 
A e si are proprietatea că \m(A) \ < oo, atunci restricţia lui mia, A este continuă 
inferior. O măsură reală extinsă se numeşte măsură total a-finită dacă există 

00 

un şir {An}n format cu mulţimi Ane si astfel încît T= [J An şi \m(An)\ < oo 

pentru orice n. (Unii autori numesc o astfel de măsură măsură a-finită.) Numim 
măsură a-finită o măsură reală extinsă cu proprietatea că pentru orice A e si 

00 

există un şir {A n}n format cu mulţimi A n e si astfel încît A — \^J An şi 
7* = 1 

\m(An)\ < oo pentru orice n. Să considerăm o măsură reală extinsă m: si -* 
—• R \ { — oo} (sau R \{oo}) . O mulţime A e s4. se numeşte mulţime m-esen-
ţial pozitivă sau mulţime esenţial pozitivă relativ la m (resp. ...negativă,,.) 
dacă are proprietatea că m(A f] B) ^ 0 (resp. m(A (] B) ^ 0) pentru orice 
B e sfi. O mulţime w-esenţial pozitivă (resp. w-esenţial negativă) se mai numeşte 
şi mulţime m-pozitivă sau mulţime pozitivă relativ la m (resp. negativă). Mulţi
mea vidă este şi w-esenţial pozitivă şi m-esenţial negativă. 
Teorema de descompunere a lui Hahn (varianta 1). Se presupune că sfc este 
a-algebră. Atunci, dacă m este măsură reală extinsă pe .$#, există două mul
ţ imi disjuncte T+, T~ din &l astfel încît T = T+ [) T~ şi T+ este m-pozitivă 
iar T~ este w-negativă. (O pereche (T+, T~) ca mai sus se numeşte o descom
punere Hahn a spaţiului T.) 
Teorema de descompunere a lui Hahn (varianta 2). Se presupune că srf. este 
semitrib şi că m este o măsură reală (deci finită) pe si. în aceste condiţii, 
pentru orice mulţime B din <&, există două mulţimi disjuncte B+, B- astfel 
încît B = B+ (J B~ şi B+ este w-pozitivă iar B~ este w-negativă. (O pereche 
(B+, B~) ca mai sus se numeşte o descompunere Hahn a mulţimii B.) 
Pentru o măsură reală extinsă m (ca în cele două variante ale teoremei de 
descompunere a lui Hahn) putem defini două funcţii de mulţime pozitive, şi 
anume: a) Variaţia superioară (sau variaţia pozitivă) a lui m care este funcţia 
m+: sft. -* R + , m+(A) = sup{m(J9)| B cz A, B e si}; b) Variaţia inferioară (sau 
variaţia negativă) a lui m care este funcţia m~: si -» R + , m~(A) = — inf {m(B) \ 
BczA, B E si}. Se arată că m+ şi m~ sînt măsuri pozitive dintre care cel puţin 
una este finită şi avem m — m+ — mr (aşadar, orice măsură real extinsă este 
diferenţa a două măsuri pozitive) (teorema de descompunere a lui Jordan). 
Perechea (m+, mr) se numeşte descompunerea lui jordan a măsurii m. Măsurile 
tn+ (resp. mr) se mai numesc şi partea pozitivă (resp. partea negativă) a măsurii m. 
în cadrul primei variante a teoremei de descompunere a lui Hahn, dacă (A, B) 
este o descompunere Hahn a spaţiului T, se arată că m+(U) = m(U Ci T+) 
şi m~(U) — —m(U(\T-) pentru orice U e si (definiţia este coerentă). în 
cadrul celei de-a doua variante, avem m+(A) — m(A+) şi m~(A) — —m(A-) 
pentru A e si. în oricare din cele două variante notăm \m \ = m^ -f- m~. 
Măsura pozitivă \m\'. si—> R + se numeşte modulul măsurii m (sau variaţia măsu
rii m). Unii autori numesc \m \ variaţia totală a măsurii m (există şi alte accepţiuni 
ale noţiunii de variaţie totală a unei măsuri). în orice caz, rezultă şi relaţiile 

— (\m\ -\- m) şi m~ — —- (\m\ — m). rvv 
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Ex.: Se consideră un spaţiu cu măsură (T, S", u.) şi o funcţie / : T -* R care 
este u,-integrabilă. Se obţine integrala nedefinită a lui u. care este măsura 

reală numărabil aditivă m: ^ -*• R definită prin m(A) = \ f d\i. (^.C.) 
U 

măsuri Radon difuze şi atomice Fie T un spaţiu local compact. O măsură 
Radon \i pe T se numeşte măsură Radon difuză dacă \\i\ ({/}) = 0 pentru orice t 
din T. Măsura Lebesgue este difuză. O măsură Radon u. pe T se numeşte măsură 
Radon atomică dacă |[JL| este suma unei familii sumabile de măsuri pozitive 
punctuale. Orice măsură Radon pozitivă [X pe T se scrie în mod unic sub forma 
p, = x + v, unde X este măsură Radon pozitivă şi difuză, iar v este măsură 
Radon pozitivă atomică. (I.C.) 

măsuri Radon echivalente Două măsuri Radon \i şi v pe T se numesc 
echivalente dacă |u,| şi |v| au aceleaşi mulţimi local neglijabile, i.e. {A czT \ A 
este |[x|-neglijabilă} — {B cz T \ B este |v|-neglijabilă}. Este echivalent cu 
a spune că |v| — g\[i\ cu g local |[x|-integrabilă şi g(t) > 0 local \\i\-a.p.t. 
(v. măsură Radon definită prin densităţi). [I-C.) 

măsuri Radon independente Fie T spaţiu local compact, [i şi v măsuri 
Radon pe T. Atunci u, şi v se numesc m.R.i. (sau singulare) dacă inf (| JJL|, |V|) = 
= 0 în spaţiul reticulat real C)ÎL(T) al măsurilor Radon pe T. Dacă M cz T 
şi JJI este o măsură Radon pozitivă pe T, se spune că \i este concentrată pe M 
clacă T\M este local jx-neglijabilă. Dacă măsurile Radon [X şi v sînt indepen
dente, există două mulţimi disjuncte M şi N astfel încît |jx| este concentrată 
pe M şi |v| este concentrată pe A7. 
Teorema de descompunere a lui Lebesgue (pentru măsuri Radon). Fie \L O măsură 
Radon pozitivă şi v o măsură Radon pe T. Atunci există o funcţie numerică 
local ^-integrabilă g şi o măsură Radon X independentă de u, astfel încît 
v = g[i + X. Dacă v este pozitivă putem alege g[i şi X pozitive (v. şi măsură 
Radon, măsură Radon definită prin densităţi). (I.C.) 

măsuri singulare v. spaţiul reticulat al măsurilor cu semn 
media condiţionată a unei funcţii (relativ la o a-algebră) v. martingal 
media unei funcţii (relativ la o măsură Radon) v. măsură Radon 
metoda caracteristicilor a lui Cauchy Fie F: U X V X I <=• Rw X R n X R -> R . 

Se numeşte soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale de ordinul întîi definită de 
F o funcţie z: U0 cz U -> ' / de clasă C1 cu '(Dz){x) e V pentru orice x e U0 
şi astfel încît F(x, (Dz) (x), z(x)) = 0 pentru orice xe U"p; (Dz)(x) este derivata 
Frechet a funcţiei z calculată în punctul x, o aplicaţie liniară de la W1 la R fiind 
identificată cu'un punct din ]Rn. Funcţia z este soluţie a problemei lui Cauchy 
definită de F, a: G cz R"- 1 -+ U, y: G-U I, dacă este soluţie a ecuaţiei cu deri
vate parţiale definită de F şi în plus z(a(u)) = y(w) pentru orice ueG0 c G. 
Dacă F, a, y sînt de clasă C2 şi există uQ e G, bQ e V astfel încît 

FWMO) , K r K ) ) = °> idff) K ) = <tfia) K)> &o>> 
det ([dn+iF) (a(u0), b0, y(uQ)) (d^) (u0))i==h _ n * 0, 

j = l, ..., n—l 

exitsă o soluţie de clasă C2 a problemei lui Cauchy dată de F, a, y, definită 
într-o vecinătate a lui a{u0) astfel încît (Dz)(a{u^)) = b0; două soluţii cu pro
prietăţile de mai sus coincid într-o vecinătate a lui a(uQ). Soluţia se construieşte 
asociind sistemul de ecuaţii al caracteristicilor: 

*; = {dn¥]F) {*, y, *), y\ = ™ ( ^ ) (*> y> '*) - fe+i^ * *)). 

z ' = Ş y&ntfF) (*> y>*), ; = l , . . . , n ; 
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se consideră soluţia acestui sistem care verifică Xj(0) = a^(u), z(0) = y(«), 
yj(0) • bj(u), unde bj se determină (pe baza teoremei funcţiilor implicite) 
din relaţiile F(a(u), b(u), y(w)) = 0, (d;y)(w) = <(#;«) (w), &(«)> pentru u 
într-o vecinătate a lui u0. Notînd funcţiile astfel obţinute cu \p r\j, ţj, se 
arată că aplicaţia (t, u) -> ţ(t, u) este inversabilă în vecinătatea lui (a, u0), 
şi notînd cu (T, V) inversa, funcţia z, definită prin z(x) = £ (T(# ) , V(X)), este solu
ţ ia problemei lui Cauchy. (A.H.) 

metoda elementului finit Fie X un spaţiu liniar normat real, F o func
ţională biliniară continuă pe XxX şi f o funcţională liniară şi continuă pe A'; 

fie I(x) = — (F(x, x) —f(x)). Problema minimizării funcţionalei / este cehi 
2 

valenţă în anumite cazuri particulare pentru X şi F cu problema determinării 
unui element ueX astfel ca F(u, v) — f(v) pentru orice veX. Peni ni rezol
varea ultimei probleme s-a imaginat următoarea metodă, numită şi metoda 
Riesz-Galerkin (v. şi metoda lui Riesz): se asociază problemei date, problema 
discretă a determinării pentru orice subspaţiu finit-dimensional Jthc::X a 
unui element u^eE^ astfel ca jF(wft, v) —f{v), Vv e E^, se aproximează apoi 
soluţia problemei iniţiale cu soluţia problemei discrete. Pentru rezolvarea unor 
probleme la limită de t ip eleptic, se consideră drept X unul din spatiile Sobo-

l e v Hl{£l), H§{Q), H2(Q.) etc. unde Q este o mulţime deschisă din R m . M.e.f. 
este, pentru acest tip de probleme, un proces specific de construcţie a subspa-
ţiilor finit-dimensionale E^ şi poate fi caracterizată schematic prin cîteva 
aspecte generale: 1) Se stabileşte o anumită „triangulare" T^ a mulţimii Q, 
i.e. se descompune Q, într-un număr finit (elemente finite) de mulţimi specifice; 
2) Spaţiul Eh are proprietatea că fiecare funcţie v e E^ este polinomială pe 
porţiuni: pentru orice veEh şi orice K e T^ funcţia v este polinomială pe K\ 
3) în spaţiul E^ poate fi pusă uşor în evidenţă o bază algebrică formată din 
funcţii ale căror suporturi sînt într-un anumit sens, cît mai mici posibile. în 
acest caz rezolvarea problemei discrete revine la rezolvarea unui sistem finit 
de ecuaţii liniare. Se aproximează apoi soluţia problemei generale cu soluţia 
problemei discrete. (Gh.Gr.) 

metoda Euler-Cauchy, metodă de rezolvare numerică a problemei Iui 
Cauchy 

x\t) = u{t, x{t)), 
x{a) = a0, 

unde u : [a, b] X D -> ROT, D c R m , oc0 e ]Rm. M.E.C. constă în aproximarea 
soluţiei problemei considerate cu soluţia ecuaţiei cu diferenţe: 

z\a) = oc0, 

*(*j) - *[*j-i) = ~ [wPi-i* z{tj-i)) + u(tjt zitj-i) + hu(thl> ^(^_i)))], 

unde pentru 0 < h < b — as{tQ, ,.., tn } este o mulţime de puncte echidistante, 

tj — a+jh, j e {0,1, ..., Hji}, nfr fiind partea întreagă a lui •. (Gh.Gr.) 
h 

metoda Gauss-Seidel, metodă iterativă de rezolvare a sistemelor de 
ecuaţii liniare. Eie sistemul (/— B) x = b, u n d e / este matricea unitate 
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B = (bvk,je{i, ...,m}> bijeC, b = (bv ..., 6OT) e C w . Fie *<°) eCm. M.G.S. constă 
în aproximarea soluţiei sistemului considerat cu x(n\ unde #(n) = (x[n\ ..., x^) ş\ 

m k — l m 

Notînd ^i = £ I 1>J |, ?* = $ j I hW I ?/ + S I 6*> I' 
y=i y = i y=Â 

£ e{2, ..., m} şi # = max ##, dacă q< 1, atunci sistemul considerat are pentru 

orice 6 e C w soluţie unică ^ e C w , şirul {x(n)}neyş converge către această soluţie 
şi au loc evaluările: 

ll*(w) - * L < — I I x W ^ - x W \ \ m < ~ ^ — | | ^ ( o ) - ^(1)1^, 
1 - 2 1 - 4 

IIK, •••, #m)L == max | ^ | . (Gh.Gr.) 

metoda Lagrangc-Charpit Fie P : U x 7 : J c R n x R w x R - » R ; o funcţie 
9 : [ / 0 x C c [ / x R t t - » R de clasă C1 se numeşte integrală completă a ecuaţiei cu 
derivate parţiale definite de F dacă pentru orice ceC funcţia <p(#, c) este 
soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale definite de F. [F(x, (d^) (x, c), (p(x, c) = 0 
pentru orice x e U0, (8^)(x, c) fiind derivata Frechet în punctul # a apli
caţiei x -+ cp(x, c)]. M.L.Ch. constă în a folosi o integrală completă pentru a 
rezolva problema lui Cauchy: fiind date a: G c R n 4 —> U, y: G —* I, se constru
ieşte c:G0czG —> C şi d : U0aU -> U0 astfel încît funcţia s definită prin 
z(x)=y(x, c)(d(x))) să fie soluţie a ecuaţiei definită de F(F(x, (Dz)(x), z(x)) = 0) 
şi în plus z(a(u)) = y(u); funcţia c se alege astfel încît 

cp(a(w), c(u)) — j[u), 
{Bff) M«(dja) (u), (^9) (a(u), c{u))} 

iar funcţia d astfel încît <D(#, d(#)) = 0, d(a(u)) — u, unde 

<&{X, U) = (£2?) (#, C(«)) (£C) (t*). 

Aici (^29) (x, c) este derivata Frechet în punctul c a aplicaţiei c —• 9(#, c), 
deci <X>(AT, w) este derivata Frechet în punctul u a aplicaţiei w -+ y(x„ c(u)). 
(A.H.) 

metoda lui Euler, metodă numerică de rezolvare a problemei lui Cauchy 
x'(t) = u(t, x(t))t 

x{a) = a0 

unde u : [a, b]xD -> R m , JD CZ R m , a0 e R m . Metoda constă în aproximarea 
soluţiei problemei considerate cu soluţia ecuaţiei cu diferenţe 

z{a) = ao, 

unde pentru 0 < h < b — a, {t0, ..., tn] este o mulţime de puncte echidistante, 

fy = a -f y/î, / e{0, 1, ..., n}, n fiind partea întreagă a lui — (b — a). (Gh.Gr.) 
h 

metoda lui Gauss de rezolvare a unui sistem de ecuaţii liniare, metodă prin 
care se realizează transformarea sistemului într-un sistem-echivalent cu matrice 
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triunghiulară. Utilizînd anumite permutări de linii şi coloane, transformarea 
se face prin operaţii liniare prin care se obţine eliminarea succesivă a necu
noscutelor. (Gh.Gr.) 

metoda lui Jacobi, metodă de rezolvare iterativă a unui sistem de ecuaţii 
liniare. Sin.: metoda aproximaţiilor succesive. Fie sistemul (J — B) x = b, 
unde I este matricea unitate, B — (bij)ţ jerl my btjeC, beCm. Fie 
x(°)eCm. M.J. constă în aproximarea soluţiei sistemului considerat cu x^n\ 
unde 

*<») = Bxi71-1) + b. 
Sistemul considerat are pentru orice b eCm soluţie unică x şi pentru orice 
x(°)e€m şirul {#w}„elNr converge către x dacă şi numai dacă lim Bn = 0. 

^ n->oo 
Dacă x -* ||A;|| este o normă pe Cm vom nota \\A\\ = sup \\Ax\\ norma 

corespunzătoare a matricii A. Dacă pentru matricea B avem | | J 5 | | ^ ^ < 1, 
atunci au loc următoarele evaluări ale restului: 

||*<w> - * K — ~ — | | x ^ - 1 ) - * ( n ) | | ^ qU ||xW - *W||. 
1 - q i - q 

Dacă sistemul de rezolvat este scris sub forma A x= a, unde A = lan) s * ,- n ~»\ 
' \ "ji 1, j e ţ i , . , . , tnţ 

m 

şi dacă \au\ > S\ | a^ | , W e{ l , . . . , m}, atunci sistemului echivalent (I— B)x—b, 

j¥=i 

unde B — I — D^A, b — D^a, D = ( • . I i se poate aplica m.J . în \ 0 0"mmf 
evaluarea restului se foloseşte în acest caz norma || Ĥ  , unde \\(xv ..., ^m)||oo== 
= max \xi\. (Gh.Gr.) 

metoda lui Newton, metodă iterativă de rezolvare a unor ecuaţii de forma 
f(x) = 0, unde / : G -* R m , G c R m . M.N. constă în aproximarea soluţiei ecua
ţiei considerate cu #(»), unde x^eG şi x(n+1) = #(») - (f(x(n)))-1f(x(n)). 
Se notează cu || || o normă pe ]Rm iar pe spaţiile de operatori liniari JS(RW), 
J2(~Rm, jQ(Rm)) se consideră normele operatoriale induse. Se notează B(z, r) ••= 
= {x e R w : ||* - x\] < r } . Fie G c R m o submulţime deschisă, / : G -+ ]Rm 

o aplicaţie de clasă C2. Dacă există M > 0 astfel ca,\\f"(x)\\^M pentru orice 
x G G şi dacă există z e G astfel încît f(z) = 0 şi /'(*) să fie inversabil, atunci 
pentru orice q e (0, 1) există r, \i > 0 astfel încît f (x) este inversabil pentru 
orice x e .B(*, r), şirul A;(W+1) = #(w) — (fr(x^)-1f(x^n)) rămîne în B(z, r) oricare 
ar fi %(°)e B(z,r) şi au loc: 

|| * (» )_ , I I < 5 l i ? 2 » 
M 
1 M 

||*(») ~ z\\^ — ||/(*(w))|| ^ — ||*<n> - x^1)^. 

Metoda este frecvent folosită deoarece este foarte rapid convergentă. Printre 
dezavantajele acestei metode se află necesitatea calculării la fiecare pas a 
inversei unei matrici (/'(AK7*)))-1, cît şi localizarea teoretică a procesului iterativ 
într-o bilă centrată în soluţia căutată a problemei. în m.N. simplificată se 
înlătură primul inconvenient. M.N. simplificată constă în aproximarea soluţiei 
ecuaţiei considerate cu y(n), unde y(°), ceG, y{n+x) = y(n) — {f'{c))-1f(y(n)). 
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în aceleaşi condiţii ca la m.N., pentru orice q e (0, 1) -există r > 0 astfel încît, 
pentru orice y(°), ce B(z,r), şirul {y^}n rămîne în B(z,r) şi \\y(n) — z\\^qnr. 
Spre deosebire de m.N. varianta Newton-Kantorovici nu localizează procesul 
iterativ într-o bilă centrată în soluţia problemei. Metoda Newton-Kantorovici 
constă în aproximarea soluţiei ecuaţiei considerate cu x(n), unde #(w+1) = 
— #(») __ (/'(#) (n)))-J/(#(w)). în aceleaşi condiţii ca la m.N. se mai presupune 
că există #(°)e G şi a, (3 > 0 astfel ca 

ll/'^0)))-1!!^, ||/><°)))J/(>>)KP. 

unde r = (1 — y 1 — 2y). în aceste condiţii ecuaţia /(#) = 0 are soluţie 
OLM 

unică x e B ( # ) , f ; ) , şirul xi^1) = x(n)-~(f(xW))-1f(x(n)) rămîne în J3(#<o), r) 
şi converge la 2. în cazul funcţiilor de o variabilă are loc următoarea teoremă 
de convergenţă pentru m.N. F i e / e C2[a, 6] astfel î n c î t / ' şi / " nu se anulează 
în [a, b] şi f(a) •/(&) < 0. Fie x0e [a, b] astfel ca f(xQ) •/"(#©) > 0 şi # n + 1 = 

= pcn
 J{ n} . Atunci, există, si este unic, z e [a, &] astfel încît f(z) = 0, 

şirul {A^}M elNr rămîne în [a, &] şi converge către z. Evaluarea erorii se poate 
face prin 

inf{ | / ' (*) | \xe[a,b\} 

\xn - z\^q*n+1~i(z - x0)2n+\ unde 

sup{|/"(*) | U e [ a , & ] } 
q. = 

inf{ | / ' (*) | I*e[a,&]} 

în acest caz particular metoda se întîlneşte cu denumirea de metoda tangentei. 
(Gh.Gr.) 

metoda lui Newton simplificată v. metoda lui Newton 
metoda lui Ritz Fie X un spaţiu Hilbert real şi A un operator autoadjunct 

si pozitiv definit pe X, ( inf (Ax, #} > 0). Se consideră ecuaţia 
11*11-1 

Ax — b. (*) 

Fie funcţionala F(x) = (Ax, x} — 2(x, &}. Elementul zeX este soluţie a 
ecuaţiei (*) dacă şi numai dacă F(z) = min F(x). Un şir{Arw}Me^. de elemente 

X £ X 

din X se numeş t e şir minimizant p e n t r u F d a c ă l im F(xn) — m i n JF(#). Orice 
M-»OO xeX 

şir minimizant pentru F converge către soluţia z a ecuaţiei (*). M.R. este un 
procedeu de construcţie a unui şir minimizant pentru F în ipoteza că X este 
un spaţiu Hilbert separabil. Se consideră în spaţiul Hilbert separabil X o 
bază ortonormală { 9 n } w e N şi -X"n=Sp{91, ..., cpw}. Există, şi este unic, xneXn 
astfel ca F(xn) = min F(x). Şirul {%n}ne-*x este un şir minimizant pentru F. 

xeXn 
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Dacă xn — 2 J a/c«pjfc, atunci (ap ...,oc») e s t e soluţia unică a sistemului de 

ecuaţii liniare 
n 

Yi S*<^?«'?*> = <?*>&>, * ' e { l , . . . , n } . 

Metoda se utilizează în rezolvarea numerică a unor ecuaţii diferenţiale, în apro
ximarea numerelor proprii ale unor operatori autoadjuncţi etc. (Gh.Gr.) 

metoda Newton-Kantorovici, v. metoda lui Newton 
metoda relaxării simultane, metodă iterativă de rezolvare a siste-

meior de ecuaţii liniare. Fie sistemul Ax = a, unde A este matricea 
< a «)Ue{ l , ...,*.}» ^ ' e C > ^ C « Fie 

(an 0 ^ 
D = disigA = I • . . !• 

Fie #(°) e Cm şi ar un număr pozitiv. în ipoteza că au ^ 0, pentru orice 
i e { l , ..., m}, fie {x(n)}n şirul definit prin 

x(n) ^ x(n-i) _ aD-iA x{n~l) + D-l^ ^) 

M.r.s. constă în aproximarea soluţiei sistemului considerat cu x(n). Dacă A 
este hermitica şi pozitiv definită, atunci (x, y) -> (Dx, y} este un produs 
scalar pe Cm( < , > este produsul scalar care generează norma euclidiană 
pe Cm). Se notează cu || \\j) norma generată de acest produs scalar pe Cm. 
Pentru orice #(°) e Cm, şirul (*) converge la soluţia z a sistemului considerat 

2 
dacă şi numai dacă 0 < a < — , unde Xx este cea mai mare valoare proprie 

^i 
a matricii D~XA. Au loc următoarele evaluări ale restului: 

ll*<*>- z\\D^—^— H ^ - 1 ) - x(»)\\D<-j£—\\x(o) _ ^ ( i ) ^ , 
1-q 1 - q 

unde q = max |1 — aX$|, Xx, ..., \m fiind valorile proprii ale matricii D~rA 

scrise în ordine descrescătoare. Valoarea lui a pentru care se obţine cea mai 
2 

mică valoare pentru q este o*0 = , iar corespunzător acestei valori 
A-i ~r* ^m 

^0 = .. (Gh.Gr.) 

metoda relaxării succesive, metodă iterativă de rezolvare a sistemelor 
de ecuaţii liniare, rafinare a metodei Gauss-Seidel. Fie sistemul Ax — a, unde 
A — (aij)^ • j ! . este o matrice avînd pe diagonală numai elemente nenule, 

iar aeC™. Fie 

(° ••• ••• ° \ 
L = . 
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D = diag A matricea diagonală avînd pe diagonală elementele matricii 

A şi R=A~D~L. Fie a e R , C0 = (~ D + iX 1(1 - l ] l ) ~R) . 

cQ « I — D -f- L I a. M.r.s. constă în aproximarea soluţiei sistemului considerat 

cu şirul Jacobi asociat sistemului echivalent (/ -— Ca) x — ca, deci cu şirul 
x{n) __. C0^(w~1) + ^o- Dacă A este hermitică şi pozitiv definită, şirul precedent 
converge la soluţia z a sistemului, pentru orice iterată iniţială #(°), dacă şi 
numai dacă 0 < o < 2. Au loc evaluările: 

l l * ( n ) - * I U < — — l l ^ - 1 ) - **)\\A<—^-||*(°) - XV\\A. 
\ - q 1 - q 

unde || |U este norma generată pe Cm de produsul scalar (x,y) - • </î#, y> 
iar q este norma operatorului C0 cînd pe C w se consideră || ||^. Pe componente, 
şirul aproximant este 

*—l a m a 
x<?^^±~ V aîjx^ + (l ~ a) x<rx) - — Y a,,*}-» + — a«, 

«fi / = 1 a ^ ;=*+l fl« 
unde a% sînt componentele lui a. (Gh.Gr.) 

metoda reziduurilor (pentru calculul integralelor definite) v. reziduu 
metoda Runge-Kutta, metodă de rezolvare numerică a problemei lui 

Cauchy 

{ #'(*) = «(*,#(*)), te[a,b], 

x{a) = a0, 
unde w:[>, 6 ] x D -* R w , D c R w , a 0 e R m . M.R.K. constă în aproximarea 
soluţiei problemei considerate cu soluţia ecuaţiei cu diferenţe 

z{a) = a0, 

Z{tj) ~ ' ( ' M ) - - (vM-v * ( ' M ) ) + 2*B(tM, *(/^)) + 
& 6 

+ 2^(^~l» * ( ' M ) ) + ^4(^-1, *(*M)))> 

unde pentru 0 < h < b — a, t0, ..., tn este o mulţime de puncte echidisfante 
. b — a . 

tj — a -f- jh, j e { 0 , 1,..., nh}, n^ fiind partea întreagă a lui iar 
h 

Vl(t, x) = w(/, 2), v2(*. *) = w I H » * H vi(t> z) I ' 

t/8(*,*) = ult + — , H ^ ( M L v^(t)z)=-u(t-\-htz-\-hvz(t) z)). [Gh.Gr.) 

metoda tangentei v. metoda lui Newton 
metoda variaţiei constantelor, schimbare de variabile care permite repre

zentarea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale afine cu ajutorul soluţiilor ecuaţiei 
liniare asociate. Dacă X este o soluţie pentru sistemul afin xf — A(t)x + b(t) 
iar C(t,t0) verifică C'(M0) = A{t)C(i,t0), C(t0,t0) = I, schimbarea de variabile 

yif) = C(t0> t) x(t) conduce la reprezentarea x{t) = C(t,tQ) x(t0) + \ C(t, s) b{s) ds. 
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Denumirea provine din faptul că soluţiile ecuaţiei liniare se scriu 
x(t) — C(t, t0) x0, unde xQ este constantă, iar schimbarea de variabile 
revine la x(t) = C{t,t0)y(t). (A.H.) 

metrica Bergman v. nucleul Bergman 
metrica euclidiană v. varietate riemanniană 
metrică v. distanţă 
metrică hermitiană v. nucleul Bergman 
metrică riemanniană v. varietate riemanniană 
microfuncţii, secţiunile unui fascicol definit în felul următor. Dacă U este 

o mulţime deschisă din R » x S * - x se consideră 8(U) = 93(Rw)/{w e 93(Rn), 
SS(w) fi U = 0 } , unde 93 este fascicolul hiperfuncţiilor iar SS(w) este spectrul 
singular (numit şi frontul de undă analitic) al hiperfuncţiei u. Dacă srt(o>) 
este spaţiul germenilor de funcţii analitice reale în vecinătatea lui co, unde co 
este o mulţime deschisă din ]Rn, se arată că <2(co X S^-1) este cîtul 93(co)/j?£(co). 
Prefascicolul U i-> 6(11) este chiar un fascicol flasc pe R f l x S H Fascicolul (2 
măsoară „neanalicitatea" hiperfuncţiilor: două hiperfuncţii pe co au aceeaşi 
imagine în <2 prin aplicaţia canonică de trecere la cît dacă şi numai dacă dife
renţa lor este analitică pe co. Pentru orice hiperfuncţie u, spectrul său singular 
SS(w) coincide cu suportul secţiunii în Q care corespunde lui u. Pe m. acţio
nează operatorii diferenţiali cu coeficienţi analitici; datorită faptului că 
SŞ(Fu)czSS(u) aplicaţia u —> Tu de la 93(co) —• 93(co) se poate factoriza şi 
defineşte o aplicaţie de la (2(co) la (2(co). M. au o serie de proprietăţi utile (v. 
microlccalizare). Fascicolul m. a fost introdus de M. Sato. (G.G.) ' 

microlocalizars Fie M un <Dx-modu\ (la stînga) (v. sistem supradeterminat). 
Fiecărui astfel de ^2)x-modul i se asociază un c5x-modul 97£* definit prin 
CK* = Cx ® iz~1(M)) unde T T - 1 ) ^ ) (resp. ^ ( M ) ) reprezintă fascicolul 

rrHfyxY 
imagine inversă prin n a lui 0)% (resp. M). Această operaţie de trecere de la un 
<2)x_modul la un c'jf-modul asociat se numeşte m.; ctlt* rezultă ^x-c° e r e n"t, deci 
microlocalizatul 9K* al unui sistem diferenţial este un sistem microdiferenţial 
(v. operator microdiferenţial). Varietatea caracteristică a sistemului M nu este 
altceva decît suportul microlocalizatului său (ca cflj^-modul, microlocalizatul 
are un suport bine definit). M. permite studiul singularităţilor sistemelor dife
renţiale pe fibratul cotangent. Pe de altă parte, cu ajutorul operatorilor micro-
locali se pot aduce sistemele diferenţiale la anumite forme canonice. Denumirea 
de m. provine de la analogia cu operaţia de localizare din geometria algebrică 
(aceasta din urmă permite, prin considerarea unei factorizări convenabile, de 
a face inversabile în localizat toate polinoamele ce nu se anulează pe un deschis 
dat). Ideea de bază a m. este de a extinde suficient de mult fascicolul 7ir1(c2)x) 
pentru a face inversibili, local în T*X, operatorii al căror simbol principal 
nu se anulează pe deschisul considerat. (G.G.) 

mincrant v. mulţime ordonată 
mişcare browniană v. integrala stochastică 
model de varietate dif erenţiabilă Prin r vom nota un element în mulţimea 

N(j{oo}, deci l ^ r ^ o o ; prin n, p vom nota numere naturale. Fie U o 
mulţime deschisă nevidă în spaţiul numeric real ]Rn. O funcţie reală / definită 
pe U se spune că este de clasă Cr dacă toate derivatele parţiale de ordin ^ r 
ale l u i / există pe U şi sînt continue; se notează prin Cr(U) mulţimea tuturor 
funcţiilor reale de clasă C pe U. De asemenea, o ap l i ca ţ i e /= (fv ...,fp)'- U-^]RP 

se numeşte aplicaţie de clasă Cr dacă componentele/];, ...,fp ale l u i / sînt toate 
de clasă' Cr, i.e. aparţin mulţimii Cr(U); se notează prin Cr(U, B.p) mulţimea 
tuturor aplicaţiilor de'clasă & de la U la ]RP. în fine, dacă U este o mulţime 



M O D U L DE C O N T I N U I T A T E 256 

deschisă în R n , V o mulţime deschisă în R3* şi cp: U -* V o aplicaţie, se spune 
că 9 este o aplicaţie de clasă Cr dacă ; o ( p € Cr(£7, R39), unde j:V -+ R^ este 
aplicaţia de incluziun c a lui V în R25. Se notează prin Cr(U, V) mulţimea tuturor 
aplicaţiilor de clasă C* de la U la V\ evident C°°(Î7, V) = f i C*(r7, V). Se 

utilizează de asemenea notaţia C°(J7, F) sau C(U, V) pentru mulţimea tuturor 
aplicaţiilor continue de la TJ la V. Pentru orice mulţime deschisă U intr-un 
spaţiu numeric real W1, identitatea lui U, notată id^, este de clasă C00. De 
asemenea, dacă V, V sînt mulţimi deschise în spaţii numerice reale şi dacă 
cp e Cr(U, V) şi <\> e Cr(U, W), atunci ty o cp e Cr(U, W). Astfel mulţimile deschise 
în spaţii numerice reale, ca obiecte, şi aplicaţiile de clasă C r, ca morfisme, 
formează o categorie, numită categoria modelelor (de varietăţi diferenţiabile de 
clasă Cr). O mulţime deschisă nevidă în spaţiul R w se numeşte m.v.d. 
O proprietate importantă în categoria modelelor care exprimă caracterul local 
al noţiunii de aplicaţie de clasă Cr este următoarea: Dacă U şi V sînt modele, 
o aplicaţie 9 : U —*-V este de clasă Cr dacă şi numai dacă pentru orice punct 
ae U, există o vecinătate deschisă Ua a lui a în U astfel încît, restricţia cp \Ua e 
e Cr(Ua, V). Această proprietate se mai poate formula astfel: Fiind date două 
modele U şi V şi o aplicaţie cp: U -* V, dacă {Ui}ieI este o acoperire deschisă 
a lui U, atunci 9 e Cr(U, V) dacă şi numai dacă 9 | Uie Cr(Ui, V) pentru toţi 
iei. Dacă U şi V sînt modele, prin Cr-âifeomorfism de la U la V se înţelege 
o aplicaţie bijectivă 9 : U -> V astfel încît 9 şi 9 - 1 să fie de clasă Cr. Notăm că 
un Cr-difeomorfism (de modele) este exact un izomorfism în categoria mode
lelor. (A/J . ) 

modul de continuitate Fie [a, b] un interval compact al dreptei reale şi 
/ : [a, b] —• F o funcţie continuă, unde T este corpul scalarilor reali sau com
plecşi. Atunci /es te uniform continuă. M.c. al l u i / e s t e funcţia co(/):[0, b — a]—>R 
definită prin 

«(/)(*) « s u p { | / ( ^ ) - / ( ^ | | * ' , * " e [ a , f c ] , | * ' - * " [ < $ . 

M.c. al unei funcţii continue / are următoarele proprietăţi: i) <o(/)(0) = 0; 
ii) co(/) este funcţie crescătoare; iii) co(/) este funcţie subaditivă, i.e. <*>(/)(*'-M") ^ 
^<o(/)(*') + co(/j(n» pentru orice t', t" din [0,'fe — a] cu (f -f t")^{b — a); 
iv) co(/) este funcţie continuă. Dacă A > 0 şi h'[0t A] -»• R are proprietăţile 
i)— iv) rezultă că co(ft) = h, ceea ce justifică denumirea de m.c. da t unei func
ţii h cu proprietăţile i)—iv). (-T.C.) 

modul pe un spaţiu inclat Fie (X, Ox) "un spaţiu inelat. Un Ox- m °du l este 
un fascicol de grupuri abeliene f> pe X împreună cu un morfism de fascicole 
de mulţimi ) » : ( ) ( \ ' X ' / - > ' / satisfăcînd următoarea condiţie: (M) Pentru 
orice mulţime deschisă U în A', aplicaţia mu- O j X ^(U) —> ^(U) este o 
înmulţire scalară pe ^(V) care face din acest grup abelian un Ox{U)-mo-
dul. Morfismul m din definiţia preeedenlă se numeşte înmulţirea scalară a 
lui 9"; dacă Xe Ox{U) şi s e ^(U), se scrie Xs sau X • s în loc de mu(\, s). O 
condiţie echivalentă cu (M) este următoarea: Pentru orice punct x G X, apli
caţia mx: Ox, xX^x-^^x este o înmulţire scalară pe S-x c a r e face din acest 
grup abelian un Ox, rp-modul. Fie Â şi § două Ox-m°dule.Un morfism de fasci
cole de mulţimi 8: 9- -» § se numeşte morfism de Ox-m°dule dacă pentru orice 
mulţime deschisă U în X, aplicaţia ^u'-^iJJ) -*-§{U) este Ox{U)-liniară sau, 
echivalent, dacă pentru orice punct x e X aplicaţia 6#: 9"# —> §x es"te Ox.arii-
niară. Morfismele de Ox-module sînt, în particular, morfisme de fascicole de 
grupuri abeliene. Mulţimea morfismelor de Ox-module de la ^f la § se notează 
IJonif) ('/, (•/)• Este uşor de văzut că Ox-modulele şi morfismele lor formează 
o calegorie, notată Mod (X) sau 0x~mod; izomorfismele acestei categorii se 
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numesc izomorfisme de Ox"-module. Un şir de Ox-module şi morfisme de 
Ox-module 

se numeşte şir exact de Ojf-module dacă Im 0t- = Ker 6$+1, i — 0, ..., p—1, i.e. 
dacă acest şir este exact cînd este considerat ca şir de fascicole de grupuri 
abeliene. Ex.: 1° Ox este un O^-modul cu înmulţire scalară evidentă. De ase
menea, fascicolul trivial 0, definit prin 0(17) = {0} pentru orice mulţime deschisă 
U în X, este un Qx-modul. 2° Dacă ^ T şi ^ 2

 sm"^ două Ox-m°dule , produsul 
direct c$ = cî£1x'3:

2 este un O^-modul cu înmulţirea scalară definită prinXţs!, s2) = 
— (Xs1, Xs2) pentru Xe Ox{U), s{ e ^ ( U ) , s2 e^^U) şi orice mulţime deschisă 
U în X. în mod similar se defineşte produsul direct 9- = 11 S" i pentru orice 

iei 
familie { ^ ^ t e i de Ojg-rnodule; proiecţiile canonice pi'. £->S:i, i e I , sînt mor
fisme de Ox~module. 3° Fiind dat un Ox-modvl 9r, un submodul al lui J> este 
un subfascicol de mulţimi 9 : / al lui ^ cu proprietatea că, pentru orice mul
ţime deschisă U în X, S'(U) este un submodul al Ox(U)-modulului ¥(U); 
(zf/ este atunci, în particular, un subfascicol de grupuri abeliene al lui 9". Orice 
submodul CJ'/ al lui (J este un O^y-modul, cu înmulţirea scalară indusă de cea a 
lui (3- iar morfismul de incluziune i: ¥'-*¥ un morfism de Ox _ m°dule . Dacă 
¥x — Ox> submodulele lui S- sînt exact idealele lui Ox- Pentru ca un subfascicol 
de mulţimi 5 r / al unui Ox _ m °du l 9- să fie un submodul al lui ^ este necesar şi 
suficient ca, pentru orice punct % e X, ^ să fie un submodul al Ojg-^-modu-
lului ^x. 4° Dacă {^ i} ie / es^e ° familie de Ox-m°dnle şi ^^Y\^i> atunci 

iei 
suma directă de fascicole de grupuri abeliene ¥' = © ¥% este un submodul 

iei 
al lui cf'. Notăm că, dacă / este o submulţime finită, atunci suma directă 9*' 
coincide cu produsul direct 9*. în particular, avem 9 r

1 x9 r
2
 = ^ ' i®^'2 ' D acă ^ 

este un Ox-modul şi /> un întreg > 0 , se pune ^p = $ 0 ^ 0 ... 0 ^ (de £ 
ori) cînd p^ 1 şi 9-p = 0 cînd £ = 0. 5° Fie ^ un Ox-modul şi ^ un submodul 
al lui $. Fascicolul de grupuri abeliene cf" : = S-fâ' are o structură naturală 
de Ox- m °dul , unic determinată prin condiţia ca morfismul canonic p : <$ -» ¥" 
să fie morfism de Ox-module; se spune că 9-// este Ox~modulul cit al lui 9* prin 
submodulul său 9 r ' . 6° Fie 6: ¥->§ un morfism de Ox-m°dnle. Atunci nucleul 
Ker 6 şi imaginea Im 6 sînt submodule ale lui ¥ şi § respectiv. De asemenea, 
conucleul Coker 0 şi coimaginea Coim 0 sînt Ox"m°dule cît ale lui § şi ^ 
respectiv, anume 

Coker 0 = g/ Im 0 şi Coim 0 = ^ / K e r 0. 

Notăm că, pentru orice punct x e X, izomorfismele canonice 

(Ker 8)* - Ker 0S> (Im 6)* - Im Qx, 

(Coker b)X — Coker 0#, (Coim 0)^2^Coim dx 

sînt izomorfisme de Ox,z-m°dule.7° Fie $ şi § două Ox-module. Se poate defini 
un prefascicol F de grupuri abeliene pe X punînd F(U) = ^{U)®Q(m<^(U) 
pentru orice mulţime deschisă U în X, şi 

pentru orice pereche de mulţimi U şi V în X astfel încît V czU. Fascicolul 
de grupuri abeliene asociat prefascicolului F are o structură evidentă de 
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Ox-nicdul; acest Ox~m°dul se notează S- ®QZ§ şi se numeşte produsul 
tensorial al lui tf cu <Ş. Există izomorfisme canonice: 

Ox ®O x ^ ~ ? - * ®Ox°x; 

&L © ?i) ®ox® ~ &i ®oxQ) © (*« ®Ox§)e tc-

8° Fie ^ un O^-modul, C/ o mulţime deschisă în X şi Ou restricţia lui Ox la U. 
Atunci restricţia lui S- la U este un 0#-modul, notat 9\U. 9° Fie 9 şi <V două 
Ox-module. Avem un Ox-modul 9t definit prin 9t{U) = H o m ^ (^ \uSs\U), 
morfismele de restricţie, adunarea şi înmulţirea scalară fiind evidente. Acest 
Ox-modul 91 se notează prin ^iO-m^ (9-, §). Avem izomorfisme canonice: 

WtoLş^ 0 92> §) ~ 9CMiQ^v §)®9{â-m,0x(92, §); 

9t^mQ (Ox, 9)^9 e tc, 

unde 9L, %, 9, § sînt Ox-module arbitrare. 10° Fie cp:(SC Qx)-*{Y> Oy) un 
morfism de spaţii inelate. Imaginea directă <p0*{Ox) e s t e un fascicol de inele pe Y. 
De asemenea, pentru orice Ox~m odul •<3-, imaginea directă topologică (poxfâ) 
este un 90£(Ox)-m°dul. Cu ajutorul morfismului de fascicole de inele q^: Oy —* 
->q>o*(Ox)> fascicolul 90*(9r) primeşte o structură evidentă de O^-modul; acest 
Or - m odul se numeşte imaginea directă inelatâ a lui ^ prin 9 şi se notează 9* (9-) 
sau 9*(9r). Notăm că, pentru orice morfism de Ox-module 6: 9 —>§, 9*(6): — 
= 90*(6) este un morfism de Or- m °dule de la 9 * ^ la 9*§. Astfel, imaginea 
directă inelată este un functor 9*: Mod(-X') -> Mod(Y). 11° Fie 9 : (X, Oy) -+ 
—>(Y, Oy) un morfism de spaţii inelate. Imaginea inversă9%Oy este un fascicol 
de inele pe X. Cu ajutorul morfismului de fascicole de inele 9 1 : $%Oy -+ Ox 
putem considera Ox ca 9JOr-modul.Pentru orice Oy-modul §, imaginea inversă 
topologică 9 Q Ş este de asemenea un 9oOy-modul, ceea ce permite definirea 
produsului tensorial <$%§ ® *~ Ox* c a r e es"te evident uny\Oy-va.o<ix£L, în parti
cular un fascicol de grupuri abeliene pe X, dar primeşte o înmulţire scalară de 
Ox" m °dul furnizată de al doilea factor. Acest Ojg-modul se numeşte imaginea 
inversă inelatâ a lui § prin 9 şi se notează 9 * ^ sau 9*(§). Avem un morfism 
canonic TJ: § —»• 9*9*§ obţinut prin compunerea morfismului canonic a' §-*• 
~,,9o*9o§ c u imaginea prin functorul 90* a morfismului evident 9JŞ -^ 9o^ ® 
® */-s Ox- Perechea (9*^, YJ) are proprietăţile următoare: 1) 9 * ^ este un Ox~mo~ 
dul şi !)'• §-+<?*<?*§ un morfism de O^-module: 2) Pentru orice Ojr-m°dul ty 
şi orice morfism de Or- m °dule (3: § —• 9*9", există un unic morfism de 
Ox~m°dule p*: 9*§—>¥ astfel încît 9*((3*) o 73 = [3. Proprietăţile precedente pot 
fi considerate ca furnizînd o definiţie axiomatică a imaginii inverse inelate. Cu 
ajutorul acestor proprietăţi se vede că imaginea inversă inelată definită mai sus 
pentru Oy-module se extinde la un functor 9*:Mod(Y) ->• (Mod X). (M.J.) 

modulul unei măsuri v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, spaţiul reticulat 
al măsurilor cu semn, variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 

modulul unei măsuri Radon v. măsură Radon 
modulul unui element v. spaţiu liniar ordonat 
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monomorfism v. categorie 
morfism v. categorie 
morfism canonic (de trecere la fibră) v. prefascicol 
multifuncţie v. integrala Kolmogorov 
multiplicatorul lui Euler v. ecuaţie cu diferenţiale totale exacte 
multiplicatorii lui Lagrange v. extreme condiţionate 
mulţime absorbantă v. spaţiu liniar 
mulţime absorbită v. spaţiu liniar 
mulţime analitică v. spaţiu C-analitic, mulţimi susliniene; mulţimi proiec

tive ; mulţimi analitice 
mulţime (o)-anulabilă v. spaţiu liniar reticulat de tipul (o)-mărginirii 
mulţime Baire v. mulţimi boreliene şi mulţimi Baire 
mulţime Bernstein v. mulţime nemăsurabilă Lebesgue 
mulţime bereliană v. mulţimi boreliene şi mulţimi Baire 
mulţime bornivoră v. mulţime mărginită (topologic) 
mulţime capacitabilă v. capacitate 
mulţime cilindrică v. măsuri afine şi măsuri cilindrice 
mulţime compactă v. spaţiu topologic compact 
mulţime compactă polinomial convexă v. domeniu Runge 
mulţime completă v. şir generalizat Cauchy, spaţiu liniar topologic complet 
mulţime conexă v. spaţiu topologic conex 
mulţime convexă v. spaţiu liniar 
mulţime cu proprietatea lui Darboux v. atom al unei măsuri 
mulţime cvasicompactă v. spaţiu topologic compact 
mulţime de categoria I-a Baire, orice reuniune numărabilă de mulţimi 

rare într-un spaţiu topologic. Sin.: mulţime slabă. O mulţime care nu este 
de categoria I-a Baire se numeşte de categoria a Ii-a Baire. Orice submulţime 
a unei.m.c. I B. este o m.c. I B. Orice reuniune numărabilă de m.c. I B. este o 
mulţime de aceeaşi categorie. 
Teorema lui Baire. Orice spaţiu metric complet este o mulţime de categoria 
a Ii-a Baire. 
Fie 9C un spaţiu topologic şi {/»}M€T|ST un şir de funcţii continue definite pe DC 
cu valori reale astfel încît pentru orice x e 9C există lim fn(%) = / ( # ) € R» 
Mulţimea punctelor de discontinuitate ale funcţ ie i / este o m.c. I B. (Gh. Gr.) 

mulţime de categoria a Ii-a Baire v. mulţime de categoria I-a Baire 
mulţime de convergenţă a unei serii de puteri v. serie de puteri 
mulţime de măsură finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 
mulţime de măsură a-finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 

un clan 
mulţime densă v. punct aderent 
mulţime dentabilă v. proprietatea Radon-Nikodym 
mulţime de tip Fc v. mulţimi boreliene şi mulţimi Baire 
mulţime de tip Gg v. mulţimi boreliene şi mulţimi Baire 
mulţime derivată v. punct aderent 
mulţime deschisă v. topologie 
mulţime deschisă la dreapta (la stînga) v. derivata Frechet laterală 
mulţime deschisă olcmorf convexă v. domeniu de olomorfie 
mulţime deschisă pseudoconvexă v. pseudoconvexitate 
mulţime determinantă Fie C o clasă de funcţii reale definite pe interva

lul I. Mulţimea Ecl este m.d. pentru C dacă din faptul că / , ge C şi / = g 
pe E rezultă că / = g pe I. O mulţime E este determinantă pentru clasa deri
vatelor finite dacă şi numai dacă măsura interioară Lebesgue a diferenţei 
I\E este egală cu zero. (S.M.) 
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mulţime dirijată v. mulţime ordonată 
mulţime echicontinuă de operatori liniari v. mulţime egal continuă de ope

ratori liniari 
mulţime echilibrată v. spaţiu liniar 
mulţime egal continuă de operatori liniari, mulţime 9£ de operatori liniari 

între două spaţii liniare topologice X, Y satisfăcînd condiţia: pentru orice 
vecinătate W a originii în Y există o vecinătate S a originii în X astfel ca 
U(S)cW, MU e °ll. O condiţie echivalentă este următoarea: pentru orice 
vecinătate W a originii în Y mulţimea H U~2(W) e s t e ° vecinătate a 

originii în X. Sin.: mulţime echicontinuă de operatori liniari. (R.C.) 
mulţime elementară v. măsură pe spaţiu produs, extinderea măsurilor 

pozitive aditive definite pe un clan 
mulţime esenţial negativă (relativ la o măsură) v. măsuri pozitive şi măsuri 

cu semn 
mulţime esenţial pozitivă (relativ la o măsură) v. măsuri pozitive şi măsuri 

cu semn 
mulţime esenţial separabilă (relativ la o măsură) v. funcţie măsurabilă 

în raport cu o măsură 
mulţime filtrantă inferior (superior) v. mulţime ordonată 
mulţime inductiv ordonată v. mulţime ordonată 
mulţime integrabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi

tive definite pe un clan, spaţii J2.v(\i) şi Lv(\i) (în raport cu o măsură Radon), 
măsură localizabilă 

mulţime integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii J2p(\i) şi Lp([i) 
(în raport cu o măsură Radon) 

mulţime invariantă (la o transformare care conservă măsură) v. teorie 
ergodică 

mulţime invariantă (pentru un sistem dinamic), mulţime în spaţiul stărilor 
care odată cu un punct conţine întreaga traiectorie care trece prin acel punct. 
(A.H.) 

mulţime închisă (relativ la o topologie T), submulţime F a spaţiului topo
logic (9C, T) avînd proprietatea că 9C\F este mulţime deschisă. Se mai spun© 
că F este mulţime t-închisâ iar dacă nu există posibilitatea unei confuzii că 
F este m.î. Familia m.î. din spaţiul topologic 9C are următoarele proprietăţi: 
i) 9C şi 0 sînt m.î.; ii) Reuniunea oricăror două m.î. este o m.î.; iii) Intersec
ţ ia oricărei familii de m.î. este o m.î. O submulţime a unui spaţiu topologic 
este închisă dacă şi numai dacă conţine toate punctele sale de acumulare. 
Reuniunea dintre o mulţime şi mulţimea punctelor sale de acumulare este o 
m.î. (Gh.Gr.) 

mulţime «-limită (oc-limtă) (pentru o traiectorie x a unui sistem dinamic), 
mulţimea tuturor punctelor co-limită (cc-limită) ale traiectoriei, i.e. mulţimea 
punctelor p pentru care există un şir {tjc}K>\» n m x(ik) — P- M. w-1. (oc-1.) a 

""̂  &->oo 
unei traiectorii este mulţime invariantă. (A.H.) 

mulţime liniar independentă v. spaţiu liniar 
mulţime local măsurabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor 

pozitive definite pe un clan 
mulţime local neglijabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor 

pozitive definite pe un clan, măsură localizabilă, prelungirea măsurilor Radon 
mulţime majorată v. mulţime ordonată 
mulţime mărginită (în sensul ordinei) v. mulţime ordonată 
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mulţime mărginită (topologic), submulţime A a unui spaţiu liniar topo
logic X cu proprietatea: pentru orice vecinătate W a originii în spaţiul X 
există un număr X > 0 astfel ca \A cz W. Pentru ca o mulţime A să fie mărgi
nită este necesar şi suficient ca pentru orice şir {%n}neyq de elemente din A 
şi orice şir{Aw}M e]NF de numere pozitive care converge către zero, şirul {kn%n}n 6lvj 
sa fie convergent către elementul 0. Orice submulţime finită a unui spaţiu 
liniar topologic este o m.m. O submulţime E a spaţiului liniar topologic X 
se numeşte mulţime bornivoră dacă absoarbe orice submulţime mărginită a 
spaţiului X. Se numeşte bază de m.m. sau sistem fundamental de m.m. într-un 
spaţiu liniar topologic X o mulţime 9ÎI de submulţimi mărginite ale lui X 
astfel ca pentru orice submulţime mărginită A a lui X să existe B e °fîl cu 
A czB. Mulţimea tuturor submultimilor mărginite, echilibrate şi închise ale 
unui spaţiu liniar topologic formează o bază de m.m. într-un spaţiu local con
vex, mulţimea tuturor submultimilor mărginite, echilibrate, închise şi convexe 
formează o bază de m.m. într-un spaţiu liniar normat, mulţimea tuturor sfe
relor închise (sau deschise) cu centrul în origine şi cu raza n> unde n este un 
număr natural oarecare formează o bază de m.m. (R.C.) 

mulţime (o-)mărginită v. mulţime ordonată 
mulţime măsurabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi

tive definite pe un clan, extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un 
clan, prelungirea măsurilor Radon 

mulţime măsurabilă (în raport cu o măsură exterioară) v. măsură exterioară 
mulţime măsurabilă (în raport cu o măsură Radon) v. funcţii şi mulţimi 

măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 
mulţime măsurabilă Borel v. clasă de mulţimi 
mulţime măsurabilă Jordan v. extinderea măsurilor pozitive aditive defi

nite pe un clan 
mulţime măsurabilă Lebesgue v. extinderea măsurilor pozitive definite 

pe un clan 
mulţime minorată v. mulţime ordonată 
mulţime [x-negativă (^-pozitivă) v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
mulţime neglijabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi

tive definite pe un clan, prelungirea măsurilor Radon 
mulţime nemăsurabilă Lebesgue Pe R considerăm relaţia de echivalenţă 

a~b : <=> a — be Q. Mulţimea claselor de echivalenţă este nenumărabilă şi 
o vom considera ca o clasă srt de părţ i ale lui R. Atunci, din fiecare mulţime 
A e ai, A numărabilă, vom selecta cîte un element % A. Obţinem mulţi
mea {xji\Aesrt}, numită mulţime Vitali. Se arată că orice mulţime 
Vitali este nemăsurabilă Lebesgue. O mulţime A cz]R se numeşte mulţime 
Bernstein dacă are proprietatea că pentru orice 17cR, U nenumărabilă, 
U 0 A şi U n C^ sm~t n e vide . Se arată că există mulţimi Bernstein, că orie® 
parte măsurabilă Lebesgue a unei mulţimi Bernstein este de măsură Lebesgue 
nulă şi că orice mulţime Bernstein este nemăsurabilă Lebesgue. 
Teorema lui Rademacher (de existenţă). Orice mulţime inclusă în R w de măsură 
exterioară Lebesgue nenulă include o submulţime nemăsurabilă Lebesgue. 
(I.C.) 

mulţime ordonată Fie X o mulţime de elemente. O relaţie p definită pentru 
anumite perechi de elemente ale lui X se numeşte relaţie de preordine dacă 
este reflexivă (i.e. xpx, \jxeX) şi tranzitivă (i.e. din xpy şi ypz rezultă xpz). O 
mulţime în care s-a dat o relaţie de preordine se numeşte midţime preordonată, 
O relaţie de preordine p în mulţimea X se numeşte relaţie de ordine dacă est© 
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antisimetrică (i.e. din xpy şi ypx rezultă x = y). O mulţime in care s-a da t 
o relaţie de ordine, se numeşte m.o. într-o m.o. relaţia de ordine se notează, 
de obicei, cu semnul ^ . Dacă X este o m.o. se pune: x^y dacă y^x; 
x<y dacă x^y şi x^y; x > y dacă x^y şi x^y. Dacă p este o relaţie de 
preordine într-o mulţime X, atunci relaţia x ~ y în X definită prin con
diţiile: xpy şi ypx este o relaţie de echivalenţă iar mulţimea cît X/p devine © 
m.o. punînd # < $ , (x fiind clasa definită de x) dacă xpy. Două m.o. X, Y 
se numesc izomorfe dacă există o bijecţie h: X -* Y astfel ca xx^xă <=*• h(x1) ^ 
^h[x2). Fie X o m.o. O submultime E a mulţimii X se spune că este mino
rată dacă există v e X astfel ca v^x, \/xe E', se spune că este majorată dacă 
există yeX astfel ca x^y, ¥xeE. Elementele v şi y se numesc, res
pectiv, un minorant şi un majorant al mulţimii E. Mulţimea E se spune că 
este mărginită (în sensul ordinei) sau (o)-mârginită dacă este minorată şi ma
jorată. Un element ae X se numeşte element maximal (resp. element minimal) 
dacă din a^x (resp. x^a) rezultă x = a. Se numeşte segment (în sensul 
ordinei) sau (o)-segment determinat de două elemente a, b din X, şi se notează 
[a, b], mulţimea elementelor x e X cu a^x^b. O submultime E a mulţimii 
X se numeşte plină dacă din a, b e E rezultă [a. b]czE. Cea mai mică mulţime 
plină care conţine o submultime A czX se numeşte acoperirea plină a mulţi
mii A şi se notează \A(A). Dacă o submultime E a mulţimii X este minorată 
şi dacă mulţimea A a minorantelor are cel mai mare element, i.e. există a0e A 
astfel ca x^a0, \/xeA, atunci acest element se numeşte marginea inferioară 
a mulţimii E şi se notează inf E. Se mai numeşte infimum. Dacă E este ma
jorată şi dacă mulţimea B a majorantelor are cel mai mic element, i.e. există 
b0e B astfel ca b0 ̂ x, \fx e B, atunci acest element se numeşte marginea supe
rioară a mulţimii E şi se notează sup E. Se mai numeşte şi supremum. Pentru 
un număr finit xv x2, ..., xn de elemente din X se utilizează şi notaţiile 

n 

x1f\x2f\.../\xn sau /\%j pentru marginea inferioară, dacă există, şi nota-
y = i 

n 
ţiile xx\f x2\f... V xn

 s a ^ V xi pentru marginea superioară, dacă există. 
Dacă {xj}j r este o familie de elemente din X şi dacă mulţimea elementelor 
familiei are margine inferioară (resp. margine superioară) se utilizează notaţia 
A xjfresp. V xA . Dacă EczX şi dacă există inf E şi sup E, atunci 

i e / V . / e / J 
inf E ^ s u p î s ; dacă ExczE2<= X şi dacă există inf E^ şi i n f£ 2 , atunci i n f j E ^ 
^s inf E2, iar dacă există sup Ex şi sup E2, atunci sup El ^ sup E2. Dacă A, BczX, 
dacă există sup A şi inf B şi dacă x^y, V# e A, Vy e B, atunci sup A ^ in f B. 
M.o. X se spune că are proprietatea interpolatorie dacă pentru orice ele
mente x1, x2, yv y2 pentru care x^yj, i, j = 1, 2, există un element z e E cu. 
Xi^z^yj, i,j — 1,2. M.o. X se spune că este dirijată la dreapta sau fil
trantă superior (resp. dirijată la stingă sau filtrantă inferior) dacă pentru orice 
elemente x,yeX există zeX astfel ca x^z şi ;y^£ (resp. 2 < # şi z^y). 
O mulţime dirijată la dreapta se numeşte, pe scurt, mulţime dirijată. O m.o. 
în care pentru orice două elemente x, y există x f\y şi x\Jy se numeşte mul
ţime reticulatâ sau latice. într-o mulţime reticulată, orice submultime finită 
are margine inferioară şi margine superioară. Se numeşte submultime reticulatâ 
sau sublatice a unei mulţimi reticulate X orice submultime E cu proprietatea că 
din x, yeE rezultă x/\y, x\JyeE. Fie X o mulţime reticulată. Se spune 
că X este (o)-completâ dacă pentru orice submultime EczX există margine 
superioară şi margine inferioară. O mulţime reticulată care este (o)-completă 
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se mai numeşte latice completă. O mulţime reticulată X se spune că este 
relativ (o)-completâ dacă pentru orice submultime (o)-mărginită EczX există 
margine inferioară şi margine superioară. Dacă în definiţiile laticii complete şi 
laticii relativ complete submulţimea E este presupusă numărabilă, atunci se 
obţin, respectiv, definiţia noţiunii de latice o-completă şi cea, de latice relativ 
o-completâ. Dacă X este o latice relativ completă, atunci ea are următoarele 
proprietăţi: 1) Pentru orice submultime minorată există marginea inferioară; 
2) Pentru orice submultime majorată există marginea superioară. Reciproc, 
dacă o latice X are una din proprietăţile 1)—2), atunci X este o latice relativ 
completă. Se numeşte latice distributivă o latice în care pentru orice ele
mente x, y, z are loc egalitatea %[\(y\Jz) — (xl\y)\J (x[\z). Această con
diţie este echivalentă cu condiţia că pentru orice elemente x, y, z să aibă loc 
egalitatea x\J (y f\z) = (x\/y) f\(x\! z). într-o latice distributivă, pentru 
orice elemente yv y2, ..., yn şi orice element x, au loc egalităţile 

(
n \ n / n \ n 

V yn= V (*AW), *v A yn= A (*v^). 
Se spune că laticea X verifică legile de distributivitatc infinită dacă sînt satis
făcute următoarele condiţii: i) Dacă {yj}jej este o familie oarecare de ele
mente din X şi dacă există \ / yj, atunci există şi V (xAyj), oricare ar 

j e j ' j=l 
fi x e X, şi are loc egalitatea 

* A ( V yA= V (*hyi)\ 
U e / J 3EJ 

ii) Dacă {yj}j e j este o familie oarecare de elemente din X şi dacă există 
f\yj, atunci există şi A (x\/yj), oricare ar fi xeX, şi are loc egalitatea 

i e / ' i e / 

*Vf A yj)= A (x\jyj). 
V j e / / i e / 

Se numeşte latice booleana (sau algebră booleana, sau algebră Boole) o latice 
distributivă F în care există cel mai mic element 0, cel mai mare element 
u şi în care pentru orice element ee F există un element e* e F cu e /\e* — 0 
şi e\J e* = u. Elementul e* se numeşte complementul lui e. în orice latice 
booleana sînt îndeplinite legile de distributivitate infinită. Orice latice bool
eana este izomorfă cu mulţimea (ordonată prin incluziune) părţilor deschise-
-închise ale unui spaţiu topologic compact total neconex. O m.o. în care 
orice două elemente x, y sînt „comparabile", i.e. sau x<,y sau y^x, se 
numeşte mulţime total ordonată. O m.o. în care orice submultime total ordo
nată este majorată se numeşte mulţime inductiv ordonată. în orice mulţime 
inductiv ordonată există elemente maximale. Această propoziţie este numită 
lema lui Zorn sau teorema lui Zorn. (R.C.) 

mulţime perfectă v. punct izolat 
mulţime plană v. varietate liniară 
mulţime plină v. mulţime ordonată 
mulţime precompactă v. mulţime total mărginită (într-un spaţiu liniar 

topologic) 
mulţime preordonată v. mulţime ordonată 
mulţime proiectivă (de clasă n) v. mulţimi susliniene; mulţimi proiective; 

muHimi analitice 
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mulţime rară, submulţime A a unui spaţiu topologic avînd proprietatea 
int Ă = 0 . Mulţimea A este rară dacă şi numai dacă pentru orice mulţime 
deschisă şi nevidă D există mulţimea deschisă şi nevidă G astfel încît GczD 
şi A (]G = 0 . O mulţime închisă este rară dacă şi numai dacă coincide cu 
frontiera sa. O submulţime a unei rn.r. este o m.r. Frontiera unei mulţimi des
chise sau a unei mulţimi închise, este o m.r. Orice reuniune finită de m.r. 
este o m.r. (Gh.Gr.) 

mulţime regulată îa dreapta (la stînga) v. măsură regulată 
mulţime relativ compactă v. spaţiu topologic compact 
mulţime relativ cvasicompactă v. spaţiu topologic compact 
mulţime reticulată v. mulţime ordonată 
mulţime secvenţial completă v. spaţiu liniar topologic complet 
mulţime simetrică v. spaţiu liniar 
mulţime slabă v. mulţime de categoria I-a Baire 
mulţime solidă v. spaţiu liniar ordonat 
mulţime staţionară Fie (2 o clasă de funcţii reale definite pe intervalul / . 

Mulţimea Eczl este staţionară pentru Q dacă din faptul c ă / e 6 este con
s tantă pe E rezultă că / este constantă pe / . Mulţimea E este staţionară 
pentru clasa funcţiilor cu proprietatea lui Darboux dacă şi numai dacă numărul 
cardinal al complementarei lui E faţă de I este inferior puterii continuului. 
Pentru clasa funcţiilor Darboux de prima clasă Baire o mulţime este staţionară 
exact atunci cînd complementara ei faţă de / nu conţine nici o mulţime 
perfectă nevidă. (S.M.) 

mulţime subiacentă unui spaţiu topologic v. functor 
mulţime suficientă de seminorme v. spaţiu local convex 
mulţime susliniană v. mulţimi susliniene; mulţimi proiective; mulţimi 

analitice 
mulţime total mărginită (într-un spaţiu liniar topologic X), submulţime 

A a lui X cu proprietatea: pentru orice vecinătate W a originii în X, există 
o submulţime finită E a lui X astfel ca A a W + E. Sin.: mulţime precom-
pactâ. Orice m.t.m. este o mulţime mărginită. (R.C.) 

mulţime total mărginită (într-un spaţiu metric) v. distanţă 
mulţime total ordonată v. mulţime ordonată 
mulţime totală (în sensul ordinei) v. spaţiu liniar ordonat 
mulţime totală (într-un spaţiu Hilbert) v. spaţiu Hilbert 
mulţime universal măsurabilă Fie (T, T) un spaţiu topologic şi 93 tribul 

mulţimilor sale boreliene. Dacă \i:93 —• [0, oo) este o măsură pozitivă şi finită 
şi AczT, se vede că A este pi-măsurabilă dacă şi numai dacă există U, V 
în 93 cu UczAczV şi u,(F\U") = 0. O mulţime A<=:T se numeşte m.u.m. 
dacă este (X-măsurabilă pentru orice măsură pozitivă şi finită [i: 93 —> [0, oo). 
Evident că mulţimile boreliene sînt universal măsurabile. într-un spaţiu po
lonez mulţimile susliniene sînt universal măsurabile (teorema lui Choquet). 
(I.C). 

mulţime Vitali v. mulţime nemăsurabilă Lebesgue 
mulţimea Lebesgue a unei funcţii v. punct Lebesgue al unei funcţii 
mulţimea lui Cantor v. spaţiu topologic de tip Cantor 
mulţimea lui Kluvanek a unei măsuri v. măsură vectorială 
mulţimea numerelor întregi Fie mulţimea tuturor perechilor ordonate 

de numere naturale. Două perechi <a, 6) şi {c, d} sînt echivalente dacă 
a -f d — b -f- c. Orice clasă de echivalenţă astfel obţinută este un număr întreg. 
Numărul zero este definit de clasa lui (a, a}. Numerele întregi pozitive sînt 
clasele definite de perechile <a, b} pentru care a^b. Mulţimea Z a nume
relor întregi formează un grup comutativ faţă de operaţia de adunare. Ordo-
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narea lui Z şi operaţiile în Z se definesc pe baza definiţiilor introduse şi a 
modului în care s-a operat cu mulţimea N . (S.M.) 

mulţimea numerelor naturale, orice mulţime nevidă N pentru care există 
o aplicaţie S : N - » N cu proprietăţile: i) Există l e N astfel încît S(x)^l 
pentru orice # e N ; ii) Pentru orice # e N , x^l, există şi este unic, y e N 
astfel ca S(y) = x; iii) Dacă M c N are proprietăţile: 1 e M şi (aeM=> 
=>S(a) 6 M), atunci M = N (axioma inducţiei complete). Aplicaţia S se nu
meşte lege de succesiune. Elementul S(x) se numeşte succesorul lui X. Elementul 
1 se numeşte prim element al mulţimii N în raport cu aplicaţia S. Dacă 

(N, S) şi (N', S') sînt două mulţimi ale numerelor naturale, atunci ele sînt 
izomorfe în sensul că există o bijecţie cp: N —• N ' astfel încît cţ>(S(x)) = S'(cp(x)) 
pentru orice X G N . Definiţia axiomatică a m.n.n. a fost dată în 1891 de 
Peano, axiomele precedente numindu-se şi axiomele lui Feano. Structura alge
brică a m.n.n. se defineşte prin 

n + 1 = S(n), n + (m + 1) = S(n -f- m); 
n 1 = n, n(m -f- 1) = nm -f- n, Vw, m e N . 

Dacă n, m e N se spune că n este mai mic decît m şi se scrie n < m dacă 
există ^ e N astfel ca n + x — m. Relaţia x^y <*$> (x — y sau x < y) este 
o relaţie de ordine totală pe N . (Gh.Gr.) 

mulţimea valorilor unei măsuri vectoriale Fie o a-algebră ET de părţ i ale 
mulţimii T şi un spaţiu Banach X. Dacă m: S" -> X este o măsură vectorială 
numărabil aditivă, se arată că m(z7), mulţimea valorilor lui m, este o mulţime 
relativ slab compactă în X. 
Teorema de convexitate a lui Liapunov. Dacă X este finit-dimensional şi m 
«ste non-atomică rezultă că m(z7) este o mulţime compactă şi convexă. 
Extensia la spaţii infinit-dimensionale este falsă. De exemplu, dacă \L este 
măsura Lebesgue pe [0, 1] şi X — L1(pi)J putem considera a-algebra zT a mulţi
milor boreliene pe [0,1] şi măsura m: S -» X, m(A) = 7$A. Se arată că m este 
cu variaţie mărginită, non-atomică, m(z7) este închisă, dar m(z7) nu este nici 
compactă nici convexă. Se poate arăta (revenim la cazul general) că următoa
rele afirmaţii sînt echivalente: 1) Pentru orice A e 7, mulţimea {m(B) | fîe7, 
Ba A} este slab compactă şi convexă; 2) Pentru orice A e ^ există B G 7 , 

B cz A astfel încît m (B) = — m [ A ) . Dacă X are proprietatea Radon-Nikodym 
2 

şi m: zJ -> X este numărabil aditivă, cu variaţie mărginită şi non-atomică, 
rezultă că închiderea lui m(z7) în X este convexă şi compactă (teorema lui 
Uhl). Rezultatul general este următorul 
Teorema lui Knowles. Fie m: z7 —> X, ca la început, şi fie \i: J -* R + o măsură 
pozitivă finită numărabil aditivă cu proprietatea că pentru orice A ezJ avem 
%i(A) = 0 dacă şi numai dacă m(B) = 0 pentru orice B e zJ, BczA (de exem
plu, [x poate fi furnizată de teorema lui Bartle-Dunford-Schwartz). 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) Pentru orice mulţime A e zT, mul
ţ imea {m(B) | BczA, B G 7 } este slab compactă şi convexă; 2) Pentru orice 
mulţime i e 7 c u \L{A) > 0 există o funcţie fe jQM(\Ji) cu f(t) = 0 pentru orice 

t din T\A şi | j / j]^ > 0 şi astfel încît \ / d w = 0. Aici w dw = lim \ / n dw, 

unde {fn}n es te un şir de funcţii pi-etajate cu proprietatea c ă / n —>/ în J2x(pi). 

Procedeul de definire a integralei \ / d w este acelaşi cu cel descris la măsură 

spectrală. Revenind la rezultatul cuprins în teorema de convexitate a 
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lui Liapunov, vom considera o măsură vectorială numărabil aditivă şi non-ato-
mică m : E7" -+ R n , unde J este o c-algebră de părţi ale lui T. Ştim că m(7) 
este o mulţime compactă şi convexă în Rw care conţine punctul 0. Nu orice 
mulţime compactă şi convexă care îl conţine pe 0 este mulţimea valorilor unei 
măsuri. Se numeşte zonoid o mulţime A inclusă în ]Rn care este m.v.m.v. 
non-atomice m: ¥ ->RW. Se arată că dacă A este un zonoid atunci: a) Pentru 
orice x din R n cu proprietatea că 0 e A -f x, rezultă că A -f x este zonoid 
unde {A + x) ={u+ x \ueA})\ b) Dacă T: R n -> R n este liniară, T(;4) 

este un zonoid; c) Mulţimea A admite ca centru de simetrie punctul — m(T). 

Se mai arată că dacă B este mulţimea valorilor unei măsuri m: S" -+ R w care 
nu este non-atomică, atunci acoperirea convexă închisă a lui B este un zonoid. 
Se arată că dacă n^2, atunci orice mulţime A cz]Rn care este compactat 
convexă, conţine pe 0 şi are un centru de simetrie este un zonoid. Daca 
n ^ 3 situaţia este mai nuanţată. Să considerăm deci n ^ 3 şi un număr 
i^p < co şi să notăm 

B(n, p) = {x = (xv x2, .... xn) e Rw | | *! I* + I *a | p + ... + kn l 2 ^ 1} • 

De asemenea, B(n, oo) = {x = ţ ^ , #2, ..., #») e R w | max | xt\^ 1}. Atunci., 
dacă l^p^oo, B(n,p) este un zonoid, iar dacă l^p < 2, B(n, p) nu este 
un zonoid. (^.C.) 

mulţimi boreliene şi mulţimi Baire Fie ( 7 \ T ) un spaţiu topologic. O mul
ţime A cz T se numeşte mulţime de tip G§ sau mulţime Gs (resp. mulţime d® 
tip Fa sau mulţime Fa) dacă există un şir {^w}w de mulţimi deschise (resp. in-

00 / 00 \ 

chise) astfel încît A = Q ^ « j r e s p . ^ = | J ^ W J . Dacă T este metrizabil, 
n = i V « = l / 

orice mulţime închisă este de tip G§ şi orice mulţime deschisă este de t ip 
Fa. Fie acum (T, T) un spaţiu local compact. Notăm cu 03 semitribul generat 
de mulţimile compacte, semitrib numit semitribul mulţimilor boreliene relativ 
compacte. De asemenea, notăm cu 930 semitribul generat de mulţimile com
pacte de tip G§, numit semitribul mulţimilor Baire relativ compacte. Dacă T 
este metrizabil sau are bază numărabilă, atunci orice mulţime compactă este 
de tip G§ şi rezultă că 93 = 930. Pentru orice A din 93, există o mulţime compactă, 
K cu proprietatea că AaK. Fie 93(T) a-algebra mulţimilor boreliene al* 
lui T. Se verifică atunci faptul că 98(T) = 9®\ este clasa locală generată de 
93. i.e. pentru o mulţime AaT avem echivalenţa: A e 93(T) <=> A 0 B s 98 
pentru orice B e 93. De fapt, A e 98(T) <=> A () K e 93 pentru orice mulţime 
compactă K. Se justifică mai bine astfel faptul că o mulţime A € 93 se nu
meşte mulţime boreXiană relativ compactă. Se arată că A e 96Q<?>A e 93 şi «pA 
este funcţie de prima clasă Baire, ceea ce justifică mai bine de ce pentru 
A e c180 se spune că A este mulţime Baire relativ compactă. O mulţime A care 
aparţine tribului generat de mulţimile compacte G§ (cu alte cuvinte A este în 
tribul generat de 930) se numeşte mulţime Baire. Dacă T este a-compact, i.e. 

oo 
există un şir {Kn}n de mulţimi compacte cu \^J Kn=T, rezultă că 93{T) 

este tribul generat de mulţimile compacte. Revenim la cazul general. Se ara tă 
că pentru o mulţime deschisă A cz T sînt echivalente afirmaţiile: 1) A este 
relativ compactă; 2) A e 93; 3) A e 93Q; 4) A este Fa. Dacă A este compactă 
şi A e 930, atunci A este G§. Mulţimile deschise din 930 formează o bază pentru 
topologia lui T şi orice punct are un sistem fundamental de vecinătăţi compacte 
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de t ip G§. Se numeşte măsură borelianâ (pozitivă), o măsură numărabil 
aditivă \JL: 93(T) -> R + cu proprietatea că \J.(K) < oo pentru orice mulţime 
compactă K. Rezultă că \i(B) < co pentru orice B e 93. Deoarece orice mă
sură finită pe un clan se prelungeşte unic la o măsură pe tribul generat de 
respectivul clan, rezultă că putem defini în mod echivalent o măsură bore
lianâ (pozitivă) ca fiind o măsură numărabil aditivă, pozitivă şi finită [x: Q3-+R+. 
Similar, o măsură Baire (pozitivă) este o măsură numărabil aditivă, pozitivă 
şi finită JJI: 930 — R + . Dacă X este un spaţiu Banach, numim măsură borelianâ 
(vectorială) o măsură numărabil aditivă m: 93 —>X şi numim măsură Baire 
(vectorială) o măsură numărabil aditivă m: 93$ -> X, în toate cazurile, două 
măsuri boreliene care coincid pe mulţimile compacte (resp. două măsuri Baire 
care coincid pe mulţimile compacte Gs) sînt egale. Orice mulţime închisă sau 
deschisă este măsurabilă în raport cu orice măsură borelianâ. Orice funcţie 
continuă este măsurabilă în raport cu orice măsură borelianâ. Dacă Y este 
un spaţiu Banach, m este o măsură borelianâ sau Baire şi \^p^oo, atunci 
orice funcţie continuă cu suport compact este în J2y(m) (v. şi spaţii Lv). (I.C.) 

mulţimi echivalente de seminorme v. spaţiu local convex 
mulţimi susliniene; mulţimi proiective; mulţimi analitice I. Fie T o 

mulţime şi ^ o clasă de părţi ale lui T. Vom considera mulţimea N ^ a tuturor 
/ ' °° \ 

sistemelor finite [iv i2, ..., in)de numere naturale I i.e. NOT = ^J N w j şi o apli-
\ « = i / 

caţie T: N M - * ^ . Notăm pentru orice i = (iv i2, ..., in) d i n N ^ p r i n ^ - i . = 
= Ai i i pe T(i). De asemenea, vom considera mulţimea N°° a tuturor 
şirurilor s = (iv i2> ..., in, ...) de numere naturale. Pentru fiecare 5 e N00 ca 
mai sus şi fiecare număr natural n ^ 1 se consideră secţiunea sfwJeN^ dată 
prin s(n) = (iv i2, ..., in). Aşadar, dacă s = (iv iz, ..., in, ...) este în N ^ putem 

00 00 

forma mulţimea A(T, s) = f) AS(n)= f] Ai1i2...iv; ^n f i n a l* formăm mul-
n — 1 n = 1 

ţ imea A(T) — \J A{T, s). Mulţimea A (T) se numeşte mulţime gi-susliniană 

(sau mulţime suslinianâ, sau mulţime Suslin). Se mai spune că mulţimea 
A(T) s-a obţinut din sistemul {A % i i } prin aplicarea operaţiilor susliniene. 
Aşadar, totalitatea mulţimilor de forma A(T), obţinute cînd T parcurge mul
ţ imea tuturor funcţiilor T'.N^ -> si, formează clasa de părţi S(sfc) a mulţi
milor ^-susliniene. Se arată că S(&L) este închisă la operaţiile susliniene (deci o 
intersecţie şi o reuniune numărabilă de mulţimi din S(s£) este tot în S(izC)). 
Dacă [x*: 9(X) -> R+ J unde 9>(T) este mulţimea tuturor părţilor lui T, este 
o măsură exterioară şi 9K este clasa mulţimilor măsurabile în raport cu pi* 
se ara tă că S f f l c % 
II . In cele ce urmează vom considera ( 7 \ T ) un spaţiu topologic care est® 
spaţiu polonez, i.e. există un spaţiu metric complet separabil (X, d) şi un homeo-
morfism h: X —> T. Vom introduce mulţimile proiective. Anume, mulţimile 
proiective de clasă 0 sînt exact mulţimile boreliene ale lui T. Apoi, definim 
mulţimile proiective de clasă n, pentru orice număr natural n^l, după cum 
urmează. O mulţime A a T se numeşte mulţime proiectivă de clasă 2n + 1, 
n ^ 0, dacă există o mulţime proiectivă BczT de clasă 2n şi o funcţie 
continuă f:B-*A care este şi surjectivă. O mulţime proiectivă de clasă 2n este 
o mulţime AaT cu proprietatea că există o mulţime proiectivă 5 c T de 
clasa 2n — 1 astfel încît A = T\B. Mulţimile proiective de clasă 1 se mai 
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numesc mulţimi analitice (sau mulţimi susliniene, sau mulţimi Suslin). Legă
tura cu definiţia anterioară este următoarea: mulţimile analitice (sau susli
niene în sensul nou) sînt exact mulţimile ^(-susliniene, unde ^ e s t e clasa mulţi
milor închise ale lui X (sau, echivalent, srf. este clasa mulţimilor boreliene ale 
lui X). Se mai arată că o mulţime AczT este analitică dacă şi numai dacă 
există o aplicaţie continuă şi surjectivă/: I —> A, unde / este mulţimea nume
relor iraţionale din [0, 1] cu topologia indusă de [0, 1], De asemenea, o reuniune 
•au o intersecţie numărabilă de mulţimi proiective de clasă n este mulţime 
proiectivă de clasă n. Justificarea denumirii de mulţime proiectivă este da tă 
de următoarea caracterizare. O mulţime A czT este proiectivă de clasă n 
impar dacă şi numai dacă există o mulţime proiectivă de clasă n — 1, Bcz 
c X x X şi astfel încît p(B) = A, unde p: X x X —• X este proiecţia canonică 
p(x, y) = x. Menţionăm că există mulţimi proiective de orice clasă şi clasele 
proiective nu se suprapun. De exemplu, în spaţiul Banach C([0, 1]) = {/: X -*-
-* R | / este continuă} cu norma | | / | | = sup{|/(tf) | | t e X} mulţimea func
ţiilor derivabile este analitică şi nu este boreliană. Mulţimile analitice care aia 
complementare analitice formează o o"-algebră care include cr-algebra mulţimilor 
boreliene. (XC.) 

mulţimi mutual disjuncte v. funcţie de mulţime 

N 

nod (al unui sistem dinamic %' ~ f{x),f(x0) = 0), punct staţionar, x0 (so
luţie constantă, punct de echilibru), cu proprietatea că valorile proprii ale 

Bf matricii (Df) (xQ) (cu altă notaţie, — (xQ), matricea jacobiană) sînt reale, 
dx 

nenule, de acelaşi semn. Dacă valorile proprii sînt negative, n. este stabil şi 
reprezintă mulţimea co-limită pentru traiectoriile care intersectează o vecină
ta te a sa. Valorile proprii fiind reale, traiectoriile tind către un n. stabil fără 
spiralare (aperiodic); exemplul cel mai simplu îl reprezintă micile oscilaţii 
ale unui pendul cu amortizare mare, (A.H.) 

nod multiplu v. interpolare 
nod simplu v. interpolare 
nod stabil v. nod 
norma generată de un produs scalar v. spaţiu Hilbert 
norma superior v. spaţiul funcţiilor continue cu suport compact 
normala exterioară v. integrala pe o varietate riemanniană 
normă v. spaţiu liniar normat 
normă (o)-continuă v. spaţiu reticulat normat 
normă (co)-continuă v. spaţiu reticulat normat 
normă cvasimonotonă v. spaţiu liniar ordonat topologic 
normă monotonă v. spaţiu liniar ordonat topologic 
normă solidă v. spaţiu reticulat normat 
nucleu Hilbert-Schmidt v. alternativa Fredholm 
nucleu măsurabil v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 
nucleu Poisson v. integrala Poisson 
nucleul Bergman Dacă Q, este o mulţime deschisă şi mărginită în Cn 

9 ^ ( 0 ) : = \fe G{Q) V | / | 2 dX < o o l este un spaţiu Hilbert netrivial, în 

fapt un subspaţiu al lui L2 (O, X), unde X este măsura Lebesgue în Cn. După 
teorema de reprezentare a lui Riesz, pentru orice punct ze Ci, există o unică 
funcţie olomorfă KQ( • , z) e 9l2(Q.) astfel încît 

pentru orice fe9C2(Q.). Funcţia KQ: Q X O -• C astfel definită se numeşte 
n.B. al lui Q. Dacă {<DV} este o bază ortonormală a spaţiului Hilbert 9£2(0), 
n .B. al lui Q, este da t de seria 

*nK.*)= 5J®V(0®VW. t *e£î; 

in particular, 

Kn(ţ,z) = Kn{z,ţ), C zeQ, 
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Ex.: 1° Dacă O = {zeCn | \zL\2 + ... + \zn\2 < 1}, i.e. H este bila uni
ta te în C", atunci 

tfQK,*) = ^ , t i e Q . 

este 

2° Dacă O = {zeCn | j ^ | < 1, j = 1, ..., n}, i.e. £1 este polidiscul unitate 
în Cn

t atunci 

Ka(ţ, z) = ! , C z e f l . 
7 U » ( l - ţ A ) « . . . ( l - ^ w ) 2 

Notăm că, pentru orice 2 e £1,KQ {Z, Z) > 0 şi că funcţia 9(2-): = log KQ(Z, Z) este 
strict plurisubarmonică pe Q, deci 

Hn: = V d * i ® d 5 j 

este o metrică hermitiană pe O, numită metrica Bergman. Prin metrică hermi-
tianâ pe o varietate complexă M se înţelege o familie H = {Hx} e ^ cu pro
prietăţile următoare: 1) Pentru orice punct x e M, < . , . > x : = Hx este un 
produs scalar hermitian în spaţiul tangent olomorf T'(M)X; 2) Pentru orice 
hartă locală a = (zL, . . . ,%) a lui ikf şi orice pereche de indici (i,j) s {1, ..., n } , 

funcţia complexă hij pe Ua definită prin h^[x)'. = /— (x), — (%)\ 
\dzi dzj / 

de clasă C00, unde Ua este domeniul lui a. Din 2) rezultă că 

n 

t, ;' = 1 

în sensul că, dacă # e Ua şi u, v e T'(M)X, atunci 
n 

< « , *>># = 5 ] h{j{x) UiVj. (M./.) 

număr cardinal Mulţimea B are acelaşi număr cardinal ca şi mulţimea A 
dacă există o corespondenţă bijectivă între B şi A. Se mai spune că B şi A 
sînt echipotente sau au aceeaşi putere. Relaţia de echipotenţă este o relaţie 
de echivalenţă faţă de care clasele de echivalenţă definesc n.c. Dacă A este 
finită, regăsim numerele naturale (n.c. finite). Dacă A este infinită, obţinem un 
n.c. transfinit. Suma a două n.c. a şi & este un n.c. notat a -j- b şi astfel încît, 
dacă A este de cardinal a, B este de cardinal b iar A şi B nu au elemente 
comune, atunci a + b este n.c. al lui A U B. Produsul ab este, prin definiţie, 
n.c. al produsului cartezian A x B, unde A este de cardinal a iar i? este de 
cardinal b. Numărul ab este cardinalul mulţimii aplicaţiilor unei mulţimi de 
cardinal b într-o mulţime de cardinal a. Numărul a este inferior lui b (se 
scrie a < b) dacă există A de cardinal a şi B de cardinal b astfel încît A 
este echipotenţă cu o parte strictă a lui B, fără ca B să fie echipotenţă cia 
o parte strictă a lui A. Dacă a şi b sînt n.c. finite, atunci a -f- b corespunde 
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numărului de elemente ale mulţimii A [} B (unde cârd A — a, cârd B = b 
şi A f) B = 0 ) , iar a6 corespunde produsului dintre numărul de elemente 
din A şi cel al elementelor din B. Relaţia a < b revine, pentru a şi b finite, 
Ia inferioritatea numerică a lui A faţă de B. Putem deci spune că operaţiile 
şi relaţiile relative la n.c. sînt consistente cu operaţiile şi relaţiile relative la 
numere naturale. N.c. al mulţimii {1, 2, ...., n, ...} se numeşte puterea număra-
bilului şi se notează de obicei cu ^0 (litera ebraică alef prevăzută cu indicele 
zero). N.c. al mulţimii numerelor reale se notează cu litera c din alfabetul gotic 
şi se numeşte puterea continuului, despre care se arată că este strict mai 
mare decît puterea numărabilului. Ipoteza continuului afirmă că între *30 
şi c nu se află un al treilea n.c. După cum au arăta t K. Godel şi P. Cohen, 
ipoteza continuului este consistentă cu sistemul de axiome Zermelo-Fraenkel 
al teoriei mulţimilor dar consistenţa se menţine şi faţa de negaţia ipotezei 
continuului. Mulţimea n.c. este guvernată de proprietatea de trihotomie: 
Fiind date două n.c. a şi b între ele are loc una şi numai una dintre rela
ţiile ; a < b, a = b; a> b. Dacă A este o mulţime nevidă, atunci, după o 
teoremă celebră datorată lui G. Cantor (creatorul teoriei mulţimilor, în a doua 
parte a secolului al XlX-lea), n.c. al lui A este strict inferior n.c. al mulţimii 
părţilor lui A. De aici rezultă că orice n.c. diferit de zero este termenul 
iniţial al unui şir infinit strict crescător de n.c. Să observăm că dacă 
definirea relaţiei constînd în faptul că două mulţimi au aceeaşi putere este 
perfect acceptabilă, definirea n.c. ca o clasă de echivalenţă (definire propusă 
de G. Frege la 1879 şi B. Russell la 1901) este grevată de dificultăţi. De 
exemplu, mulţimea tuturor mulţimilor de un singur element este la fel de 
contradictorie ca şi mulţimea tuturor mulţimilor. Pentru Cantor, n.c. al unei 
mulţimi A este rezultatul unui dublu proces de abstracţie, prin care ignorăm 
at î t natura elementelor din A cît şi ordinea în care ele sînt aşezate. Unii autori 
propun definirea unui n.c. cu ajutorul unei norme: Mulţimea numerelor natu
rale este norma lui X0, R este norma lui c, mulţimea părţilor lui R este 
norma lui 2C ş.a.m.d. O tratare riguroasă în acest sens necesită dezvoltări 
relative la ordine şi la metoda axiomatică. (S.M.) 

număr complex v. corpul numerelor complexe 
număr iraţional v. număr raţional 
număr întreg Să definim o relaţie R între perechi ordonate de numere 

naturale, după regula: <a, b> R <a',b'> dacă a -f- &' = a' + b. Fiind de
finită cu ajutorul unei egalităţi, R este o relaţie de echivalenţă, faţă de 
care clasele de echivalenţă se numesc n.î. Clasa asociată lui <a, a> este, 
prin definiţie, numărul zero. Clasele asociate unor perechi <a, b> pentru 
care a < b definesc n.î. negative. Dacă a > b, atunci se demonstrează că există 
un număr natural c cu proprietatea a — b + c. Se notează c = a — b. în 
cazul general, simbolul a — b reprezintă n.î . asociat perechii < a, b> ', definiţia 
n.î . este consistentă cu statutul numerelor naturale, aşa cum este el stabilit 
de axiomatica lui Peano. Un n.î. este identificat prin oricare dintre reprezen
tanţ i i clasei de echivalenţă care-1 definesc. In cazul particular a > b, n.î. aso
ciat este un n.î. pozitiv. Motivaţia introducerii noţiunii de n.î. este aceea de 
a da sens în cazul general operaţiei de scădere a două numere naturale. Suma 
a două n.î. < a,b> şi <c,d> este, prin definiţie, n.î. < a + c, b -\- d>. 
Se demonstrează că rezultatul operaţiei de adunare nu depinde de alegerea 
reprezentanţilor <a, b> şi < c, d> . Dacă a este n.î. asociat perechii <a, b > , 
opusul —a al lui a este, prin definiţie, n.î. asociat lui <b,a>. Se arată 
că, în raport cu operaţia de adunare, n.î . formează un grup comutativ, avînd 
pe zero ca element de efect nul. Fiind date două n.î. a şi (3, spunem că a este 
mai mic decît (3, şi scriem a < [3, dacă există un n.î. pozitiv y astfel încît 



N U M Ă R N A T U R A L 272 

P = a 4- T- Se mai spuue că p este mai mare decît oc(P > a). Rezultă că orice 
n.î. pozitiv este mai mare decît zero şi orice n.î. negativ este mai mic decît 
zero. Relaţia < este tranzitivă. Fiind date două n.î . a şi p, între ele are loc 
una şi numai una dintre relaţiile: oc < p, a = p, a > p. Fie a şi P două n.î. 
pozitive şi oc', p ' numerele naturale asociate. Definim produsul ap ca n.î. pozitiv 
asociat numărului natural oc'p', unde înmulţirea este aceea relativă la numere 
naturale. Extinderea operaţiei de înmulţire la n.î. oarecare se obţine impunînd 
proprietatea de comutativitate şi de distributivitate faţă de adunare şi scă
dere. Se arată că operaţia astfel obţinută este asociativă. în raport cu ope
raţiile de adunare şi înmulţire, mulţimea Z a n.î. constituie un inel. (S.M.) 

număr natural v. mulţimea numerelor naturale 
număr ordinal, noţiune ce permite „măsurarea" unei mulţimi, „compa

rarea" a două mulţimi cu un instrument mai fin decît cel dat de cardinalul 
mulţimii. Se spune că mulţimile total ordonate A şi B sînt asemenea sau că. 
au acelaşi tip de ordine dacă există o bijecţie / : A -> B astfel ca a' ^ a" => 
=>/(«') ^ / ( a " ) . Subliniem că în tot ce urmează, o relaţie de ordine este o 
relaţie reflexivă, antisimetrică şi tranzitivă. Consideraţiile care urmează se pot 
prezenta şi pentru o relaţie nereflexivă, deci pentru relaţia „x mai mic strict 
decît y", notată în continuare x < y. Relaţia de asemănare este o relaţie de 
echivalenţă, o clasă de echivalenţă astfel generată numindu-se tip de ordine. 
Pentru mulţimea A se notează uneori tipul său de ordine cu [ A | sau ord A, 
Se observă că într-un tip de ordine intră mulţimi care, în particular, au acelaşi 
cardinal. Se pot distinge deci tipuri de ordine finite, cele pentru care cardi
nalul unui element din clasă este finit şi tipuri de ordine transfinite, corespun
zătoare cazului în care mulţimile din tipul de ordine sînt infinite. Toate mul
ţimile (total ordonate) care au acelaşi cardinal finit n, au în acelaşi t imp 
acelaşi tip de ordine, ce se va nota tot cu n. Nu acelaşi lucru se întîmplă în 
cazul mulţimilor infinite, căci, spre exemplu, mulţimile de numere întregi 
(1, 2, ..., w, ...) şi ..., - M , ..., —2, — 1) au acelaşi cardinal şi nu au acelaşi t ip 
de ordine. Se notează cu co tipul de ordine al mulţimii numerelor naturale 
(1, 2, ..., n, ...). Amintim că o mulţime ordonată se spune că este bine ordonată 
dacă orice parte nevidă a sa are un cel mai mic element. Are loc următoarea 
teoremă de caracterizare. Dacă A este o mulţime total ordonată care are un 
prim element, atunci afirmaţiile următoare sînt echivalente: 1) Mulţimea A 
este conţinută în orice mulţime B care i) conţine primul element al lui A 
şi ii) a e B pentru orice a e A astfel încît [x e A \ x < a} a B; 2) A este bine 
ordonată. Deoarece formal din ii) rezultă i), se omite uneori i) din enunţul 
precedent. Cunoscută mai ales în reformularea ce urmează, implicaţia 2) => 1) 
se numeşte principiul inducţiei transfinite: Fie A o mulţime bine ordonată^ 
fie a primul ei element şi pentru fiecare x e A propoziţia P(x). Dacă F{a) 
este adevărată şi dacă P(y) este adevărată de îndată ce P(x) este adevărată 
pentru orice x < y, xeA, atunci P(z) este adevărată pentru orice zeA. 
Este de remarcat că nu se poate deduce de aici principiul inducţiei pentru 
mulţimea numerelor naturale căci acolo această afirmaţie are un caracter 
axiomatic ce permite construcţia însăşi a mulţimii bine ordonate N . Tipul de 
ordine al unei mulţimi bine ordonate se numeşte n.o. Dacă A este o mulţime 
total ordonată şi a e A, mulţimea {x e A \ x < a} se numeşte secţiune a lui A. 
Se spune că n.o. oc este mai mic strict decît n.o. p dacă ex i s t ă^ e a, B e P astfel 
ca A să aibă acelaşi tip de ordine cu o secţiune a lui B ; se notează a < P i a r 

a ^ P are semnificaţia obişnuită. Pentru orice două n.o. oc, P are loc una, şi 
numai una, din relaţiile a = p, oc < p, p < a. Am observat că A e a, B G P 
şi a = p implică cârd A = cârd B; dacă a < p, în general nu rezultă decît 
cârd A ^ cârd B, ceea ce arată că informaţia dată de tipul de ordine este mai 
cuprinzătoare decît cea dată de cardinalul mulţimii. Orice mulţime de n.o. 
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este bine ordonată, are margine superioară şi margine inferioară, aceasta din 
urmă fiind cel mai mic element al mulţimii. Mai mult, pentru orice mulţime dl 
de n.o. există un n.o. (3 astfel ca a < p, V a e ^ , de unde rezultă că {a | a 
n.o.} nu este o mulţime. Se numeşte succesor al n.o. oc, şi se notează oc + 1, 
un n.o. p astfel încît oc < P şi nu există y astfel ca a < y < p. Succesorul se 
dovedeşte a fi unic şi existenţa sa este asigurată, spre exemplu, de următorul 
rezultat: Dacă Xa este mulţimea n.o. mai mici sau egale ca n.o. a, atunci 
n.o. al lui Xa este oc + î, iar n.o. al mulţimii n.o. mai mici strict decît oc este 
egal cu a- Nu pentru orice n.o. a există p astfel ca p + 1 = a. Fie A şi B 
două mulţimi bine ordonate disjuncte, oc şi P tipurile de ordine corespun
zătoare şi pe A U B ordinea a < b dacă a e A, b e B şi în rest ordinea din A 
respectiv B. Cu această ordonare A (J B se dovedeşte a fi bine ordonată şi 
tipul ei de ordine se notează a + p. Analog, luînd b < a pentru orice b e B 
şi ae A se obţine n.o. p + oc. în general, oc + P ¥" P + oc căci, spre exemplu, 
(1, 2, ..., n, ...; oo) cu ordinea naturală este un reprezentant din co + 1 şi evi
dent nu este asemenea cu (oo, 1, 2, ...., w, ...) (cu ordinea dată de scriere) care 
este un reprezentant al lui 1 + co = co. Din existenţa marginii superioare 
rezultă că daca {ocw}MelKr este un şir strict crescător de n.o. există, şi este 
unic, un n.o. a astfel ca 0Ln < oc, Vn e N , şi astfel încît pentru orice p < oc 
există n0 e N astfel ca p < an, Vw > n0. Printr-o analogie evidentă se spune 
că a este limita şirului {an} şi se notează a = lim an. Un n.o. a pentru care 

w->oo 
există p astfel ca p -f- 1 = oc, ceea ce este echivalent cu faptul că nu 
există un şir strict crescător {oc»}« astfel ca a = lim aw, se numeşte n.o. izolat. 

w-*co 
în caz contrar, mulţimea de n.o. {p | p < a} nu are un ultim element şi a se 
numeşte n.o. limită. Orice n.o. izolat oc se poate scrie în mod unic sub forma 
ce = P + n, unde p este un număr limită iar n un n.o. finit. N.o. finite se 
numesc uneori „de prima clasă" iar n.o. pentru care Xa este numărabilă se 
numesc „de clasa a doua". în fine, menţionăm că afirmaţia „orice mulţime 
se poate bine ordona" se dovedeşte a fi echivalentă cu axioma alegerii. No
ţiunea de n.o. a fost generată de necesitatea de clasificare a funcţiilor reale, 
clasificare bazată pe ideea de convergenţă. (Gh.Gr.) 

număr propriu {m unui operator liniar U: X -*• X, unde X este un spaţiu 
liniar), scalar X pentru care există un element nenul xeX astfel ca U(x) = 
= ^x. Sin.: valoare proprie. Elementul x se numeşte element propriu sau 
vector propriu. Mulţimea n.p. poate fi şi vidă. (R.C.) 

număr raţional, număr real de forma mn'1, unde m, n sînt numere întregi, 
n ^ 0. în această definiţie se porneşte de la prezentarea axiomatică a cor
pului numerelor reale ca un corp complet ordonat (v. corpul numerelor reale). 
într-o abordare constructivă se porneşte de la definirea axiomatică a mulţimii 
numerelor naturale, se construieşte mulţimea numerelor întregi şi se defi
neşte apoi n.r. ca fiind o clasă de echivalenţă în mulţimea perechilor ordo
nate (m, n) de numere întregi, n ^ 0, relaţia de echivalenţă fiind definită prin 
(m, n) ~ (mf, »') <=> mn' = nm'. Se notează de obicei cu Q mulţimea nume
relor raţionale şi cu (m, n) clasa de echivalenţă a perechii (m, w^Mulţimea n.r. 
este numărabilă. Operaţiile algebrice: (m, n) + (p, q) = (mq + np, nq), (m, n) • 
. (p} q) = (mp, nq) introduc pe Q o structură de corp comutativ. Cu ordinea. 
(m, n) ^ (p, q) <=> np — mq ^ 0, Q devine corp ordonat, i.e. ordinea este 
totală, x^y=>x+z^y-\-2şi0^x, y => 0 ^ xy. Cu distanţa d(r, p) = 
«= | r — p |, unde | x \ = max (x, —x), mulţimea Q este un spaţiu metric 



N U M Ă R REAL 274 

care nu este complet, completatul său fiind mulţimea numerelor reale. Dezvol
tarea unui n.r. în fracţie zecimală infinită este periodică (v. reprezentarea 
numerelor reale într-o bază). Dezvoltarea canonică a unui n.r. în fracţie con
tinuă normală este finită (v. fracţie continuă). Un număr real care nu este 
raţional se numeşte iraţional. Un număr iraţional care este rădăcina unei 
ecuaţii algebrice a0xn + ... -\- an = 0, unde ai sînt numere întregi se numeşte 
număr iraţional algebric. Numerele iraţionale care nu sînt algebrice se numesc 
transcendente (de exemplu numărul iz sau numărul e). (Gh.Gr.) 

număr real v. corpul numerelor reale 
număr real constructiv, orice şir regulat de numere raţionale. Două numere 

2 
reale {xn} şi {yn} constructive sînt egale dacă | xn — yn \ ^ — • Egalitatea 

n 
este o relaţie de echivalenţă, x — {xn}ne-^r şi y — {yw}welNr sînt egale dacă 
şi numai dacă pentru orice j întreg strict pozitiv exista rrij întreg pozitiv 
astfel încît | xn — yn I ^ V/ de îndată ce n ^ mj. Numărul raţional xn este 
o aproximaţie raţională a lui x. Operaţia de la R la Q care asociază lui 
x pe xn (a w-a aproximare raţională a lui x) nu este o funcţie. (S.M.) 

număr real constructiv strict pozitiv Numărul real constructiv x = {xn}n €^ 
este strict pozitiv dacă există cel puţin un întreg strict pozitiv n pentru care 
xn> \\n\ este pozitiv dacă există n întreg pozitiv pentru care # n ^ l/n. 
Numărul x este strict pozitiv dacă şi numai dacă există un întreg k strict po
zitiv pentru care xm ^ l/k de îndată ce m ^ k. (S.M.) 

număr regulat v. rezoîvantă 
numărabil compact v. spaţiu topologic compact 
numărul e al lui Euler v. funcţia exponenţială 
numărul iz al lui Pifagora v. funcţia exponenţială 
numere conjugate v. spaţii Lv 

numere derivate Fie / : A c R -> R şi fie a un punct din A de acumu
lare bilaterală pentru A. Limitele superioară si inferioară la stînga ale func-

f(x)-f(a) 
ţ j e^ . | n pU I l c tu l a se numesc respectiv numărul derivat superior 

x — a 
la stînga (notaţie D~/(a)) şi numărul derivat inferior la stînga (notaţie D_/(a)) 
ale lui / în a. înlocuindu-se stînga cu dreapta, se obţin numerele derivate 
superior şi inferior la dreapta D+f(a) şi D+ /(a). 
Teorema lui Denjoy-Young-Saks. Pentru o funcţie / : (a, b) -+ R există o 
mulţime E de măsură Lebesgue nulă din (a, b) astfel încît în orice punct din 
(a, b) — E: Două n.d. de aceeaşi parte sînt sau diferite şi atunci cel puţin unul 
este infinit, sau egale şi finite; două n.d. opuse, unul inferior altul superior, sînt 
sau amîndouă finite şi egale, sau infinite, dar de semn diferit (cel superior 
fiind +oo) . {S.M.) 

numere finite, infinite şi infinitezimale (în analiza nonstandard) Fie F 
un cîmp ordonat care conţine strict pe R ca un subcîmp ordonat. In aceste 
condiţii F este nonarhimedian. Un element ae F este un număr infinit mic 
(sau o infinitezimală) dacă \ a \ < r pentru orice număr real pozitiv r. Ele
mentul a este un număr finit dacă | a | ^ r pentru un anume r e R . Elementul 
a este un număr infinit dacă \ a \> r pentru orice r e R. Există în . F \ R 
at î t numere infinitezimale cît şi numere infinite. în F se defineşte o relaţie 
<ie echivalenţă « , două numere a şi (3 fiind echivalente dacă diferă printr-o 
infinitezimală. Orice număr finit se reprezintă într-un singur fel ca sumă 
a unui număr real cu unul infinitezimal. (S.M.) 

numere naturale infinite (în analiza nonstandard) Deoarece fiecărei părţ i 
<S cz R îi putem asocia o extensie S* c R* (v. corpul R* din analiza nonstan-
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dard, numere şi funcţii în analiza nonstandard), vom considera cazul parti
cular S = N . Extensia N* conţine şi numere nonstandard, orice element 
nonstandard din N* fiind infinit; acestea sînt numere naturale infinite. N* 
este nenumărabilă. (S.M-) 

numere şi funcţii (în analiza nonstandard). Există o mulţime R* astfel 
încît: 1) R este o submulţime strictă a lui R*; 2) Fiecărei aplicaţii 
/ a lui Rw în R, n ^ 1, îi corespunde o funcţie / * a lui (R*)n în R*, care 
coincide cu / pe R w ; 3) Fiecărei relaţii n-are A în R, n ^ 1, îi corespunde o 
relaţie «-ară A * în R* care coincide cu A pe R. Egalităţii în R îi corespunde 
egalitatea in R* ; 4) Orice enunţ 5 formulat în termeni de anumite numere şi 
funcţii reale, anumite relaţii în R şi anumite variabile cu valori în R, este 
adevărat în raport cu R dacă şi numai dacă este adevărat în raport cu R*, 
enunţul S* obţinut din 5 prin înlocuirea fiecărei funcţii f{xlt ..., xn) cu funcţia 
corespunzătoare/*, a fiecărei relaţii A cu relaţia A* şi prin extinderea variabi
lelor de la R la R*. Elementele din R sînt numere standard iar cele din 
R * \ R sînt numere nonstandard. Func ţ ia /* este nonstandard iar relaţia A* 
este nonstandard. (S.M.) 

numerele lui Bernoulli, numerele Bn> w > 1, care apar în dezvoltarea 
Taylor 

m = i - X (-
W>1 

1) 
{2n) 

unde / este funcţia definită prin /(O) — 1 şi f(z pentru : e C * , 
ez - l 

e2 — 1 ^ 0. Menţionăm că / este meromorfă pe C cu poli simpli în punc
tele zv = 2v7ii, v =£ 0; în particular / este olomorfă pe discul | z | < 2iz.-
Pentru determinarea coeficienţilor Bn se foloseşte identitatea ezf(z) = z -j-
+ f(z), zeC, din care rezultă imediat relaţia de recurenţă 

(- ̂  {zZ 2) B- + (- 1)nJ {2Z 4) S~ + - + (t) * -
— w -f 1= 0, n > 2 ; 

în particular n.B. sînt numere raţionale. Relaţia de recurenţă de mai sus furni
zează imediat valori pentru primele n.B.: 

-7?i 

Be = 

— , Bo = — , £ 3 = — , B4 
6 30 42 

691 7 n 3617 
, B7 = - , B6 = , 

1730 6 510 

1 B - 5 

30 66 

43867 
j5 _ e t c . 

798 

După identitatea lui Euler avem dezvoltarea Taylor 

2iz . . „ „ . , , V 2*kBkz*k 

z ctg z = iz -j- : iz -f f(2iZ) = 1 
*^ i [2k)! 

valabilă pe discul \ z \ < iz. Pe de altă parte, pe discul \ z \ < iz are loc dezvol
tarea 

2z2 sr V 2z** , \r 2TX2h)z™ 
- i + £ 

n>l Z* — n'K* 
1- S S »>l ft>l n2*7r2* 

• i - S 
£>î 7Ca 
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unde £ este funcţia lui Riemann. Comparînd cele două dezvoltări ale funcţiei 
2 ctg z obţinem formulele remarcabile: 

£(2ft) = i ^— , k> 1; 
(2k)! 

In particular n.B. sînt toate pozitive. Din formulele precedente se obţin valori 
numerice pentru £,(2k), şi anume: 

7T2 7T4 ^ 6 

« 2 ) = * g(4) = " a , «6) = 6 2 • 32 • 5 33 • 5 • 7 

^(8) = etc. 
5 • 33 • 52 • 7 

Mai general, pentru | £ | < 2TT şi orice număr complex £ avem dezvoltării© 

ZQtZ - 1 + 5 ] ^n{t) *n 
ez — 1 w^l w! 

unde coeficienţii cpw sînt polinoame în t date de formulele 

9n(/) = *» - VL tn-i + (n\ Blt»~* -i"1) Ba**"4 + »• 

Acestea sînt polinoame!e lui Bernoulli; ele satisfac relaţia funcţională 9^-f» 
+ 1) — 9»0O = wtfw-1 şi pot fi calculate prin formulele 

, , n\ C ztzăz 
9»M = — \ > u 

27riJ|.|=r s n ( e 8 - l ) 

nde 0 < r < 2rt. 

N.B. joacă un rol important în teoria numerelor, analiza complexă, topologia 
diferenţială, analiza numerică etc. (M.J.) 

O 

obiect v. categorie 
olomorf-convex v. domeniu de olomorfie, varietate Stein 
omeomorfism v. funcţie continuă 
omotetie v. transformare omografică 
omotopia drumurilor v. omotopie, drumuri omotope (în C) 
omotopie Noţiunea de o. corespunde în plan matematic ideii intuitive de 

deformare continuă. Fie X şi S două spaţii topologice (nevide), A o submulţime 
a lui S şi f, g două aplicaţii continue de la S în X astfel încît f(s) = g(s) pen
tru se A. Notăm prin I intervalul închis [0, 1] al dreptei reale. O o. de la / 
la g relativ la A este o aplicaţie continuă <p : Sxl -+ X cu proprietăţile urmă
toare: 1) 9(5, 0) —/(s) şi 9(5, 1) = g(s) pentru orice seS; 2) cp{s,t) = f(s) — 
— g{s) pentru s eA şi te I. Se scrie cp: f ~ g rel. A pentru o o. 9 de la / la 
g relativ la A în cazul A o mulţime nevidă şi 9 :f~gîn cazul A mulţimea 
vidă (în acest ultim caz 9 se numeşte o. de la / la g). O. relativ la A şi, 
în particular, o. sînt relaţii de echivalenţă. Să examinăm mai îndeaproape 
cazul special A — 0 . în aces caz o. este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea 
tuturor aplicaţiilor continue de la S la X. Clasele definite de această relaţie 
de echivalenţă se numesc clase de o. de aplicaţii continue de la 5 la X; clasa 
de echivalenţă a apl ica ţ ie i / : 5 —• X se notează prin [/]. Spaţiile topologice ca 
obiecte şi clasele de o. ca morfisme formează o categorie, numită categoria 
omotopicâ, compunerea în această categorie fiind definită prin [g] o [f] — 
= [gof] dacă / ş i g sînt aplicaţii continue de spaţii topologice şi spaţiul de sosire 
a lui / coincide cu spaţiul de plecare al lui g. O aplicaţie continuă f : S -+ X 
se numeşte echivalentă omotopicâ dacă [/] este un izomorfism în categoria omo
topicâ. Aceasta înseamnă că există o aplicaţie continuă g : X -+ S astfel încît 
gof ~ id,ş şi / o g ~ idx- O proprietate a spaţiului topologic X se numeşte 
invariant omotopie (sau invariant de omotopie) dacă este invariantă la echiva
lenţele omotopice. Orice invariant omotopie este un invariant topologic {i.e 
o proprietate invariantă la omeomorfisme) dar reciproca nu este adevărată. 
Un spaţiu topologic X se numeşte contractibil dacă este omotopie echivalent 
cu un punct, i.e. dacă există o o. de la identitatea lui X la o aplicaţie con
stantă . Orice mulţime convexă (nevidă) I c R n , cu topologia indusă, este un 
spaţiu contractibil. Vom analiza acum un caz particular de o. relativă, şi anume 
o. drumurilor cu capete fixate. Prin drum pe un spaţiu topologic X se înţelege 
o aplicaţie continuă de la un interval închis nedegenerat al dreptei reale cu 
valori în X. Acest interval se ia de regulă I — [0, 1] deoarece orice alt interval 
închis nedegenerat al dreptei reale este omeomorf cu / . Dacă y : I -+ X este 
un drum, y(0) se numeşte originea (sau începutul) lui y iar y( 1) extremitatea 
(SSLU sfârşitul) lui y ; y(0) şi y(l) sînt capetele lui y (sau punctele terminale)', un 
a n i m y se numeşte închis cînd y(0) = y( 1). Inversul unui drum y este drumul 
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y- 1 definit prin y - 1(0 = y( l — t), te I = [0, 1]. Dacă y şi S sînt două drumuri 
astfel încît y(l) = 8(0), drumul y& (juxtapunere) se defineşte prin yS(t) = 
= y(2t) cînd 0 ^ t ^ 1/2 şi y8(f) = 8(2t - 1) cînd 1/2 < * < 1. Dacă drumu
rile y şi 8 au aceeaşi origine y(0) — S(0) şi aceeaşi extremitate y(l) — S(l), 
o o. cu capete fixate de la y la 8 este o o. cp: y ~ 8 rel. {0, 1}. Clasele de o. 
(relativ la rn.uWm.ea {0, 1}) de drumuri închise cu originea (şi extremitatea) 
într-un punct fixat x0eX formează un grup în care înmulţirea este definită 
prin [y] [8] = [yS] şi inversa unei clase [y] prin [y]-1 = [ y 1 ] . Acest grup se 
notează prin nx(X} X0) şi se numeşte grupul fundamental al perechii (X, x0). 
Dacă o este un drum în X cu originea <J(0) = xQ şi extremitatea <x(l) = xlt 
atunci aplicaţia 

TZ^X, x0) 3 [y] i-> [a-xya] e n^X, xx) 

este un izomorfism de grupuri. Un spaţiu topologic X se numeşte conex prin 
drumuri dacă pentru oricare două puncte x0 şi x± ale lui X există un drum y 
pe X cu oiginea y(0) = x0 şi extremitatea y( 1) — xv Dacă spaţiul X este conex 
prin drumuri, grupul iz^X, x0) este independent de x0, abstracţie făcînd de izo
morfisme. In acest caz grupul TC^X, X0) se notează TC^X) şi se numeşte grupul 
fundamental al lui X. De exemplu, grupul fundamental al cercului S1 este 
izomorf cu Z iar grupul fundamental al torului S1xS1 este izomorf cu Z X Z. 
Un spaţiu topologic X se numeşte simplu conex dacă este conex prin drumuri 
şi dacă grupul său fundamental este trivial, i.e. redus la elementul neutru. 
De pildă, orice spaţiu contractibil este simplu conex, de asemenea sfera Sn 

este simplu conexă, pentru n^2, dar cercul S1 şi torul S 1 x S1 nu sînt simplu 
conexe. Un spaţiu topologic X se numeşte local simplu conex dacă orice punct 
al său are o vecinătate deschisă simplu conexă. Varietăţile topologice (în parti
cular varietăţile diferenţiabile şi varietăţile complexe) sînt spaţii local simplu 
conexe. Un spaţiu topologic punctat este o pereche (X, x0), unde X este un spaţiu 
topologic şi x0 un punct în X. Un morfism de la spaţiul topologic punctat (X, x0) 
la spaţiul topologic punctat (Y, y0) este o aplicaţie continuă / : X —• Y astfel 
încît f(xQ) = y0. Dacă / este morfism de la (Ar, x0) la (Y, y0), aplicaţia 
/ * : nx(X, x0) -> TZX(Y, y0), definită prin 

*i(x> # 0 ) 9 M ! ~ ^ U° y ] e ^ ( Y , y<>)> 

este un morfism de grupuri. Spaţiile topologice punctate şi morfismele lor for
mează o categorie iar asocierile (X, xQ) I-> 7ZX(X, X0) ş i / ! - > / * definesc un func
tor de la această categorie în categoria grupurilor. Fie dat un spaţiu topologic X. 
Un spaţiu de acoperire peste X este un spaţiu topologic E împreună cu o apli
caţie continuă p : E —> X cu proprietatea că pentru orice punct x e X se poate 
găsi o vecinătate deschisă U a lui x şi o familie {Eî}ief de submulţimi des
chise Ei ale lui E astfel încît Ei {)Ej = 0, pentru i ^ j , p~x(U) = U &t 

iei 
şi aplicaţia de la Ei la U, indusă de p, să fie un omeomorfism. Dacă (X, x0) 
este un spaţiu punctat, se numeşte spaţiu de acoperire peste (X, xQ) un spaţiu 
punctat (E, e0) împreună cu un morfism p : (E, e0) ~» (X, x0) astfel încît 
(E, p : E -+ X) să fie un spaţiu de acoperire peste X. Presupunînd X conex 
şi local conex prin drumuri, un spaţiu de acoperire p : (E, e0) —*• (X, x0) se nu
meşte universal dacă spaţiul E este simplu conex. 
Teoremă. Fie X un spaţiu conex, local conex prin drumuri şi local simplu 
conex. Atunci: 1) Spaţiul topologic punctat (X, x0) are un spaţiu de acoperire 
universal; 2) Dacă p: (E, e0) -* (X, x0) este un spaţiu de acoperire universal, 
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atunci pentru orice spaţiu de acoperire q : (E', e'0) -*• (X, xQ) există un unic 
morfism 9 : (E, e0) —• (E', e'0) astfel încît qo <p — p. 
în particular spaţiul de acoperire universal al lui (X, x0) este unic pînă la 
izomorfisme de spaţii punctate. (M.J.) 

operator, funcţie definită pe un spaţiu liniar X, sau pe o parte a lui X, 
cu valori într-un spaţiu liniar Y. Fie X şi Y două spaţii liniare cu acelaşi corp 
al scalarilor. Un o. U : X -*• Y se numeşte o. aditiv dacă U(x1 + x2) — U(xx) -f-
+ U(x2), Mxv x2 6 X, şi se numeşte o. omogen dacă U(ax) = <xU(x), oricare a r 
fi elementul xeX şi scalarul a. Un o. aditiv şi omogen se numeşte o. liniar. 
Dacă U şi V sînt doi o. care aplică X în Y, se defineşte suma lor prin (U-\- V)(x) = 
= U(x) -f V(x), \fxeX, iar produsul cu un scalar X al lui U, prin (lU)(x) = 
= lU(x), \fxeX. Dacă X, Y,Z sînt spaţii liniare (cu acelaşi corp al scala
rilor) iar U: X -> Y şi V : Y -* Z doi o., se defineşte produsul lor VU prin 
formula {VU) (x) = V{U(x)), \fx e l . Pentru un o. U : X -> X se poate defini 
puterea Un, 2 ^ n, n e N , prin Un=UUn-1 cu convenţia U1 = U. O. I : X-+X 
definit prin I(x) = x, \fx e X, se numeşte o. identitate pe X. Dacă E este o 
submultime convexă a lui X, un o. U : E —> Y se numeşte o. afin dacă 
U(ax + (1 - a) y) = KU{X) + (1 - a) U(y), V#, y € £ , Va e [0, 1]. (i?.C.) 

operator aditiv v. operator 
operator afin v. operator 
operator autoadjunct Fie X un spaţiu Hilbert şi £{X) mulţimea operato

rilor liniari şi continui care aplică X în X. Dacă U e J2(X) şi dacă (U(x), y^ = 
= (x, U(y)y, \fx, y e X, unde <(.,.)> este produsul scalar care generează norma 
lui X, atunci U se numeşte o.a. Pentru orice operator U e J2(X) există U* e £(X) 
astfel ca (U(x), y)> = (x, U*(yY), Vx, y eX. Operatorul U* se numeşte adjunc
tul lui U. Operatorul U este autoadjunct dacă şi numai dacă U = U*. Un o.a. 
U se numeşte o.a. pozitiv dacă (U(x), x)^§, \fxeX. Dacă U e £(X), atunci 
UU* este un o.a. pozitiv. în particular dacă U este un o.a., atunci U2 este un 
o.a. pozitiv. Dacă U şi V sînt o.a. pozitivi pe spaţiul X şi dacă UV = VU, 
atunci UV este un o.a. pozitiv. Pentru orice o.a. pozitiv U există un o.a. po
zitiv V şi numai unul, astfel ca V2 = U. Operatorul V se numeşte rădăcina 
pătrată pozitivă a lui U. Presupunînd că U este un o.a. pozitiv cu \\U\\ = 1 
şi definind prin inducţie: 

V± = 0, Vn+1 =Vn+l(U- VI), 

se poate demonstra că există V(x) = lim Vn(x), \fxeX, şi V reprezintă 
n 

rădăcina păt ra tă pozitivă a lui U. Fie acum U un o.a. oarecare pe spaţiul X 
şi să punem 

co(t7) = i n f {<U(x), x> \\\x\\ = 1}, 

C1(U) = sup {<U(x), x>\ \\x\\ = 1}. 

Mulţimea numerelor proprii ale operatorului U este conţinută în segmentul 
[o>(£/), Q(U)]. Un scalar X este număr propriu pentru U dacă şi numai dacă 
închiderea mulţimii (U — }J) (X) (unde I este operatorul identitate) nu coin
cide cu X. Mulţimea £(X) este o algebră Banach unitară dacă se consideră 
operaţiile obişnuite cu operatori şi norma ||Z7|| = sup {||Î7(#)|| | ||#|| ^ 1}. 
Se poate deci vorbi de rezolvanta şi spectrul unui element din J2(X). Să notăm 
cu si(X) mulţimea o.a. care aplică X în X. Fie U e srt(X). Pentru ca un 
scalar X să fie număr regulat pentru operatorul U este necesar şi suficient ca 
(U— XI) [X) =X. Se poate de asemenea arăta că X este un număr regulat pentru U 

rn.uWm.ea
file:///fxeX
file:///fxeX
file:///fxeX
file:///fxeX
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dacă şi numai daca există un număr p > 0 astfel ca ||t/(#) — X x\\ ^ p||#||» 
V# e X. în consecinţă, un scalar \i aparţine spectrului lui U dacă şi numai dacă 
există un şir {xn}neiKr de elemente din X cu ||#»|| — 1, Vw e N, şi astfel ca 
lim (U(xn) — \ixn) — 0. Spectrul operatorului U este conţinut în segmentul 

n 
[cx)(U), £l(U)] iar numerele <a(U), Q(U) aparţin spectrului. Un o.a. compact nenul 
are cel puţin un număr propriu nenul şi orice număr nenul care aparţine spec
trului operatorului este un număr propriu pentru acelaşi operator. în cazul 
unui o.a. definit pe un spaţiu Hilbert complex, orice număr complex X = 
= a -f- ip cu p ^ 0 este un număr regulat. Fie acum U un o.a. oarecare pe 
spaţiul Hilbert X. Pentru orice număr real X fie U% = U — XI, fie V^ rădăcina 
pătrată pozitivă a lui U\ şi F\ proiectorul generat de subspaţiul{#e X\Ux[x)°* 
— ^ x M } * Funcţia gv : R -> £(X), definită prin gv(\) — I — P^, se nu
meşte funcţia spectrală a lui U şi are următoarele proprietăţi: 

1) gufr)gu(V-) =guMguM, VX, [ x e R ; 

2) X < [i=>gvCk) < guM; 

3) Hm (gu(k)) (x) = (gu([L)) (x), MxeX; Vp i eR ; 
x-»p, 

4) \ ** <*(U) => guţk) =0; 

5) X > Q(U)*>guţk) = I. 

Să considerăm acum un număr real s > 0 oarecare. Dacă A este o diviziune a 
intervalului [co(Z7), Q.(U) + e] cu punctele X0 = u>(U) < "kx < ... < X» =» 
= 0,(11) + e, iar Zjel'kj, Xj+i], j — 0, 1, ..., n— 1, se notează 

« - l 
S(A) = J ] 5*(&KXi+1) - ^(X,-)). 

n-\ 
Punînd v(A) = max (X^+1 — X;), avem \\U — 5(A)|| < v(A). Rezultatul se 

j=0 
ra(U)+s 

poate exprima sub forma U = \ X dgu(\). (R.C.) 
Jo>(U) 

operator biaditiv, funcţie U definită pe un produs cartezian X x Y d© 
spaţii liniare, cu valori într-un spaţiu liniar Z satisfăcînd condiţiile: 

U(x, + x2, y) = U(xv y) + U(x2, y), \fxv x2eX,\fyeY; 

U(x, yx + y2) = U(x, yi) + U(x, y2), V# e X, Vyx, y2 e Y. 

Dacă £7 satisface în plus condiţia 

U(kx, y) - U(x, Xy) = \U(x, y), MxeX, V y e Y , VXeT, 

unde r este corpul scalarilor (presupus acelaşi pentru spaţiile X, Y, Z), atunci U 
se numeşte operator biliniar. DacăZ = r , se obţin definiţiile noţiunilor de funcţio
nală biaditivâ şi de funcţională biliniar ă. Dacă X, Y, Z sînt spaţii liniare ordonate, 
un o.b. U : X x Y —• Z se numeşte o.b. pozitiv dacă din 0 ^ # e X ş i 0 ^ y e Y 
rezultă U(x,y) ^ 0 ; un o.b. U : XxY ~+ Z se numeşte o.b. regulat dacă 
U =XJ1 — U2, unde Ul şi U2 sînt o.b. pozitivi. Dacă Z = R se obţin definiţiile 
noţiunilor de funcţională biaditivâ pozitivă şi de funcţională biaditivâ regulată. 
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Fie -X" şi Y spaţii liniare reticulate iar Z un spaţiu liniar complet reticulat. Să 
siotăm cu 92 (-E, i7) mulţimea operatorilor regulaţi între două spaţii liniare 
ordonate E, F. Mulţimea o.b. regulaţi care aplică XxY în Z este un 
spaţiu liniar complet reticulat izomorf (ca spaţiu liniar ordonat) cu spaţiul 
ctt(X, 92(Y,Z)). (R.C.) 

operator biliniar v. operator biaditiv 
operator coerciv v. operator monoton 
operator compact, operator liniar U între două spaţii liniare topologice 

X şi Y pentru care există o vecinătate 5 a originii în spaţiul X astfel ca mulţimea 
n 

U(S) să fie relativ compactă. Orice operator de forma U(x) = \ \ fj(x) yj, 

x e X, unde yj e Y iar fj este o funcţională liniară şi continuă pe X, reprezintă 
un o.c. numit operator liniar şi continuu de rang finit. Dacă X este un spaţiu 
liniar normat iar Y un spaţiu liniar topologic, un operator liniar U: X -> Y 
-este compact dacă şi numai dacă pentru orice submulţime mărginită A cz X, 
mulţimea U(A) este relativ compactă. Mulţimea 9C(Xf Y) a o.c. care aplică 
un spaţiu liniar normat X într-un spaţiu liniar topologic separat şi complet Y, 
este un subspaţiu liniar închis al spaţiului J2(X, Y) al operatorilor liniari şi 
continui (care aplică X în Y) înzestrat cu topologia convergentei mărginite. 
{R.C.) 

operator complet continuu, operator U între două spaţii liniare topologice X 
şi Y, care este continuu şi care are proprietatea că pentru orice mulţime măr
ginită A cz X, mulţimea U(A) este relativ compactă în Y. Dacă X este un 
spaţiu Banach, U : X -> X un o.c.c. şi dacă E este o submulţime convexă, 
închisă şi mărginită a spaţiului X astfel ca U(E) <zz E, atunci U are un punct 
fix în E (i.e. există x0eE astfel ca U(x0) — x0). (R.C.) 

operator (co)-continuu v. operator regulat 
operator cvasinilpotent v. măsură spectrală 
operator de închidere (pe mulţimea X), aplicaţie T definită pe mulţimea 

părţilor mulţimii X, cu valori tot în mulţimea părţilor lui X, avînd proprietăţile: 
i) f ( 0 ) = 0 ; ii) A<=:T(A)> V^cX" ; iii) T(A U B) = T(A) U T(B), A, B cz'x; 
iv) T(T(A)) = T(A), \/A a X. Fie T un o.î. pe mulţimea X. Fie <? = 
= {F \F cz X, T(F) = F}, ¥ = {X\F \Fe9}. Atunci V este familia mul
ţimilor deschise într-o topologie T pe X iar T(A) este închiderea lui A în această 
topologie (teorema lui Kuratowski). (Gh.Gr.) 

operator derivabil Frechet v. derivata Frechet 
operator derivabil Frechet la dreapta (la stînga) v. derivata Frechet late

rală 

operator deschis, operator U între două spaţii liniare topologice X şi Y 
avînd proprietatea că pentru orice submulţime deschisă A a lui X mulţimea 
U(A) este deschisă în Y. Dacă X şi Y sînt spaţii Frechet iar U: X —• Y este 
un operator liniar şi continuu astfel încît U(X) == Y, atunci U este un o.d. 
(teorema aplicaţiei deschise). (R.C.) 

operator de tip principal, operator diferenţial sau pseudodiferenţial pentru 
care varietatea caracteristică nu are singularităţi. Analitic, acest fapt se tra
duce prin: dacă pm(x, £) = 0, atunci gradX)ţp(x, £ ) # 0 , pm(x, 5) fiind simbo
lul principal al operatorului p. Aceşti operatori au fost introduşi, în cazul 
coeficienţilor constanţi, de Hormander şi s-au dovedit ulterior operatorii 
despre care s-au pu tu t obţine cele mai multe rezultate generale (v. propagare 
de singularităţi, rezolubilitate locală şi globală). (G.G.) 

operator diferenţiabil Frechet v. derivata Frechet 
operator diferenţiabil Gâteaux v. diferenţiala Gâteaux 
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operator diferenţial liniar Fie £1 o mulţime deschisă din spaţiul euclidian Rw„ 
Un o.d.l. L, de ordin cel mult m, definit în Q,, este un operator liniar definit pe 
spaţiul C°°(n) cu valori în C°°(Q,), dat de 

u ~+ Lu — YJ a<Ax) D*™* (*) 

tinde aa(x) sînt funcţii de clasă C00, a un multiindice, a ={av ..., aw) cu a * € N , 

D a = iar |cc|=ai,...,an- I*1 m ° d analog, dacă E este un alt spaţiu 
n dx*i...Bx? 

de funcţii (închis faţă de operaţia de derivare, cel puţin pînă la ordinul m) 
sau de distribuţii, iar aa sînt funcţii multiplicatori în spaţiul respectiv), atunci (*) 
defineşte de asemenea un o.d.l. Un sistem de operatori diferenţiali va fi un ope
rator L : (C°°(0))w -+ (C°°(Q))P dat de u-= j ^ 1 ~+ Lu = A(x, D)w, unde 

A(x, D) este o matrice de tip pxm, de coeficienţi Ai$(x, D) operatori diferen
ţiali scalari. Se pot considera operatori pe varietăţi diferenţiabile şi, mai 
general, operatori între secţiunile unor fibraţi vectoriali pe asemenea varietăţi. 
în general, dacă V este o varietate diferenţiabilă de clasă C°° de dimensi
une 7̂  şi £, = (E, p, V), respectiv t] = (F, q, V), fibraţi vectoriali pe V, 
de rang r, respectiv s, un operator diferenţial L de la fibratul \ la fibratul f) 
este un operator R-liniar (resp. C-liniar dacă fibrările sînt complexe), L : 
:C°*(F, S)-»C°°(F, TJ), unde C°°(V, £), C°°(F, t)) sînt spaţiile secţiunilor de clasă 
C00 ale fibraţilor £, respectiv YJ, dat în vecinătatea fiecărui punct de o expresie de 

forma ZJ a<x{%) Da> cu aa matrice de tip (sxr) de clasă C00. Proprietatea carac-

teristică a unui operator diferenţial este cea de localitate: anume, este sufi
cient, şi evident necesar, ca un operator liniar L : C°°(F, £) -» Crx(V, TQ) să 
aibă proprietatea ca, pentru orice secţiune u e C - (V, £) să avem supp JLs cz 
c: supp 5 pentru ca L să fie operator diferenţial în sensul definiţiei de mai sus 
(teorema lui Feetre). O caracterizare a o.d.l. de ordin cel mult m este dată de 
următorul rezultat. Fie L o aplicaţie liniară L: C°°(F, £) -> C°°(F, TJ) CU urmă
toarea proprietate de continuitate: dacă {wv} este un şir de secţiuni din C°°(F, 
£), ce converge local uniform către u împreună cu toate derivatele de ordin 
cel mult m, atunci {Luv} converge uniform pe mulţimile compacte din V către 
Lu. în acest caz L este un operator diferenţial de ordin cel mult m dacă şi numai 
dacă funcţia e~iX^a) {L(u elA^) (a)} este, pentru orice aeV, orice secţiune 
ueC°°(V, \) şi orice funcţie / e CX(F), un polinom de grad cel mult m 
în X. (G.G.) ' 

operator difuz v. operator regulat 
operator discret v. operator regulat 
operator disjunctiv v. operator regulat 
operator eliptic Fie F(x, D) = 2 > a M D a u n operator diferenţial liniar 

de ordin m. Operatorul P se numeşte eliptic în punctul x dacă Pm{x'> £) = 0 
implică 5 = 0. Aceasta revine la a cere simbolului principal al lui P de a fi injectiv. 
în general, dacă F este un operator între secţiunile a doi fibraţi vectoriali 
F: C°°(0, £)-> C°°(Q, F) , el se numeşte eliptic dacă simbolul său principal o y 
: £ X Q P ( Q ) -~>F este o aplicaţie injectivă. Proprietatea de injectivitate sugerează 
o anume invertibilitate (care are loc în spaţial operatorilor pseudodiferenţiali şi 
din acest motiv ecuaţiile eliptice (resp. o.e.) au proprietăţi remarcabile de existen
ţă, finitudine a spaţiului soluţiilor, respectiv de regularitate. în cazul o.e. scalari 
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cu coeficienţi constanţi, aceştia sînt hipoeliptici şi sînt singurii operatori hipoe-
liptici fără caracteristici reale multiple. Pe de altă parte, sînt singurii operatori 
cu coeficienţi constanţi care sînt analitic hipoeliptici. în sfîrşit, orice mulţime 
deschisă O este F-convexă în raport cu F dacă P este eliptic. Acesta implică 
existenţa soluţiilor ecuaţiei F(D)u =f pentru orice Q% (O), unde <2)j£(Q) este 
spaţiul distribuţiilor de ordin finit în O, în cazul în care F este eliptic. Faptul 
de a fi eliptic atrage m — 2py cu excepţia cazului m — 1. în cazul cînd opera
torul F(x, D) are coeficienţi complecşi, se consideră aşa-numiţii operatori tare 
eliptici. Dacă F(x, D) este de ordin m — 2p el este tare eliptic dacă 
(— l p R e / J ] aa(x)%x\> 0 pentru orice £ ^ 0. El este uniform tare 

l|a|=2£ / 
eliptic în £1 dacă există c 0 > 0 astfel încît 

( - l ) » R e { £ aa{x)ţ«\>c0\W* 
\\a\=2p ) 

pentru orice xe Q,. în sfîrşit, F(x, D) este propriu eliptic dacă ecuaţia în X, 
pm(%> ţ + lţ') — 0 are p rădăcini cu parte imaginară pozitivă şi p rădă
cini cu parte imaginară negativă. Orice operator tare eliptic este propriu 
eliptic, reciproca fiind adevărată doar pentru operatorii de ordin 2. Pentru 
n > 2, orice o.e. este propriu eliptic şi în acest caz toate definiţiile de mai sus 
sînt echivalente. în cazul operatorilor tare eliptici este valabilă inegalitatea lui 
Gârding care permite utilizarea metodelor de analiză funcţională în rezol-

N 
varea problemelor de limită (v. problema lui Dirichlet). Fie S] F^(D) Uj = Fi, 

i - 1 
i = 1, ..., N, cu Fij(D) operator diferenţial liniar. Sistemul este eliptic 
(sau eliptic în sensul lui Douglis-Nirenberg) dacă există numere nenega
tive tj,Sj,j= 1, ..., A7, astfel ca fiecare operator P ^ să fie de ordin 
cel mult tj — Sj^şi dacă F°tj este partea sa principală, det (F?j(£))= 0 să 
implice £ = 0. în cazul sistemului redus la o singură ecuaţie se regăseşte 
definiţia uzuală a elipticităţii. Dacă F$; au coeficienţi variabili, definiţia 
elipticităţii este aceeaşi, cerînd în plus ca întregii tj şi Sj să nu depindă de punctul 
considerat. Definiţia de mai sus a elipticităţii unui sistem este echivalentă cu 
existenţa unor evaluări apriori ce asigură existenţa (în cazul coeficienţilor con
stanţi) a unei soluţii fundamentale cu bune proprietăţi locale, iar existenţa unei 
astfel de soluţii fundamentale permite regăsirea proprietăţilor uzuale de exis
tenţă şi regularitate din cazul scalar. O.e. cu coeficienţi analitici sînt analitic 
hipoeliptici (teorema lui Fetrovski) şi se bucură de o proprietate de aproximare 
a soluţiilor de tip Runge (teorema lui Malgrange). în sfîrşit, dacă operatorul 
diferenţial de ordin m, F(x, D) cu coeficienţi indefinit derivabili este eliptic şi 
este definit pe o mulţime deschisă O, iar K este o mulţime compactă inclusă 
în Q, restricţia lui P la K, considerată ca operator de la spaţiul Hm(K) la H°(K) = 
= L2(K), are nucleul de dimensiune finită şi imaginea închisă. (Acest rezultat 
este adevărat şi, mai general, dacă se consideră o.e. generali, definiţi pe secţiu
nile unor fibraţi vectoriali şi restricţia lor la mulţimi compacte.) Rezultă de 
aici, în virtutea regularităţii soluţiilor ecuaţiei omogene, că dacă F este un 
o.e. general pe o varietate compactă V, nucleul său şi imaginea sa sînt de di
mensiune, respectiv, codimensiune finită, considerîndu-se P definit de la C°°(V, 
£) ->• CX(V, Y]), deci că F este de indice finit. Acest indice se poate exprima cu 
ajutorul unor invarianţi topologici (teorema Atiyah-Singer) şi acest rezultat 
profund are implicaţii importante. De altfel, operatorii pseudodiferenţiali 
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au fost studiaţi pentru prima oară în legătură cu demonstraţia iniţială a teo
remei Atiyah-Singer. în ceea ce priveşte ecuaţiile (sau, mai general, sistemele) 
neliniare de ordin m de forma 

Ft{x, u, Daw) = 0, 

unde u — (ul(x)) ..., UN(%))* i ~ !>••-, A7/, cu A7' ^ A7, iar a parcurge toţi mulţi-
indicii de lungime cel mult egală cu m, se numesc ecuaţii (resp. sisteme) eliptice 
dacă următorul sistem liniar asociat este eliptic: 

\ofer 8(DV) K } 

în condiţii largi de regularitate, dacă AT/ = A7, sînt valabile teoreme de existenţă 
şi regularitate locală pentru astfel de sisteme neliniare eliptice. (G.G.) 

operator Hilbert-Schmicit v. alternativa lui Fredholm 
operator hiperbolic Fie F(D) un operator diferenţial liniar de ordin m 

cu coeficienţi constanţi şi Fm{£,) simbolul său principal. Se spune că operatorul 
P(D) este hiperbolic faţă de vectorul real AT (sau faţă de hiperplanul definit de 
N) dacă: 1) Fm(N) ^ 0, i.e. N nu este caracteristic; 2)^ Există un număr 
T0 astfel încît r(E, + ÎTA7) ^ 0 pentru ţ e R B şi T > T0. în particular, dacă 
operatorul F este omogen, el este hiperbolic în raport cu N dacă şi numai dacă 
F(N) ^ 0 şi ecuaţia în T, F(£, -f TAT) = 0, are doar rădăcini reale pentru \ 
real. Interesul acestei definiţii este că ea caracterizează operatorii liniari 
pentru care problema lui Cauchy are soluţii, anume dacă H este semispaţiul 
definit de A7, {{xf A7> ^ 0}, şi dacă ecuaţia F(D) u = / are o soluţie u în <2)*(Ra) 
cu supp u c H pentru orice feCo (H), frontiera lui H nefiind caracteristică, 
atunci F(T>) trebuie să fie hiperbolic; reciproc, pentru orice fe C2)*(RW), cu 
supp / cr H, şi dacă F(D) este hiperbolic în raport cu A7, ecuaţia F(D) u — j 
are o soluţie unică u cu suportul în H. O astfel de ecuaţie se numeşte ecuaţie 
hiperbolică. Dacă F(D) este hiperbolic în raport cu AT, atunci el are o soluţie 
fundamentală E cu suportul conţinut în semispaţiul H definit de AT şi, de fapt, 
suportul lui E este conţinut într-un con determinat precis. Reciproc, existenţa 
unei soluţii fundamentale cu suportul într-un con implică hiperbolicitatea 
într-o direcţie convenabilă a lui F(D). Dacă F(D) = \ \ a a D a este hiperbolic 

în raport cu Ar, rezultă că şi partea sa principală Pm(D) = \ \ a a D a este hiper-
jcc|=ra 

bolică în raport cu AT, dar reciproca nu este adevărată; spre deosebire 
de cazul operatorilor de tip eliptic, termenii de ordin inferior influenţează 
hiperbolicitatea. Operatorul F(D) de ordin m este strict hiperbolic (sau hiper
bolic în sensul lui Fetrovski) în raport cu N dacă: 1) A7 nu este caracteristic 
pentru P ; 2) Ecuaţia în T, Fm(£ + TA7) = 0 are doar rădăcini reale simple 
pentru orice \ real care nu este proporţional cu AT. Operatorii strict hiperbolici 
sînt acei operatori F pentru care F şi Pm sînt simultan hiperbolici. în cazul o. 
h. cu coeficienţi constanţi, Petrovski şi apoi Atiyah-Bott-Gârding au studiat 
în mod foarte amănunţi t dependenţa soluţiei problemei lui Cauchy de datele 
iniţiale, în particular existenţa lacunelor. Dacă F{x, D) este un operator 
diferenţial liniar cu coeficienţi variabili de ordin m, se poate da o definiţie a 
hiperbolicităţii analogă celei de mai sus, dar în acest caz este adesea mai utilă 
reducerea ecuaţiei la un sistem de ordin 1, prin intermediul unor operatori 
pseudodiferenţiali. Se presupune că x = (t, xv ..., xn-i) = (t, x') şi că opera-
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torul P(x, D) este hiperbolic în raport cu t = 0. în acest caz F(x, D) se va 
putea scrie sub forma 

F(t. x; D,, D.) = [~Ţ - 2 am-i{t, *', D.) i - \ . 

unde am-j este un operator liniar în variabila x', de ordin m—j, depinzînd de 
parametrul t. Ecuaţia F(x, D)u — / se reduce la un sistem de ordin 1 de ecu
aţii pseudodiferenţiale, de forma 

Reducerea se face (în ipoteze destul de generale), punînd 

ux = Au u, u2 = ~ - A u,..., um = • ^ u, 

unde transformata Fourier a lui (Aw) este (1 + [^2|)1/2w(?). în general, ope-

ratorul K este hiperbolic (simetric) dacă K + K* e PS (0, 1, 0), unde 
dt 

K— K(t) este o familie de operatori pseudodiferenţiali din PS(1, 1,0), iar 
K* este adjunctul lui K. Aici prin PS (m, 1, 0), unde m — 0, respectiv 1, 
se înţelege spaţiul operatorilor pseudodiferenţiali de ordin 1, respectiv 0, 
definiţi de 

F(x, D) u = 2n-nn [p{x, l') e**' ^ufc') d ? ' ; 

£' este variabila duală a lui x', simbolul p (xf, £') verificînd pe orice mulţime 
compactă K evaluări de forma 

|DP .D£#(* ' . 5 ' ) | « c j r i B j ( J ( i + \i>\)m-\«\ 

oricare ar fi a, (3. Pentru astfel de sisteme problema lui Cauchy are o soluţie 
locală şi este corect pusă. Dacă operatorul K este de forma K — Kx -f- i^o 
cu K0E PS(0,1, 0) şi simbolul său principal aK (x'', ZJ) are pentru orice (#', %) 

fixat, cu 15'| > 1> valori proprii imaginare si distincte, — — K este denu-
Bt 

mit strict hiperbolic. Rezultatul fundamental este ca soluţia problemei lui 
Cauchy are o soluţie unică u pentru orice dată iniţială q>eHs(Tn) şi orice 
membru drept feC ([0, *], Hs{Tn)) c u « e C([0, / ] , Hs{Tn)) de îndată ce ope-

ratorul K este strict hiperbolic; aici Tn este torul w-dimensional. 

A. Calderon a utilizat pentru prima oară operatorii preudodiferenţiali în 
studiul existenţei şi unicităţii problemei lui Cauchy. Sistemele hiperbolice 
apar în numeroase probleme; astfel sistemul lui Dirac este hiperbolic dar 
nu este strict hiperbolic. (G.G.) 

operator hipoeliptic Un operator diferenţial liniar cu coeficienţi indefinit 
derivabili F(x, D) se numeşte hipoeliptic într-o mulţime deschisă £1 din R * 

file:///ofer
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dacă pentru orice ue(D*(Q) din faptul că F(x, D) u este indefinit derivabiî 
rezultă că u este indefinit derivabiî, i.e. pentru orice distribuţie u din O, 
sing supp u = sing supp P(D) u, unde cu sing supp T s-a notat suportul singular 
al distribuţiei T. în particular, în acest caz toate soluţiile ecuaţiei omogene 
P (x, D) u = 0 sînt indefinit derivabile. în cazul operatorilor cu coeficienţi 
constanţi, există o caracterizare completă a o.h., datorată lui Hormander. 

Fie P (D) un astfel de operator si P ( a )(£) = i i i - . . Atunci 

^ -» 0 cînd £ -* oo în Rw , pentru orice a # 0, este condiţia necesară şi 

suficientă de hipoelipticitate. Există variante ale definiţiei hipoelipticităţii, 
anume un operator cu coeficienţi reali analitici este analitic-hipoeliptic dacă 
soluţia u a ecuaţiei F (x, D) u — f este analitică acolo unde membrul drept / 
este analitic. în cazul în care operatorul P este cu coeficienţi constanţi, aceasta 
este echivalent cu existenţa unor soluţii fundamentale analitice în afara ori
ginii, şi parţial hipoeliptic dacă este hipoeliptic în raport cu o parte din varia
bile. în cazul operatorilor cu coeficienţi variabili situaţia este mult mai deli
cată şi se cunosc doar condiţii suficiente. Dintre acestea cea mai profundă este 
Teorema lui Hormander. Fie 

P = F (x, D) = 2 ^ + X0 + c(x), x e Rw , 

Xj operatori liniari de ordin 1 cu coeficienţi indefinit derivabili cu valori 
reale iar c(x), de asemenea indefinit derivabilă, poate avea valori complexe. 
Dacă algebra Lie generată de cîmpurile de vectori Xj are rang constant în 
fiecare punct şi acest rang este chiar n, atunci P este hipoeliptic. 
între o.h. şi cei local rezolvabili există o legătură strînsă: transpusul 
unui o.h. este local rezolvabil, ceea ce explică în parte interesul deosebit 
acordat o.h. (G.G.) 

operator integral Fourier, o importantă generalizare a noţiunii de operator 
pseudodiferenţial. Pentru a fi definit se consideră expresii de forma 

7<p,<» = \ \ elCP(*,G) u(x> 6 ) u(x) âx d 0> Vw e c<5°(^)> 

unde a este definită pe mulţimea deschisă D, X HN, iar 9 este o funcţie din 
C°°(Ox (R^NJO})). O astfel de integrală însă nu are sens decît dacă se impun 
funcţiilor a(x, 8), numită amplitudine, şi cp(#, 8), numită funcţie de fază, o 
serie de condiţii. în mod uzual se cere c a a e S™,8(QxR^) iar <p să verifice: 
1) <p(#, 7$) = \<?{x, 8) pentru orice x e Q., X > 0, 8 e R N \ { 0 } ; 2) Dacă 
<p(#, 8) = 0, cu 8 # 0, atunci ] y'x{x, 8) | + \^(x, 8) | & 0, unde 

' - f i i 9̂ \ . _ [ g? J9_\ 
[dx^"" dxn) 0 1 b\ "" ' d§n) 

în aceste condiţii I „ iu) se defineşte ca fiind Hm I - (w), unde di£ (6) — 

= ^(e8), cut|iO funcţie din C™(RN), <]>(0) = 1. Prin integrări prin părţ i repe
ta te / s (u) se reduce la o integrală convergentă şi se verifică că rezultatul 

trecerii la limită nu depinde de alegerea funcţiei ty (cu proprietăţile indicate). 
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Astfel de integrale se numesc integrale oscilante. Dacă Q. = X x Y, cu X mul
ţime deschisă în RM l şi Y mulţime deschisă în RW2 , atunci aplicaţia 

f f icp(#, y, 6) 
x —• Au(x) = % \ e a(#, y, 8) w(y) dy d8 

defineşte o funcţie de clasă C°° dacă cp este o funcţie de fază şi a e 5 ^ 5 (£1 x R ^ j . 
Funcţionala liniară 

C0(X) 9 it -> {Au, v) = \\\eMX'y'Q) a{x,y, 0) v{x) u(y) dx ăy d0 

este o distribuţie pe mulţimea deschisă X şi aplicaţia A astfel definită de la 
Cfî*(Y)-+Q*(X) este liniară şi continuă; ea se numeşte o.i.F. definit de simbo
lul a şi de funcţia de fază 9. Dacă funcţiei de fază 9 i se cere să îndeplinească 
condiţia |qpy| -f- l 9 i | # 0 pentru 0 = 0, atunci aplicaţia A este liniară şi conti
nuă de la Co°(Y) —• CX(X) şi se poate prelungi la un operator liniar continuu 
A : <S*(Y) —• ţb*(X). In aceste condiţii operatorului A îi corespunde un nucleu 
KAecb*{XxY) definit de integrala oscilantă 

< KAi « ) = u \ e * u (x, yt 0) u(x, y) dx dy d0 

pentru orice UG C^(XxY). în acest mod s-a dat ceea ce se numeşte defi
niţia locală a o.i.F. De remarcat că în cazul în care cp(x, y, 0) este liniară se 
regăseşte definiţia operatorilor pseudodiferenţiali. Dar diferite funcţii de fază 9 
şi diferite amplitudini (simboluri) a pot da naştere unui aceluiaşi o.i.F. Se 
poate da o definiţie geometrică a o.i.F. legată de aşa-numitele varietăţi lagran-
giene din .fibratul cotangent (v. spaţiu simplectic) care explică ambiguitatea 
semnalată mai înainte. O.i.F. joacă un rol însemnat în studiul şi reducerea 
operatorilor diferenţiali (sau pseudodiferenţiali) la forme mai simple. Pro
prietatea cheie este posibilitatea de a calcula frontul de undă a unei 
distribuţii definite de o integrală oscilantă. Astfel, fie a e Sp ' cu p > 0 
şi 9 e Cy~(£lx (Rw \{0})) o funcţie de fază cu proprietatea că d, ^{x, 0) ^ 0 
pentru orice (x, 0) eQ, X (RA"\{0}). Dacă se defineşte suportul esenţial al simbo
lului a, notat cu es supp a, ca cea mai mică submulţime conică a mulţimii 
O x R A \ { 0 } în afara căreia a e 5 - 3 0 , atunci A fiind distribuţia definita de 
integrala oscilantă 

H-h u(x, t) u(x) dx d0 u e CQ (Q), 

frontul de undă WF(a) fiind inclus în mulţimea 

{(x, d#9(#, 0)) cu (x, 0) e es supp a, dQ(y(x, 8)) = 0}; (*) 

se vede că mulţimea punctelor critice în raport cu variabila de fază joacă 
un rol determinant în calculul frontului de undă. Pentru o.i.F. definiţi global, 
locul mulţimii (*) este luat de o varietate lagrangiană din fibratul cotangent, 
ceea ce face ca distribuţiile date de integrale oscilante să se numească şi dis
tribuţii lagrangiene. Unei transformări canonice (v. transformare canonică) 
i se asociază în mod natural un o.i.F.; această asociere bucurîndu-se de pro-



O P E R A T O R Î N C H I S 2 8 8 

prietăţile ce permit utilizarea acestor operatori la reducerea operatorilor pseudo
diferenţiali la forme mai simple. (G.G.) 

operator închis Fie J si Y spaţii liniare topologice, E o submulţime a 
lui X şi U :E -> V un operator. Mulţimea G(U) = {(x, U(x)) \ x € E} se 
numeşte graficul operatorului U. Dacă G(U) este o mulţime închisă în spaţiul 
topologic produs X xY, atunci U se numeşte o.î. Dacă X şi Y sînt spaţii 
Banach iar U : X -+ Y un operator liniar închis, atunci U este un operator 
continuu (teorema graficului închis). Dacă X = Y = C.R([0, 1]) (spaţiul 
funcţiilor reale continue pe [0; 1] cu norma obişnuită) (v. spaţiu Banach) 
iar E = C R ([0, 1J) submulţimea funcţiilor cu derivata continuă, atunci opera
torul de derivare care aplică E în Y este închis, dar nu este continuu. (R.C.) 

operator liniar v. operator 
operator liniar şi continuu de rang finit v. operator compact 
operator mărginit (între două spaţii liniare topologice X şi Y), operator 

U : X -» Y cu proprietatea că pentru orice mulţime mărginită A cz X mul
ţimea U(A) este mărginită în Y. Orice operator liniar şi continuu între doua 
spaţii liniare topologice este un o.m. Dacă X este un spaţiu bornologic iar Y 
un spaţiu local convex, atunci orice operator liniar şi mărginit care aplică X 
în Y este un operator continuu. Unii autori definesc noţiunea de o.m. prin 
condiţii mai restrictive. (R.C.) 

operator (o)-mărginit v. operator regulat 
operator micr©diferenţial, generalizare, în cazul analitic, a operatorilor 

pseudodiferenţiali. Fie U o mulţime deschisă din fibratul cotangent T*X al 
unei varietăţi analitice (reale sau complexe). Un microsimbol omogen de grad 
k este o funcţie analitică pe U, deci de forma P(x, £), omogenă de grad h 
în raport cu variabila \. (Dacă mulţimea deschisă U nu taie secţiunea nulă 
a lui T*X, k poate fi negativ.) Un microsimbol este o sumă formală F(x, £) = 

~ X ^w(^» £) de microsimboluri omogene, verificînd evaluări de forma: Pentru 
— 00 

orice mulţime compactă K cz U si orice e > 0 există constante C s %> 0 

astfel ca: 1) Pentru w>0, supp | Fn(x, £) | < C e >#—; 2) Pentru n negativ 
K n! 

supp | Fn(x> £)| < (C&,K)~(n+1H-n)! Ordinul lui V este m0 dacă Fm sînt nule pentru 
K 

m > m0. Datorită faptului că microsimbolurile Fn(x, £) sînt omogene, ele 
pot fi considerate ca funcţii definite de fibratul proiectiv F*X (care, prin 
definiţie, este spaţiul cît al lui T*X\0 prin relaţia de echivalenţă (x, £) ~ 
~ (x, X£) pentru orice X ^ 0, X real sau complex după cum varietatea X 
este reală sau complexă. Se obţine astfel, pentru orice mulţime deschisă U, 
mulţimea £(U) a tuturor microsimbolurilor definite pe U, deci pe T*X (sau 
pe F*X) un fascicol t = tx numit fascicol o.m. Faptul fundamental (şi care 
are loc dacă varietatea X este analitică) este că fiecărui microsimbol îi cores
punde într-adevăr un operator ce acţionează pe fascicolul t (mai precis, pe 
microfuncţiile olomorfe). Din acest motiv, se identifică microsimbolurile cu 
operatorii asociaţi şi se foloseşte terminologia o.m. Aceştia pot fi de ordin 
infinit (astfel de operatori nu există în cadrul neanalitic). O.m. se comportă 
analog celor pseudodiferenţiali faţă de operaţiile uzuale. Microsimbolurile 
omogene formează pe T*X un fascicol graduat de inele; acest fascicol este 
exact graduatul asociat fascicolului microoperatorilor, acesta din urmă fiind 
înzestrat cu filtrarea naturală dată de ordin. Dacă 7i este proiecţia canonică 
pe baza lui T*X şi dacă iz^^x) este fascicolul imagine inversă prin TU a fasci
colului operatorilor diferenţiali, tx conţine pe ir^iftox) c a u n subfascicol de 
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inele; restricţia lui £x^â secţiunea nulă (identificată cu varietatea X), coincide 
cu (fix- î n sfîrşit, filtrarea pe Z naturală pe Cx o extinde pe cea a lui TC"1(CZ)X)» 
Dacă F este un operator diferenţial de ordin m, se poate defini simbolul său 
principal c(F), care este un microsimbol omogen de grad m. Operatorul P 
este microeliptic pe o mulţime deschisă U din T*X dacă simbolul său prin
cipal c(P)(x, !;) ^ 0 pentru orice (x, £) e U. Rezultatul de bază este că ope
ratorul P este inversibil în 6x(U) dacă şi numai dacă este microeliptic în 17. 
Pentru operatorii din tx este valabilă o teoremă de pregătire de t ip Weierstrass 
care implică coerenţa fascicolului Cx- P r m definiţie, un sistem microdiferen-
ţial pe o varietate analitică X este un fascicol de d^-module la stînga local 
de prezentare finită, deci, avînd în vedere coerenţa lui 6x> un dy-modul coerent 
îa stînga (v. microlocalizarea). (G.G.) 

operator monoton, operator U : X - • X*, unde X este un spaţiu Banach 
real, reflexiv, iar X* conjugatul său şi care satisface condiţia 

(U(xx) - U(x2)) (xx ~ x2) ^ 0, V*lf H e X. 

Dacă un o.m. U satisface următoarele condiţii: 

1) lim (U(a + 1b) (x) -={U{a)) (x)t Va, bt xeX; 
X^o 

2). lim \\x\\~1(U(x))(x) - + oo, 
IW|"*«> .! 

atunci U se numeşte operator coerciv. Dacă U ' X ~* X* este un operator 
coerciv, atunci U(X) = X* (rezultatul aparţine lui F. Browder). (R.C.) 

operator normal (pe un spaţiu Hilbert X)t operator liniar şi continuu1 

U : X ~> X care permută cu adjunctul său U*, i.e. UU* = U*U. Dacă X 
este un spaţiu Hilbert complex, un operator U : X -* X este un o.n. dacă şi 
numai dacă se reprezintă sub forma U:,= Ux + iU2, unde U1 şi U2 sînt ope
ratori autoadjuncţi permutabili. (R.C.) 

operator nuclear, operator U între două spaţii local convexe X şi Y care 

se poate reprezenta sub forma U(x) — ^ 'knfn{%)yn>' * € X, unde {Kn}n e jq- este 

oo 

un şir de numere pozitive cu S\ Xw convergentă, {fn}nej$ e s t e un Ş^r e g a * con"" 

t inuu de funcţionale liniare pe X, iar {y»}MelN- este un şir de elemente conţinute 
într-o submulţime echilibrată, convexă şi mărginită B a lui Y astfel încît sub-
spaţiul liniar Sp(B) generat de B să fie un spaţiu Banach dacă se ia ca normă 
funcţionala lui Minkowski asociată mulţimii B. Dacă Y este un spaţiu Banach, 
atunci condiţia pusă şirului {yn}n ^ se reduce la condiţia ca el să fie un şir 
mărginit de elemente din Y. Dacă X este un spaţiu liniar normat, iar Y un 
spaţiu Banach, atunci orice o.n. care aplică X în Y este limita unui şir de 
operatori liniari şi continui, de rang finit, în spaţiul Banach J2(X, Y) al ope
ratorilor liniari şi continui cu norma \\U\\ = sup {||17(#)|| | !MI ^ A}- (R-C.) 

operator (o)-continuu v. operator regulat 
operator (o)-convex Fie X un spaţiu liniar dirijat care este şi un spaţiu 

Banach în care conul pozitiv este închis în topologia normei. Fie E o sub
mulţime convexă a lui X. Un operator U : E -+ X se numeşte o. (o)-c. dacă 
U((i — X) x + Xy) s*(l.— X) U(x) + IU(y) oricare ar fi perechea xt y de ele
mente necomparabile din X (i.e. x ^ y şi y ^£ x) şi oricare ar fi numărul X e 
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€[0 , 1]. Dacă E este o submulţime convexă şi deschisă la dreapta a lui X 
iar U : E -• X este un operator continuu în topologia normei şi derivabil 
Frechet la dreapta pe E, atunci pentru ca U să fie (o)-convex este necesar şi 
suficient ca pentru orice pereche x, y de elemente din £ cu y ^ x să aibă 
loc inegalitatea (U'd(y) - Ud(x)) (y - x) ^ 0, unde Ud este derivata Frechet 
la dreapta a operatorului U. (R.C.) •••••••' 

operator omogen v. operator 

operator parabolic, operator de forma u -+ — -f A (x, t, D) u, unde 

A (x, t, D) = J ] <*<x(t, x) D x este un operator tare eliptic în cilindrul QT^ 

= O X (0, T), CI fiind o mulţime deschisă din R n . O.p. generalizează operatorul 
B A 

— -f A, operatorul căldurii şi soluţiile ecuaţiilor Lu ==/ (ecuaţii parabolice) 
di 

păstrează în mare parte proprietăţile soluţiilor ecuaţiei căldurii, soluţiile 
ecuaţiilor parabolice de ordin 2 cu proprietăţi ce permit încadrarea lor într-o 
teorie generală a potenţialului (v. teoria potenţialului). Un caz particular 
important îl constituie operatorul policaloric \- Ap, unde ăp reprezintă 

dt 
laplacianul iterat de p ori, studiat amănunţi t de M. Nicolescu, care a dat, 
între altele, şi formule de reprezentare integrală a soluţiilor ecuaţiei polica-
lorice. O.p. sînt operatori hipoeliptici. O.p. de ordin 2 se dau adesea într-o 
formă mai adecvată utilizării metodelor variaţionale: 

.lu=*±- £ (± ««(,, t) ±Y+ £ W(x, t) 2L + c(x, t). (G.G.) 
dt i,j=i\exi dxj) y=i Bxi 

operator pozitiv v. operator regulat 

operator pseudodiferenţial, operatorul P: C^ (CI) - • C°°(Q) dat de formula 

Pu(x) = (2n)-n C eix*p{x, l) u(l) ^> (*) 

unde u este transformata Fourier a funcţiei u, xţ produsul scalar în R t t 

al vectorilor x şi £ iar CI o mulţime deschisă în ]Rn. Funcţia p(x,ţ) definită 
pe Q x R n se numeşte simbolul operatorului P. în cazul în care p(x, £) este de 
forma p(x, £) = Yiaa.(x) £a> c u coeficienţi a a indefinit derivabili în CI, opera
torul p este operatorul diferenţial P — P(x, D) =?v\j-aa(#)Da . O.p. generali-

a 
zează astfel operatorii diferenţiali. în ceea ce priveşte simbolul p, se pot impune 
diferite condiţii şi de fiecare dată se obţine o altă clasă de o.p. Clasa de simbo
luri cea mai des utilizată este clasa S™ 8(Cl) a funcţiilor p e Cco(Clx'Kn) cu 
proprietatea că, pe orice mulţime compactă A' c CI şi orice multiindici a = 
= (ax, ..., a»), p = (f̂ , ..., p»), există o constantă CK a « astfel încît 

S U P | D « D | ^ ( * , l) \<Ck>aa(l + \Z\)m-*M+m, 
K 
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unde 0<p=$ 1, 0 ^ S < 1. Pentru p = 1, 8 = 0 se utilizează adesea notaţia Sm(Q). 
De asemenea, se notează S " (O) = U S™ S(Q) si S ~ J ( Q ) = f i S"S(Q.), 

clasele de o.p. notîndu-se L™ş[Q), respectiv L ~ £ ( Q ) . Operatorul Pu dat 
prin (*) defineşte un operator continuu de la C^(Cl) la C00 (CI), ce poate fi pre
lungit la o aplicaţie liniară continuă de la 6*(CI) -* &*(&). Mulţimea opera
torilor de acest fel, definiţi cu ajutorul unor simboluri aparţinînd lui S * s(Cl), 
se notează cuPS(w, p, 8) sau cuL™8(Cl). Se poate da o altă reprezentare o.p., 
în care să nu mai figureze transformata Fourier u. Pentru aceasta, fie opera
torul 

Au(x) « C C eK*-y> e> a{Xt yt e) U[y) &y d8 (**) 

înţeles ca o integrală oscilantă (v. operator integral Fourier) definit pentru 
orice u e CQ(CI), unde a e S™8(ClxClx'Rn) (ultima notaţie însemnînd că 
derivatele lui a în raport cu variabilele x şi y, respectiv 0, verifică aceleaşi 
inegalităţi ca derivatele lui p în raport cu x, respectiv g, din definiţia clasei 
Sm

 8(C1))'. Un operator A : C~(fl) -> Q>*(0) este regularizant dacă şi numai 
dacă A e L~^(C1) pentru orice p, 5\ Dacă definim echivalenţa a doi operatori: 
A~B prin condiţia ca A — B să fie regularizant, orice operator A 6 l ^ 8 ( Q ) 
este echivalent cu un operator propriu (sau propriu suportat), i.e. cu un ope
rator al cărui nucleu are proprietatea că proiecţiile naturale pe bază, restrînse 
la suportul său, sînt proprii. Atunci, pentru orice A e L™ §(0) propriu, ce 
corespunde simbolului a, există cAe S™8(Cl) astfel ca 

Au(x) = (2n)~n[e^GA(x^)u(^dl 

pentru orice u e €^(0.). Simbolul oA(x, £) s e recuperează din a(x, y, 0) cu aju
torul formulei 

°A{*> l) = {[«(*. * + y> l + e ) e ~ i ( y ' d)dyde' 

unde ultima integrală trebuie înţeleasă ca o integrală oscilantă. Din acest 
motiv s-au notat la fel spaţiile de operatori (definiţi în cele două moduri dife
rite) căci ele coincid în cazul 8 < p. Rezultă în plus că pentru 8 < p are loc 
izomorfismul 

^ " « ( « J / i p T » (Q) - ^ j 8 ( Q ) / S - - ( Q ) . 

Orice reprezentant prin acest izomorfism al unui operator A e X^ 8 (0 ) se 
numeşte simbolul operatorului A şi se notează cu aA. Se poate arăta că izo
morfismul a de mai sus induce un izomorfism 

a0 : Li smiL;-^-skQ) ^ S£ s (Q)/S£- 8<>- 8 ' ( f l ) . 

Pentru un operator A e l \ ( 0 ) orice reprezentant al lui c0(A), A fiind clasa 

lui A m o d u l o I ^ ^ - ^ ţ Q ) , se numeşte simbolul principal al ope ra to ru lu i^ ; 
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acest simbol este definit pe fibratul cotangent T*(Q). în sfîrşit, de asemenea, 
£n ipoteza 8 < p, un operator liniar continuu A : Co°(Q) - + 0 ( 0 ) este în 

L™t8{Q.) dacă şi numai dacă funcţia e""1^*' ^ A(fe^'^) aparţine spaţiului 
S™,8^' Proprietăţile fundamentale ale o.p. sînt că formează (faţă de com
punere) o algebră închisă la luarea adjunctului şi că parametricele a numeroşi 
operatori diferenţiali se găsesc în această algebră. Mai mult, invarianta pro
prietăţilor o.p. faţă de difeomorfisme permit definirea lor şi pe varietăţi , 
această generalizare fiind esenţială în studiul problemelor la limită. Pentru 
simbolurile din 5 ^ s(O) au loc evaluări asimptotice de tipul următor: Dacă 
mj\ - oo şi pjeS%fB (O), atunci există un simbol p e S™°5 (Q) astfel ca 
^ ~~ X ^ s ă a P a r t i n â lui 5 ^ | (Q) şi în acest caz se utilizează notaţia p ~ 

~ Yipy î n particular, simbolul ce apare în (*) este legat (modulo simboluri 
d i n •Spis^)) d e s i m b o l u l a (x, y, £) ce apare în (*•) prin dezvoltarea asimp
totică (în ipoteza & < p)), i.e. 

p(*. I) - S ~, DgD>(*. y- 5) a l 

1 

|a|<2V a! 4 y 
S » - ( P - » W ( Q ) -

Prin operatori diferenţiali clasici (primii o.p. introduşi de Kohn-Nienberg) se 
înţeleg operatori P e l ^ 0(Q) ale căror simboluri p(xt £) au o dezvoltare asimp
totică de forma: 

00 

P(*> l)~Yl tâ)Pn*-l(*. I). unde xeC°°(R) , x(5) = 1 pentru | £ | > 1, 
o 

3C(5) = O pentru | g| ^ 1/2, £ m _ j e C " ( Q x (Rw \{0})) şi au loc condiţiile de 
omogenitate />„,-,(#, * £) = t ^ p ^ x , £). Primul termen din dezvoltarea 
asimptotică de mai sus este simbolul principal al operatorului P, în sensul 
definiţiei date mai înainte. O.p. proprii (sau propriu suportaţi) se prelungesc 
la operatori liniari continui de la C°°(Q) -> CM(Q), de la d*(<Q) -* £*(Q) 
şi de la ®*{Q) ->&*{&). Dacă A e L™*8 şi B e L™%, atunci C = 
« i B e l ^ 2 (în ipoteza 0 < 8 < p ^ 1). Dacă S < p simbolurile a(*, 5), 
6(#, £) şi c(#, £) sînt legate prin 

a a l ^ * 

în particular, dacă ^4, B sînt simbolurile clasice cu simboluri principale ax(x, £), 
respectiv bx(xt g), atunci C rezultă clasic, de simbol principal cm +m (x, £) =» 

= am i(#, £)&W2(#, £). Pentru ^ 6 l ^ 8 ( 0 ) , există A*eL™s, adjunctul (sau 
transpusul formal) al lui A ce verifică {Au, v) = (u, A*v) pentru orice u, v e 
e Co°(0), (u,v) fiind produsul în spaţiul L2(Q). Dacă p < 8, simbolul p*{xt £) 

este dat de p*{xtţ) ~ £ — D*D^(# , g). Rezultă de aici că Z£8 .(G) cu 
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S ^ p este o algebră cu involuţie. Dacă O = Rw şi a(*, y, ^ ) e S ^ s ( R w X 
X R w x R w ) , atunci operatorul 4̂ defineşte un operator liniar continuu de la 

m JL2(RW) -* L2(Rn), dacă O < p ^ 1, O < 8 < 1, m < O, p ~- $ ^ 0 . în 
n 

particular, operatorii de forma (*) cu simboluri p(x, g) ce verifică evaluă
rile | D £ D ^ ( # , 5 ) |<C« , 3(l + | S | ) m - p | a , + 8 , p l , uniform pe Rw , definesc ope-
ratorii continui pe L2(RW). De asemenea, dacă 0 ^ S < p < l ş i evaluările 
de mai înainte sînt uniforme pe Rw , operatorul (*) defineşte un operator 
liniar continuu de la Hs(Rn) <-+ Bs~m(Rn) pentru orice 5 e R . în sfîrşit, 
dacă 1— p < 8 < p ^ l , spaţiul Lm este invariant faţă de difeomorfisme; 
în particular, o.p. clasici au această proprietate, ceea ce permite definirea 
lor pe varietăţi. O.p. se bucură de importanta proprietate de pseudolo-
calitate: pentru ue<D*(Q) (sau d*(Q)) sing supp Au c: sing supp u. Un 
o.p. clasic se numeşte eliptic dacă simbolul său principal pm(x, g) ^ 0 
pentru g ^ 0. Orice o.p. eliptic este (modulo operatori regularizanţi) inver-
sabil în algebra o.p. Se cunosc condiţii suficiente mai generale decît eliptici-
ta tea ca un o.p. să aibă parametrice; o consecinţă a existenţei unei para
metrici în L 7 ' ^ ( n ) | e s t e hipoelipticitatea operatorului respectiv în Q,, [care 
în cazul o.p. se poate defini prin aceea că sing supp Fu — sing supp u 
pentru orice distribuţie u. (G.G.) 

operator regulat Fie X şi Y două spaţii liniare ordonate. Un operator 
U : X -> Y se numeşte operator pozitiv dacă din 0 ^ x e X rezultă U(x) > 0. 
Se numeşte o.r. un operator U : X -> Y care se poate reprezenta ca diferenţă 
a doi operatori aditivi şi pozitivi. Un operator U : X ~* Y se numeşte ope
rator (o)-mârginit dacă pentru orice submulţime mărginită A e X, mulţimea 
U(A) este de asemenea mărginită. Orice o.r. este un operator (o)-mărginit. 
Un operator U : X -» Y se numeşte (o)-continuu (resp. (o>}-continuu) dacă 
din x = (o)-lim xn (resp. x = (w)4im x$) în spaţiul X rezultă 

» 8eA 

U(x) == (o)-lim U(xn) (resp. U(x) = (w)*lim U"(^§)). 
w Se A 

Din definiţiile diferitelor tipuri de operatori se obţin, în cazul Y = R, defi
niţiile noţiunilor de funcţională pozitivă, funcţională regulată, funcţională 
(o)-mărginită, funcţională (o)-continuâ, funcţională (oy)-continuă. Dacă X este 
u n spaţiu liniar dirijat iar Y este un spaţiu liniar ordonat arhimedian, atunci 
orice o.r. U : X -* Y este liniar. Dacă X şi Y sînt două spaţii liniare reticulate, 
un operator U : X -» Y se numeşte operator disjunctiv dacă din ^ J_ #2» 
tfj, #2 e X, rezultă U(x^j J_ U(x2). Fie în cele ce urmează X un spaţiu liniai 
reticulat şi Y un spaţiu liniar complet reticulat. Un operator aditiv U : X ~* Y 
este regulat dacă şi numai dacă este (o)-mărginit. Să notăm cu 92(X, Y) mul
ţimea o.r. care aplică X în Y. Ea este un spaţiu liniar complet reticulat în raport 
cu operaţiile obişnuite cu operatorii şi în raport cu ordinea dată de conul opera
torilor pozitivi (i.e. XJ1 ^ U2 dacă U2 — U1 este operator pozitiv). Pentru";o 
familie majorată {Uj}jej de elemente din spaţiul 92[X, Y), marginea superi
oară este dată pentru O ^ ^ e X d e formula 

f . V tf/)W = sup | | ] Ujt(xi) 0 < xteX; £ Xi = %\ i i € i ; w e N i -
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Dacă familia {JJj}iej este dirijată la dreapta, atunci 

f V Ui\ (x) = \ / UM> 0 < xeX. 

Dacă UecR(X, Y), atunci pentru 0 ^ xeX au loc şi formulele 

\U\(x) - s u p { | l7 (a) | | \a\ < *} = 

{
n I M 1 

Yi \U{XJ)\ 0 < ^ e Z ; £ * , : = * ; » e N • 

i = i I ; = i J 

= SUP 

Dacă U" = (o)-lim Un (resp. J7 = (co)-lim U8), atunci U(x) — (o)Aim Un(x 
n 8 e A n 

(resp. U(x) — (co)-lim U8(x)) oricare ar fi elementul xeX. Dacă U e 92(A", Y) 
Se A 

şi dacă U este un element discret (resp. difuz) în spaţiul liniar complet reticulat 
92(A", Y), atunci U se numeşte operator discret (resp. operator difuz). Dacă 
17" e 92(A, Y) şi dacă U este un operator disjunctiv, atunci şi \U\ este un 
operator disjunctiv. Mulţimea 920(A, Y) (resp. 92co(A", Y)) a o.r. (o)-continui 
(resp. regulaţi (eo)-continui) care aplică A în Y este o componentă în spaţiul 
92(A, Y). Dacă X este arhimedian iar U e 92(AT, Y), pentru ca £/ să fie (coj-con
tinuu este necesar şi suficient ca următoarea condiţie să fie îndeplinită: dacă 
V e 92(AT, Y) şi dacă există un subspaţiu normal şi total G cz X astfel ca 
V(G) = {0}, atunci U ± V. Un operator liniar U care aplică un spaţiu liniar 
a-reticulat Z în el însuşi se numeşte translator dacă satisface condiţiile urmă
toare (în care [z~\ înseamnă proiectorul generat de un element z): î) [ATJ ^ 
^[-r2j' ^ [^" (^ î J Î^C^C^)] > 2) Pentru orice yeZ există xeZ astfel ca [y] — 
--- ['U(x)]. Orice translator este un operator disjunctiv şi orice translator pozitiv 
(i.e. un translator care este si operator pozitiv) este un operator (o)-continuu. 
(R.C.) 

operator scalar (în sensul lui Dunford) v. măsură spectrală 
operator simetric Fie A un spaţiu Hilbert şi U un operator definit pe un 

subspaţiu liniar dens EJJ al lui A, cu valori în X. Fie En* mulţimea tuturor 
elementelor yeX pentru care există y* e X astfel ca (U(x), y} = (x, y*}, 
VXE JC(j. Dacă pentru un element y există y* satisfăcînd condiţia precedentă, 
atunci v* este unic. Mulţimea Eu*este un subspaţiu liniar al lui A iar opera
torul U* : EJJ*-+ X dat de U*(y) = y* este liniar şi închis şi se numeşte 
adjunctul lui U. Operatorul U se numeşte simetric dacă < U(x), y} = 
( x, U(y) }, Vx, y e EJJ. Pentru ca U să fie simetric este necesar şi suficient 
ca adjunctul său U* să fie o prelungire a lui U. Operatorul U se numeşte 
autoadjunct dacă U = U*. Dacă U este autoadjunct, atunci U este simetric. 
Reciproc, dacă U este simetric, atunci pentru ca U să fie autoadjunct este 
necesar şi suficient ca U să fie închis iar U* simetric. (R.C.) 

operator spectral (în sensul lui Dunford) v. măsură spectrală 
operator unitar (pe un spaţiu Hilbert A), operator U: X —• X cu propri

etăţile: U(X) = X şi (U(x), U(x)} = (x, y}, oricare ar fi x,yeX. Orice 
o.u. este un operator liniar, continuu şi inversabil. Pentru ca un operator liniar 
şi continuu U: X —• A să fie unitar este necesar şi suficient ca UU* = U*U — I, 
unde U* este adjunctul lui U iar / operatorul identitate. în particular, orice 
o.u. este un operator normal. (R.C.) 

operatori diferenţiali liniari cu coeficienţi constanţi, operatori diferenţiali 
pentru care se cunosc cele mai multe şi complete rezultate generale. Acest lucru 
se explică prin faptul că în cazul coeficienţilor constanţi, se poate utiliza 
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în mod direct transformarea Fourier, care transformă numeroase probleme 
de existenţă sau regularitate în probleme de diviziune, respectiv în probleme 
de comportare la infinit a transformatei Fourier. Posibilitatea utilizării trans
formării Fourier în situaţii generale a fost posibilă prin apariţia teoriei distri
buţiilor. în ceea ce priveşte rezultatele de existenţă ale ecuaţiei P(D)u — f, 
P(D) fiind un o.d.l.c.c, au loc următoarele rezultate generale: 
Teorema 1. Fie Q, o mulţime deschisă din Rw , <Z)j£(Q) spaţiul distribuţiilor de 
ordin finit din £1, F(D) <D*(Q.) = &%(&) dacă şi numai dacă Q. este P-convexă 
(i.e. dacă pentru orice compact K cz O, există un alt compact K' cz Q, cu 
proprietatea că supp P( — D) u cz K implică supp uczK pentru orice u e Co°(oo)) 
Teorema 2. Dacă Q este P-convex, ecuaţia P(D) u = f are o soluţie u e C°°({!) 
pentru orice fe C/JC(Q). 
Teorema 3. P(D)<D*(Q.) = <2)*(Q) dacă şi numai dacă Q. este P-convexă 
şi tare P-convexă (i.e. pentru orice mulţime compactă K cz Q, există o mul
ţime compactă K' cz O cu proprietatea că sing supp P( —D)JJL c: K implică 
sing supp ii cz K' pentru orice distribuţie u, cu suport compact). 
Cum orice mulţime deschisă convexă este tare P-convexă, rezultă că teorema 3 
este adevărată pentru orice mulţime deschisă convexă. Se cunosc condiţii 
necesare şi suficiente privind operatorul P(D) şi mulţimea deschisă O pentru 
a avea loc egalitatea P(D)^C(H) = &t(Q), unde sfL(il) este spaţiul funcţiilor 
real analitice pe Q. Există exemple (De Giorgi) cînd P(D) nu este surjecţie 
de la <tf(0) la ^ ( Q ) . 
Teorema 4. Ecuaţia F(D)u=f are o soluţie distribuţie cu suport compact 
dacă şi numai dacă / este o distribuţie cu suport compact şi /(Q/P(£) este 
o funcţie întreagă; aici / (Q este transformata Fourier-Laplace a distribuţiei / . 
în ceea ce priveşte rezultatele de regularitate (v. operator hipoeliptic, propa
gare de singularităţi), respectiv existenţa soluţiilor fundamentale (v. soluţie 
fundamentală). (G.G.) 

operatorii B *= d' şi d = d" v. funcţie olcmorfă (de mai multe variabile 
complexe) 

operatorii — si — v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 
dz ' dz 

operatorii — si — v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile corn-

plexe) 
operatorul identitate v. operator 
operatorul Laplace-Beltraiai Dacă M este o varietate riemanniană de 

dimensiune n, avînd metrica ds2 = J^gij dxl dx3 cu g^ = gji şi dacă (g%j) = 
= (gij)'1 i a r E = d e t I 8i}\> a t u n c i o.L.B. pe M este definit de 

Vg Bxl { 8x3) 

unde (xl, ..., xn) sînt coordonate locale pe M. în cazul metricii euclidiene se 
fegăseşte operatorul —A. O.L.B. se generalizează la forme diferenţiale şi ÎB 
acest context joacă un rol deosebit (teoria Hodge). Dacă * este operatorul lui 
Hodge, iar d operatorul de derivare exterioară, se notează cu 8 operatorul 
de derivare covariantă definit, pentru orice forme cp de tip p, prin §9 = 
= (_ 1)»?+»+! * d * d. O.L.B. este definit ca A = dS + Sd. Formele anulate 
de A se numesc forme armonice. Fie acum M înzestrată cu o structură complexă. 
Atunci pe spaţiul A( p ' c> al formelor diferenţiale de tip (p, q) cu coeficienţi 
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indefinit derivabili se consideră operatorii • = 88* -f 8*8 (laplacianul real) 
şi HI —38* + 8*8 (laplacianul complex), unde 8*, respectiv 8* sînt operatori 
formali adjuncţi (faţă de metrica naturală de pe fibratul cotangent) al opera
torilor 8, respectiv 8. Are loc relaţia A = 2 [ H = 2 C 3 . în cazul în care varie
ta tea M este compactă se poate realiza coomologia varietăţii M cu ajutorul 
formelor armonice {teorema lui Hodge). (G.G.) 

82u 82u 
operatorul lui Lapiace, operatorul u —> At* == \- ••• + — definit 

8%\ 8x% 
pentru orice funcţie de clasă C2. Este un operator invariant la transformări 
ortogonale (i.e.-{ăf)(Tx) = &(f(Tx)) pentru orice / de clasă CM, orice xeW1 

şi orice transformare ortogonală X. Reciproc, orice transformare T care inva-
riază pe A trebuie să fie ortogonală. Din punct de vedere al analizei funcţio
nale este mai naturală considerarea operatorului — A; într-adevăr, pentru că 
transformata Fourier a lui -—A este |^|2,. —A se poate prelungi la un operator 
pozitiv (în spaţiu L2). (G.G.) 

ordine liniară v. spaţiu liniar ordonat 
i ordine punctuală v. spaţiul liniar ordonat 

ordinul unui pol. v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
ordinul unui zero v. zerourile unei funcţii olomorfe 
ordonarea numerelor reale constructive Fie x şi y numere reale construc

tive. Avem y < x (sau x > y) dacă x — y e R j ; avem y ^ x (sau x ^ y) 
dacă x — yeM.+ (v. aritmetica numerelor reale constructive pozitive). Pro
prietăţi: Dacă x < y şi y < z sau x < y şi y < z, atunci x < z. Din x ^ z 
şi y ^ t rezultă x + y ^ z + t\ max {x, y} > x ^ min {x, y}. Dacă x ^ y 
şi y ^ x, atunci x = y. Punem x ^ y dacă x < y sau x> y. Fiind da t un 
şir {an} de numere reale constructive şi două numere constructive x0 < y0) 
există x real constructiv pentru care x0 ^ x ^ yQ şi x V= #w pentru orice n 
întreg pozitiv. (Echivalentul constructiv al teoremei lui Cantor privind nenu-
mărabilitatea mulţimii numerelor reale.) (S.M.) 

orientare (a unei varietăţi diferenţiabile) Fie dată o varietate difere n-
ţabilă M de clasă Cr, 1 ^ r ^ oo, şi dimensiune n şi fie 

Rep T{M): = U Rep T(M)Xt 
x e M 

unde T(M)X este spaţiul tangent real al lui M în punctul x iar Rep T(M)X 
este mulţimea tuturor reperelor acestui spaţiu vectorial (v. orientare (a unui 
spaţiu vectorial real finit-dimensional)). în cazul n = 0, o o. a lui M este o 
aplicaţie arbitrară z : M ->{— 1, 1}, f.e. o atribuire de semne punctelor lui M. 
Pentru n > 1, o o. a lui M este o aplicaţie z'. Rep T(M) -+ { — 1, 1} cu proprie
tăţile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, e| T(M)X este o o. a spaţiului 
tangent T(M)X] 2) Pentru orice punct a e M, există o hartă a = (xv ..., xn) e S^M 
astfel încît aeU ^ şi e j — (x), .... — (x) 1= 1 pentru toate punctele x e Ua. 

\8xl 8%n ) 
Se spune că o varietate diferenţiabilă este orientabilă dacă există cel puţin 
o o. pe M. Orice varietate diferenţiabilă de dimensiune n = 0 este orientabilă. 
O varietate diferenţiabilă M de dimensiune n ^ 1 este orientabilă dacă şi 
numai dacă există un atlas stlas/lu cu proprietatea că, pentru orice cuplu 
de hărţi a, (3 e s£> matricea jacobiană a aplicaţiei de tranziţie po a"1 are deter
minant pozitiv. De asemenea, M este orientabilă dacă şi numai dacă există 
o acoperire {Ui}ieI a lui M şi o familie {tOi}i6i- cu proprietăţile următoare: 
1) Pentru orice iei, co* este o w-formă diferenţiabilă d< di uită şi continuă pe 
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U{ şi '<&i[x) T£ 0 pentru orice xe Ut', 2) Pentru orice pereche de indici i,je I 
cu proprietatea că Ut 0 Uj # 0 , există o funcţie reală strict pozitivă cp^: Ui fi 
fi Uj -* R astfel încît COJ = 9 ^ co-/ pe UiOUj. Dacă M este orientabilă şi cu 

bază numărabilă, există o w-formă diferenţială co pe M, de clasă C^ 1 , astfel 
încît co(#) 7̂  0 pentru orice # e M ; o astfel de n-formă diferenţială co se numeşte 
element de volum pe M. Ex.: 1° Rw este o C°°-varietate orientabilă pentru orice n. 
2° Sfera Sn este orientabilă pentru orice n. 3° Banda lui Mobius nu este orien
tabilă. 4° Spaţiul proiectiv real P w este orientabil dacă şi numai dacă n este 
impar. 5° Orice grup Lie real este o varietate orientabilă. 6° Pentru orice 
varietate complexă M, C.00-varietatea subiacentă lui M este orientabilă. 
7° Pentru orice varietate diferenţiabilă M, de clasă C r, r^ 2, fibratul tangent 
T(M) este o varietate orientabilă (de clasă Cr-1). Se numeşte varietate diferen
ţiabilă orientata orice varietate diferenţiabilă M înzestrată cu 0 0 . fixată 
(o. structurală). Fiind dată o varietate diferenţiabilă orientată M cu o. struc
turală e, o hartă a = (xv ..., xn) e S^M s e numeşte pozitiva dacă z\ — (x), ..., 

.... (x) 1= 1 pentru orice xe Ua, şi negativă dacă d — {x),...t (x) J== 
^^n J l^^i 8xn ) 

= — 1 pentru^ orice xe Ua\ dacă harta a = (xv ..., ATW) este pozitivă, atunci 
harta (3: — ( — xv x2> ..., ^w) este negativă. Domeniile hărţilor pozitive ale lui 
M formează o acoperire deschisă a lui M. O w-formă diferenţială co pe M se 
numeşte pozitivă (resp. negativă) dacă to^ţe) > 0 (resp. cox(e) < 0) pentru orice 
x e M şi orice reper pozitiv e e Rep T(Af)x. Modulul (sau valoarea absolută) 
a unei w-forme diferenţiale wpeikf este w-forma diferenţială [00 | pe M, definită 
prin \M\X = \<->>ar\ pentru orice xeX; dacă a = (xl, ..., #n) este o hartă pozitivă 
a lui M si dacă ca = <D dx} /\... A d^w pe Ua, atunci |co| = |<I>| dxl A--. A dxn 
pe Ua. '(M.J.) 

orientare (a unui spaţiu vectorial real finit-dimensional V), o aplicaţie e 
de la mulţimea Rep (V) a tuturor reperelor lui V în mulţimea {—1, 1} cu pro
prietatea că z(e) = z(e') dacă şi numai dacă e ~ e\ Dacă V are dimensiunea 
n > 1, prin reper al lui V se înţelege un w-uplu e — (ev ..., en) de vectori liniari 
independenţi din V \ în cazul n = 0, F = {0} şi se ia, prin definiţie, Rep(F): = 
--•-: {0}. Dacă e şi e' sînt două repere ale lui V, există un unic endomorfism 
A : V -* F astfel încît A (e) — ̂ '. Reperele e şi g' se numesc echivalente, e ~ e', 
dacă det (A) > 0. Există exact două o. pe V. Un spaţiu vectorial orientat este 
un spaţiu vectorial real finit-dimensional înzestrat cu o o. fixată (o. structu
rală). Dacă V este un spaţiu vectorial orientat cu o. structurală e, un reper 
ee Rep (V) se numeşte pozitiv cînd z(e) — 1 şi negativ cînd e(e) = — 1. Pe un 
spaţiu vectorial orientat V de dimensiune n se pot atribui semne n-tensorilor 
alternaţi co- sau contravarianţi. De pildă, dacă co este un n-tensor alternat 
covariant, i.e. co e An{V*), co se numeşte pozitiv cînd coţ^, ..., en)>0 şi negativ 
cînd (£>(e1} ..., en) < 0, unde e = (ex, ..., en) este un reper pozitiv al lui V\ 
definiţia nu depinde de alegerea lui e. Pentru orice co e AW(F*), modulul (sau 
valoarea absolută) a lui co este n-tensorul alternat covariant |co | definit prin: 
|co| = co dacă co este pozitiv, |co| = —co dacă co este negativ şi |co| — 0 dacă 
co = 0. Dacă V şi V sînt două spaţii vectoriale orientate de dimensiune n, 
se spune despre o aplicaţie liniară bijectivă A: V -*• V că păstrează o. cînd 
duce repere pozitive în repere pozitive şi că A inversează o. cînd duce repere 
pozitive în repere negative. O o. e pe un spaţiu vectorial V este univoc deter
minată de valoarea ei pe un singur reper. Spaţiul numeric real Rw se consideră, 
de regulă, ca spaţiu vectorial orientat, şi anume avînd ca o. structurală o. 
e pentru care reperul canonic este pozitiv, reperul canonic al lui Rw fiind 
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n-uplul e = (ev ..., en), unde ex = (1, 0 ..., 0), ..., ew = (0, ..:, 0, 1). Această 
o. se numeşte o. canonică (sau o. standard a lui Rw . (M.J.) 

orientare bord v. domeniu 
origine v. spaţiu liniar topologic 
oscilaţia unei funcţii Fie 9C un spaţiu topologic, 0/ un spaţiu metric, 

A c 9C,f'-A ~> y si x € Â. Se numeşte oscilaţia funcţ iei / în punctul x numă
rul ^(x\f)=mi{hU(V(\A))\Vecyx}, unelti % este mulţimea vecinătă
ţilor punctului * iar 8 ( / ( F f M J ) este diametrul mulţimii f{V f]A). Dacă 
0/ = R, « ( # ; / ) = M/(*> - fn/(x), unde M/(#), W/(AT) sînt respectiv marginea 
superioară şi marginea inferioară a funcţiei / în punctul x. Funcţia / are limită 
in punctul x dacă şi numai dacă &(x\f) «= 0. Funcţia « ( * ; / ) este semicontinuă 
.superior pe Ă. Fie X o mulţime, 0/ un spaţiu metric, j'-X^-+ y şi Acz X. 
Se numeşte oscilaţia funcţiei f pe mulţimea A, diametrul m u l ţ i m i i / ^ ) . (Gh.Gr.) 

P 

parametrică în cazul operatorilor diferenţiali liniari (sau, mai general, 
pseudodiferenţiali) cu coeficienţi variabili rolul soluţiilor fundamentale este 
lua t de ceea ce se numeşte o p. Fie, mai general, R un operator Q)*(Q.) —• C a (Q) , 
Q. mulţime deschisă în ]Rn; un astfel de operator se numeşte regularizant. Un 
operator B : Q)*(Q.) -» Q)*(£2) se numeşte p. la dreapta (resp. /a stînga) a unui 
operator ^ : q>*(Q) -> <7)*(Q) dacă AB - I = R (resp. BA - I = R), R fiind 
u n operator regularizant şi / operatorul identitate. O p. (pentru operatorul A) 
este un operator B care este p. atî t la dreapta cît şi la stînga. Existenţa unei 
p . ia dreapta asigură doar rezolubilitatea locală în Q,, iar existenţa unei p. 
la stînga permite obţinerea de informaţii privind regularitatea soluţiilor. Dacă 
F(x, D) este uri operator diferenţial liniar cu coeficienţi variabili, p. sale vor 
fi în general operatori pseudodiferenţiali sau, mai general, operatori integrali 
Fourier. (G.G.) 

paranteza Poisson v. fibrat vectorial 
parte cofinală v. şir generalizat 
partea negativă (a unui element) v. spaţiu liniar ordonat 
partea pozitivă (a unui element) v. spaţiu liniar ordonat 
partiţie a unei mulţimi v. derivarea măsurilor, integrala Kolmogorov 
partiţie a unităţii (pe o varietate diferenţiabilă) Fie M o varietate diferen-

ţiabilă de clasă C r, 1 ^ r < co. O p.u. (mai precis, o C r-partiţie a unităţii , 
sau o p.u. de clasă Cr) pe M este o familie {fi}ieI de funcţii reale pe M cu pro
prietăţile următoare: 1) feCr(M) şi fi ^ 0 pentru orice iei; 2) Familia 
{suppfi}• e l este local finită; 3) S\ fi(x) = 1 pentru orice xeM. Se spune 

iei 
despre o p.u. {fi}ieI pe M că este cu suporţi compacţi dacă supp fi este o 
mulţime compactă pentru orice i e I. De asemenea, fiind dată o acoperire des
chisă Ll£ = {Ua}QCeA a lui M, spunem că o p.u. {/«•}; 6 j este subordonată aco
peririi °i£ dacă este dată o aplicaţie p: I -+A astfel încît supp/» c U9^) 
pentru toţi i e / . 
Teoremă (de existenţă). Fie M o varietate diferenţiabilă cu bază numărabilă 
şi °ii ={Ua}ae A o acoperire deschisă a lui M. Atunci: 1) Există o p.u. cu suporţi 
compacţi şi subordonată acoperirii CH; 2) Există o p.u. {ga}aeA a s t fe l încît 
supp ga cz Ua pentru toţ i OLG A. 
Un caz particular de p.u. este furnizat de 
Lema lui Urîson (pe varietăţi diferentiabile). Fie M o C r-varietate separată 
cu bază numărabilă iar A, B două submulţimi închise disjuncte ale lui M . 
Atunci există o funcţie reală fe Cr{M) astfel încît 0 ^ / ^ 1 pe M, f = 0 
pe A şi f — 1 pe B. Dacă mulţimea B este compactă, se poate alege pentru / 
o funcţie cu suport compact. (M. J.) 

partiţie continuă a unităţii Fie 9C un spaţiu topologic. Se numeşte 
p.c.u. pe 9L (sau descompunere continuă a unităţii) orice familie {fi)iej 
de funcţii continue, definite pe 9C cu valori reale, avînd proprietăţile: 
i) 0 ^fi{%) < 1 pentru orice xe 9C şi orice iei; ii) Familia { s u p p / j } ; 6 / est» 
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local finită; iii) V fi(x) = 1 pentru orice x e 9C. (O familie {Ai}ieI de părţi 
iei 

ale spaţiului 9C se numeşte local finită dacă pentru orice x e 9C există V o veci
nătate a lui x astfel încît mulţimea {i e I \ V 0 A i =£ 0 } este finită. Se no
tează cu s u p p / suportul funcţiei/.) Fie {A *}4-ej o familie de părţi ale spaţiului 
topologic 9C. Se spune că familia { / 0 i e / de funcţii definite pe St cu valori reale 
(sau complexe) este subordonată familiei {A i}, e j daca pentru orice i e I , 
supp / i c: ^4$. Fie 9C un spaţiu topologic normal şi {̂ 4 i}iGl o acoperire deschisă 
local finită a lui SC Există atunci o p.c.u. pe 9C, subordonată familiei {^};Gr„ 
în cazul în care 9C este un subspaţiu deschis în Rw există partiţii ale unităţii 
cu funcţii de clasă C0" subordonate într-un anumit sens unor acoperiri nu nea
părat local finite. Fie 9C a Rw o mulţime deschisă organizată ca spaţiu topo
logic, cu topologia indusă, şi {A$}t-eI o acoperire deschisă local finită a lui 9C. 
Există atunci o p.c.u. pe 9C, subordonată acoperirii {Ai}ieI şi astfel încît func
ţiile din partiţie sînt de clasă CM cu suport compact. Dacă {Aî]iGj este o aco
perire deschisă a lui CX(9C <=: ]Rn

) 9C deschisă) există atunci o acoperire deschisă 
local finită {Bj}zej astfel încît pentru orice je f există i e i astfel ca Bj c Ai. 
Fie ca mai sus 9C c; W1, 9C deschisă şi {Ai}ieI o acoperire deschisă a lui X 
Există atunci o partiţie {fj}jer a unităţii pe 9C, formată din funcţii de clasă Cm 

cu suport compact şi astfel încît pentru orice/ e J există i e i astfel ca supp fj cz 
cz Ai. Se spune că {fj}jej este o C°°-partiţie a unităţii subordonată (asociată) 
acoperirii {Ai}ieI. (Gh.Gr). 

pereche ţi-adaptată Fie T şi X două spaţii local compacte, m T —>X 
şi g: T -» R + (funcţia g este pozitivă şi finită). Vom considera şi o măsură 
Radon pozitivă [i pe T. Perechea (n, g) se numeşte p. u,-a. dacă: 1) Funcţiile 7c 
şi g sînt fi-măsurabile; 2) Pentru orice funcţie / continuă cu suport compact 
pe X aplicaţia numerică definită pe T prin V(t) — g{t)f(n{t)) este esenţial 
jt-integrabila. {I.C.) 

pereche duală de spaţii liniare v. sistem dual de spaţii liniare 
perioadă v. funcţia exponenţială, funcţie eliptică 
planul complex v. corpul numerelor complexe 
planul complex extins C este, prin definiţie, C = CU {oo}, unde oo este 

un element abstract ce nu aparţine lui C, numit punctul de la infinit sau, 
simplu, infinit. Pe C se consideră topologia T care are drept mulţimi deschise 
mulţimile deschise din C (cu structura topologică obişnuită), precum şi acele 
mulţimi din C a căror complementară în raport cu C este inclusă şi compactă 
în C (o asemenea mulţime este de forma (C\K) U {oo}, unde K este o mul
ţime mărginită şi închisă în C). Spaţiul (C, T ) este un spaţiu topologic compact 
iar I(x) = x, I: C -+ C este un homeomorfism al lui C pe o submulţime densă 
în C şi deciC este compatificatul Alexandrov al lui C. Un şir {zn}n ejqdQ elemente 
din C converge î n C către infinit dacă şi numai dacă Hm ' *w| = + oo. Aceasta 
rezultă, spre exemplu, din faptul că un sistem fundamental de vecinătăţi ale 
punctului de la infinit este {{*eC | | * | > n} U {°o}}M eN' Dacă zn> zeC 
n e N , şirul {zn}neTM- converge în C către z dacă şi numai dacă el converge 
în C către z. Fie 

S2 = {(*i. H> *s) e R 3 \x\ + A + x\ « 1} 
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şi pe S2 structura de spaţiu topologic (topologia) indusă din R3 . Fie A e S a , 
A = (0, 0, 1) şi <]>: S2 — C definită prin ty(A) = oo iar dacă Xe S2\{A}, 
ty(A) să fie intersecţia planului xz = 0 (identificat cu C) cu dreapta AX, 

sau, mai precis, dacă X = (xv x2, xz) ^ A, atunci ty(X) — —^—. - . î n acest 
1 — xs 

context S2 se numeşte sfera lui Riemann (sau sfera numerelor complexe) iar 
aplicaţia (\> proiecţia stereo grafică. Funcţia <\> este un homeomorfism între C 
şi S2, ceea ce face deci ca S2 şi C să fie izomorfe ca spaţii topologice. Spa
ţiul (C, T ) este metrizabil, o distanţă care generează topologia fiind, spre 
exemplu, cea adusă prin intermediul lui <];: 

p(ztv) = d(^(z)) ^[v)) = - ^ - ^ t - v[ , p(^oo) 

unde z, v e C iar d este distanţa euclidiană în R3 . (Gh. Gr.) 
planul euclidian v. corpul numerelor complexe 
planul numeric real v. corpul numerelor complexe 
polară v. sistem dual de spaţii liniare 
pol de ordin p v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
polidisc v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 
poliedru polinomial v. domeniu Runge 
polinoame ortogonale, elemente ortogonale ale spaţiului polinoamelor 

înzestrat cu un produs scalar (v. spaţiu Hilbert) Fie X spaţiul polinoamelor 
peste corpul numerelor complexe şi pe X un produs scalar {,}. Prin ortogona-
lizarea şirului 1, x, x2, ..., xn, ... se obţine şirul de p.o.: 

pQ(x) = 1, 

feTo l l^fcl l2 

S-a notat cu j| |j norma generată pe X de produsul scalar considerat. Sînt 
mai des utilizate p.o. în raport cu un produs scalar de forma 

</> g> = \ /(*) g(*) 9(*) *x, f,ge X, (••) 

unde (a, b) c R, 9 : (a, b) -> R este o funcţie integrabilă Lebesgue, pozitivă, 
nenulă a.p.t. şi astfel încît 

\ |#*|<p(*)d* < 00, V ^ e N . 
J(a, b) 

Funcţia 9 se numeşte uneori pondere. în acest caz polinoamele {pn}n date prin (*) 
satisfac relaţiile: 

p0{x) = 1, px(x) = x ~ OQ» 

Pj+i{*) = {* - a^) pj{x) - fapj-tix), / e N , unde 
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Polinomul pn are n rădăcini distincte situate în (a, b). Dacă a = — b şi daca 
funcţia 9 care generează produsul scalar este pară, atunci p2n este funcţie para 
iar p2n+i impară. 
Teorema lui Rodrigues. Dacă ponderea 9 este derivabilă pe (a, b) şi dacă există 
polinoamele a şi ,3 astfel ca 

grad a ^ 1, grad ( 3 ^ 2 , 
lim9(Ar) Ş>(x) == \\my(x) ${x) = 0, 
x -*a x-+b 

^ l = ^lf V * e ( a , 6 ) , 

atunci există cw e C, cn # 0, astfel ca polinoamele definite prin relaţia (*•) 
să se scrie sub forma 

pn[x) =cn~±~ (9(x) £»(*))<">, n e N . 

Pentru 9 = 1 se obţin polinoamele lui Legendre: 
n' 

pn(x) = — ((A? - a)w (# - b)n)(nl 
(2») ! 

Pentru (a, &) = (— 1, 1) şi 9(#) = — = se obţin polinoamele lui Cebişev. 
V 1 — x2 

Ele satisfac relaţia 
pn(x) — cos (n arccos x), x e [ — 1, 1}. 

Prezenţa anumitor coeficienţi este legată de condiţia ca termenul de grad 
maxim din pn să aibă coeficientul 1. Polinoamele lui Jacobi se obţin pentru 
9(#) = (1 — %Y (1 — x)q, a — — 1, b = 1. Polinoamele lui Laguerre se obţin 
pentru 9(#) = x^&~x, a = 0, b = + 0 0 , iar polinoamele lui Hermite pentru 
q>(#) = e~~* , a = — 00, b — + 0 0 . P.o. sînt folosite la aproximarea funcţiilor, 
la realizarea unor formule de cvadratură, în studiul ecuaţiilor fizicii mate
matică. Astfel, cu ajutorul p.o. se pot construi unele formule de cvadratură 

utilizate pentru a aproxima integrale (convergente) de fo rmai y(x) j[x) ăx« 
Ja 

Construcţia se bazează pe următoarea teoremă: Fie Xx, ..., Xw numere reale? 
distincte două cîte două, X* e (a, b) şi av ...,an numere reale strict pozitive. 
Pentru ca egalitatea 

$ 
b n 

<?{x) p{x) d# = Ş] <*ipM 

să aibă loc pentru orice polinom p de grad cel mult 2n — 1 este necesar şi 

suficient ca X1} ..., ln să fie rădăcinile polinomului pn iar a< = \ ş{%) Lf[x) ăx» 
Ja ' 

unde 
x - Xk U(x) = H , 

^ _ j hi — Afe 
kjki 
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Fie <*£"(/) = 5 J aifM> u n d e / : (a> b) -+ R> continuă, iar a* şi >,,- verifică 

condiţiile din teorema precedentă. Integralele (convergente) de forma 

1 o(x)f(x)ăx se pot aproxima cu o^\f). Formula de cvadratură a{n) este 

Ja v * 

exactă în sensul că a^\p) = V 9(#) p(x) dx pentru orice polinom de grad cel 

mult 2« — 1. Pentru 9 = 1 se obţine formula de cvadratură a lui Gauss; 
p e n t r u ^ * ) = —~ : formula de cvadratură Gauss-Hermite. O teoremă 

V 1 — x2 

de evaluare a restului este: Daca / este de clasă C2n, cu f(2n) mărginită pe 
{a, b), atunci: 

r ?(*)/(*) d * - o ' " > ( / ) | < \i <P 

1 sup | / W W l f % Î W 9 W d ^ . (GA.Gr.; 
(2n) ! * e (a, 6) 

polinoamele lui Cebîşev, polinoame definite prin 

T0{x) = 1, TL{x) = *, Tra+1(.r) = 2*r„(*) - Tn^(x), n ^ 1. 

Dacă xe [— 1, 1] are loc: Tn(x) = cos (n arccos #). P.C. sînt ortogonale în ra

port cu funcţia pondere <ş(x) = - = pe (—1, 1). Printre polinoamele de 
y l — x2 

grad n, cu coeficientul lui xn egal cu 1, polinomul — Tn este cel mai apro-
2n~i 

piat de zero în raport cu norma ||/|| = sup \f(x) |. P.C. se întîlnesc la apro-
x el— 1, 1] 

ximarea funcţiilor prin polinoame, la polinoame de cea mai bună aproximare 
uniformă, la integrarea numerică a funcţiilor (v. şi polinoame ortogonale, 
funcţii speciale definite cu ajutorul ecuaţiilor diferenţiale). (Gh.Gr.) 

polinom Bernoulli v. numerele lui Bernoulli 
polincm Bernstein (de ordin n asociat unei funcţii / : [0, 1] —• R) , poli

nomul dat de expresia 
n ( k \ 

B»(*)= £ CJ**(1- x)n-kf - • 
*=o V n ) 

Daca / este continuă pe [0, 1], atunci şirul Bn converge către / uniform pe 
[0, 1]. {S.M.) 

polinom de cea mai bună aproximare uniformă Fie C[a, b] spaţiul func
ţiilor continue definite pe [a, b] cu valori reale, spaţiu înzestrat cu norma 
U/H — max \f(x)\. Fie Xn subspaţiul polinoamelor de grad cel mult n, 

x e [a, b] 

Pentru orice feC[a,b] există, şi este unic, Qn e Xn astfel ca \\f — Q\\ ~ 
= inf (II/— FU | P eXn}. Polinomul Qn se numeşte p.c.m.b.a.u. pentru func
ţ ia / . Spre exemplu, pentru n — 0, Q0 = — (M -f m], unde M — sup f(x) 

2 xe[a, b] 
şi m = inf f(x). 

x e [a, b] 
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Teorema de alternanţa a lui Cebîşev. Polinomul Qe Xn este p.c.m.fo.a.u. pentru 
funcţia feC[a, b] dacă şi numai dacă există w •+ 2 puncte distincte x0, ..., xn^\ 
şi e e {±1} astfel încît 

/(*«) - Q(*i) = e ( - 1)« | |/ - CU, Vi e {0, 1, ..., n + 1}. (Gh.Gr.) 

poljnom de interpolare v. interpolare 
polinom fourier (de ordin n asociat unei funcţii / integrabilă pe [ — TT, TT) — 

= I), polinomul trigonometric de ordin n pentru care 

1 Cn 
a% = — V f[x) 

TC J-TC 
cos ix dx, i = 0, 1, ..., n; 

1 rrt 
7Z J-.TC 

6l = — y /(#) sin ix dx, i — 1, 2, ..., w. 

Polinomul este Fourier-Riemann, Fourier-Lebesgue e t c , după cum integra-
bilitatea are loc în sens Riemann, în sens Lebesgue etc. (S.M.) 

polinom Hermite v. polinoame ortogonale, funcţii speciale definite cu 
ajutorul unor ecuaţii diferenţiale 

polinom Jacobi v. polinoame ortogonale, funcţii speciale definite cu aju
torul unor ecuaţii diferenţiale 

polinomLaguerre v. polinoame ortogonale, funcţii speciale definite cuaju» 
torul unor ecuaţii diferenţiale 

polinom Legendre v. polinoame ortogonale, funcţii speciale definite cu 
ajutorul unor ecuaţii diferenţiale 

polinom trigonometric v. teoremele de aproximare ale lui Weierstrass 
polinom Weierstrass v. teorema de pregătire a lui Weierstrass 
polinomul lui Tayior v. formula Iui Taylor 
pondere v. polinoame ortogonale 
prefă scic 61 Fie AT un spaţiu topologic şi (2 o categorie. Mulţimea părţilor 

deschise ale lui X, ordonată prin incluziune, va fi notată prin <7)(X). Un p. 
pe X cu valori în categoria (2 este un functor <?: Q)(X)0V ~> 6. în mod explicit, 
un p. pe X cu valori în categoria (2 este o familie dublă 9r = {9(t/) , pp(9)}vcU> 
unde {9(U)}u este o familie de obiecte din 8, indexată după mulţimile Ue^X), 
iar {p£(9)}F c : C 7o familie de morfisme p£(9): 9{U) -»9(V) în 6, indexată, 
după perechile de mulţimi U,Ve <D{X) astfel încît V <= U. Se cere ca această 
familie dublă să verifice condiţiile următoare: 1) Pentru orice mulţime deschisă 
U în X, pg(9) = idcr{l7) ; 2) Pentru orice ternă de mulţimi deschise U, V, W 
în X astfel încît W c V c U, p&(9) = p ^ f f l o p ? p ) . Morfismele p£(9) se 
numesc morfisme de restricţie ale p. 9 şi se notează uneori, simplu, prin p^ 
i.e. se omite specificarea p. 'de regulă cînd p. despre care este vorba rezultă 
din context. Dacă 9 şi § sînt două p. pe X cu valori în categoria G, prin 
morfism de p. de la 9 ia § se înţelege un morfism functorial de la functorul 9" 
la functorul §, i.e. o familie Q=(®u)ueq)(X) d e m o r f i s m e ®U: ^iu) -* SI1 7) 
ale categoriei (2 cu proprietatea că, pentru orice pereche de mulţimi deschise 
U, V în X astfel încît V cz U, are loc egalitatea 

PUV(§) ° 0 t f - e F - P ^ ) . 

P. pe X cu valori în categoria (2 şi morfismele lor formează o categorie. Cînd 
obiectele categoriei (2 considerate au o denumire specifică, aceeaşi denumire 
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este utilizată şi la nivel de p. De pildă, se spune p. de mulţimi în loc de p. cm 
valori în^ categoria Ens, p. de grupuri abeliene în loc de p. cu valori în categoria^ 
Ab etc. In cazul cînd (2 este o categorie de mulţimi structurate şi 9 un p. pe X 
cu valori în (2, elementele lui 9(17) se numesc secţiuni ale lui 9- peste U. Fie 6* 
o categorie cu proprietatea că orice sistem inductiv filtrant de obiecte din Q: 
are o limită inductivă în (2. Presupunem date un spaţiu topologic X, un p. 
y p e J c u valori în categoria (2 şi un punct x e X. Dacă restrîngem functorul 9" 
la mulţimile deschise U ale lui X care conţin punctul x obţinem un sistem in
ductiv filtrant de obiecte din (2. Se notează 9r#: = lini 9r(&r) limita inductivă 

u 3 x 
a acestui sistem inductiv. Aceasta înseamnă că 9"# este un obiect în categoria 6 
şi că există morfisme p^: 9(£7) -*• 9 # i n <2, definite pentru orice mulţime 
deschisă U în X conţinînd punctul x şi avînd proprietăţile următoare: 
1) p£o p^ — pj cînd xeVczU; 2) Dacă avem un obiect A în (2 şi morfisme* 
®U: S{U) -* A în (2 definite pentru xe U e ^{X) şi cu proprietatea că 6 r o p J = 
= 0(7 cînd x G V a U, atunci există un unic morfism dx : 9X —> A în catego
ria (2 astfel încît 0^ = §xo p^ pentru orice mulţime deschisă U în X care con
ţine pe x. Se spune că 9 ^ este fibra p. 9" în punctul x şi că morfismele p*J: S:(XJ) -*> 
-> 9-tf, unde x £ U G tyţX) sînt morfismele canonice de trecere la fibră. Fibrele 
se pot defini, de asemenea, pentru morfisme de p. Anume, dacă 0: 9 —• § 
este un morfism de p. pe X cu valori în categoria (2 şi x un punct în X, din 
proprietatea universală a limitei inductive rezultă că există un unic morfism? 
$%'• ¥x -*• §# în S care face comutativă diagrama 

cp(U) ~JL+ g{U) 

4 Y 

o* 

pentru xe U e ^(X). Acest morfism 0^ se numeşte fibra lui 0 în punctul x. 
Este util să amintim aici construcţia canonică a fibrei S-x în cazul cînd (2 este* 
una din categoriile uzuale: mulţimi, grupuri, inele etc. Pentru început, să pre
supunem că (2 este categoria mulţimilor Ens şi să considerăm reuniunea dis
junctă J J ^{17). în această mulţime introducem relaţia de echivalenţă 

xeUetyX) 
9(U) 3 s ~ t e 9{V) <<=> există W e <D(X) astfel încît xeW c U (] V şi astfelt 
încît p^-(s) = pw{t)- Atunci fibra lui 9 în punctul x este mulţimea cît 

?*:= LI ^(^)/~. 

iar aplicaţia canonică p^ : ^(U) -> 9a: este aplicaţia care asociază oricărei 
secţiuni s e J-(U) clasa ei de echivalenţă în ($x; această clasă de echivalenţă 
se notează deci p^ţs) şi uneori, simplu, sx, şi se numeşte germenul definit 
de secţiunea 5 în punctul x (sau germenul secţiunii s în punctul x). Să consi
derăm acum cazul cînd (2 este categoria grupurilor, i.e. cazul cînd (J osie un 
p. de grupuri. Deoarece 9 este atunci, în particular, un p. de mulţimi, fibra \i-x 
este definită mai întîi ca mulţime aşa cum am văzut mai sus. Apoi se V<M1C < X 
există o unică structură de grup pe 9a; astfel încît aplicaţiile canonice 'J-(U) - >'Jx 
să fie morfisme de grupuri cînd x e U e (Z)(X). Acest grup 9 ^ este atunci fibra 
lui 9' în punctul x şi evident 9# este un grup abelian dacă 9 este p. de grupuri 
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abeliene. în mod similar se tratează şi celelalte categorii uzuale esenţial alge
brice: inele, spaţii vectoriale, algebre etc, în toate aceste cazuri, elementele 
fibrelor se numesc germeni (v. şi fascicdl). (M.J.) 

preimaginea unei topologii v. topologia iniţială 
preintegrală v. integrala Danieli 
prelungire analitică Fie 5 o suprafaţă riemanniană (sau, mai general, o 

varietate complexă conexă). Notăm prin Os fascicolul funcţiilor olomorfe pe 
mulţimile deschise ale lui 5 şi, pentru orice punct s e S, prin QSiS fibra lui Os 
în punctul s. Prin germen de funcţie clomorfă în punctul 5 se înţelege un element 
ge Os,s- Dacă U este o mulţime deschisă în 5, cp o funcţie clomorfă pe U şi s 
un punct în U, se notează prin p^(cp) sau prin cps germenul definit de funcţia 
59 în punctul s, i.e. germenul geOs.s cu proprietatea că cp e g. Un element 
analitic (sau element de funcţie analitică) în S este o funcţie olomorfă 9 defi
n i tă pe o mulţime deschisă nevidă conexă D<p c S. Fie I = [0, 1] şi y : I —*• S 
rari drum cu originea y(0) = a şi extremitatea y( 1) = b. Notăm prin Fy mul
ţimea tuturor germenilor fe Os,a cu proprietatea că există o familie {ht}teT de 
germeni verificînd condiţiile următoare: 1) hQ = / ; 2) Pentru orice punct tQe I 
«există un element analitic cp: D<p~+ C şi un număr real e > 0 astfel încît y(t0) e D<p 
şi 9y(0 ~ ht pentru orice t e I cu \t — t0\ < e. D a c ă / e F Y , familia {ht}teT cu 
proprietăţile 1) şi 2) este unică, în particular germenul hx e Os,h depinde 
eumai de / şi y şi va fi notat prin r Y ( / ) . Aplicaţia FY: FY-+Os,b astfel definită 
se numeşte p.a. în lungul lui y. Fie fe Os,a'> dacă / e FY, se spune că / admite 
o p.a. în lungul lui y şi că germenul g— fY(f) este rezultatul acestei prelungiri. 
Teorema monodromiei. Fie y şi 8 două drumuri în S astfel încît y(0) = 5(0) 
şi y(l) == S(l) şi fe Os,a- Dacă există o omotopie a : y ~ S rel. {0, 1} astfel 
incît fe Fa pentru orice tel, atunci FY(f) = ^d[f)> unde cat este drumul <x( •, t) 
ffdeci a0 = y şi ax = 8). 
•Corolar. Fie ae S şi fe Os,a- Dacă suprafaţa S este simplu conexă şi dacă / 
admite o p.a. în lungul oricărui drum cu originea în a, atunci există o funcţie 
olomorfă cp pe S astfel încît / = cpa. 
Considerăm acum două elemente analitice cp şi ty în S. Se spune că 
«elementul ^ este o p.a. directă a elementului cp dacă D c p O D ^ ^ 0 şi 
9(5) = ^(5) pentru 5 e Dcp fi D^. Un lanţ de elemente analitice este un şir finit 
{cp0, cpp ..., cpjy} de elemente analitice astfel încît cp̂  să fie o p.a. directă 
a iui (pi~{ pentru i — 1, 2, ..., X. Se spune că elementul <|J este o p.a, 
in lanţ a elementului 9 dacă există un lanţ de elemente analitice 90,..., 9 ^ astfel 
încît 90 = 9 şi 9 ^ = ty. Pentru ca un element d> să fie o p.a. în lanţ a elemen
tului 9 este necesar şi suficient să existe un drum y în S cu originea într-un 
punct a e Dq> şi extremitatea într-un punct b e D^ astfel încît 9^ e FY şi 
«J>6 - rY(9a). (MJ.) 

prelungirea măsurilor Radon pozitive Fie T un spaţiu local compact. Să 
notăm 9C+(T) - {/: T -> R + | fe CX.(T)} şi 9+{T) = {/: T - R f | / este infe
rior semicontinuă}. Aici 9C(T) este spaţiul funcţiilor continue cu suport compact 
pe T. Se arată că pentru or ice /d in 9+(T) avem / — sup {g \ g e 9C+(T), g ^ / } , 
rnarginea superioară fiind luată în raport cu ordinea punctuală dată de u ^ 
^ v <=> u(x) ^ v(x) pentru orice x în T. Aceasta îndreptăţeşte definirea, pentru 
•orice/în 9+(T), a lui 

V.*(f) = sup{ti(g) \geK4T), g^f}. 

Prin definiţie, \i*(f) se numeşte integrala superioară a funcţiei inferior semicon-
t i n u e / . Se ara tă că jx* prelungeşte pe JJI, i.e. \i*[f) — (i(/) dacă / e 9 C + ( T ) . 
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De asemenea, ji*(a/) = a H*(/) dacă a ^ 0 şi / este în 9+[T). Avem şi 

M e J J iei 

pentru orice familie {/i}^ g 7 de funcţii fi din 9+(T). Dacă G cz T este mulţime 
deschisă, se ştie că funcţia sa caracteristică este inferior semicontinuă şi se 
obţine \i*{q>G) '• — \L*{G) măsura exterioară a mulţimii G. Dacă G este relativ 
compactă, atunci \i*(G) este finită. Dacă / : T —> R + este o funcţie oarecare,, 
atunci funcţia definită pe T şi identic egală cu 00 este în 9+(T) şi majorează. 
pe / , deci are sens 

(i*(/) = inf {(!•(*) \he9+(T), * > / } . 

Am definit JJL*(/) = integrala superioară a funcţiei / . Notaţia şi denumirea, 
sînt consistente cu cele introduse anterior, deoarece, dacă fe 9+(T), a tunci 
\L*(J) obţinut în prima etapă coincide cu \i*(f) obţinut în a doua etapă. Uneori, 

f* 
în loc de JJL*(/) se foloseşte notaţia \ / d\x. Se arată că pi* astfel obţinută este-
crescătoare (\i*(f) ^ '^*{g) d a c ă / ^ g), este pozitiv omogenă (|x*(a/) = a|x*(/} 
dacă a > 0 este număr şi / este funcţie pozitivă), este numărabil subaditivă 

/ co N co ' ; 
^* ( Y J f n ] ^ Yj IJL*(/«) I ?*• a r e proprietatea că p.*(sup/w) = sup \i*(fn) dacă 

{/»}» es^e "a n Ş ir crescător. Pentru orice mulţime A czT, măsura sa exterioară 
este \i*(A): == \i*(q>A). O funcţie pozitivă / pe T se numeşte funcţie ^-neglija
bilă (funcţie neglijabilă în raport cu măsura Radon JJL) dacă \i*(f) — 0. O mulţime 
A cz T se numeşte mulţime ^.-neglijabilă (mulţime neglijabilă în raport cu 
măsura Radon \i) dacă [t.*(<pA) = 0. Dacă o proprietate P(t) care depinde de 
punctele t e T se verifică pe o mulţime i c T astfel încît T\A este ut-negli-
jabilă, vom spune că F(t) are loc '^i-a.p.t. (sau că F(t) are loc a.p.t. în raport 
cu măsura Radon \i). Se arată că o funcţie pozitivă / pe T este pi-neglijabilă 
dacă f(t) = 0 [i-a.p.t. Atunci, pentru o funcţie f:T-+E (unde E este ura 
spaţiu vectorial sau E — R) , vom spune că / este pi-neglijabilă dacă f(t) = O 
u.-a.p.t. Dacă A cz T are proprietatea că T\A este pi-neglijabilă ş i / : y4 —> £ , 
vom spune c ă / este definită \L-a.p.t. O mulţime 4̂ ci T se numeşte local negli
jabilă în raport cu \i (mulţime local \L-neglijabilă) dacă pentru orice t în T 
există o vecinătate V a lui / astfel încît V Pi A este pi-neglijabilă (echivalent, 
pentru orice compact K cz T avem că A f] K este \L-neglijabilă). O mulţime 
A este JJL-neglijabilă dacă şi numai dacă este local JJL-neglijabilă şi \i*(A) < 00. 
O funcţie f:T —* R + se numeşte funcţie local [i-neglijabilă dacă {t e T \f(t)^0} 
este mulţime local JJL-neglijabilă. Un spaţiu local compact T se numeşte 
numărabil la infinit (sau a-compact) dacă există un şir {Kn}n de mulţimi 
compacte astfel încît T = \J Kn. Dacă T este numărabil la infinit, mulţimile 

n 
local neglijabile coincid cu cele neglijabile. Se spune că o proprietate P[t), 
care depinde de punctele mulţimii T are loc local \i-a.p.t. (local a.p.t. în raport 
cu măsura Radon JJL) dacă există o mulţime A c T, cu T\^A local pi-negii-
jabilă, astfel încît P(t) se verifică pentru orice te A. (FC.) 

prelungirea unei funcţii Fie X, Y, Z trei mulţimi, X cz Y şi fie / : X -> Z. 
Orice funcţie g : Y -> Z a cărei restricţie la X este / este o prelungire a lui / 
de la X la Y. Teorema lui H. Tietze afirmă că o funcţie r e a l ă / definită şi coa-

l 

file:///geK4T
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tinuă pe o parte închisă F SL unui spaţiu metric X admite o prelungire la o funcţie 
continuă g astfel încît g(X) cz f(F). (S.M.) 

premăsură v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
prima axiomă de numărabilitate Fie 9C un spaţiu topologic şi x e 9C. Se 

spune că în punctul x este satisfăcută p.a.n. dacă există un sistem funda
mental numărabil de vecinătăţi al lui x. Se spune că spaţiul topologic 9C sa
tisface p.a.n. dacă orice punct al spaţiului admite un sistem fundamental nu
mărabil de vecinătăţi. Orice spaţiu topologic cu bază numărabilă satisface 
p.a.n. Orice spaţiu metric satisface p.a.n. Fie iX un spaţiu topologic în care 
este satisfăcut p.a.n. Un punct x este aderent mulţimii A cz 9C dacă şi numai 
dacă există un şir {an}ne-^ de elemente din A convergent către x. O funcţie 
definită pe 9C cu valori într-un spaţiu topologic este continuă dacă şi numai 
dacă este secvenţial continuă. (Gh.Gr) 

primitivă (a unei forme diferenţiale exacte) v. formă diferenţială (pe o 
varietate diferenţială) 

primitivă (a unei funcţii complexe) Fie A cz C o mulţime deschisă şif'-A -»C. 
Se spune că funcţia g:A —> C este o p. a lui / dacă g este derivabilă şi g/ = / . 
Se spune în acest caz că func ţ ia / admite p. Dacă A este un domeniu, funcţ ia / 
admite p. dacă şi numai dacă este olomorfă. Dacă /es te o funcţie continuă 
pe domeniul A, atunci ca admite p. dacă şi numai dacă pentru orice drum rec-

tificabil si închis X în A, \ / = 0. Afirmaţia \ f = 0 pentru orice X rectifi-
JA JX 

cabil şi închis în domeniul A => / olomorfă pe A este cunoscută sub numele 
de teorema lui Mor era. (Gh.Gr.) 

primitivă (a unei funcţii reale) Fie I un interval (nedegenerat) al dreptei 
reale şif : I - > R o funcţie. Se spune că o funcţie F : i" —> R este o p. a funcţiei/ 
dacă F este derivabilă şi F' — / (i.e. F'(x) = f(x) pentru orice x în I). în 
acest caz se spune c ă / admite p. Dacă o funcţ ie / admite p. a t u n c i / are proprie
tatea lui Darboux, nu şi reciproc. Fie F o p. a l u i / . Atunci pentru orice număr 
real C, funcţia F-\-C este de asemenea o p . a l u i / . Reciproc, dacă FL şi F2 sînt 
p. ale l u i / , atunci diferenţa F-^—F^ este o funcţie constantă. Noţiunea de p. 
poate fi prezentată într-un cadru mai general, şi anume se consideră o mulţime 
A cz R care este formată numai din puncte de acumulare şi o funcţie / : A —* R . 
O p. a lui / este o funcţie derivabilă F : A —> K cu proprietatea că F' = / . 
Dacă A nu este interval nu mai rezultă că diferenţa a două p. este constan
tă. (I.C.) 

principiul dualităţii între măsură şi categorie Se admite ipoteza continuului. 
Există o funcţie bijectivă / : R -*• R care este involutivă (i.e. f = /-1) şi care are 
proprietăţile: a) Pentru orice mulţime E cz R care este neglijabilă Lebesgue 
mulţimea f(E) este de prima categorie Baire; b) Pentru orice mulţime E cz R 
care este de prima categorie Baire, mulţimea f(E) este neglijabilă Lebesgue 
(teorema Erdos-Sierpinshi). în baza acestei teoreme are loc următorul rezultat. 
P.d.m.c. Fie F o propoziţie în care intră noţiunile de „măsură Lebesgue zero", 
„prima categorie Baire", precum şi noţiuni pure de teoria mulţimilor. Fie F* 
propoziţia obţinută din F schimbînd între ele noţiunile de „măsură Lebesgue 
zero" şi „prima categorie Baire". Atunci, admiţînd ipoteza continuului, 
propoziţiile F şi F* sînt echivalente. {I.C.) 

principiul fundamental (în sensul lui Ehrenpreis), denumirea dată teoremei 
de reprezentare integrală a soluţiilor unui sistem liniar oarecare de ecuaţii 
diferenţiale cu derivate parţiale liniare cu coeficienţi constanţi. Acest rezultat, 
care constituie o generalizare profundă a faptului analog pentru sisteme de 
ecuaţii diferenţiale liniare ordinare cu coeficienţi constanţi, formulat de Ehren
preis şi demonstrat în toată generalitatea de Palomodov, are enunţul următor. 
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Fie p(D) o matrice cu t linii şi s coloane avînd coeficienţii operatori diferenţiali 
liniari cu coeficienţi constanţi în n variabile. Fie O o mulţime convexă deschisă 
în Rw şi în Q, se consideră sistemul F(D)u = 0 (aici u = (uv ..., us) cu 14% e 
e Q)*(Q.), k = 1, ..., s) şi fie AT varietatea caracteristică a sistemului considerat; 
ea este mulţimea acelor zeCn pentru care rangul matricii p(z) este strict mai 
mic decît s. Varietatea N se descompune într-o reuniune de subvarietăţi N^? 
fiecare A7x fiind varietatea zerourilor unui anume ideal J^ din inelul A = C[zv ... 
..., zn] al polinoamelor în n variabile. Fiecărui ideal 1^ i se asociază un operator 

diferenţial d^—dx(z, D): As -*• A *•; aceşti operatori au coeficienţi polinomiali 
în z şi sînt definiţi în mod unic. Operatorii d^ au proprietatea că intersecţia 
nucleelor aplicaţiilor liniare pe care le definesc d ^ As -+ [A/I^] * coincide cu 
imaginea aplicaţiei fP '.A1 -* As, unde lF este matricea transpusă matricii P . 
Atunci, există măsuri vectoriale \i^, purtate pe varietăţile N\, cu proprietatea 
că orice soluţie distribuţie u a sistemului P(D) u = 0 se poate reprezenta sub 
forma 

integrala fiind uniform convergentă pentru orice mulţime mărginită din [CQ° (Q)]*. 
Demonstraţia, în afara unor considerente de geometrie algebrică, reduce pro» 
blema cu ajutorul transformării Fourier, la o problemă de analiză complexă , 
care se rezolvă utilizînd o teoremă de t ip B Cartan, dar cu evaluări la infinit. 
Din această reprezentare rezultă şi faptul următor: sistemul F(D)u = / are 
soluţii dacă şi numai dacă membrul drept / verifică condiţiile de compatibili
ta te care se exprimă, de asemenea, sub forma Q(D)f = 0 (matricea Q(z) verifică 
QP — 0). Există şi o variantă a p.f. pentru soluţiile hiperfuncţii. (G.G.) 

principiul identităţii funcţiilor olomorfe v. principiul prelungirii analitice 
principiul inducţiei transfinite v. număr ordinal 
principiul localizării v. suportul unei măsuri Radon, funcţii şi mulţimâ 

măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 
00 

principiul maximului modulului Fie V! cnzn o serie întreagă absolut conver-
M = 0 

00 

gentă pe B == {ze C | \z\ < r} şi f(z) = Ş ] cnzn
t ze B. Dacă există 0 < p < r 

M = 0 
astfel ca | / (*)K| / (0) - | pentru orice z cu |jgr| < p , a t u n c i / este constantă. Con
secinţele următoare ale afirmaţiei primare precedente sînt diverse accepţiuni 
ale p.m-m. Fie A o mulţime deschisă din C, / : A -* C olomorfă şi neconstantă 
în nici o componentă conexă a lui A. Pentru orice parte compactă H cz A, 
punctele zeH pentru care ]f(z) \ = sup {\f(z) | \ zG H} sînt puncte ale frontierei 
lui H. Fie D un domeniu, / o funcţie olomorfă pe D astfel încît aplicaţia z -> 
-* l/f-2') I a r e ^n £* ' a n maxim local. Atunci / este constantă. Dacă D este un 
domeniu mărginit în C iar / o funcţie continuă pe D, olomorfă pe D şi necon
stantă, atunci | / (z ) |<sup {|/K)| |£e&D} pentru orice zeD, unde 8D este fron
tiera lui D (v. si funcţie olomorfă (de o variabilă complexă), funcţie armonică). 
(Gh.Gr.) 

principiul mărginirii uniforme v. teorema Banach-Steinhaus 
principiul prelungirii analitice în contrast cu funcţiile continue sau cu 

funcţiile de clasă C°°, funcţiile olomorfe prezintă o mare rigiditate, exprimată 
prin teorema următoare, cunoscută sub numele de p.p.a. sau principiul identi
tăţii funcţiilor olomorfe. 
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Teoremă. Dacă f şi g sînt două funcţii olomorfe pe mulţimea deschisă conexă 
£lînCn, n ^ 1, atunci condiţiile următoare sînt echivalente: \) f—g; 2) Exista 
*o mulţime deschisă nevidă Q/ a Q, astfel încît f(z) = g(z) pentru orice 
z e QS; 3) Există un punct ae Q, astfel încît da/(a) = Bag(a) pentru orice 

a = (a1( ..., a») e (N U (0})w unde Ba = — — 

în cazul n = 1, p.p.a. poate fi precizat după cum urmează: Dacă O este o 
mulţime deschisă conexă în C şi / o funcţie olomorfă pe £1, atunci condiţiile 
următoare sînt echivalente: 1') f(z) = 0 pentru orice zeQ,; 2') Mulţimea 
f~l(0) a zerourilor lui / are un punct neizolat; 3') Există un puuct ae CI astfel 
încît / (V)(a) = 0 pentru orice întreg v ^ 0. Un corolar evident al acestei ultime 
teoreme este următorul rezultat: Dacă CI este o mulţime deschisă şi conexă 
în C ş i / o funcţie olomorfă care nu se anulează identic pe CI, atunci mulţimea 
/_1(0) este discretă (principiul zerourilor izolate). Notăm că, în cazul n ^ 2, 
dacă / este o funcţie olomorfă pe o mulţime deschisă CI ez Cn, mul ţ imea/ _ 1 (0) 
a zerourilor l u i / nu are puncte izolate (v. teorema de prelungire a lui Hartogs). 
(M.J.) 

principiul reflexiei v. principiul simetriei 
principiul simetriei Fie CI o mulţime deschisă în C, simetrică în raport cu 

axa reală, şi fie Qf: ~{ze Cl\ Im z^O}. Dacă funcţ ia / : CI' -*• C este continuă 
pe O', olomorfă pe £2' şi reală în punctele reale ale lui CI', atunci funcţia 
F: CI -* C, definită prin F(z): = / M cînd ze CI' şiF(z): = f(z) cînd 5 e H', este 
o funcţie olomorfă pe £2. Această teoremă, cunoscută sub numele de p.s. (sau 
principiul reflexiei) reprezintă, în fapt, un procedeu de prelungire analitică a 
unei funcţii continue pe CI', olomorfe pe CI' şi reale pe intersecţia lui CI' cu 
axa reală [M.J.) 

principiul superpoziţiei, proprietate a sistemelor liniare constînd din faptul 
că aplicaţia care asociază funcţiei / soluţia cu condiţii iniţiale nule a sistemului 
afin x' — A(t)x -f f(t) este o aplicaţie liniară. Proprietatea exprimă suprapu
nerea efectelor excitaţiilor externe. (A.H.) 

principiul variaţiei argumentului, una din teoremele de bază ale analizei 
complexe, care se poate enunţa astfel: 
Teorema 1. Fie / o funcţie meromorfă pe mulţimea deschisă CI din C şi fie 
M cz Ci un compact cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni. Presupunem că funcţ ia / 
nu are zerouri şi poluri pe BK. Atunci are loc formula 

JLC HlLdz^ZiK'.f) - P(K\f), 
2-rzijdK f(z) 

unde Z(K;f) este numărul zerourilor l u i / conţinute în K iar F{K;f) numărul 
polurilor lui / conţinute în K, fiecare zero şi pol fiind numărat de un număr de 
Dri egal cu multiplicitatea sa (BK este ca de obicei bordul orientat al lui K). 
3bs. Dacă / = u + iv: U -> C este o funcţie olomorfă şi f(z) ^ 0 pentru 

dw 
zeU, atunci imaginea inversă a formei logaritm o = — prin funcţia / 

w 

îste forma diferenţială închisă — , definită pe U şi notată d log / . Par tea 
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f'(z)âz 

m 
d log / = 

-IC ^ = 
2-îiijdK f 

2TT JdK 

imaginară a acestei forme diferenţiale se notează d a r g / şi este egală cu imaginea 
inversă prin funcţia / a formei argument. Avem deci 

d/" . u> <ăv — v du 
-L = d l o g / = d log | / | -f i d a r g / - d log | / | + i — — . 

/ w% + v2 

în condiţiile teoremei precedente, dacă punem 

U : = {zeCl \f(z) ^ 0 şi oo}, 

atunci BK cz U., iar din consideraţiile precedente rezulta 

27ii JSK 

27ri JdK 

i.e. valoarea integralei poate fi interpretată ca reprezentînd variaţia argumentului 
punctului f(z) cînd punctul z parcurge frontiera BK în sens pozitiv. fAcest 
fapt justifică denumirea de p.v.a. atribuită teoremei 1. O generalizare a p.v., 
a. este 
Teorema 2. în condiţiile teoremei 1, fie {at}^^ şirul zerourilor lui / conţi
nute în K şi {ftj)i<j<a Ş i rul polurilor l u i / conţinute în KF unde p=Z(K\f) şi 
q = F(K;f), deci fiecare zero şi pol apare în şirurile precedente de un număr 
de ori egal cu multiplicitatea sa. Atunci, pentrm orice funcţie olomorfă g pe O* 
ane loc formtila 

-IC J ^ d z ^ g l a ^ ^ g ^ . 
27zi}8K f(z) £ l ^ 

în particular în condiţiile teoremei 1 şi cu notaţiile din teorema 2 pentru orice? 
număr întreg r ^ 0 are loc formula fsuma puterilor): 

2ni„dK f(z) £ i j t i 

Un corolar al p.v.a. este 
Teorema 3 (Rouche). Peiatru K şi §1 la fel ca în teorema 1, f i e / şi g două funcţii 
meromorfe cu proprietăţile următoare: 1) / şi g nu au zerouri şi poluri pe BK' 
2$ l /M — g{z) l< I gW I pentru orice ze BK. Atunci 

Z(f; K) - T(f; K) = Z(g; K) - F{g; K). 

Aplicaţii: 1° Teorema fundamentală a algebrei. Fie 

f(Z) = zn + «1^~1 + . . ;+a» 

un polinom de grad n ^ 1, unde a1 , ..., an sînt numere complexe date. Atunci 
ecuaţia f(z) = 0 are exact n rădăcini. Pentru demonstraţie se consideră discul 
ODrnpaet 

Kr= {ze€\ \z\ ^r}3 r> 0. 
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Dacă r este suficient de mare avem \f(z) — zn \ < \zn\ cînd \z\ = r şi se poate 
aplica teorema lui Rouche cu g(z) = zn). 2° Continuitatea rădăcinilor unei 
«ecuaţii olomorfe. Fie K şi Q, la fel ca în teorema 1, / o funcţie olomorfă pe Q, 
astfel încît f(z) ^ 0 pentru ze BK si e : = inf \f\, deci e > 0. Atunci, pentru 

8K 
•orice funcţie olomorfă h pe Q, astfel încît \h(z) | < s pentru ^ G BK, s,vemZ(f~\-h; 
K) = Z(f; K). (Acest enunţ se obţine din teorema lui Rouche pentru g — 
.= f-\- h.) 3° Continuitatea rădăcinilor unei ecuaţii algebrice. Fie 

F{z, u) = zn + uxzn~x + . . . + «»? 

<unde n este un întreg ^ 1 iar w = (w^ ..., un) e Cw. Pentru a = (a^ ..., aM) 
«in punct fixat în Cw, fie ^ , ..., £w cele n rădăcini ale ecuaţiei algebrice F(z, a) — 0. 
Fie de asemenea Q. o mulţime deschisă în C conţinînd punctele zv ..., zn. Atunci 
«xistă o mulţime deschisă U cz Cn care conţine pe a astfel încît, pentru orice 
ue U, toate zerourile ecuaţiei F(z, u) = 0 să fie conţinute în Q,, (într-adevăr, 

*fie K un compact în C cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni astfel încît zv ..., zneM 
si K cz £1. Fie s : = inf | F(z, a) |; evident e > 0. Continuitatea lui F ca 

dK 
'funcţie de z şi u implică existenţa unei mulţimi deschise U cz Cn conţinînd 
pe a astfel încît \F(z, u) — F(z, a) \ < e cînd (z,u)eBKxU\ Se poate deci 
aplica teorema precedentă pentru j(z): = P(z, a) şi ^(^): — P(z, u) — P(z, a), 
ueU). 4° Teorema gradului local. Fie / o funcţie olomorfă neconstantă pe 
«îulţimea deschisă conexă £1 în C. Atunci, pentru orice punct ae O există un 
disc D centrat în punctul f(a) avînd proprietatea următoare: componenta 
conexă U a lu i /^fD) care conţine punctul a este relativ compactă în O şi, pentru 
•orice punct we D, ecuaţia f(z) — w are exact w rădăcini zelT, unde m este 
•ordinul lui a ca zero al funcţiei / — f(a). (într-adevăr, se poate presupune 
4i — f(a) = 0.) Fie p > 0 astfel încît discul compact K: = {ze C \ \z\ ^ p] 
să fie conţinut în Q. şi astfel încît f(z) # 0 pentru z e i £ \ { 0 } . Dacă e: = 
= inf | / | , atunci e > 0 si, după teorema de la punctul 3°, se poate lua D: — 

•dK 

— {w e C\ \w\ < e}. în fapt, dacă weD, fiecare din ecuaţiile f(z) — w = 0 
şif(z) = 0 are exact m rădăcini conţinute în K. Pe de altă parte, după alegerea 
lui e, / - 1(D) 0 BK = 0 , deci XJ cz K, de unde se deduce că mulţimea U este 
relativ compactă. Aplicaţia U -*• D, indusă de / , este proprie şi de grad m; 
în particular f(U) = D. Evident, teorema aplicaţiei deschise este o consecinţă 
a teoremei gradului local). 5° Teorema funcţiei inverse. Dacă h este o funcţie 
olomorfă şi injectivă pe mulţimea deschisă Q cz C, atunci mulţimea O' : = 

.. = h(Q) este deschisă şi aplicaţia Q, -> Q,', indusă de h, este un izomorfism 
analitic. în plus, pentru orice punct w e O' şi orice compact K cz Q., cu fron
tiera de clasă C1 pe porţiuni, astfel încît h~1(w) e K, are loc formula 

JH(«0 = — ţ - ^ - d r . (.) 
2td jdK h(z) — w 

'Mai întîi, din teorema precedentă rezultă că h este o aplicaţie deschisă, deci 
h(K) este o mulţime deschisă. Apoi, pentru w e h(K) fixat, ecuaţia h(z) = 0 
are un singur zero, şi anume pe k~1{w). Din teorema 2 aplicată funcţiilor f(z): .== 
= h(z) — w şi ^(^): = z se obţine formula (*). Folosind această formulă şi 
teorema derivării sub semnul integral, se vede imediat că funcţia hr1 este olo-

cnorfă pe mulţimea deschisă h{K) e t c ) . (M.J.) 
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principiul zerourilor izolate v. principiul prelungirii analitice 
probabilitate v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
probabilitate de distribuţie v. integrala stochastică 
probabilitate de distribuţie (n-dimensională) v. măsură gaussiană 
probabilitate de repartiţie v. integrala stochastică 
probabilitate de repartiţie (n-dimensională) v. măsură gaussiană 
problema aditivă a lui Cousin v. funcţie meromorfă (pe o varietate complexă) 
problema dificilă a teoriei măsurii Fie n un număr natural şi fie ^(R1*) 

mulţimea părţilor lui 'R^. Se cere să se construiască o măsură numărabil aditivă 
|x: 9>(]Rn) -» R + care să aibă proprietăţile: 1) Măsura x̂ este invariantă la 
t ranslaţ ie (v. problema uşoară a teoriei măsurii): 2) Avem' (x([0, l]n) = 1 (re
zultă atunci că pentru orice mulţime mărginită A, \i{A) < oo). P.d.t.m. nu 
poate fi rezolvată pentru nici un număr natural n. (I.C.) 

problema lui Brouwer v. transformare interioară 
problema lui Cauchy Fie un sistem de ecuaţii sub formă normală: 

BntiH ( d*uj-- \ 
8x1' \ l a^1 8*2" ) 

c u * , / =s 1, 2, ..., N, \<x\^nj, a.j < n$. P.C. constă în a căuta o soluţie (wlf ..., u^ 
care pentru %t = x\ să ia, împreună cu derivatele sale pînă la ordinul n{ — 1 

valori date <p\k)(x2> •••* xn) I = 9\*y{*2» •••» x*)» k = 0, l, 2, ..., n ^ 

, In general, dacă nu şe impun condiţii suplimentare, o astfel de.problemă nu 
are soluţii sau, dacă are, acestea nu sînt unice. Teorema Cauchy-Kovalevskaia 
asigură existenţa locală a soluţiilor în cazul în care coeficienţii ecuaţiei şi 
datele sînt analitice. Existenţa globală sau unicitatea nu sînt asigurate decît 
în cazuri speciale. Reducerea unui sistem oarecare de ecuaţii cu derivate par
ţiale de formă normală a condus pe Cauchy la introducerea noţiunii de carac
teristică. Trecînd la cazul liniar, fie P(x, D) un astfel de operator, de ordin tw. 
A rezolva p.C. relativă la operatorul P şi la planul (x, 2V> = 0 (N vector 
nenul din Rw) revine la a găsi o soluţie u a ecuaţiei P(x, T>)u = / care să verifice 
u — cp = 0 « # , Ar>w) atunci cînd (x, iV> > 0, / şi 9 fiind funcţii date. 
Dacă u este suficient de regulată, această condiţie este echivalentă cu anularea 
derivatelor lui u — cp pe o direcţie transversala planului (x, N} — 0. Se 
pot da datele mai general, pe o hipersuprafaţă 2* Cum, în general, rezultatele 
sînt de natură locală acest caz se reduce la cel anterior. Din teorema Cauchy-
Kovalevskaia se deduce că dacă 2 n u es"te caracteristică şi dacă datele şi coefi
cienţii operatorului sînt analitici, atunci local, existenţa şi unicitatea soluţiei, 
de asemenea analitice, este asigurată. în cazul în care planul (sau suprafaţa 
ce poartă datele) sînt caracteristice, se spune că avem de-a face cu p.C. carac
teristică. In acest caz, chiar pentru coeficienţi analitici nu mai avem unicitate. 
In schimb, dacă P(x, D) are coeficienţi analitici şi 9 este o funcţie de clasă C2, 
pentru care grad 9 (x°) — N ^ 0 este caracteristic, dar care verifică o condiţie 
de convexitate (condiţia lui Levi) în raport cu F, orice soluţie uecb*(Q.) a 
ecuaţiei P(x, T>)u — 0, care se anulează pentru q>(#) > q>(x°), se anulează 
identic. Deşi în cazul caracteristic p.C. nu are soluţie unică, se pot determina, 
prin condiţii suplimentare, aşa-numitele clase de unicitate (Prima clasă de 
acest fel a fost determinată de Carleman-M.Nicolescu-Tihonov pentru ecuaţia 
căldurii.) Un studiu amănunţ i t în cazuri generale al claselor de unicitate a fost 
efectuat de Gelfand şi Şilov. Dacă operatorul P(x, D) este analitic, hipoeliptic, 
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cu coeficienţi analitici în Q = { |^ | < T} X £}', O'deschis în R^- 1 şi / (A^, ..., xn) 

este analitică în Q, atunci p.C. Pw = / în O, j — 1 u — Uj (x2, ..., #n), y = 
\Bxi) 

= 0, 1, ..., m—l, nu are soluţie dacă datele iniţiale nu sînt analitice. Operatorii 
(cu coeficienţi constanţi) pentru care p.C. necaracteristică are soluţii pentru 
orice / , cp de clasă C00 sînt exact operatorii hiperbolici, ce se pot caracteriza 
algebric (v. operator hiperbolic). (G.G.) 

problema lui Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale Soluţia problemei lui 
Cauchy pentru ecuaţia diferenţială definită de funcţia F : I xG cz R x R n —• 
—> R cu condiţiile iniţiale t0, y\, y®, • •-, y» es^e ° funcţie y: Iy cz I -+ R de n 
ori derivabilă, cu (y(t), yf(t)} ..,, yi71-1) (/)) eG pentru orice t din Iy verificină 

yi*)(t) = F{t, y(t), ..., yi71-1)^) 

pentru orice t din Iy şi în plus 

y('o) = vi ?(*,) = vi •••• y<n~1](h) = vi 
Unei ecuaţii diferenţiale de ordin n definită de© funcţie F i se asociază în mod 
natural un sistem de ecuaţii diferenţiale definit de funcţia f : I xG cz R x 

/i(*> y\> •••» yn) = ya» ->fn~i(t, yv ..., y») = ^n. 

/«( ' , ?i> •••> y») = -F(*, yv ">> >'»)• 
Dacă ^ este soluţie pentru ecuaţia diferenţială de ordin n definită de F, atunci 
funcţia t [-> (3/(0, • ••> j ^ - 1 ) ^ ) ) este soluţie a sistemului definit de / ; prima 
coordonată a unei soluţii a sistemului definit de feste soluţie a ecuaţiei definite 
de F. în acest fel teoria problemei lui Cauchy se transportă automat de la sis
temele de ecuaţii diferenţiale la ecuaţiile de ordin superior. (A.H.) 

problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale Fiind dată o 
funcţie f : IxG cz R x R t t -+ ~Rn şi un punct (/0, y0) cz I xG p.C.s.e.d. defin|fc 
de f (sau problema cu condiţii iniţiale) constă în determinarea unei funcţii 
y: Iy cz I —> G, derivabilă, cu y'(t) = f(t), y(t)) pentru orice t e Iy şi y(t0) —y0~ 
Problema lui Cauchy reprezintă modelul fundamental pentru procese de evo
luţie în care starea în fiecare moment este determinată de starea iniţială şi 
de legea de desfăşurare a procesului exprimată ca o legătură între viteza instan
tanee şi stare; punctul de plecare al acestui model a fost constituit de legea 
fundamentală a dinamicii formulată de Newton. 
Teorema de existenţă a lui Teano. Dacă / este continuă, atunci pentru orice 
punct (t0, y0) e I xG există un interval I,t , c / şi o soluţie y: I,t . -> G 
a problemei Cauchy (y derivabilă, y(tQ) = y0, y'(t) = f(t, y(t)) pentru orice 

La această teoremă de existenţă se adaugă diferite teoreme de unicitate 
dintre care cea mai uzuală afirmă că dacă / este local lipschitziană în ai 
doilea argument (i.e. pentru orice interval compact / din / şi pentru orice 
compact C din G există L>0 astfel încît oricare ar fi t din / şi oricare ar fi 
yl} y2 din C are loc inegalitatea 

\î(t,yi)-fi,t,y2)\^L \y,-y2\) 
soluţia problemei lui Cauchy este unică (două soluţii ale aceleiaşi probleme a 
lui Cauchy coincid pe intersecţia intervalelor lor de definiţie). In condiţiile 
unei teoreme de unicitate locală, orice soluţie a problemei lui Cauchy se poate 
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prelungi pînă la o soluţie maximală (neprelungibilă) unică; extremităţile inter
valului de definiţie al unei soluţii maximale sînt funcţii semicontinue de (t0, yQ). 
Dacă / este de clasă C1 aplicaţia care asociază lui (t0, yQ) valoarea într-un 
punct t a soluţiei maximale corespunzătoare a problemei Cauchy este de clasă C1. 
î n afară de soluţia clasică pentru problema lui Cauchy definită mai sus, 
se consideră, de asemenea, soluţii în sens Caratheodory. O funcţie y este 
soluţie în sens Caratheodory a problemei lui Cauchy definită de funcţia / şi 
de (*0, yQ) dacă y(t0) = y0, y este absolut continuă şi y\t) = f(t, y(t)) a.p.t. 
în Iy. Existenţa soluţiei în sens Caratheodory este asigurată în următoarele 
condiţii pentru / : a) Pentru orice y din G funcţia t i-> f(t, y) este măsurabilă; 
b) Pentru orice t din I funcţia y \->f{t, y) este continuă; c) Pentru orice (t0, y0) 
din IxG există r± > 0, r2 > 0 şi o funcţie integrabilă m: (t0 — rv t0 -f r-j -+ R 
astfel încît sfera cu centrul în y0 de rază r2 este în G iar pentru aproape toţi 
t din (t0 — rv t0 + rx) şi pentru toţi y din sfera de mai sus are loc inegalitatea 
V(** y) I ^ m{t). O extindere şi mai mare a noţiunii de soluţie a problemei 
lui Cauchy este următoarea: y se numeşte soluţie în sens Filippov a problemei 
lui Cauchy dacă y(t0) — y0, y este absolut continuă şi y'(t) e Ff(t, y(t)) a.p.t. 
£n Iy\ Ff este definită prin 

Ff(t,y)= O f i ™f(t,B8(y)\A), 

unde co B este cea mai mică mulţime convexă închisă care conţine pe B, B$(y) 
sfera de rază S centrată în y iar y. măsura Lebesgue în R w ; Ff se numeşte conul 
iui Filippov şi definiţia exprimă faptul că y este soluţie pentru incluziunea 
diferenţială definită de conul lui Filippov. Dacă / este măsurabilă şi verifică 
condiţia c), atunci există soluţia în sens Filippov a problemei lui Cauchy. (A.H.) 

problema lui Dirichlet Fie Q, o mulţime deschisă mărginită din ]Rn cu 
frontiera dQ> suficient de regulată şi F(x, D) un operator eliptic de ordin m = 
~ 2p. Dîndu-se / în Q şi funcţiile g0, ..., gv-x pe dO, P-D. constă în a găsi o 

dku 
soluţie a ecuaţiei P(x, D)u = / î n O care să verifice condiţiile la limită — = 

Bvk 

— gf- p<' Vil, h ~- 0, [,..., p — 1, — fiind derivarea după normala exterioară» 
^ v _ 

I);.ir.ă soluţia u este de clasă Cm în Q. şi de clasă Cv~x în Q, se spune că u este 
o soluţie clasică a p.D. Se poate da o formulare generalizată a p.D. în cadrul 
spaţiilor Sobolev. Dacă 

P(x, D) u = Yi a*{x) D<Xw> m = 2p 
| a j^w 

îndeplineşte condiţiile de mai sus şi F*(x, D) este adjunctul său formal, se 
consideră forma biliniară asociată lui V, definită de (v, Fu) — (F*v, u) = 
— B[u, v],unde produsul scalar este cel din L?(Q). (Această formă biliniară are 
sens chiar dacă coeficienţii aa(x) verifică condiţii slabe de regularitate.) Atunci 
o funcţie u din Hl(Q.) ce verifică B[<ţ>,u] = (9 , / ) , pentru orice fe C§>(Q.)t 
se numeşte soluţie generalizată a p.D. Spaţiul H%(Q.) este aderenţa subspaţiului 
Cjf(Q) în HP(Q,). Dacă operatorul F(x} D) de ordin m — 2p este uniform tare 
eliptic în Q., i.e. verifică (— I J ^ R e / S\ a<x(x) 5 a \ ^ C 0 | ^ |2 p uniform în ii şi dacă 

l|a|=2£ / 
coeficienţii părţii sale principale sînt continui iar ceilalţi măsurabili şi mărginiţi, 
atunci pentru p.D. generalizată are loc alternativa lui Fredholm, şi anume: 
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sau pentru orice fe L2(C1) există o soluţie unică u verificînd B[q>, u] — (9, u) 
pentru orice 9 e H%, u e Hg(O), sau există un număr finit de soluţii liniar inde
pendente Vj (j= 1,..., x) ale ecuaţiei B[v, 9] = 0 pentru orice <ţ>eH%(Cl), VjeH^(Cl), 
astfel încît ecuaţia B[y,u\ — (9,/) are soluţie dacă şi numai dacă (f,Vj) = 0 
(j — 1,..., k). Xîn rol de seamă în demonstrarea existenţei soluţiei îl joacă 
inegalitatea lui Gârding (v. şi funcţie armonică). în cazul ecuaţiei lui Laplace 
p.D. a fost rezolvată în condiţii foarte generale de Perron şi Wiener. (G.G.) 

problema lui Levi Fie X o varietate complexă. Se numeşte funcţie de exhans-
tiune pe X orice funcţie reală 9 e C(X) cu proprietatea că, pentru orice număr 
real c, mulţimea 

Xc : = {xeX |<p(*) <c} 

este relativ compactă în X. Dacă X este o varietate Stein, este uşor de arăta t 
că X admite o funcţie de exhaustiune de clasă C00 strict plurisubarmonică. 
Problema dacă aserţiunea reciprocă este de asemenea adevărată este cunoscută 
sub numele de p.L. pe o varietate complexă. Această problemă a fost soluţionată 
afirmativ de H. Grauert (1958). Astfel are loc următoarea 
Teoremă (Grauert). X este o varietate Stein dacă şi numai dacă X admite o 
funcţie de exhaustiune 9 e C<X(X) strict plurisubarmonică. 
Alte demonstraţii ale teoremei lui Grauert bazate pe teoreme de existenţă 
pentru operatorul ~d au fost obţinute de J. J. Kohn şi L. Hormander. Teorema 
lui Grauert este punctul de plecare în teoria pseudoconvexităţii (v. pseudo-
convexitate). (M.J.) 

problema lui Levi (în Cn) v. pseudoconvexitate 
problema lui Neumann pentru d, analogul pentru laplacianul complet 

" • a problemei uzuale a lui Neumann pentru laplacianul real. Sin.: problema 
~d->Neumann. Această problemă a apărut în legătură cu generalizarea teoriei 
lui Hodge la varietăţi necompacte şi joacă un rol important în analiza complexă. 
Dacă se consideră ecuaţia ~du = f (pentru funcţii sau forme a căror coeficienţi 
sînt de pătrat integrabil într-un domeniu CI relativ compact din Cn cu frontieră 
netedă) şi se caută o soluţie ueL2(Cl), ortogonală pe subspaţiul funcţiilor 
olomorfe în CI, care să aparţină lui Lz(Cl) (resp. o soluţie u'G L*Pf ^(Cl), orto
gonală pe spaţiul formelor g e L2(CI), verificînd ~Bg = 0, unde JL^ q^(Cl) este 
spaţiul formelor de t ip (p, q) cu coeficienţii ăinJJ(Ci)), atunci soluţia p.N. d 
permite construirea acelei soluţii pentru ecuaţia du = f prin intermediul opera
torului lui Neumann care are în acest caz proprietăţile necesare. Condiţii con
venabile de convexitate, exprimate cu ajutorul formei Levi, asigură rezolubi-
litatea p.N. d. în cazul cel mai general p.N. ~d a fost rezolvată de J. J. Kohn. 

problema momentelor, problema găsirii unei funcţii reale 9 definită pe 
un segment T al dreptei reale astfel ca 9 ~\ fie cu variaţie mărginită şi să satis
facă condiţia 

( t* d<p(0 = Xfc, k = 0, 1, 2, ..., 

unde şirul numerelor Xfc este dat. Problema găsirii funcţiei 9 revine la cea a 
găsirii'unei funcţionale liniare şi cont inue/pe spaţiul Banach C^AT) (al funcţiilor 
reale continue pe T, înzestrat cu norma obişnuită, v. spaţiu Banach) care 
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satisface condiţia f(xjc) = Xfc, k — 0, 1, 2, ..., unde xjc(t) — tu
ţ W e T. P.m. 

a fost generalizată în diverse moduri. Sub forma ei precedentă sau sub forme 
asemănătoare, p.m. are un răspuns, în privinţa existenţei soluţiei, în următoarea 
Teoremă. Fie X un spaţiu liniar normat, A o submulţime a lui X şi g o func
ţională definită pe A ; pentru ca să existe o funcţională liniară şi continuă / 
pe X astfel ca/(#) = g(x), \fxe A, este necesar şi suficient să existe un număr 
fi > 0 astfel ca 

n 

E *J8(*3) 
y=i 

1 
< [X 

1 

n | 

5J X « 
i=i 1 

oricare ar fi elementele XjeA şi scalarii Xj (în număr finit). (R.C.) 
problema multiplicativă a lui Cousin v. funcţie meromorfă (pe o varie

ta te complexă) 
probemla d-Neumann v. problema lui Neumann . 
problema tipului v. suprafaţă riemanniană 
problema uşoară a teoriei măsurii Fie n un număr natural şi fie 9 ( R n ) 

mulţimea părţilor lui Rw . Se cere să se construiască o măsură aditivă 
jx: 9(RW) --+• R + cu proprietăţile: 1) Măsura \L este invariantă la translaţie 
(i.e. pentru orice xeHn şi orice A cr ]Rn, \i(A) = \L(X + A), unde x + A = 
= {x -f a \aeA}; 2) Avem jx([0, l]n) ~ 1 (rezultă atunci că orice mulţime 
mărginită A trebuie să aibă \i(A) < 00). P.u.t .m. are soluţie care nu este unică, 
pentru n = 1 şi n = 2 (teorema lui Banach asupra p.u.t.m.). P.u.t .m. nu are 
soluţie pentru n ^ 3 (teorema lui Hausdorff). (Z.C.) 

problemă cu condiţii iniţiale v. problema lui Cauchy pentru ecuaţii diferen
ţiale, problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale 

problemă la limită eliptică, problemă la limită care generalizează pentru 
ecuaţii (sau sisteme) eliptice de ordin superior problemele Dirichlet şi Neumann 
clasice. Prima problemă constă în a defini ce se înţelege prin valoare la frontieră 
(sau valoare la bord). Cel mai comod cadru pentru definirea acestei noţiuni 
este cel al spaţiilor Sobolev Hs. Fie o mulţime deschisă şi mărginită în R7*, 
cu frontiera presupusă de clasă C°°. (Considerente analoage se pot face şi în 
condiţii mai slabe privind regularitatea sau considerînd varietăţi compacte 
cu bord.) Pentru orice funcţie cpe C (O) are sens a se considera urmele yjtp e 
€ C°°(^0) pe dCl, definite prin y ^ = restricţia la ^(1 a derivatei normale (de 

ordin j) . Fie s> 1/2 un număr real arbitrar. Aplicaţia yf se prelun-
<9v 

geşte prin continuitate, în mod unic, la un operator liniar şi continuu y}: HS(C1) -> 
-» HS~^~1!2(C1) şi dacă m este cel mai mare întreg inferior lui 5 — 1/2 există 

m 
un operator liniar şi continuu de la ŢI Hs~i~ll2(dQ>) în HS(C1) care este un 

invers la dreapta al aplicaţiei „urmă": (y0, ..., ym). în sensul de mai sus se vor 
considera urmele pe dCl. Fie acum următoarea problemă la limită în CI.: 

F(x,D)u = / î n CI, Bj(x, D) = f{ pe B&, j = 0, 1, ..., w - 1 , 

unde ordinul operatorului diferenţial T(x, D) este 2m, 
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iar coeficienţii bja e C°°(dQ). Se spune că sistemul {Bj(x, D)} acoperă opera
torul V pe 8Q dacă pentru orice xe dO, orice vector \ ^ 0 tangent la d£t în 
punctul x şi orice vector YJ T̂  0 normal la dO în AT, polinoamele în T, 

Yi & i a W ( H * ; = 0, l , . . . ,w- l , 
| a | - ^ 

m 
sînt liniar independente modulo M+(x, £, Y). T) = ŢI (T~TJ(*> l> n)> 

i = l 
unde TJ"(#, £, TJ) s*11* rădăcinile situate în semiplanul Im T > 0 ale ecuaţiei 
P2TO(#1 \ -f TY)) = 0, operatorul P fiind presupus propriu eliptic. Problema la 
limită considerată mai sus se numeşte regulat eliptică daca {JS^} acoperă 
operatorul P pe d£l şi dacă P este propriu eliptic. Aplicaţia u -+ {Fu, B0u, ... 
.., Bm-fit) este o aplicaţie liniară continuă 

A : H«+a»(G) ~+ H'(Q) 0 ( E t H i + 2 m " w ' - 1 / 2 (0fl) j • 

Condiţiile impuse asigură că operatorul A este pentru orice s un operator 
Fredholm (sau cu indice), i.e. Ker A şi Coker A sînt spaţii vectoriale de dimen
siune finită. Aceasta asigură existenţa soluţiei dacă / , f0, ...,fm-i verifică uri 
număr finit de relaţii liniare. P.l.e. se bucură de proprietăţi de regularitate 
la bord ale soluţiilor. Metoda de rezolvare a unor astfel de probleme constă în 
reducerea lor la studiul unor operatori pseudodiferenţiali pe frontiera dQ. 
Se pot considera valori la bord mai generale (de exemplu, în sensul hiperfunc-
ţiilor) şi deci probleme la limită mai generale. (G.G.} 

problemă mixtă hiperbolică, problemă mixtă de forma 

d2U 
-f A (x, t, Dx) u = / în QT> BJU — fj pe ST, 0 se j ^ m — 1, dt2 

operatorul 

u(x, 0) = 

A este 

Ay = 

= u0(x) în 

de forma 

|a|, |3|<w 

a, 

- 1 ) ( 

du 
dt 

«lD«(a 

(x}0) 

a${x> 

= 

t) 

uL(x), 

D*39 

(deci de ordin 2m) coeficienţii aa$e ^(QT) Ş* «ap = âp a (deci opera to ru l^ 
este simetric), iar operatorii Bj(x, t; Dx) sînt operatori de ordin WÎJ cu 0 ^ mj ^ 
< Im astfel încît pentru orice *e[0, T], sistemul {£;(#, fy, D#} acoperă opera
torul 4̂ pe c£l (pentru notaţii şi definiţia acoperirii v. problemă mixtă parabolică, 
problemă la limita eliptică). Condiţiile la limită revin la a se da un subspaţiu 
vectorial închis V al lui Hm(Q), cu H™(Q) c V a Hm(Q), astfel încît forma 

*-*a(*,w,w) = 5 J [ aa^{xtt)I>^uD^vdx 

să verifice a(f, v, v ) ^ a IMI#mm) pentru o r îce v e V, cu a > 0. în aceste con
diţii, utilizîndu-se rezultate de regularitate pentru problema adjunctă, se 
poate demonstra existenţa unei soluţii (generalizate) a p.m.h. Aceasta este 
ceea ce se numeşte formularea variaţională a problemei mixte. Se cunosc condiţii 
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mai generale, în cazul operatorilor strict hiperbolici, de rezolvare a problemei 
mixte. Spaţiile în care se caută soluţiile sînt de forma {u | e~Y* u e I 2 ( R x Q,),. 
•yeR} = e*v* L 2 (R.xQ), iar datele de frontieră aparţin spaţiului similar 
e ^ L 2 ( R x 30.)' (Pentru aceste spaţii se deduc teoreme de urmă, ceea ce dă 
sens noţiunii de date de frontieră.) Rezultatele cele mai generale în acest context 
se datorează lui Sakamoto. (G.G.) 

problemă mixtă parabolică Fie Q. un domeniu în Rw şi fie QT —{(%>*){ 
xe O, 0 < t < T} cilindrul de bază Q, ST = {(x,t)\ xedQ., 0 < t ^ T, 
cu T > 0)} frontiera sa laterală. Operatorul diferenţial 

Lu = — + A(x,t, D) u, cu A(x, t, D) = Ş J aa{x,t)D*, 
dt \?\^2m 

este parabolic în punctul (x0> t0) dacă A (x, t0, D) este tare eliptic în punctul x9. 
Dacă coeficienţii aa sînt mărginiţi pe Q*? şi dacă 

( - 1)» Re i ][] aa(x, t) M >c\l |2W 

l ja |=2m / 

cu c > 0 pentru orice (x, t) e QT şi orice £ real, operatorul L este uniform pa

rabolic în QŢ. Problema mixtă Lu — f în 0y U Oy, — y- / j P^ ^ r (0 ^ j ^ 

< m—l), u(x, 0) = ţjj(#) pe O0 se numeşte p.m.p. (dacă L este parabolic); 
d 

aici — reprezintă derivarea în raport cu normala exterioară iar QŢ este baza 
dv . . . 

superioară a cilindrului Qy. Dacă fj, j — 0, 1, ..., w— 1, şi.ţj; sînt nuli, se spune 
că este o problemă mixtă omogenă. Sub formă generalizată, această problemă 

omogenă este echivalent! cu rezolvarea ecuaţiei de evoluţie abstractă — -f-
dt 

H- A[t)u — f(t) în spaţiul X — L2(H) în care A{t) este operatorul definit de 
A(t) v(x) = A(x, t, D) v{x), de domeniu D ^ H2m(Q) (]H™{Q), f(t) este funcţia 
t -+ f(x,t) e L2(Q.), iar soluţia căutată t —• u(t) este cu valori în L2(Q). în 
condiţii suficient de generale, operatorul L fiind uniform parabolic în QŢ, cu 
coeficienţi verificînd o condiţie de tip Holder, există, şi este unică, o soluţie 
(generalizată) a p.m.p. omogene. în condiţii de regularitate uzuale, soluţia 
t —• u(t) are derivată (în raport cu t) pe orice subinterval deschis la stînga al 
lui [0, T], Dacă coeficienţii operatorului diferenţial L aparţin lui C°°(Qy) şi 
<lacă d£l este de clasă C , iar f(x} t) e CX(QT), soluţia generalizată aparţine 
.spaţiului C°°(ilx(0, T)), deci are loc regularitatea la frontieră. Se poate defini 
în mod analog o problemă abstractă neomogenă schimbîndu-se domeniul de 
definiţie al operatorului A (t). Rezultatele cele mai complete în această direcţie 
se datorează lui Lions-Magenes. (G.G.) 

procedeul Gram-Schmidt, v. procesul Gram-Schmidt 
procefi aditiv v. integrala stochastică 
proces aleator v. integrala stochastică 
proces cu creşteri independente v, integrala stochastică 
proces gaussian v. măsură gaussiană 
proces stochastic v. integrala stochastică 
procesul Gram-Schmidt, procedeu prin care se asociază un reper ortonor-

mal fiecărui reper al unui spaţiu Hilbert finit-dimensional real sau complex V. 
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Sin,: procedeul Gram-Schmidt. în mod precis, dacă se notează prin Rep(F) mul
ţimea tuturor reperelor lui V, p.G.S. este aplicaţia 

Rep(F) 9 (uv ..., Mu) i-> (vit..., vn) e Rep(F) 

definită prin 

IKII 

1 ||M2 - <M 2 ,V 1 > 1 | | 

J i<« 
v n - T: = ; r, *.. 

\ \\Un "~ 2 J ^ W " ' ^ > V * II *<M II 
Amintim că un reper ţ^ , . . . ,%) al lui F se numeşte ortonormal dacă <Î^, ^ > = 
— $ij, unde 8«j este simbolul lui Kronecker. (M.J,) 

produs infinit Fie {an} un şir de numere reale. Fie pn produsul axa2... an 
al primilor n termeni ai şirului. Dacă şirul {pn} este convergent către numărul a, 
spunem că p.i . I~I a»-es.te convergent şi are valoarea a. Unii autori impun 

M — 1 

condiţia suplimentară a ^ 0, pentru a obţine unele analogii cu teoria seriilor. 
Produsul I~I (1 -f un) este absolut convergent dacă produsul I~I (1 -f \un\) 
este convergent. Un produs absolut convergent este convergent, dar nu şi reci
proc. Un p.i. convergent care nu este absolut convergent se numeşte semi-
convergent. (S.M.) 

produs scalar v. spaţiu Hilbert 
produs tensorial v. algebra Grassmann, produs tensorial topologic 
produs tensorial topologic Fie X şi Y două spaţii liniare cu acelaşi corp 

al scalarilor. Vom nota (XxY)b mulţimea funcţionalelor bilmiare definite 
pe XxY. Această mulţime este un spaţiu liniar în raport cu operaţiile 
obişnuite cu funcţiile, i.e. dacă / , g e (X x Y)b

t 

(/ + g) {*,.y) = J{x, y) + g(x, y), 

(x/)(*,y) = >/(*.?). 
oricare ar fi elementele x e X, y e Y şi scalarul X Să considerăm acum spaţiul 
liniar ((XxY)b)1 al funcţionalelor' liniare definite pe (XxY)b. Pentru 
xeX, yeY să notăm cu % ® y elementul spaţiului \(XxY)b)x da t de for
mula: 

(x®y)(f)=f(%>y)> Mfe(XxY)b. 
Subspaţiul liniar generat în spaţiul ((XxY)b)1 de mulţimea elementelor de 
forma % (g) y se notează X (g) Y şi se numeşte produsul tensorial al spaţiilor 
X, Y. Să notăm cu h aplicaţia (numită canonică) a lui XxY in 1 0 Y 
dată de formula h(x, y) — % (g) y. Dacă X şi Y sînt spaţii local convexe, cea 
mai fină topologie local convexă pe X (g) Y pentru care aplicaţia canonică h 
este continuă se numeşte topologia produs tensorial (sau topologia proiectivă) 
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pe X (g) Y. Spaţiul liniar X <g) Y înzestrat cu această topologie se numeşte 
p. t. t. al spaţiilor X şi Y. Dacă 9^ şi °^ sînt baze de vecinătăţi ale originii 
în X şi Y respectiv, atunci, notînd cu S(V, W) acoperirea echilibrată şi con
vexă a mulţimii {x <g) y \xeV, yeW}, sistemul {S{V, W) \ V e CV, W e W} 
formează o bază de vecinătăţi ale originii pentru topologia produs tensorial. 
Dacă 9 şi Q d n t mulţimi dirijate de seminorme care definesc topologiile spa
ţiilor X şi Y respectiv, atunci topologia produs tensorial pe X ® Y este 
definită de familia dirijată de seminorme {p (g) q \ p e 9>, qe Q}, unde 

n ^ 

i=i J 
(P®q) (v)^mi\YiP(xj)p(yj) 

li—i 
Spaţiul liniar (X (g) Y,Z)1 al operatorilor liniari definiţi pe un produs tenso
rial X (g) y a două spaţii liniare X, Y cu valori într-un spaţiu liniar Z (cu aceeaşi 
scalari) este izomorf cu spaţiul liniar (XxY,Z)b al operatorilor biliniari 
care aplică XxY în Z, izomorfismul fiind dat de aplicaţia U -+ U o h. Dacă 
X, Y,Z sînt spaţii local convexe, atunci prin aplicaţia precedentă, imaginea 
spaţiului J&(X (g) Y, Z) al operatorilor liniari şi continui care aplică X (g) Y 
în Z este spaţiul ^(XxY, Z) al operatorilor biliniari şi continui care aplică 
XxY în Z. Dacă X şi Y sînt spaţii local convexe separate, atunci şi 
X ® y este un spaţiu separat în raport cu topologia produs tensorial. î n 
cazul cînd spaţiile local convexe X, Y sînt metrizabile, atunci orice element v 

00 

al completatului spaţiului X (g) Y se reprezintă sub forma v — S\ \n%n® yn> 

oo 

unde {knjnefj es" t e u n ?*r de scalari cu S\ X» absolut convergentă, iar 

lim xn = 0 şi lim yn = 0. Pe produsul tensorial X (g) Y a două spaţii local 

convexe X, Y se pot introduce şi alte topologii. Printre acestea, topologia induc
tivă definită ca fiind cea mai fină topologie local convexă pe X (g) Y pentru 
care aplicaţia canonică h: XxY —• X <g) Y este continuă în fiecare varia
bilă. (R.C.) 

produs vectorial v. analiză vectorială 
produsul a două măsuri v. măsură pe spaţiu produs, măsură Radon produs 
produsul canonic al lui Weierstrass v. funcţie întreagă 
produsul de convolut ie (a două funcţii) v. convoluţia a două funcţii 
produsul de convoluţie (a două măsuri) v. convoluţia măsurilor Radon 
produsul de convoluţie (al unei funcţii cu o măsură Radon) v. convoluţia 

unei măsuri Radon cu o funcţie 
produsul exterior v. algebra Grassmann, formă diferenţială (în R n ) , formă 

diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă) 
produsul tensorial (a doi fibraţi vectoriali) Dacă M este o varietate dife

renţiabilă de clasă Cr iar E şi F doi fibraţi vectoriali reali de clasă C r peste 
M, p.t. E <ŞŞ*F este fibratul vectorial real de clasă C r peste M cu următoarele 
proprietăţi: 1) Pentru orice punct xeM, (E (g) F)x = Ex (g) Fx\ 2) Pentru 
orice submulţime deschisă U a lui M, orice reper (ev ..., ep) al lui F peste U 
şi orice reper (fv ...,fq) a l lu i jp peste U produsele tensoriale e% ® / j , % — 1, ..., p, 
j = 1, ..., q, formează un reper în E <g) F peste U, unde (ei (g) efi (x) : = 
= ti(%) ®fj{%) pentru orice punct xeU. [M.J.) 

produsul unei măsuri Radon ((vectoriale) cu o funcţie continuă) v. măsură 
Radon, măsură Radon vectorială 
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proiector 1 Fie X un spaţiu Hilbert. Dacă E este un subspaţiu liniar 
închis al lui X, atunci orice element x e X se reprezintă în mod unic sub forma 
x — %' + x", cu x'e E şi x" eE1- (complementul ortogonal al lui E). Ele
mentul x' se numeşte proiecţia lui x pe E şi se notează x' = [E]x; în acest 
caz are loc şi egalitatea #" = [£•*•] # deoarece p- 1 - 1 -^E. Operatorul % -+ [P] x 
se numeşte p. (mai precis, p. hilberlian generat de E) şi se notează [.£]. Orice 
p. este un operator autoadjunct care satisface condiţia [E]2 — E. Reciproc, 
dacă F: X -*• X este un operator autoadjunct care satisface condiţia P 2 = P 
atunci P este un p. şi anume p. generat de subspaţiul liniar închis P{X) 
(v. şi măsură spectrală). 2 Fie X un spaţiu liniar reticulat. Dacă G este o 
componentă a lui X, atunci orice element x e X se reprezintă în mod unic sub 
forma x = x1 -f x2 cu x±eG şi ^ e G ^ - (complementul ortogonal al lui G). 
Elementul xv se numeşte proiecţia lui x pe G şi se notează xi — [G]#; în acest 
caz are loc şi egalitatea x2 =̂  [G-1] # deoarece G - ^ ^ G . Operatorul # -»• [G] # 
se numeşte p. (mai precis, p. în sensul or dinei generat de G) şi se notează [G]. 
Operatorul [G] este liniar, [G]2 .r= [G] iar din O ^ ^ e l rezultă 0 ^ [G]x ̂  *. 
Dacă x — f\ Xj [sau x = \ / #^ ] , atunci 

i e / v. jej ) 

[G] * = A M ^fresp. [G] * = \/[G] *^ 
i e / V jej ) 

Dacă AT = (o)-lim xn (v. convergenţa în sensul ordinei), atunci [G]# = 
n 

= (o)-lim [G]#n. Pentru orice element pozitiv # e A" are loc egalitatea 

[G] x = sup {y e G | 0 < y < x). 

Dacă Gx şi G2 sînt două componente, se pune [G,] < [G2] dacă [G^x ^ [G2] # 
oricare ar fi # ^ 0. Următoarele trei condiţii sînt echivalente: [GJ < [G2]; 
Gi cz G2; [GJ [G2] = [GJ. Dacă Â  este un spaţiu liniar a-reticulat şi v e X, 
atunci mulţimea {{v}-*-)^~ (v. complement ortogonal) reprezintă cea mai mică 
componentă care conţine elementul v iar p. generat de această componentă 
se notează [v] şi se numeşte p. principal. Pentru orice element pozitiv xeX 
are loc egalitatea 

[v]x= V (x/\n\v\). 

Dacă vv, v2eX şi vt J_ v». atunci [vx + v2] — [i>J -f- [v2], iar condiţia vt JL vt 
este echivalentă cu condiţia [v J [v2] = 0. Dacă A" este un spaţiu liniar complet 
reticulat o aplicaţie U: X —• X este un p. dacă şi numai dacă are proprietăţile: 
U este aditiv, U2 = J7, iar din 0 ^ x e AT rezultă 0 ^ U(x) ^ A?. Cînd opera
torul U are proprietăţile menţionate, U reprezintă p. generat de componenta 
G = {x | U(x) = x}. ' {R.C.) 

proiecţia unei măsuri afine pe un subspaţiu v. măsuri afine şi măsuri cilin
drice 

proiecţie v. proiector 
proiecţie (hilbertiană) v. proiector 1 
proiecţie (pe o componentă) v. proiector 2 
proiecţie stereografică v. planul complex extins C, varietate diferenţiabilă 
propagare de singularităţi Noţiunea de front de undă a permis obţinerea 

unor rezultate de regularitate. Astfel, dacă A este un operator pseudodiferen-

323 P R O P R I E T A T E A R A D O N - N I K O D Y M 

ţial şi char (A) varietatea sa caracteristică, are loc rezultatul general următor, 
care precizează proprietatea de pseudolocalitate a operatorilor pseudodiferen-
ţiali: ~W~F{Au) cz WF(«) cz WF(Au) U char (^4). în particular, dacă ope
ratorul A este eliptic, se obţine WF(u) = \NF(Au) pentru orice distribuţie, 
deci, proiectînd pe bază, sing supp u —• sing supp Au (teorema de regularitate 
din cazul eliptic). Dacă P = P(x, D) este un operator diferenţial liniar cu co
eficienţii real analitici în mulţimea deschisă JQ, atunci SS(w) cz SS( P(,r, D) u) U 
U char 'p pentru orice h iperfuncţ iewe^ţ^) . în particular, pentru orice wec2)*(0) 

are loc rezultatul: WF^jt.) c ' W F ^ ( / > , D) u) U char P, unde cu W F 4 s-a 
notat frontul de undă analitic. Fie acum P un operator pseudodiferenţial 
propriu suportat, cu simbol principal p, omogen real şi cu dp(x, £) ^ 0 pentru 
p[x, £) = 0 (P se numeşte de tip principal real). Atunci dacă u este o distri
buţie soluţie a ecuaţiei Fu — / , mulţimea W F ( « ) \ W F ( / ) nu numai că este 
inclusă în 'char P = ^ ( O ) , dar este invariantă la fluxul definit de cîmpul de 
vectori hamiltonian Hv în ^ - 1 ( 0 ) \ W F ( / ) . Acest fapt justifică denumirea 
de p. s.: singularităţile soluţiei se propagă de-a lungul bicaracteristicilor lui 
P . {G.G.) 

proprietate care are loc p,-a.p.t. v. extinderea masurilor pozitive definite 
pe un clan, prelungirea măsurilor Radon 

proprietatea fugitivă în analiza constructivă, proprietate a unui şir {njc} ̂  e-^r 
de numere întregi, luînd exclusiv valorile 0 şi 1, constînd în faptul că nu 
se poate demonstra alternativa: sau n^ = 1 pentru un anume k sau wj» == 0 
pentru orice k (Brouwer). Ex.: Fie n^ = 0 dacă ul + vtr # wl pentru toţi 
întregii u,v,w,t cu 0 < u, v,w ^ k şi 3 ^ t ^ k. Altfel, punem njc = 1. 
Nu se poate demonstra că n% = 1 pentru un anume k, deoarece aceasta ar 
infirma ultima teorema lui Fermat. Nu putem demonstra nici că njc — 0 
pentru orice k, deoarece aceasta ar demonstra teorema lui Fermat. (S.M.) 

proprietatea interpolat or ie v. mulţime ordonată 
proprietatea intersecţiei binare, proprietate a unei familii {Aj}je j de 

submulţimi ale unei mulţimi E, care constă în faptul că pentru orice parte 
H cz J pentru care este îndeplinită condiţia AyC\Aj" # 0 , V / , j"eH, 
rezultă O A j # 0 . (R.C.) 

^H . . 
proprietatea intersecţiei finite O familie {Ai}ieI de submulţimi ale mul

ţimii X se spune că are p.i.f. sau că este un lanţ de mulţimi dacă orice subfa-
milie finită are intersecţie nevidă. Ordonată prin incluziune, mulţimea familiilor 
cu p.i.f. este inductiv ordonată. Elementele maximale ale acestei mulţimi sînt 
ultrafiltrele lui X. (Gh.Gr.) 

proprietatea Krein-Milman v. proprietatea Radon-Nikodym 
proprietatea (N) v. derivarea funcţiilor monotone 
proprietatea Radon-Nikodym Fie (T, S", \i) un spaţiu cu măsură finită. 

Vom spune că un spaţiu Banach X are p.R.N. în raport cu (T, 7", \i) dacă 
pentru orice măsură vectorială m: ^ —> X, care are variaţie mărginită şi este 
absolut continuă în raport cu fi. există o funcţie fe £l

x(a) astfel încît m~ 

= f\i li.e. m(E) =\ fă\x pentru orice E din ^ J . Vom spune că X are 

p.R.N. dacă A' are p.R.N. în raport cu orice spaţiu cu măsura finită. Se arată 
că X are p.R.N. dacă şi numai dacă are p.R.N. în raport cu ([0, 1], 2» X), unde 
X este măsura Lebesgue pe mulţimile măsurabile Lebesgue 2 a*e *u^ [̂ » ! ] • 
Folosim mereu integrala Bochner. Se mai arată că X are p.R.N. dacă şi 
numai dacă X este spaţiu Gelfand, i.e. pentru orice funcţie absolut continuă 
f: [0, 1] -> X există derivata /'(^X-aproape pentru orice t din [0, 1]. F u n c ţ i a / 
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se numeşte absolut continuă dacă pentru orice e > 0 există 8 > 0 astfel încît 
oricare ar fi punctele 0 5$ al < bl ^ a2 < b2 < ... ^ an < bn ^ 1 cu pro-

n n 
prietatea £ j (bt - at) < S avem Ş] ||/(fc*) - / ( a * ) | | < e. în continuare vom 

considera un spaţiu Banach X şi o mulţime nevidă D inclusă în X. Vom spune 
că D are proprietatea p dacă există £ > 0 astfel încît orice element x din D 

00 

se poate reprezenta sub forma # = 5 ] a»#w (seria converge în X), unde ele-
« = l 

co 

mentele „rw sînt în D, numerele an > 0 astfel încît V an = 1 şi ||# — xn\\^z 
n=\ 

pentru orice n. Se spune că mulţimea D este a-dentabilă dacă J9 nu are 
proprietatea P. Similar, vom spune D are proprietatea P' dacă există e > 0 
astfel încît orice # din D se găseşte în mulţimea co (D\P(x> e)); aici ./?(#, e) 
este bila deschisă de centru x si rază e şi cTo {D\B{x, s)) este acoperirea con
vexă închisă a mulţimii D\B(x, e). Se spune că D este dentabilă dacă D 
nu are proprietatea P'. Orice mulţime slab compactă este dentabilă şi orice 
mulţime dentabilă este a-dentabilă. 
Teorema Rieffel-Maynard-Huff-Davis-Phelps. Pentru orice spaţiu Banach X 
următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) Spaţiul X are p.R.N.; 2) Orice 
parte mărginită D c X este dentabilă; 3) Orice parte mărginită D e l este 
o-dentabilă. 
Se spune că un spaţiu Banach X are proprietatea Krein-Milman dacă pentru 
orice mulţime convexă D a X care este mărginită şi închisă avem proprie
tatea D = co(ext(JD)). Aici ext(D) este mulţimea punctelor extremale ale lui l ) . 
Teorema lui Lindenstrauss. Dacă X are p.R.N. atunci X are şi proprietatea 
Krein-Milman. 
Teorema lui St egali. Pentru un spaţiu Banach X următoarele afirmaţii sînt 
echivalente: 1) Spaţiul X* are p.R.N.; 2) Spaţiul X* are proprietatea Krein-
Milman (aici X* este dualul algebrico-topologic al lui X). 
Spaţii care au p.R.N.: 1) Spaţiile reflexive; 2) Spaţiile care sînt duale separa-
bile de spaţii Banach (i.e. spaţii X de forma X — Y*, unde Y este spaţiu 
Banach şi, în plus, în X există o mulţime numărabilă densă; 3) Spaţii care sînt 
duale slab compact generate (i.e. spaţii X = Y*, unde Y este spaţiu Banach 
şi, în plus, există o submulţime A a X* care este slab compactă şi X* 
este spaţiul vectorial închis generat de A în X*); 4) Spaţiile l1^), unde / este 
o mulţime oarecare ne vidă (în particular spaţiile l1), anume /*(/) = /{#«} t-e jl 

%ieT, r = R sau C, şi VJ \xt\ < 00 \ cu norma \\x ={#*}$|| = S\ \xi\. 
iei ' iei 

Pentru / = N se obţine /X(N) = l1', 5) Spaţiile Lp
z([i), unde 1 < p < 00 şi X 

are p.R.N. Spaţii care nu au p.R.N.: 1) Spaţiul c0 = {{#»}W€-KT| #» e I \ 
%n -+ 0} cu norma \\x = {#,»}» || — sup | #» | ; 2) Spaţiul c = {{^} M e 1 N r % e I \ 

{%n}n este convergent} cu norma || # = { # » } » || = s u p | # n | ; 3) Spaţiul m — 
n 

= {{^wlweiNr | Ş i r u l {#»}« este mărginit} cu norma ||# =:{^w}w | | = sup | # n | ; 
. . . n 

4) Spaţiul L1^), unde [X este finită şi nu este pur atomică; 5) Spaţiul LOD(\), 
unde X este măsura Lebesgue pe un interval compact oarecare în R ; 6) Spa
ţiul S(X), unde X este spaţiu compact separat, X infinită. Aici Q(X) = 
- - -{ / : A" -> T I / este continuă} cu norma ||/|| = sup {|/(#)| \xe X}. (I.C.) 

PSEUDOCON VEXITATE 

pseudoconvexitate Teoria p. ocupă în prezent un loc central în analiza 
complexă pluridimensională. Punctul de plecare este furnizat de următoarea 
Teoremă. Pentru Q. o mulţime deschisă în Cn condiţiile următoare sînt echi
valente: i) Funcţia Q e z i-> — log d(z, C O) este plurisubarmonică, unde 
d(z, GQ): = inf ||^ — w\\, || || fiind norma euclidiană în €n; ii) O admite o 

w e (JQ 
funcţie de exhaustiune plurisubarmonică (v. problema lui Levi, funcţie pluri
subarmonică): iii) CI admite o funcţie de exhaustiune strict plurisubarmo
nică; iv) Pentru orice mulţime compactă K cz Ci, mulţimea 

KQ: = {zeii | u(z) ^ sup u cînd u e P(Cl)} 
K 

este relativ compactă în Ci, unde P(O) este mulţimea tuturor funcţiilor pluri-
subannonice pe CI. în condiţia i), norma euclidiană poate fi înlocuită cu orice 
funcţie continuă o": Cn -> R astfel încît $(z) > 0 cînd z ^ 0 şi §(\z) = |X| ${z) 
pentru orice ze<Cn şi orice X e C. Se numeşte mulţime deschisă pseudoconvexă 
(sau domeniu pseudoconvex) în Cn orice mulţime deschisă O c Cw care satis
face condiţiile echivalente ale teoremei precedente. Este elementar faptul că 
orice domeniu de olomorfie în Cn este o mulţime deschisă pseudoconvexă în 
Cw. întrebarea dacă orice mulţime deschisă pseudoconvexă este un domeniu 
de olomorfie este cunoscută sub numele de problema lui Levi (în Cn). Această 
problemă admite în fapt un răspuns afirmativ. Demonstraţia este neelementară, 
şi a fost obţinută de Oka (1942) în cazul n = 2 şi apoi, independent, de Bre-
merman, Norguet şi Oka (1953) în cazul n oarecare, (v. şi problema lui Levi) . 
Considerăm acum cazul unei mulţimi deschise D. în Cn cu frontiera de c'asă 
C2. Aceasfa înseamnă că există o funcţie reală p e C2(U) definită pe o vecină
ta te deschisă U a lui ii astfel încît Q, — {z e U | p(*) < 0} şi astfel încît 
grad pT^O pe 8Cl; vom spune în această situaţie că p este o funcţie de defi
niţie pentru CI. Alegem o astfel de funcţie de definiţie; evident 

dQ, = {zeU \ p(z) - 0 şi grad p ^ 0}. 
Spaţiul tangent geometric la dQ într-un punct ze O este dat de egalitatea 
v. spaţiu tangent geometric) 

T(dCl)fom= \weCn 

Un vector tangent w e X(d£l)feom se numeşte vector tangent ciomorf dacă 
n p. 
S] — (z) wt = 0; definiţia nu depinde de alegerea lui p. Fie O o mulţime 
* = l dZi 

deschisă în Cn cu frontiera de clasă C2 şi p o funcţie de definiţie pentru Q. 
Dacă z e U, forma hermiiiană 

n Oo 

Iţ>(z;w)= V (Z)WÎWJ, weCn, 
i)jt1 dztdzj 

se numeşte forma lai a lui p în punctul z. Se spune că Q. este un do
meniu cu funiiaa pscudcccnvexă (ic£p. strict pseudecenvexă) dacă Lp(z;w)^ 
^ 0 (rerp. 1 p(z\ w) > 0) pentru orice ze cd şi orice vector ta rgent olomorf 
w la cCl în punctul z astfel încît w # 0; aceste condiţii nu depind de alegerea 
funcţiei de definiţie p. 
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Teoremă. Fie Q. cz Cn o mulţime deschisă cu frontiera de clasă C2. Atunci 
Q, este un domeniu pseudoconvex dacă şi numai dacă Q, este un domeniu cu 
frontiera pseudoconvexă. 
Dacă O. este un domeniu cu frontiera strict pseudoconvexă, atunci Q, admite 
o funcţie de definiţie strict plurisubarmonică pe o vecinătate a lui 5 0 . Este 
interesant de semnalat aici analogia între p., pe de o parte, şi convexitate 
reală, pe de altă parte. în fapt, o mulţime deschisă O c Rw cu frontiera de 
clasă C2 şi cu funcţia de definiţie p este convexă dacă şi numai dacă este 
conexă şi satisface condiţia 

pentru orice punct xe d£l şi orice vector tangent v e T(50)f e o m . De aseme
nea, dacă 

n ,,2 

S ;—rW^>0 

cînd xe Q, şi ve T(d£l)x> v ^ O, atunci există o funcţie de definiţie p pentru 

i~l cu proprietatea ca matricea j (z) I este pozitiv definită pentru 
\dxi dXj )i, j 

orice punct xe 8O. (M.J.) 
pseudoimaginea unei măsuri Radon v. dezintegrarea măsurilor Radon 
punct aderent (unei mulţimi într-un spaţiu topologic 9C), punct pentru 

care intersecţia dintre orice vecinătate a sa şi acea mulţime este nevidă. 
Punctul x este aderent mulţimii A dacă şi numai dacă există un şir gene
ralizat de elemente din A convergent către x. Dacă în iX este îndeplinită prima 
axiomă de numărabilitate, atunci caracterizarea precedentă se face cu şiruri 
obişnuite. Dacă 9C este un spaţiu metric, x este aderent lui A a 9C dacă 
şi numai dacă distanţa dintre x şi A este zero. Mulţimea punctelor aderente 
mulţimii A se numeşte aderenţa lui A sau închiderea lui A şi se notează A. 
închiderea lui A este intersecţia tuturor mulţimilor jnchise care conţin pe A. 
Mulţimea A este închisă dacă şi numai dacă A = Ă. Dacă Ă = iX se spune 
că A este densă în 9C sau că este peste tot densă. Punctul x se numeşte punct 
de acumulare pentru mulţimea A dacă orice vecinătate a lui x conţine cel 
puţin un punct din A, diferit de x. Orice punct de acumulare este un p.a. 
Orice p.a. care nu aparţine mulţimii este punct de acumulare pentru mulţime. 
Mulţimea tuturor punctelor de acumulare pentru mulţimea A se numeşte 
mulţimea derivată a mulţimii A şi se notează A'. Mulţimea A' este închisă. 
Reuniunea dintre A şi Â' este închiderea mulţimii A. Aplicaţia care fiecărei 
submulţimi a spaţiului topologic 9C îi asociază închiderea sa are următoarele 
proprietăţi caracteristice: i) 0 = 0 ; ii) A a A) iii) A = A ; iv) A {) B =* 
= ~Ă U B (v. şi operator de închidere). (Gh.Gr.) 

punct aderent unui filtru v. filtru convergent 
punct critic v. spaţiu tangent 
punct de acumulare v. punct aderent 
punct de acumulare la stînga (dreapta) Punctul a e R este p.a.s. pentru 

A cz R dacă.pentru orice 8 > O, intervalul {a — 8, a) conţine un punct din A. 
Definiţie similară pentru punct de acumulare la dreapta (intervalul (a — o\ a) 
se înlocuieşte cu (a, a-f-S). (S.M.) 
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punct de densitate şi punct de dispersie (al unei mulţimi măsurabile) Fie 
A cz R, m măsura Lebesgue pe R şi x e R . Punctul x este de densitate pentru A 
dacă lim[m(A f) (x — h, x -f k)) / (h + &)] = 1 pentru h -> 0+ <- k. înlocuind 
1 cu 0, obţinem definiţia punctului de dispersie. Aproape orice punct al lui 
A este de densitate pentru A şi de dispersie pentru GA. 

punct de echilibru v. centru 
punct de extrem condiţionat v. extreme condiţionate 
punct de extrem relativ Fie / : I -> R şi a e I, I interval în R. Punctul a 

este de maxim relativ (sau local) pentru / dacă există o vecinătate V a lui a 
cu proprietarea f{x) <: f(a) pentru orice x e V 0I. înlocuind < cu ^ se 
obţine definiţia punctului de minim relativ. Orice punct de maxim sau de 
minim relativ este un p.e.r. (sau local) pentru / . într-un punct de extrem din 
interiorul intervalului / , în care / este derivabilă, derivata se anulează (teo
rema lui Fermat). Mulţimea valorilor luate de o funcţie în punctele de extrem 
este cel mult numărabilă. Conceptul se exiinde la aplicaţii definite într-un 
spaţiu topologic, cu valori reale (v. şi extreme locale). (S.M.) 

punct de extrem strict Fie / : I -> R , I interval în Rw . Punctul ael 
este de maxim local strict pentru / dacă există o vecinătate V a lui a cu pro
prietatea f(x) < f(a) pentru orice xe V (]I. înlocuind < cu > se obţine 
definiţia punctului de minim local strict. Orice punct de maxim strict sau de 
minim strict este un punct de extrem local strict pentru / . Teorema lui Sier-
pinski afirmă că mulţimea p.e.s. din / pentru / este cel mult numărabilă. 
(v. şi extreme locale). (S.M.) 

punct dublu v. spaţiu C-analitic 
punct extremal (al unei mulţimi convexe E într-un spaţiu liniar X), punct 

xQe E cu proprietatea că dacă x0 aparţine unui segment conţinut în E, atunci 
x0 coincide cu unul din cele două puncte care determină segmentul. Dacă X 
este un spaţiu local convex separat real, iar E este o submultime convexă 
şi compactă a lui X, atunci mulţimea E coincide cu închiderea acoperirii con
vexe a mulţimii p.e. ale mulţimii E (teorema Krein-Milman). (R.C.) 

punct frontieră (pentru o mulţime A într-un spaţiu topologic 9C), punct 
care este aderent atî t mulţimii cît şi complementarei ei. Mulţimea p.f. pentru A 
se numeşte frontiera lui A şi se notează BA sau fr(^). Frontiera mulţimii Â 
coincide cu frontiera lui 9C\A. Frontiera mulţimii A este formată din punctele 
aderente lui A care nu sînt puncte interioare pentru A. Reuniunea dintre A şi 
BA este închiderea, lui A. Interiorul mulţimii A este format din acele puncte 
ale lui A care nu sînt p.f. pentru A. (Gh.Gr.) 

punct frontieră (pentru o mulţime convexă) v. staţiu liniar 
punct hiperbolic, punct staţionar xQ (soluţie constantă, punct ele echi

libru) al unui sistem dinamic x' — f(x), f(x0) = 0 cu proprietatea că matricea 
(Df)(x0) leu altă notaţie, — (xQ), matricea jacobianăî are toate valorile pro-

l ' 8x t ) 
prii cu părţile reale nenule. Fiecărui p.h. i se asociază mulţimea invariantă 
stabilă, formată din traiectoriile care au pe xc drept mulţime co-limită şi mul
ţimea invariantă instabilă, formată din traiectoriile pentru care x0 este mul
ţime a-limită. (A.H.) 

punct interior (pentru o mulţime într-un spaţiu topologic), punct pentru 
care mulţimea constituie o vecinătate. Mulţimea p.i. mulţimii A se numeşte 
interiorul lui A şi se notează int A sau A. Interiorul unei mulţimi este o mul
ţime deschisă şi este reuniunea mulţimilor deschise incluse în acea mulţime. 
Interiorul mulţimii A este format din acele puncte ale lui A care nu sînt puncte 
de acumulare pentru GA. (Gh.Gr.) 
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punct izolat Fie 9C un spaţiu topologic şi A a 9C. Punctul x e A se numeşte 
p.i. al mulţimii A dacă există V o vecinătate a lui x astfel încît V f] A = {x}. 
Dacă A = St se va spune că # este un p.i. al lui 9C. Un spaţiu topologic în 
care nu există p.i. se numeşte spaţiu topologic perfect. O mulţime închisă şi 
fără p.i. se numeşte mulţime perfectă. O mulţime este perfectă dacă şi numai 
dacă coincide cu mulţimea punctelor sale de acumulare. (Gh.Gr.) 

punct Lebesgue al unei funcţii F i e / : R-> R o funcţie integrabilă în raport 
cu măsura Lebesgue [i pe R. Atunci există o mulţime ţx-neglijabilă M cz R 
astfel încît orice punct x din R \ A f este punct Lebesgue al lui / , i.e. 

[ \f(x + t)-f{x)\dv.(t) 

un, m = o, 
h-M) h 

unde A(h) = [0, h], dacă h > 0 şi A(h) = [h, 0], dacă h < 0. Altă definiţie: 
Fie T o mulţime deschisă în R*, [i măsura Lebesgue pe T şi / : T ~* R o 
funcţie pi-integrabilă. Atunci există o mulţime ^-neglijabilă M a T astfel 
încît orice punct a din T\M este punct Lebesgue al lui / , i.e. avem 

[ | / ( * ) - / ( a ) | d | i ( * ) 
Hm JSn = 0, 

unde {Cn}n este un şir de cuburi centrate în a (v. derivarea masurilor) cu 
ii(Cn) > 0. în ambele cazuri, mulţimea L a punctelor Lebesgue ale lui / se 

n 
numeşte mulţimea Lebesgue a lui / . Se arată că L include mulţimea punctelor 
de continuitate ale lui / . Se vede că noţiunile de punct Lebesgue şi mulţime 
Lebesgue pot fi date pentru o funcţie / care este numai măsurabilă în raport 
cu măsura Lebesgue. Luînd, în particular, drept / funcţia caracteristică a unei 
mulţimi măsurabile Lebesgue în R, obţinem alte rezultate. Fie deci E c R o 
mulţime măsurabilă Lebesgue şi d în R + . Vom spune că E are densitate d într-un 
punct x din R dacă 

. [i(E{][x - h, % + h]) 
h m • — «• 
fc-»o 2h 
h>0 

Aici \i este măsura Lebesgue p e R . Să notăm prin y(E) mulţimea acelor puncte 
x din R cu proprietatea că E are densitatea d = 1 în x. De asemenea, să notăm 
prin <\)(E) mulţimea acelor puncte din R cu proprietatea că E are densitatea 
d = 0 în x. Teorema de densitate a lui Lebesgue afirmă că avem 

jx(EA<p(.E)) - 0 şi p ( [ R \ E ) A <]>(£)) = 0. 

Aici U &V = (U\V) U (V\U). (I.C.) 
punct limită (al unui şir) v: şir numeric 
punct limită (al unui şir generalizat) Fie X un spaţiu topologic, {^SÎggA 

un şir generalizat în 9C şi x e 9C. Se spune că x este p.i. al şirului genera
lizat {*8}seA dacă pentru orice vecinătate V a lui x şi pentru orice 8 e A 
există S 'e A, 8' ^ 8 astfel ca x^e V. Punctul x este p.l„ al şirului {#s}§eA 
dacă şi numai dacă există un subşir al lui {#§}§ e ^ , convergent către x. Mul
ţimea p.i. ale şirului { # § } 8 G A este p ) {x$' | S' ^ S}. (Gh.Gr.) 
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punct a-limită v. mulţime a-limită 
punct co-limită v. mulţime co-limită 
punct recurent (relativ la o mulţime şi o transformare) v. teorie ergodică 
punct regulat v. spaţiu tangent 
punct simplu v. spaţiu C-analitic 
punct singular (al soluţiei unei ecuaţii diferenţiale) Dacă / este olomorfă 

în vecinătatea unui punct (z0,wQ), există o funcţie w olomorfă în vecinătatea 
lui ZQ, CU W(Z0) = w0, w'(z)~ f(z, w(z)) pentru orice z dintr-o vecinătate a lui z0] 
această funcţie este unică, este reprezentată de o serie de puteri şi oric3 pre
lungire analitică a acestei serii este tot o soluţie a ecuaţiei. Soluţiile globale 
astfel obţinute pot avea p.s. P.s. ale soluţiei care nu depind de condiţiile ini
ţiale se numesc p.s. fixe iar cele care depind de condiţiile iniţiale se numesc 
p.s. mobile. Soluţiile ecuaţiilor diferenţiale liniare nu admit puncte p.s. mobile. 
O ecuaţie de forma w' = (F(z,w))l(Q(z,w)), unde F şi Q sînt polinomiale în 
raport cu al doilea argument care nu admite puncte critice mobile are în mod 
necesar forma w' = a0(z) w2 -j- aAz) w + a2(z), deci este o ecuaţie Riccati. 
(A.H.) 

punct singular (al soluţiei unui sistem de ecuaţii diferenţiale liniare) Se 
numeşte soluţie a sistemului de ecuaţii diferenţiale liniare definit de o funcţie A 
dată pe u:a domeniu D din planul complex cu valori matrici o funcţie w : D a 
cz D -+ Cn olomorfă în D c D şi astfel încît w'(z) — A{z) w(z) pentru orice 
z e D. Dacă D este simplu conex şi A este olomorfă în D, atunci pentru orice z9 
din D, w0 din Cn există o soluţie a sistemului definită pe întreg domeniul D, 
verificînd w(z0) — w0; două soluţii care coincid în z0, coincid peste tot în D. 
Dacă A este olomorfă în Q, = {z \ 0 < | z — z0 \ < o}, (Q. nu este simplu 
conex), există o funcţie S cu valori matrici, olomorfă pe Q, şi o matrice con
stantă B, astfel încît funcţia cu valori matrici W(z) = S(z) exp(I?cp(£)), unde 9 
este o funcţie logaritmicâ pe £l' = {z \ 0 < | z — z0 | < a, Im(^ — z0) ^ 0 
dacă Re(^ — z0) > 0} este o soluţie a ecuaţiei; în general punctul z0 este p.s. 
pentru funcţia 5. Punctul z0 se numeşte p.s. regulat dacă în z0 funcţia 5 are 
cel mult o singularitate polară (pol). Dacă în punctul z0 funcţia 5 are un p.s. 
esenţial, zQ se numeşte p.s. neregulat. Dacă funcţia A are în z0 un pol de ordi
nul întîi, punctul z0 este p.s. regulat; reciproca nu este întotdeauna adevărată. 
Fiind dată ecuaţia diferenţială 

w/W + av(z) wi71-1) + ... + an^z) w' + an(z) w = 0 
se asociază sistemul 

w[ = (ij(z - z0)) IV2, ..., w'k = (\j(z - z0)) wk + (lj{z - z0)) wk+1, 
k = 2, ...,n-l, 

w'n = - {2 - ZQ)71-1 an(z) w1— (z - ZQ)11-2 an^z) w2 — . . . 

... (z — zQ) a2(z) wn-! + ax{z) wn. 

Dacă funcţia a& are în z0 un pol de ordin cel mult k, atunci coeficienţii sistemului 
asociat au în z0 un pol de ordinul întîi, deci z0 este un p.s. regulat. Teorema 
lui Fuchs afirmă că dacă zQ este un p.s. regulat, atunci z0 este pol de ordin 
cel mult k pentru funcţia ak. Dacă funcţia A este olomorfă în Q, — {z \ z \ > a} 
se asociază sistemul 

± 1 = - 1 A (-\ u, definit în Q. = U | \i\ < - l • 
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Punctul z — oo se numeşte p.s. regulat pentru sistemul definit de A dacă 
punctul £ — 0 este p.s. regulat pentru sistemul asociat. Pentru ca z — oo 
să fie p.s. regulat este suficient ca z — oo să fie un zero pentru funcţia A. 
Pentru o ecuaţie de ordin n, z = oo este un p.s. regulat dacă şi numai dacă 
zka^(z) este olomorfă în z = oo (a& are în z = oo un zero de ordin k). O ecuaţie 
se numeşte de tip Fuchs dacă are punctele distincte zv z2, ..., zm, oo drept p.s. 
regulate şi nu mai are alte p.s. ; condiţia necesară şi suficientă ca o ecuaţie 
să fie de tip Fuchs este c 

m 
**(*) = n > - *j)-!c uz)> 

; = i 

bjc fiind funcţie polinomială de grad cel mult k(m — 1). (A.H.) 
punct singular algebric v. suprafaţa riemanniană a unei funcţii analitice 

globale 
punct singular aparent v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
punct singular esenţial v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
punct singular fix v. punct singular (al soluţiei unei ecuaţii diferenţiale) 
punct singular izolat v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
punct singular mobil v. punct singular (al soluţiei unei ecuaţii diferen

ţiale) 
punct singular neregulat v. punct singular (al soluţiei unui sistem de 

ecuaţii diferenţiale) 
punct singular regulat v. punct singular (al soluţiei unui sistem de ecuaţii 

diferenţiale) 
punct singular transcendent v. suprafaţa riemanniană a unei funcţii ana

litice globale 
punct staţionar v. centru ^ 
punctul de la infinit v. planul complex extins (C 
puterea exterioară (a unui fibrat vectorial) Dacă M este o varietate dife-

renţiabilă de clasă Cr, E un fibrat vectorial real de clasă Cr peste M şi m 
un întreg ^ 0, a w-a p.e. a lui E este fibratul vectorial real AmE de clasă Cr 

peste M cu proprietăţile următoare: 1) Pentru orice punct xeM, (A.mE)x-~ 
= Âm{Ex); 2) Pentru orice submulţime deschisă U a lui M şi orice reper 
(ev ..., ep) al lui E peste U, produsele exterioare e{ A--A^- , 1 ^ H < ••• 
< im ^ p, formează un reper în AmE peste U, unde (ei A---A<^ )(#)•' = 
= ei (x) A-.. A^- (x) e Am{Ex) pentru orice xeU. Notăm că dacă fibratul E 

este de rang p, atunci fibratul KmE este de rang I I (v. algebra Grassmann), 

In mod similar se defineşte p.e. a unui fibrat vectorial complex. [M.J.) 

R 

radicalul uneialgebre (comutative cu unitate), intersecţia tuturor idealelor 
maximale ale algebrei. Dacă X este o algebră Banach complexă, comutativă, 
unitară, atunci radicalul algebrei X coincide cu mulţimea tuturor elemente
lor x ale lui X pentru care lim nJ jj xn || = 0. Se numeşte algebra Banach semi-

simplâ o algebră Banach complexă, comutativă, unitară, al cărui radical se 
reduce la elementul nul. (R.C.) 

ramură uniformă a funcţiei logaritm v. funcţie olomorfă (de o variabilă 
complexă) 

raport anarmonic v. transformare omografică 
rază de convergenţă (a unei serii de puteri) v. serie de puteri 
reducerea la forma canonică şi clasificarea ecuaţiilor cu derivate parţiale 

liniare, cvasiliniare de ordin 2 (în cazul a două variabile independente) Fie 
ecuaţia 

A(*.y)=& + 2Bl*.y)-^-+C{*.y)* + 
dx* dxdy dy2 

, d du du 
-f- FI x, y , ti, — » — 

l dx dy 
) - , 

o ecuaţie cvasiliniară de ordin 2, coeficienţii A, B, C avînd derivate continue 
de ordin 2 într-o mulţime deschisă din R2 . Cu ajutorul unei schimbări de 

variabile \ = ţ(x, y), yf^'r^x, y), astfel încît jacobianul — ^ 0, ecua-
B(x,y) 

ţ ia considerată se reduce la unul din următoarele trei tipuri: 

. d2u r~[r du du\ . . 
a) = Fi ţ, 7], u, — ? — I {ecuaţie de tip hiperbolic); 

d ţd'i) { d £ dr\ ) 

d2u d2u ^>( du du\ 
b) —- 4 = I t, vi, u, — > — I (ecuaţie de tip eliptic) 

31" H \ d\ B-n) 
x <92w ^ f du Bu\ . . 

c) — — rl \, 7], u, — ? —- I {ecuaţie de tip parabolic), 
drf l Bl drj 

după cum ecuaţia caracteristicilor 

{dx} dx dy \dy) 
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are două soluţii independente (cazul B2 ~ AC > 0), una singură (cazuî 
B2 = AC), sau două soluţii complex conjugate (cazul B2 — AC < 0). Redu
cerea la forma canonică este locală. (G.G.) 

reducerea la integrarea pe spaţii local compacte Fie T o mulţime nevidă 
şi Q un clan de părţi ale lui T. Atunci (v. reprezentarea laticilor booleene), 
există un spaţiu topologic S care este local compact şi total neconex, precum 
şi un izomorfism boolean h :Q -+ si, unde si este muiţimea părţilor compacte 
şi deschise ale lui 5. De obicei, spaţiul S se numeşte spaţiul stonian ataşat 
lui 6. Acest spaţiu de reprezentare 5 intervine în 
Teorema lui Kahutani. Fie T o mulţime, Q un clan de părţi ale lui T, X 
un spaţiu Banach şi m : C -> X o măsură numărabil aditivă cu variaţie 
finită. Atunci există un spaţiu local compact şi total neconex 5", precum 
şi o măsură vectorială boreliană unică cu variaţie finită n : 93 -+ X, unde 
c)6 este semitribul părţilor boreliene relativ compacte ale lui S, cu proprietă
ţile: 1) Pentru orice pereche de spaţii Banach E, F astfel încît X se scufundă 
în J2(E,F) (v. integrala Bochner) şi pentru orice l^p < oo spaţiile Lebesgue 
Ll(m) şi Lv

E(n) sînt izomorfe prin aplicaţia Hp ; LE(m) -• LE(n); 2) în 
cazul particular cînd p — 1, pentru orice fe.LE(m), notăm *g r= H{(J). 
Atunci avem V fdm = l g ăn. (I.C.) 

regula lui L'Hdpital v. teoremele lui L'Hopital 
regulator de convergenţă v. convergenţa în sensul ordjnei 
relaţia lui Legendre v. funcţie eliptică 
relaţia lui Parseval v. spaţiu Hilbert 
relaţie de echivalenţă măsurabilă (în raport cu o măsură Radon) O relaţie 

de echivalenţă R pe un spaţiu topologic X se numeşte relaţie de echivalenţă 
separată dacă spaţiul topologic cît XjR este separat. Fie X un spaţiu local 
compact şi pi o măsură Radon pozitivă pe T. O relaţie de echivalenţă R pe T 
se numeşte relaţie de echivalenţă măsurabilă în raport cu măsura Radon \L (sau 
relaţie de echivalenţă \i-măsurabilâ) dacă mulţimea acelor compacte K c T 
pentru care relaţia R& indusă de R pe K este separată este [x-densă. De 
exemplu, dacă B este un spaţiu topologic separat şi p : X —• B este o aplicaţie 
continuă, atunci relaţia de echivalenţă pe X dată prin xRy : <=> p(x) = p(y) 
este jx-măsurabilă. Fie T un spaţiu local compact cu bază numărabilă, \x 
măsură Radon pozitivă pe T şi R o relaţie de echivalenţă [x-măsurabilă pe T. 
Atunci, există o submulţime pi-măsurabilă 5 a lui T astfel încît pentru orice t 

din T, mulţimea t (]S conţine exact un punct (unde t este clasa de echiva
lenţă a lui t). (I.C.) 

relaţie de echivalenţă separată v. relaţia de echivalenţă măsurabilă (în 
raport cu o măsură Radon) 

relaţie de ordine v. mulţime ordonată 
relaţie de preordine v. mulţime ordonată 
reper v. orientare (a unui spaţiu vectorial real finit-dimensional) 
reper canonic (al lui Rw) v. orientare (a unui spaţiu vectorial real finit-

-dimensional) 
reper local v. fibrat vectorial 
reprezentare conformă, v. transformare conformă 
reprezentarea exponenţială (a unui număr complex) v. logaritmul complex 
reprezentarea laticilor booleene Orice algebră de mulţimi si c 9>(T), 

1 ^ 0 , devine latice booleana, operaţiile şi elementele speciale fiind definite 
astfel: a) 0 = 0 şi 1 - T ; b) A Vfi ='A [} B şi A /\B = A[JB pentru 
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orice A şi B din si; c) A* = ZA = T\A, pentru orice A din si. Acest exem
plu este arhetipal, în sensul că orice algebră booleana este de acest tip. Anu
me, avem 
1 eorema de reprezentare a lui Stone. Orice latice booleana (A, ^ ) este 
izomorfă cu o algebră si de părţ i ale unei mulţimi T. 
în mod explicit, fiind dată o latice booleana (A,^), există o mulţime 
nevidă T, o algebră ^ c 9 ( T ) şi o aplicaţie h : A -+ si care este izomorfism 
de latici booleene, i.e. este bijectivă şi, pentru orice x şi y din A, are proprie
tăţi le: i) h(x A y) = Hx) n / ?b ) ; ii) h(x\ly) = h(x) [}h(y)\ iii) h(x*) = 
= T\h(x). Să considerăm o latice booleana (A,^). O submulţime nevidă 
Ba A se numeşte ideal al lui A dacă are proprietăţile: a) Pentru orice x,y 
din B, avem x \J yeB; b) Pentru orice x din B şi orice y din A cu y^x, 
rezultă yeB. Este clar că dacă si este o algebră de părţi ale lui T, atunci 
un ideal 98 al lui si este exact un clan ereditar inclus în si. Cu atî t mai mult 
un trib ereditar inclus în si este deci un ideal al lui si. Dacă B este un ideal 
al unei latici booleene A şi B^A, se introduce pe A relaţia de echivalenţă ^ 
da tă astfel: x ~ y. ox+yeB, unde x + y = (x f\y*) V (y A #*)• Această 
relaţie de echivalenţă generează mulţimea cît A = A\B care este de asemenea 
latice booleana, după cum urmează: 1) Cel mai mic element este 0 iar cel 
mai mare element este 1; 2) Dacă ~ şi 'y sînt în A, atunci T\/y: = x \Jy, 
"x /\y: = xl\y şi (x)* '• = x*. Am notat, pentru orice x din A, prin "x clasa 
lui x. Vom numi pe A latice booleana cît. O c-latice booleana este o latice 
booleana A cu următoarea proprietate suplimentară: pentru orice şir {xn}n 
de elemente din A există sup {xn \ n e | N} : = V xn. Este clar că o a-algebră 

n 
de părţi ale unei mulţimi X devine a-latice booleana cu structura de latice boole
ana introdusă mai sus. 
Teorema de reprezentare Locmis-Sikorski. Orice a-latice booleana A este izo
morfă cu o latice booleana cît de forma si\°&, unde si este o a-algebră 
de părţi ale unei mulţimi T şi 93 este un tr ib ereditar inclus în si. Mai 
precis, fiind dată o cr-latice booleana (A, < ) există o mulţime nevidă T, o 
<7-algebră si de părţi ale lui T, un trib ereditar 93 ^ si, precum şi un 
izomorfism de latici booleene h'.A -> si\°$. 
Teorema de reprezentare a lui Stone. Orice latice booleana A este izomorfă 
cu mulţimea părţilor compacte şi deschise ale unui spaţiu topologic compact 
avînd o bază formată din mulţimi simultan închise şi deschise. 
Cu alte cuvinte, dacă (A,^) este latice booleana, există un spaţiu topologic 
compact T avînd o bază de mulţimi simultan închise şi deschise şi un izomor
fism de latici booleene h :A -» i i Aici A este laticea booleana a tuturor 
mulţimilor compacte şi deschise din T. 
Teorema de reprezentare a lui Stone (varianta necompactă). Se consideră 
o mulţime ne vidă T şi un clan 6 de părţi ale lui T. Atunci există un spaţiu 
topologic local compact 5 care are o bază formată din mulţimi închise şi deschise, 
precum şi un izomorfism h:6-> si, unde si este mulţimea tuturor părţilor 
compacte şi deschise ale lui S. Mai precis, h este bijecţie şi pentru orice A,B 
din (2, satisface relaţiile 

1) h(0) ~= 0 ; 2) h(A\)B) = h(A) u h(B); 

3) h(A 0 B) = h(A)0h(B); 4) h(A\B) = h(A)\h(B). (I.C.) 
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reprezentarea numerelor reale într-o bază Fie N mulţimea numerelor 
naturale, 6 e N , B = {0, 1, ..., b - 1} şi Bk = B, V k e {0, 1, . . .} . Fie 

n 

•^» ~ O B& Ş* P e -^» ordinea lexicografică: (a0, ..., an) < (a'Q, ...,a'n) <=> 
fc=o 

<*3Â6 {0,1, ..., n} astfel ca ajc < ak şi <n — «J, Vi e {0,1, ..., £-— 1}. Fie fun
c ţ i a /» : An -+ {0,1. . . , 6W+1 — 1} definită prin/w(a0 , ..., <%) = anb° + ... -f a0b7K 
Teorema următoare asigură posibilitatea şi unicitatea scrierii unui număr na
tural în baza b: Funcţia fn este un izomorfism de mulţimi ordonate între A^ 
şi {0,1, ..., bn+1 — 1}. Pentru scrierea unui număr real şi pozitiv în baza b 

co 

fie N0 = N U {0} şi C = N0 x n Bk. Fie F : C ~> [0, -f oo) definită prin 

co 

F(a0>al, ..., a»,...) = V, — • Teorema următoare descrie si asigură reprezen-

tarea unui număr real şi pozitiv în baza b: Aplicaţia F este surjectivă şi 
k 

pentru a G [0, oo) ecuaţia F(x) = a are o singură soluţie x e C dacă oc^ — t 

\fk, n G N0 si două soluţii dacă a este de forma — • Dacă ce = V* — se 

spune că a este scris în baza b (se presupune că aQ este scris în baza 6). 
OO 

Dacă în baza b numărul a se scrie a = V — şi dacă există s0, q e N , astfel 
M = 0 ^ 

ca a8+Q+i+i — as+i, \fi e {0,1, ..., #}, V 5 e N , s ^ 5 0 , se spune că a se reprezintă 
periodic în baza fc. Un număr a G R + se reprezintă periodic în baza b dacă 
şi numai dacă este raţional. (Gr.Gr.) 

restricţia unei măsuri Radon la o mulţime v. suportul unei măsuri Radon 
reţea (relativă la o măsură) v. derivarea măsurilor 
reziduu Fie Q, o mulţime deschisă în planul complex C şi / o funcţie 

olomorfă pe Q,. Dacă a e C Q. = C \ 0 este un punct singular izolat al lui / , 
atunci există un număr p > 0 astfel încît discul puncturat A(a,p) = 
= {ze C | 0 < | z — a \ < p} sa fie conţinut în £1. Rezultă că func ţ ia /admi te 

o dezvoltare Laurent unică f(z) = \^ an(z — a)n valabilă pe A (a, p). Pentru 

calculul coeficienţilor an se pot utiliza formulele 

(in = •— \ dz, n G . 
27ii J | * - a | = r (z- a)n^ 

unde r este un număr real cuprins strict între 0 şi p, în rest arbitrar. Ca de 
obicei, cercul | z — a | = r se consideră înzestrat cu orientarea canonică, 
deci integrala precedentă poate fi calculată folosind pararnetrizarea standard: 
z ~ a + ye*G, 0^0^27T. R. lui / în punctul a este numărul complex 
Rez (f',a) definit prin egalitatea 

Rez(/;a) = a_i = — I f(z) dzt 
2ni J | z-a\ = r 
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0 < r < p (v. şi suprafaţă riemanniană). De pildă, dacă a este punct singular 
aparent, atunci Rez (f',a) = 0. De asemenea, dacă a este un pol simplu al l u i / , 
atunci 

Rez(/;a) = lim {z-a) f(z). 
z-^a 
z^a 

Mai general, dacă a este pol de ordin p al lui / , atunci 

Rez(/;a) = l i m g ^ - 1 ) ^ ) , 

z^a 

unde g(^) = în cazul cînd a este un punct singular esen-

ţial nu există procedee generale eficiente pentru calculul r. lui / în punctul a. 
Teorema r. Fie / o funcţie olomorfă pe mulţimea deschisă QczC şi fie K 
un compact în C, cu frontieră de clasă C1 pe porţiuni, avînd proprietăţile 
următoare: 1) Mulţimea K (] CO, este finită; 2) Punctele frontieră ale lui K 
sînt conţinute în O. Atunci are loc formula 

[ f{z)dz = 2TUÎ V Rez(/;a) , 
aeK 

unde dK este bordul orientat al lui K. 
Teorema r. permite deci calculul integralei V f(z) dz cu ajutorul r. lui / 

JdR 
în punctele sale singulare izolate conţinute în K. în particular, această 
teoremă poate fi utilizată pentru calculul unor integrale definite reale. 
Procedeul acesta, cunoscut sub numele de metoda r., se utilizează în situaţii 
cînd procedeele uzuale, bazate pe calculul de primitive în termeni de funcţii 
elementare, sînt fie laborioase, fie inaplicabile. Ex.: 1° Fie R o funcţie 
raţională în două variabile reale x şi y, presupusă fără poluri pe cercul 
S1: = {(x,y) e R 2 | x2 + y2 — 1}, i.e. avînd proprietatea că există polinoame 
P şi Q în x şi y astfel încît Q{x,y)j=0 cînd (x,y) e S1 şi astfel încît R = 
= FjQ. Se pune problema să calculăm integrala 

C2n 

I — \ R(cos 6, sin 6)d0. Folosind pararnetrizarea standard z — e*9, 0 < 
*o 

dz 
< 0 ^ 2TZ, a cercului S1, avem d0 = — pe S1, deci 

iz 

7 = V R | — (e*0 + e"*e), — (e*6 - e"*0) | d0 = 
J0 l 2 2i J 

"Jiri-i i T T TJ* Ti[z~~7)) i*' 
Din teorema r. se obţine pentru calculul lui 7 formula 

I =2izYi Rez(/ ;a) , 
aeif 
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unde f este funcţia raţională f(z): = -— R I — | z ~f — I > — j z — — i 

* U I z | 2i l , J 
şi 7iT: — {ze C || s | < 1 ; din ipoteză rezultă c ă / nu are poluri pe S1 = dif, deci 

f 00 • 
T • l sin# 

î aplicabilă. 2° Considerăm integrala improprie J = \ dx * teorema r. este i 

sin # 
Funcţia > considerată egală cu l în punctul x — O, este continuă pe 

intervalul [O, oo), dar nu este absolut integrabilă pe acest interval. Totuşi 
COD . 
I sin x 

integrala improprie Y dx este convergentă (acest lucru poate fi obţinut 
COD . 
L sin ; 

>rie y 

simplu cu ajutorul criteriului lui Abel). Vom arăta aici acest fapt şi vom calcula, 
eiz 

efectiv valoarea lui I folosind metoda r. Considerăm funcţia f(z) = — » de-
z 

finită şi olomorfă pe C* = C \ { 0 } . Pentru O < r < R < oo, considerăm com
pactul Kr>R- — {zeC | y< | z | < i ? , Im z^Q}. Din teorema r. rezultă că 

f f sin ^ 
\ J(z) dz=- O, deci 2i \ dx -f I(R) — I(r) — 0, unde pentru orice p > 0, 
JdKr,R Jr x 

J ( p ) : = \ M = p — d^ = iV e-Psin0+ipcoS0dO> 

Jlm z^O Z ,'o 
2 sin 0 

Este clar că lim I(r) = in. Pe de altă parte, deoarece •—- ^ < 1 pe m-
r-^0 7T 6 
y>0 

tervalul 1 0 , — , se vede că lim \I(R) | — 0. Aceasta înseamnă că integrala 
[ 2 J R->ao 

COD 
l sin x TI 

improprie I = \ • dx este convergentă si că I = — • 3° Integralele Fres-
.'o * ' 2 

«e/. Considerăm funcţia întreagă /(z) = e""*2. Pentru orice P > 0 considerăm 
mulţimea compactă 

KR: = izeC \0^\z \^R, 0 < A r g * < — 1 . 

Din teorema r. rezultă \ f{z) dz = 0, deci 

(V'WÎ e^d^-^fe^2 
d*, 
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unde yR este arcul pe cercul \z\ = R cu originea în punctul R şi extremitatea în 

punctul R e . La fel ca în exemplul precedent se vede că lim 
R-+OD 

dz\ = 0. 
hR 

2 V 7 7 

Cum, pe de altă parte, se ştie că \ e dx = , rezultă că integrala im-
JO 2 

C OD COD / J -s /~ 
proprie \ e~~lt2 dt este convergentă si că \ dt = • Sepa-

Jo . Jo 4 

rînd partea reală şi partea imaginară, se obţine în final teorema următoare: 
C OD /•OO 

Integralele Fresnel \ sin(;v2) dx şi I cos(#2) dx sînt convergente şi au 
Jo »'o 

valoarea comună / — * (M-J-) 

rezolubilitate locală şi globală Un operator liniar şi continuu P:<7)*(n) -+ 
c2)*(iQ) (Q mulţime deschisă, sau, mai general, varietate diferenţiabilă) este 
local rezolubilă în punctul x0e £1 dacă există o vecinătate w a lui x, osczQ,, 
astfel ca pentru orice fe C°°(0) să existe uecL*(Q) care să verifice ecuaţia 
Tu = / în co. Dacă P este local rezolubilă pentru orice x e Q,, F se numeşte 
local rezoluhil în £1. Operatorul F este microlocal rezoluhil în punctul (x0, £0) e 
e T * ( f t ) \ {0} dacă pentru orice f e Q)*(CI) există wec2)*(0) cu proprietatea 
că (#0, £0) ^ W F ( T w - / ) . Microrezolubilitatea în (#0, £0) pentru orice ţ0^0 nu 
implică faptul că F este local rezolubil în x0. în sfîrşit, P este global rezoluhil 
în O dacă există soluţii globale în Q, pentru orice membru drept. Dacă F 
are o parametrică la dreapta el rezultă local rezolubil. Rezultatele cele mai 
complete de rezolubilitate se cunosc pentru operatorii diferenţiali (sau, 
mai general, pseudodiferenţiali) de tip principal (v. operatori de tip principal). 
în acest caz, au loc rezultate de tipul următor: 1) Dacă proiecţia nici unei 
bicaracteristici a operatorului F (presupus de t ip principal, cu parte princi
pală reală) nu se proiectează peste un compact din mulţimea deschisă Qy 
atunci P defineşte o aplicaţie liniară surjectivă de la Q*(0) la <D* (CI) j C00 [Q) 
dacă şi numai dacă pentru orice mulţime compactă KaCl există altă mul
ţime compactă K'czQ. cu proprietatea că w e i * ( Q ) şi sing supp tFuaK 
implică sing supp uaK'; 2) Fie F de t ip principal (P poate fi operator 
pseudodiferenţial de tip clasic). Atunci avem rezolubilitate locală pentru P 
în orice punct al unei mulţimi deschise CI dacă şi numai dacă Im (Fm(x,ţ)) 
nu-şi schimbă semnul de-a lungul nici unei bicaracteristici a lui (Re Fm) 
(peste CI) (aici Fm este partea principală a operatorului P ) ; 3) Fie P un 
operator pseudodiferenţial clasic de ordin m în mulţimea deschisă O, cu 
simbol principal real p de tip principal. Fie K un compact care să nu conţină 
nici o curbă bicaracteristică maximală a lui p. Atunci: a) A7(if) = {v e £*(K), 
*Fv = 0} este spaţiu vectorial de dimensiune finită; b) condiţia necesară şi 
suficientă ca ecuaţia Pu = f să aibă o soluţie în vecinătatea lui K, pentru orice 
f GH^0C{Q), este ca / să se anuleze pe N(K) (această ultimă condiţie este o= 
condiţie de tip Fredholm pentru rezolubilitatea semiglobală). De aici rezultă: 
4) Fie P ca mai înainte; atunci dacă Pm(x,£) = 0 implică [P'm){x, 5 ) ^ 0 , 
operatorul P este local rezolubil. 5) Dacă e P este hipoeliptic, atunci P este 
local rezolubil. în sfîrşit, există rezultate generale de rezolubilitate locală 
considerîndu-se operatori ce verifică unele evaluări, numite subeliptice, şi 
care generalizează (cu o pierdere mai mare de regularitate) o evaluare clasică 
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valabilă pentru operatorii eliptici). Rezultatele cele mai generale de existenţă 
se datoresc lui Treves-Nirenberg (care au folosit pentru prima dată operatori 
integrali Fourier pentru a reduce operatorii consideraţi la forme simple), 
Egorov, Hormander-Duistermaat şi, în sfîrşit, Beals-Fefferman. (G.G.) 

rezoluţia canonică a lui Gcdement v. coemologia fascicolelor 
rezoluţie a identităţii pentru un operator v. măsura spectrală 
rezoîvantă (a unui element x al unei algebre X cu unitate), mulţimea 

•scalarilor X pentru care există în X elementul (x — Xw)"1, unde u este elementul 
unitate al algebrei. Un număr care aparţine r. lui x se numeşte număr regulat 
pentru elementul x. (R.C.) 

ridicare v. lifting 
rotaţis v. transformare cmografică 
rotaţie (pe un spaţiu prehilbertian) v. măsură conică 
rotorul unui cîmp de vectori v. analiză vectorială, integrarea pe o vari

etate riemanniană orientată 

s 

săgeată v. categorie, functor 
scalar v. spaţiu liniar 
scufundare v. spaţiu tangent 
secţiune v. prefascicol, fibrat vectorial 
secţiune (a unei funcţii) v. măsură pe spaţiu produs, măsură Radon produs 
secvenţial compact v. spaţiu topologic compact 
segment (în sensul ordinei) v. mulţime ordonată 
segment (liniar) v. spaţiu liniar 
(o)-segment v. mulţime ordonată 
selecţie măsurabilă v. teorema de selecţie Kuratowski — Ryll-Nardzewsk? 
semicîan v. clasă de mulţimi 
semidistanţa Frechet-Nikodym v. extinderea măsurilor vectoriale 
semidistanţă (pe o mulţime X), orice aplicaţie d, definită pe X x X cu, 

valori reale pozitive, avînd proprietăţile: i) d(x, x) — 0 oricare ar îixeXi 
ii) d(x, y) = d(y, x) pentru orice x,yeX; iii) d(x, y)^d(x,z) + d(z,y) pentru 
orice x, y, z e X, Sin.: semimetricâ. Se numeşte spaţiu semimetric orice pereche-
(X, d), unde X este o mulţime iar d o s. pe X. Dacă nu există posibilitatea, 
unei confuzii nu se mai precizează distanţa şi se spune „spaţiul semimetric X". 
Fie (X, d) un spaţiu semimetric. Fie x e X şi r > 0. Mulţimea S(x, r) = 
= {y | d(x, y) < r} se numeşte sferă (sau bilă) deschisă cu centrul în x şi de rază. 
r. Există şi este unică o topologie pe X în care familia sferelor deschise cu centru! 
în x este o bază de vecinătăţi ale lui x, pentru orice x e X, Se spune că. 
această topologie este generată de s. d. Dacă nu se fac alte precizări orice consi
deraţii topologice pe spaţiul semimetric (X} d) se fac relativ la topologia gene
rată de s. d. într-un spaţiu semimetric noţiunile şi afirmaţiile topologice care 
nu oresupun separarea spaţiului sînt aceleaşi ca într-un spaţiu metric. (Gh.Gr.) 

semigrup de operatori Fie X un spaţiu Banach complex cu norma || |j 
şi J2(X) spaţiul operatorilor liniari şi continui de la X la X. Pe J2(X) putem 
considera fie topologia obişnuită (a convergenţei uniforme pe mulţimile măr
ginite ale lui J2{X)), fie topologia (mai slabă) tare operatorială, dată de familia 
de seminorme {Tx}xeX, unde PX{V) = \\V(x)\\ pentru orice x în X şi V 
în J2(X). Se numeşte s.o. pe X o aplicaţie T: [0, 00) -*• J2(X) avînd proprie
tăţ i le: T(0) = \x (aplicaţia identică a lui X, dată prin #-> x pentru orice x 
în X) şi T(s -f t) — T(s) o T(t) pentru orice t şi 5 în [0, 00). Dacă X este con
tinuă, considerînd pe J2(X) topologia obişnuită, vom spune că T este un semi
grup uniform continuu de operatori pe X, iar dacă T este continuă, considerînd 
pe j£(X) topologia tare operatorială, vom spune că T este un semigrup tare 
continuu de operatori pe X. Ultima definiţie revine la a spune că pentru orice x 
în X, aplicaţia Tx' [0, 00) -> X dată prin Tx(t) —T(t)(x) este continuă. Bineîn
ţeles, pe [0, 00) se consideră topologia obişnuită. Pentru orice operator B din? 

00 1 
£(X) se notează exp(B) = V — Bn e £{X) (seria converge în £(X) cu to -

n=0 n ! 

pologia obişnuită), unde Bn înseamnă B o B o B o ... o B de n ori. De asemenea 
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dacă X este un număr complex care nu este în spectrul lui B, vom nota prin 
R(\, B) rezolvanta lui B în X, i.e. operatorul (\lx — B)'1. 
Teorema de reprezentare a semi gr tipurilor uniform continue. Pentru orice semi
grup T uniform continuu de operatori pe X există A e £(X) cu proprietatea 
că T(t) = exp(^4) pentru orice t în [0, oo). 
Operatorul A (numit generatorul infinitezimal al semi grupului T) este dat 

de formula A — lim —• (T(h) — lx)> limita fiind calculată în topologia 
h ->0 h 

obişnuită a lui £{X). în plus, există a > 0 astfel încît pentru orice număr 

complex X cu Re(X) ^ a să avem R(\, A) = V e—M T(t) dt, integrala fiind 

considerată în sensul lui Bochner. în cele ce urmează vom considera că T 
este un semigrup tare continuu de operatori pe X. Vom considera spaţiul 

vectorial D(T)czX definit astfel: D(T) ~-= \xe X | există lim — (T(h) (x) -
l h-M) h 

— x) e x \ . Operatorul A : D(T) -» X, definit prin A(x) = lim — (T(h)(x) -x) 
J h-»o h 

se numeşte de asemenea generatorul infinitezimal al semigrupului T. Se arată 
că D(T) este un subspaţiu vectorial dens în X şi operatorul liniar A este 
închis. 
Teorema HUI e-Y o si da-Phillips. Dacă HczX este un subspaţiu vectorial dens 
şi A: H -+ X este un operator liniar închis, condiţia necesară şi suficientă 
ca A să fie generatorul infinitezimal al unui semigrup tare continuu de opera
tori pe X este următoarea: există un număr strict pozitiv M şi un număr 
real a astfel încît orice număr real X > a nu este în spectrul lui A şi, în plus, 
||i?(X, A)n | |<M(X - a)n pentru orice n natural. (I. C.) 

semigrup topologic, triplet (X, ® ,T), unde X este o mulţime nevidă, 
® : X x X -> X este o operaţie internă pe X iar T este o topologie pe X astfel 
încît: 1) Cuplul (X, 0 ) este semigrup; 2) Cuplul (X, T) este spaţiu topologic; 
3) Aplicaţia 0 este continuă. Dacă (X, 0 ) este semigrup comutativ, vom spune 
că (X, 0 , T) este s.t. comutativ, iar dacă (X, 0 ) este semigrup cu unitate (sau 
monoid), vom spune că (X, 0 , T ) este s.t. cu element unitate. Ex.: Luăm 
X = R + = [0, oo) U {oo},© este adunarea obişnuită în R + (cu convenţia 
a -\- oo— oo -f a = oo, a e R J , iar T este topologia canonică a l u iR + , indusă 
de R. Obţinem un s.t. comutativ cu unitate (elementul unitate este 0). Pentru 
simplificare scriem X în loc de (X} 0 , T) şi x + y în loc de 0 ( # , y). Dacă 

oo 

{xn}n este un şir de elemente dintr-un s.t. X şi x este în X, expresia \ \ xn=x 

n 
înseamnă că lim \ \ x$ = x în topologia lui X. (I. C.) 

semigrup unitar de operatori v. semigrup de operatori 
semiinel v.^clasă de mulţimi 
semimetrica Frechet-Nikodym v. extinderea măsurilor vectoriale 
seminormă, funcţie reală p definită pe un spaţiu liniar X, cu proprietă

ţ i le : p(x -f y)^p(x) -f- p(y) şi p(kx) == \\\p(x), oricare ar fi elementele 
x, y e X şi scalarul X. O s. p definită pe un spaţiu liniar topologic A' se numeşte 

341 SERIE DE F U N C Ţ I I 

s. mărginită dacă p(A) este mărginită oricare ar fi submulţimea mărginită.. 
A a lui X. O s. p definită pe un spaţiu liniar ordonat X se numeşte s. mono-
tonă dacă din Q ^ # ^ y , x, y eX, rezultă p(x)^p(y). Dacă X este un spaţiu 
liniar reticulat, o s. p definită pe X se numeşte s. solidă dacă din | # [ < | y | , 
x,yeX, rezultă p(x)^p[y). Se numeşte s. de tip (M), o s. p definită pe un 
spaţiu liniar reticulat, care satisface condiţia p(xVy) — max(^>(#), p(y))t 
oricare ar fi elementele pozitive x, y ale spaţiului. (R. C.) 

semitrib v. clasă de mulţimi 
semitribul mulţimilor Baire relativ compacte v. mulţimi boreliene, mulţimi 

Baire 
semivariaţia unei măsuri (relativ la o scufundare) v. variaţie; cvasivariaţie; 

semivariaţie 
seria armonică alternată v. serie numerică 
seria Fourier a unei funcţii reale de pătrat integrabil Fie x: [ —TC, TT] -* R 

o funcţie de pă t ra t integrabil (Lebesgue). Numerele 

1 Cn 1 CK 

a o _ — i xuj (5^ 0Ln __ — i xţţ} c o s nf c\tf 
2* J-n ™ . U 

71 J-rr 
pw _ — V x(tj s i n ni &t c u n e N, 

se numesc coeficienţii Fourier ai funcţiei x. Punînd 

aQ(t) = 1, an(t) — cos nt, bn — sin nt, t e [ — iz, TU], n e N , 

funcţia # este suma în medie pătratică a seriei 

«ô o + 5J (a»a« + PA) 
« = ] 

numită seria Fourier a funcţiei #. Cu alte cuvinte, punînd 

n 
*n[t) = a0 + 5 ] (otj cos /* -f- fy sin jt), neN, 

i = l 

are loc egalitatea lim \ (s»(*) — x(t))2 dt = 0. Acest rezultat se obţine consi* 

derînd spaţiul Hilbert Z.|L ([ — TU, TC]) în care se ia baza ortonormala {e0, eli&t 

«i2> e2i> e22> —} c u eo = ~7^= ^o-- ^»i = -j= an> enz = - r = o„, p e n t r u w e K 
V 2TT y TT V TC 

(v. spaţiu Hilbert). (R. C.) 
seria hipergecmetrică v. ecuaţia lui Gauss 
seria lui Riemann v. serie numerică 
serie absolut convergentă v. serie numerică 
serie armonică v. serie numerică 
serie comutativ convergentă v. serie numerică 
serie de funcţii Fie {fn}n eN un şir de funcţii definite pe o mulţime D cu 

valori în C sau într-un spaţiu liniar normat (sau, mai general, cu valori într-un 



ÎRIE DE FUNCŢII 342 

iţiu liniar topologic). Fie sn(x) = S\ fic(x), xeD. Şirul {sn}n se numeşte 
fc = l 

00 

. asociată şirului {fn}n ŞÎ s e notează V fn. Elementele şirului {fn}n se nu-

:sc termenii seriei iar elementele şirului {sn}n, sumele parţiale ale seriei. 
ria se numeşte convergentă în punctul x0 e D dacă şirul sumelor parţiale 

00 

e convergent în x0, deci dacă seria S] fn(xQ) este convergentă. Suma 

00 

x0) a seriei X\ fn+k(%o) s e numeşte restul de ordin n al seriei (în xQ). Mulţi
m i 

sa CczD a punctelor în care seria considerată este convergentă se numeşte 
dţime de convergenţă şi se spune că seria este punctual (sau simplu) con-

I pe C (v. şi domeniu de convergenţă al unei serii de puteri). Limita 

ului {sn}n se numeşte suma seriei, se notează tot cu S\ fn, şi este deci o 

îcţie definită pe mulţimea de convergenţă. Precizarea „punctual conver-
i t ă" este legată de existenţa unor alte tipuri de convergenţă. Astfel, dacă 
ui {sn}n este uniform convergent pe AczD, se spune că seria este uniform 
ivergentâ -pe A, pe scurt uniform convergentă dacă A = D. Are loc crite-

U lui Cauchy: S.f. numerice (fn : D -* C) S\ fn este uniform convergentă 

m 
< e că şi numai dacă pentru orice e > 0 există w0eJST astfel ca 

k = n 
Qtru orice n,m^n0 şi orice xe D. Rezultatul este adevărat şi pentru s.f. cu 
lori într-uu spaţiu Banach sau într-un spaţiu vectorial topologic secvenţial 
tnplet. O condiţie suficientă de convergenţă uniformă este criteriul lui Weier-
ass, enunţat aici pentru funcţii numerice: Dacă sup |/fc(#)| = Xfc iar seria nu-

xeD 
00 00 

srică Yj Xfc este convergentă, atunci seria V* fa este uniform convergentă 
k=\ n = l 

şi convergenţă normală). Condiţia din acest criteriu nu este şi necesară (v. 
:. 3). Pentru funcţii cu valori reale are loc criteriul lui Abel: Dacă în s.f. 

i fngn> definite pe D cu valori reale, şirul {fn}n e s t e monoton descrescător, 
:1 

00 

nvergent uniform la zero, iar şirul sumelor parţiale ale seriei X\ gn este 
« = l 

irginit uniform (i.e. există M > O astfel ca Yi 8k{*) 
fc = l 

s^M pentru orice 

= N şi orice xeD), atunci seria £ fngn este uniform convergentă. Dacă D 
« = l 
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este un spaţiu topologic compact (spre exemplu dacă D = [a, 6 ] c R ) iar fn> 
00 

/ : D -»• R + sînt funcţii continue astfel încît seria S] fn este punctual con^ 

vergentă şi are suma / , atunci seria este uniform convergentă (teorema lui. 
Dini pentru serii). Diverse teoreme de permanenţă a proprietăţilor funcţiilor-

00 

fn pentru suma / a seriei Y! fn rezultă evident din afirmaţiile corespunză-*. 
AA 1 tt=l 

00 

toare de la şiruri de funcţii. Astfel, dacă în seria V fn, funcţiile fn sînt: 

continue iar seria converge uniform, atunci suma seriei este o funcţie con
tinuă. O afirmaţie mai generală este legată de noţiunea de convergenţă;. 

00 

cvasiuniformă. Dacă termenii seriei X] fn sînt funcţii integrabile (Riemann, 

sau Lebesgue) pe intervalul [a, b]czJt, iar seria este uniform convergent^, 
atunci suma seriei este de asemenea integrabilă( Riemann, respectiv Lebesgue) 

Cx oo oo /»A; 

\ £ /.(/) dt = ^ \ M 
Jan=l n=lja Ja w=l n=l Ja 

oo r x 

iar seria S\ \ fn(t) dt este uniform convergentă (teorema de integrare termen 
«=1 Ja 

cu termen a unei s.f.). Dacă funcţiile fn sînt derivabile, cu derivată continuă. 
00 

pe [a, b], dacă seria X\ fn este convergentă cel puţin într-un punct din [a, b\ 

00 
v d 

iar seria derivatelor V — /»(#) este uniform convergentă, atunci seria 
00 

V! fn es"te uniform convergentă, suma sa este derivabilă şi 

, o o oo •, 

a x * = 1 » = 1 a x 

(teorema de derivare termen cu termen a unei s.f.). Pentru orice tip de conver-*. 
genţă de la şiruri de funcţii numerice există noţiunea corespunzătoare de 

oo 
convergenţă pentru serii. Ex. : 1° Pentru s.f. definite pe R, S\ n\(x2 -f 1% 

M = l 

00 zn 
mulţimea de convergenţă este mulţimea vidă. 2° S.f. complexe \ . — convers 

ge uniform pe orice compact din C. 3° Seria V este uniform conveiv 
« « l n + * 
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;gentă pe [0, oo) iar sup 
X G [0,oo) 

(-1)" 
x + n 

| 00 

— . 4° Seria £ converge 
n £±x (1 + x2)n 

punctual pe R, este formată din funcţii de clasă C00, nu converge uniform, 
suma 5 a seriei nu este nici continuă nici integrabilă (s(0) = 0, s(x) = l/# 
dacă XykO). De menţionat că suma unei serii punctual convergente de funcţii 
reale continue definite pe [a, b] este o funcţie continui pe o mulţime densă 

00 

in [a, b]. 5° Seria ^V fn, unde 

. . . 2(n + 1) x 2nx 

1 + (n + l)2*2 1 + n2x2 

•este punctual convergentă pe [0, 1], suma este o funcţie continuă (funcţia 
nulă) iar seria nu converge uniform. 6° D a c ă / : [a, b]-+ R este o funcţie de clasă 

£ /(W)(*o) C00 si # 0 e [a, b], atunci s.f. V an(x — x0)n, unde an — » se numeşte 

serie Taylor asociată funcţiei f în punctul x0. (Gh. Gr.) 
serie de funcţii normal convergentă v. convergenţă normală 
serie ds numere complexe v. serie numerică 
serie de numere reale v. serie numerică 
serie de puteri (în C ), o serie de funcţii de forma 

2 J anzn — a0 -f axz + ... + anzn + ..., ze C, 

unde {an}n^0 este un şir de numere complexe date, numite coeficienţii seriei. 
Fiind dată o s.p., o problemă importantă este problema determinării punctelor 

•ei de convergenţă. Considerăm o s.p. ZJ anZn, fixată. Fie C mulţimea tuturor 

punctelor w e C pentru care seria de numere complexe ZJ cmw71 este conver-

gentă ; C se numeşte mulţimea de convergenţă a seriei. Fie, de asemenea, B 
mulţimea punctelor w e C cu proprietatea că există M = M(w) > 0 astfel 
încît \anwn\^M pentru orice n. Fie, în fine, 

R: = sup ^ p ^ O 2 J | » » | Pw < °0f ' 
l I «>o J 

jD: = {^eC | l̂ l < i?} şi D închiderea lui D în C. Se spune că D este dome-
niul de convergenţă sau discul de convergenţă al s.p. considerate şi că R este ra^a 
de convergenţă a acestei serii. Notăm că termenul de disc se consideră aici în 
sens larg, i.e. nu se exclude cazul R = oo. 
I m a Zwi ̂ 46e/. Dacă w e B si w^O, atunci s.p. 2 J anZn este normal conver-

gentă pe orice mulţime compactă conţinută în discul deschis Dw: = 
= {zeC | \z\ < \w\}.' 

Cu ajutorul lemei lui Abel se vede imediat că D = U DwciCciB<=:D' în 

particular, avem D = C — B, ceea ce justifică denumirea dată lui D de 



3 4 5 SERIE DE P U T E R I 

disc de convergenţă al s.p. Deoarece orice mulţime compactă conţinută în D 
este conţinută într~un disc Dw cu w e D, din lema lui Abel mai rezultă că s.p. 
2J anzn este normal convergentă pe orice mulţime compactă conţinută în D, 

deci, după teorema de convergenţă a lui Weierstrass, funcţia complexă / 

definită prin f(z): = ZJ anzn, zeD, este o funcţie olomorfă pe D. Deoarece 

raza de convergenţă R a unei s.p. este definită în termeni de serii de numere 
pozitive, pentru calculul ei se pot utiliza criteriile uzuale de convergenţă a 
seriilor de numere reale pozitive, în particular formula lui Hadamard 

= lim sup v \an\, 
R n->oo 

2n 
care se obţine folosind criteriul rădăcinii. Ex. : 1° S.p. S] ( — l ) n - 1 — are 

raza de convergenţă R = 1. 2° S.p. V — are raza de convergenţă R = oo, 
n>0 n ! 

3° S.p. 2 J W lzn a r e r a z a de convergenţă R = 0. Fiind dat un punct weC, 

din lema lui Abel rezultă că seria de numere complexe 2 J # » ^ n este conver-

gentă dacă \w\ <R şi divergentă dacă \w\> R; mai mult, în acest ultim caz 
şirul {anwn} 

n^O nu este nici măcar mărginit. Dar lema lui Abel nu dă nici 
o informaţie privind convergenţa sau divergenţa seriei /j anwn în cazul \w | = R. 
în fapt, pe cercul \z\ = R pot exista at î t puncte de convergenţă cît şi puncte 
de divergenţă. De pildă, pentru s.p. din Ex. 1°, punctul z = 1 este un punct 
de convergenţă, iar punctul z = — 1 unul de divergenţă. Să mai observăm că, 

dacă c e C şi |c| < R, atunci, în baza lemei lui Abel, seria 2 J anZn este normal 

(în particular uniform) convergentă pe segmentul [0, c]. în cazul \c\ = R are 
loc teorema următoare. 
Teorema lui Abel. Dacă c este un punct de convergenţă-al s.p. ZJ anzn şi |c| = i?, 

unde R este raza de convergenţă a acestei serii, atunci seria este uniform con
vergentă pe orice mulţime compactă K conţinută în D U {c} şi avînd pro-

prietatea că funcţia z i—• — — este mărginită pe mulţimea K\{c} ; în 
\c\ ~ \z\ 

particular pe segmentul K = [0, c], 
Ex.: 1° Se ştie că, dacă se notează prin log ramura principală a funcţiei 
logaritm, atunci pe discul \z\ < 1 are loc dezvoltarea în s.p. 

log(l + z) = Yi • ( - 1)n~1 — - z ~ T + -

Raza de convergenţă a acestei s.p. este R = 1, iar z = 1 este un punct de con
vergenţă al acestei serii. Din teorema lui Abel rezultă că funcţia / : [0,1] -*R 
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definită prin f(x): = V (— l)**"1— este continuă. Cum l o g ( l + #) este de 
h£l n 

asemenea o funcţie continuă pentru x > — 1, se obţine formula remarcabilă 
1 1 _-, 

log 2 = 1 1 ... 2° Se ştie că dacă ZJ an şi 2 J &» s ^ n t două 
2 3 M^O n^o 

serii convergente de numere complexe, dintre care cel puţin una absolut conver

gentă, şi dacă cn — Z J apbq, atunci seria 2J cn este convergentă şi are loc 

egalitatea 

ZJ cn = L an\\2J bn • 

Cu ajutorul teoremei lui Abel se poate arăta că această egalitate are loc în 

condiţii ceva mai largi, şi anume este suficient ca seriile ZJ an, 2 J bn şi 

2 J cn să fie toate convergente. în fapt, din lema lui Abel rezultă atunci 

c& s.p. /j anzn, ZJ bnzn şi Z J cnzn sînt absolut convergente cînd 1-2" | < 1; 

potrivit rezultatului menţionat mai sus are loc egalitatea 

1*1 < 1. (*) 

Pe de altă parte, c = 1 este punct de convergenţă pentru fiecare din aceste 
trei s.p.; deci, după teorema lui Abel, fiecare din aceste s.p. defineşte o funcţie 
continuă pe segmentul [0, 1]. Cum egalitatea (*) are loc pe segmentul semi-
deschis [0, 1), din continuitate rezultă că ea are loc şi în punctul z~ 1. (M. J.) 

serie Fourier, serie trigonometrică pentru care există o funcţie / : R -+ R 
astfel încît 

an — — ^ f(x) cos nx dx pentru n = 0, 1, 2, ..., 
K J-TT 

1 fK 

sin nx dx pentru n = 1, 2, . 

Seria este Fourier-Riemann, Fourier-Lebesgue sau Fourier-A, după cum 
integralele sînt considerate în sensul lui Riemann, al lui Lebesgue sau în 
sensul A, A putînd desemna aici diferite alte sensuri ale integralei. (S. M.) 

serie Laurent v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
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serie Laurent multiplă Dacă £1 este un domeniu Reinhardt conex, orice 
funcţie olomorfă feO(Q) admite o dezvoltare Laurent multiplă unică 

j{z) =3 ^J c*z<x> ze Q., 

unde Ca 6 C, z* — z\x... z%n dacă a == (ai, . . . ,a»), iar seria este normal con
vergentă pe orice mulţime compactă K c Q,. în plus, dacă Q. conţine un punct 
z cu Z{0 = 0, atunci ca = 0 cînd a*0 < 0. (M. J.) 

serie necondiţionat convergentă v. serie numerică 
serie numerică Fie {#»}»€N u n Ş i r de numere reale sau complexe şi sn = 
n 

= = 5 J Xjc' §ITUI { ^ K N s e numeşte £.n. asociată şirului {xn}n şi s e no-
00 

tează Sj %n- Elementele şirului {^»}«eN se numesc termenii seriei iar ele-

mentele şirului { s ^ e N » sumele parţiale ale seriei. Astfel, xn se numeşte 
00 

termenul general iar sn suma parţială de ordin n a seriei. Seria ZJ %n se nu-
« = 1 

meşte convergentă dacă şirul {xn}n e N este convergent; pentru s = lim sn se fo
ţi-* oo 

co oo 
loseşte atunci notaţia s ~ Vj ATW iar 5 se numeşte suma seriei. Seria V xn este 

w—1 w = l 
convergentă dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există w e e N astfel 
încît \xn + ... + %n+p\ < £ pentru orice n^n& şi orice pe~N (criteriul lui 
Cauchy pentru serii). Dacă şirul {s»}ne]SF nu este convergent se spune că 

00 00 

seria \ \ xn este divergentă. Dacă seria \ \ xn
 e s t e J [convergentă, atunci 

00 

lim xn = 0, reciproca nefiind adevărată (v. Ex. 1°). Fie S\ xjc o serie con* 
**-»°° fc = l 

00 

vergentă şi w e N . Suma rn a seriei \ j #»+& s e numeşte restul de ordin n al 

seriei considerate; dacă s este suma seriei, atunci 5 — sn -f- rn şi lim rw — 0. 
» - * 0 0 

00 00 00 00 
Se numeşte suma seriilor \ \ xn, V! yn, şi se notează ^ j xn + 2 J ^n» seria 

w = l n = l n = l w = l 
00 00 

al cărei termen general este xn -f yn- Dacă seriile \ \ xn, \ , yn sînt con-

00 

vergente şi au respectiv sumele x} y, atunci seria S\ (xn + y») e s t e con-

00 00 

vergentă şi \ \ (xn -f J'n) = ^ -f y. Se scrie pe scurt VJ (%n 4- y») = 
« = 1 « - l 
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00 CO _ 
ssc 2 J %n ~^~ LA y*1' ^ e n u m e ? t e produsul dintre numărul X şi seria Yj xn» 

n — l n=l n — l 
oo 

şi se notează X Y] xn> s e r i a a* cărei termen general este 7^xn. Dacă seria 
n = l 

oo oo 
Yj xn este convergentă şi x este suma sa, atunci seria Y] ^xn este con-
n = l n = l 

00 OO 00 00 

vergentă şi are suma "kx. Se scrie Y* \xn = X Y] #w. Fie V #w, V yn 
n — l n—l n — l n — l 

două s.n. şi 

% = xxyn + ^2^w-i + ... 4- ^'Wyl - 2 J *fc>V 

oo 

Seria V, £w se numeşte seria produs sau produsul seriilor considerate şi se 
00 00 OO CO 00 

notează Y^ %n 2 J ^»- Uacă seriile \ j ^», Vj y«* 2J £« sînt convergente ş i 
w—1 « — 1 « = 1 n~\ n = l 

au respectiv sumele x ,y,z, atunci xy = z {teorema lui Abel). Seria produs 
00 

a două serii convergente nu este neapărat convergentă. Dacă V! xn este 
n=l 

o serie cu termeni pozitivi (xn^0, V W G N ) , atunci ea este convergentă dacă şi 
numai dacă şirul sumelor parţiale este mărginit. Pentru seria cu termeni 

00 00 

pozitivi \ j xn se obişnuieşte să se scrie V xn < oo daca seri j, <*ste conver-
n = l n—l 

00 

gentă şi \ \ xn, = + oo dacă seria este divergentă. O serie de forma 

00 

Y* ( — l)n%n> unde xn"^ O, Vn e N , se numeşte serie alternată. O serie alternată 
n=l 
în care {#n}we]sr este un şir descrescător către zero este convergentă (teo~ 

00 

rema lui Leibniz). Dacă 5 este suma seriei alternate convergente Y* (— l)nxn 

00 

şi sn suma sa parţială de ordin n, atunci \s — sn\^xn+i. Seria Yj xn~se 

00 

numeşte absolut convergentă dacă seria \ \ \xn\ este convergentă. Orice 

serie absolut convergentă este convergentă reciproca nefiind adevărată 
00 

(v. Ex. 2°). Seria \ \ xn se numeşte necondiţionat (comutativ) convergentă dacă 
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oricare ar fi o bijecţie cr: N—•N, seria V! xa(n) este convergentă. Aplicaţia a 
n = l 

oo 
se mai numeşte permutare şi se spune uneori că V! %a(n) este ° permutare 

n = l 
00 

a seriei Nj xn. O s.n. este absolut convergentă dacă şi numai dacă este necon-
n = l 

co 
diţionat convergentă. Suma seriei absolut convergente \ \ xn coincide cu suma 

n = l 
00 00 00 

seriei V xG(n)- Dacă cel puţin una din seriile convergente Sj xn> Y] ^» e s ^ e 

» = 1 n — l n—l 
absolut convergentă, atunci seria produs este convergentă (teorema lui Mer-

00 00 

tens). Dacă seriile Y" xn> \j ^ n sm*" absolut convergente, atunci seria pro-
n—l n=l 

dus este convergentă. O serie convergentă care nu este absolut convergentă 
oo 

se numeşte semiconvergentă. Dacă seria de numere reale V xn este semi
n a l 

convergentă, atunci pentru orice a e R (a e R sau a = ± oo) există o: R —• N 
00 

o bijecţie astfel încît \] xa(n) = a (teorema lui Riemann). Un rol deosebit 
n = l 

în teoria s.n. îl joacă seriile absolut convergente în studiul cărora sînt nece-
00 OO 

sare criterii de convergenţă pentru serii cu termeni pozitivi. Fie Y, xn, Y, yn 
n=l n = l 

oo 
serii cu termeni pozitivi: 1) Dacă xn^yn> Mn e N , şi S] yn este conver

t i 
00 00 

gentă, atunci \ \ xn este convergentă iar dacă Y] xn este divergentă, atunci 
n—l w = l 

G0 

Yj yn este divergentă, 2) Dacă există lim — = / şi 0 < / < o o , atunci dacă 

00 CO 

Y] yw este convergentă, Y] #w este de asemenea convergentă iar dacă 

00 00 

Y* yn este divergentă rezultă că Y] xn este divergentă; mai general, dacă 
n—l n—l 

AT JJ A'W , . . . 

O < lim inf— ^ l i m sup — < oo, atunci seriile sînt în acelaşi t imp diver
gi» yn 

jgente sau convergente. 3) Să presupunem că ^ > VweN. Atunci, 
xn yn 
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daca \] yn este convergentă rezultă că X\ xn es"te convergentă iar dacă 
n = l « = l 

oo co 
S] xn este divergentă rezultă că ^ yn este divergentă. 4) Dacă 

«=--1 M = l 
00 

lini sup ^/xn< 1, atunci seria V #w este convergentă iar dacă lim s u p y xn > 1 

seria este divergentă (criteriul rădăcinii al lui Cauchy). Există serii con
vergente şi serii divergente pentru care lim sup tfxn = 1 (Ex. 3°). 5) Dacă 

00 

îim sup < 1 seria V xn este convergentă iar dacă lim inf • > 1 

seria este divergentă (criteriul lui d'Alembert). Dacă, în particular, 
00 

îim — ~ = l, atunci seria V] xn va fi convergentă sau divergentă după cum 
n-»oo Xn M = = 1 

/ < 1 sau l > 1. Ca şi în cazul criteriului lui Cauchy, dacă / = 1 nu se poate 
trage nici o concluzie asupra naturii seriei şi există exemple de serii conver
gente sau divergente pentru care / = 1 (v. Ex. 3°). Este util de remarcat că 

dacă există lim , atunci există lim y xn şi cele două limite sînt egale 
M-»OO Xn w-»oo 

(eventual ambele egale cu -f oo). 6) Dacă există un şir {an}n e ^ de numere reale 

( N 0 0 

an an+i 1 > O, atunci seria ^ xn este 
£ l . . i xn \ n 

convergentă; dacă seria V •— este divergentă şi lim sup I an an+11 < O p 
n=lan v xn+l ) 

co 
atunci seria V! xn este divergentă (criteriul lui Kummer). în cazul particular 

« = l 
v̂ < * • • ( %n \ 

cînd seria > , — este divergentă şi există l = lim I an — &n+i } > 
n^l an ' n-^co \ Xn+i J 

oo 
atunci pentru Z > O seria V! xn este convergentă iar dacă l < O seria este di-

n = l 

vergentă. Dacă în aceste consideraţii an = n se obţine criteriul Raabe-Duhameî. 

7) Dacă lim inf w ( 11 > 1 seria V" xn este convergentă iar dacă 
lim sup w j — — — II < 1 seria este divergentă. în particular, dacă 

l *n+i J 

( \ °° 
1 j = l} atunci seria V" xn este convergentă pentru / > 1 şi 

*«+l J w=l 
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divergentă pentru / < 1.8) Dacă {#w}« eN e s ^ e u n Ş i r descrescător, atunci seria 
00 00 

2J xn are aceeaşi natură (convergentă sau divergentă) ca seria \ \ 2nx2n 
« = 1 n = l 

(criteriul de condensare al lui Cauchy). 9) Fie / : [ ! , + oo) —»• R + descrescă-

f 
Ja \ 

toare. Atunci integrala V f(x) dx este convergentă dacă şi numai dacă seria 
Jl 

00 

2 J f(n) este convergentă (criteriul integral al lui Cauchy). Pentru serii de 
n = l 

numere reale (nu neapărat pozitive) au loc: i) Fie {#»}»eN> {y»}»eN două 
şiruri de numere reale şi sn = xl + ... + ATW, W G N , £ e N . Atunci 

« + /5 n + k — l 

(identitatea lui Abel). Cu ajutorul ei se obţine criteriul lui Dirichlet: Dacă 
şirul {sw}w este mărginit iar {yn}n este un şir descrescător către zero, atunci 

00 00 

seria ^ j xnyn este convergentă; ii) Dacă scria S\ xn este convergentă iar 
n — l n — l 

co 
{:V»}weN este un şir monoton şi mărginit, atunci seria \ . xnyn este con-

« = l 

vergentă (criteriul lui Abel). Utilizînd criteriile pentru serii cu termeni pozitivi, 
se obţin unele criterii de convergenţă absolută pentru serii de numere reale 
sau complexe. Astfel au loc următoarele variante ale criteriului rădăcinii al 
lui Cauchy, respectiv d'Alembert: 4') Dacă lim tf\xn\ = leB. şi l < 1 seria 

2 J xn este absolut convergentă iar dacă l > 1 seria este divergentă. 5') Dacă 

OO 

= / e R, atunci seria ^ %n este absolut convergentă pentru 

ft—l 

Xn+i lim 
•»->oo Xn n = l 

< 1 şi divergentă dacă l > 1. Dacă seriile ^ xn şi ]£] x^-n sînt convergente, 
n—l n—l 

se notează 

00 00 00 

n== — oo M = 1 » = 1 

0 0 1 co j 
Ex. : 1° Seria V t numită seria armonică, este divergentă. Seria V. —- » 
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OL e R, numită seria armonică generalizată, este convergentă pentru a > 1 

si divergentă pentru oc^ 1, V — = — • 2° Seria V » numită 

seria armonică alternată, este semiconvergentă. 3° Pentru seria divergentă 

avem de 
,2 

V — avem lim 1/ — = 1 iar pentru seria convergentă V — 
«"Ti n M-»°° r n »« i n ' 

n r~r 
asemenea lim \j — = 1. Pentru aceleaşi exemple avem: lim 

M->OO n -f- 1 n-»oo 

= l i m __ l [Qfc Qr^ 
n-*co (n - f l ) 2 

serie Taylor Fie V e {R, C}, D c T o mulţime deschisă, / : D -> T o funcţie 
de clasă C00 şi ae D. Seria de funcţii 

V -— (# - a)w (*) 
n = 0 w ! 

se numeşte s.T. asociată funcţiei / în punctul a. Se observă că sumele parţiale 
ale seriei (*) sînt polinoamele Taylor asociate funcţiei / în punctul a. în x = a 
seria (*) este evident convergentă şi are suma/ (a ) . Dacă seria (*) converge pe 
o vecinătate a lui a şi dacă suma ei este chiar / , se spune că funcţia / este 

analitică (olomorfă) în punctul a. Despre seria V (x — a)n se spu-
« = 0 n ! 

ne atunci că reprezintă dezvoltarea funcţiei / î n s. T. în jurul lui a. Dezvoltarea 
00 

se dovedeşte a fi unică, căci dacă o serie de forma N an(x — a)n este con-
n = 0 

vergentă pe o vecinătate a lui a şi are suma g, atunci g este de clasă C00 pe 
g(n)(a) acea vecinătate şi an = > i.e. seria dată coincide cu s.T. asociată func-

n! 
ţiei g în punctul a. Pentru funcţia f(x) = e—"U*2 dacă x^O, x e R şi /(O) = 0, 
suma s.T. asociate în punctul zero este funcţia nulă care nu coincide c u / şi deci 
nu este analitică în zero. (Gh. Gr.) 

oo 

serie trigonometrică, serie de forma — + 5 j (an cos nx + bn sin nx) 
n = 0 

S U I 1 K 

unde a0, aw şi 6W sînt numere reale (pentru orice n natural). (S. M.) 
serie uniform convergentă, serie de funcţii numerice pentru care şirul 
'lor parţiale este uniform convergent. (S. M.) 
seriile lui Eisenstein v. funcţia medulară 
sfera lui Riemann v. planul complex extins C, suprafaţă riemanniană. 
Hl'viA unitate deschisă v. spaţiu liniar n o r ^ i t 
NtYra unitate închisă v. spaţiu liniar normat 
KlYră v. (IJKlniija 
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simbolul principal al unui operator diferenţial Fie F(D) = 2 J « a D a un 

operator diferenţial liniar cu coeficienţi constanţi, unde D« = J)?1 ... Dan 

1 8 
cu DK =•= — J— t a = (oCj, •••,«»), joc ] = aĵ -f--- -f an> at- e N . Operatorul P(D) 

i dxjc 
devine prin transformare Fourier operatorul de înmulţire cu F( £) = 2 J «a 5 a > 

polinomul omogen de grad m, Pm(£) = 2 J aa.\a se numeşte simbolul prin-
| a |=m 

cf^a/ al operatorului P(D), iar P(£) simbolul (sau simbolul complet) al lui 
P(D). Dacă P are coeficienţi variabili, P(#, D) = /> aa(x) D a , simbolul 

său principal este Fm(x, £) = 2 J #a(#) £a- Dacă simbolul complet nu are 
[a] =?rt 

o interpretare invariantă, simbolul principal poate fi considerat ca o funcţie 
definită pe fibratul cotangent al mulţimii deschise pe care este definit opera
torul P. Mai mult, el poate fi definit invariant în situaţii mai generale, i.e. 
pentru operatori diferenţiali ce acţionează pe secţiunile unor fibraţi vectoriali, 
sau chiar pentru operatori pseudodiferenţiali. Fie, în general, CI o varietate 
diferenţiabilă, ^ = (E, p, CI), respectiv t) = (JF, q, CI) două fibrări vectoriale 
peste CI (v. fibrat vectorial) T*(Cl) fibratul cotangent al lui CI şi 7T proiecţia 
canonică n: T*(C1) -+ CI. Dacă notăm cu EXQT*(CI) = {(e, o>j e E x T*(Cl) 
cu p(e) = Tu(co)}, atunci simbolul principal al operatorului diferenţial F de 
ordin m, definit pe secţiunile lui \ cu valori în secţiunile lui TJ, este o funcţie 
a — o>: E x nT*(Cl) —• F, dată în modul următor: pentru a e CI şi co e Tl(Cl), 
f i e /o funcţie din C°°, anulîndu-se în a, astfel ca co = (df)(a). Fie apoi 5 e CQ (CI, 5) 
o secţiune a lui \, eeEa (fibra lui £ în a), legate prin relaţia s(a) = e. Atunci 
o(e,co) =* F(fm s)(a) şi această definiţie nu depinde de alegerea secţiunii s şi a 
funcţiei / . S-a obţinut astfel o definiţie invariantă & simbolului principal. 
Dacă F este un operator diferenţial de ordin m, Q un operator diferenţial de 
ordin p, simbolurile principale fiind am(F) = f, cp(Q)=g, atunci simbolul prin
cipal al comutatorului [P, Q] = FQ - QF este c^p-^lF, Q}) = {/, g}, unde 
{.,.} este paranteza Poisson a funcţ i i lor / şi g (v. fibrat vectorial). (G.G.) 

singularitate izolată v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
sistem afin de ecuaţii diferenţiale, sistem de forma x' — A(t)x -f b(t), A(t) 

matrice, b(t) vector. Mulţimea soluţiilor unui s.a.e.d. formează o varietate 
afină. (A.H.) 

sistem autonom v. sistem dinamic 
sistem de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi censtanţi, sistem de forma 

x' = A x, A matrice pătra tă cu elemente numere reale sau complexe. Curentul 
asociat sistemului are forma: x(t, tQ, x0) = exp (A (t — t0)) x0, unde exp (At) 
este definită cn ajutorul seriei de puteri 

At t AH* Ahk 

exp (Ai)~l-{- f.- + ...-f + . . " . ; 
1! 21 k\ 

exp {At) se poate calcula cu ajutorul fcimulei exp (At) == a0(t)I -f ... + 
•f a<i-i(0 ^<I~'1i unde d este gradul polincmului minimal al matricii A 



SISTEM DINAMIC 354 

iar ocfc sînt soluţii ale ecuaţiei diferenţiale de ordin d asociată polinomului mini

mal. Orice soluţie a sistemului se scrie sub forma x(t) — 2J eWpj(t), undepj(t) 
j 

sînt funcţii polinomiale de grad strict mai mic decît dimensiunea celei ma i 
mari celule Jordan a matricii A care conţine valoarea proprie Xj. (A.H.\ 

sistem dinamic Un sistem de ecuaţii diferenţiale se numeşte autonom dacă 
funcţia / : I x G c R x Rw -> Rw care îl defineşte' este constantă în raport cu 
primul argument. Denumirea este sugerată de faptul că asemenea sisteme 
modelează procese de evoluţie în care legea care exprimă relaţia dintre stare 
şi viteza instantanee nu depinde de factori externi care se modifică în t imp. 
Dacă / este astfel încît problema lui Cauchy admite soluţie unică definită pe 
întreaga axă reală, aplicaţia care asociază valorii iniţiale (pentru t0 = 0) 
y0 valoarea la momentul t a soluţiei problemei lui Cauchy are proprietatea 
y{* + s, y0) = y(t,ty(s, y0)) pentru orice t,s reali. în acest fel unui sistem 
autonom de ecuaţii diferenţiale i se asociază un grup de transformări depinzînd 
de un parametru, definit prin Tt(y0) = y(t, y0); proprietatea de mai sus a 
soluţiei problemei lui Cauchy se rescrie Tt+6(y0) = Tt(Ts(y0)) şi exprimă 
faptul că familia de transformări constituie un grup. Proprietăţile generale 
ale soluţiei problemei lui Cauchy arată că aplicaţia (t, y) -> Tty este continuă. 
Se numeşte s.d. o pereche (X, 50 unde X este un spaţiu metric (sau, mai general, 
un spaţiu topologic), iar J este o familie de aplicaţii {Tt}te]R, Tt'X -> X cu 
proprietăţile: 1) Aplicaţia (t, x) -> Ttx este continuă de la R x l în X; 
2) Pentru orice t e R, 5 e R, x e X, Tt+Sx = Tt(Ts, x). Pentru grupul de transfor
mări Tt se numeşte traiectorie care trece prin punctul p mulţimea {Ttp | t e R} . 
Studiul proprietăţilor traiectoriilor asociate unui grup de transformări continue 
cu un parametru pe un spaţiu metric^reprezintă teoria generală a s.d. numită 
de asemenea dinamică topologică. în mod analog se studiază s.d. diferen-
ţiabile pe varietăţi diferenţiabile; şi acest domeniu, dinamica diferenţiabilă, 
îşi are punctul de plecare în problemele clasice de mecanică în care apar sis
teme de ecuaţii diferenţiale pe varietăţi diferenţiabile (aceste varietăţi sînt fie 
definite pornind de la integrale prime, fie descriu direct structura mulţimii 
parametrilor de stare ai sistemului mecanic). Generalizînd situaţiile din meca
nică în care apar invarianţi integrali, s-a dezvoltat studiul s.d. cu măsură 
invariantă. Dacă spaţiul metric X pe care este definit grupul de transformări 
continue cu un parametru Tt este înzestrat cu structura de spaţiu măsurabil 
cu măsura [i, se spune că măsura (JL este invariantă în raport cu Tt dacă pentru 
orice t real şi orice mulţime A din X măsurabilă are loc relaţia \i{Tt{A)) = ti(A). 
Un exemplu de proprietate a s.d. cu măsură invariantă este 
Teorema de recurenţă a lui Foincare. Dacă A este măsurabilă şi măsura ei este 
diferită de zero, atunci există valori oricît de mari ale lui t pentru care 
[L{A f)Tt(A))> 0. 

Un alt rezultat fundamental îl reprezintă 
Teorema ergodică. Dacă [i[X) = 1, atunci pentru orice funcţie / : X -+ R 

. . i f' 
integrabilă, lim — \ f(Tsp) ds există pentru aproape toţi p din X (mulţimea 

'-*00 ' Jo 
punctelor p din X pentru care limita nu există are măsura nulă). (A. H.) 

sistem dinamic comandat, ansamblu Z — (I,X, TI, Q, Y, T, 9, YJ), unde I 
este un interval în R, X, U, Y sînt spaţii topologice numite, respectiv, spaţiul 
stărilor, spaţiul intrărilor, spaţiul ieşirilor, Q, este o colecţie da funcţii co: / -* U 
numite intrări (sau comenzi), Y este o colecţie de funcţii y: I -+ Y, numite 
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ieşiri, 9 este o funcţie, cp: DaXxIxXxQ. -* X, numită curent, r\: IxX ~> I. 
Sm.: sistem dinamic cu intrare şi ieşire. Ca interpretare y{t,'t0, x0) co) este starea 
sistemului la momentul, t dacă la momentul t0 sistemul se află în starea x0 
şi s-a folosit comanda co, iar rt{t, y(t,t0, xQ)u>)) este ieşirea obţinută ca rezultat 
al aplicării comenzii co, plecînd la momentul t0 din starea x0. Mulţimea Q. este 
presupusă nevidă şi în plus dacă co' şi co" sînt comenzi iar tx < t2 < tz> 
tvt2>t^el, există co în Q astfel încît co(f) = to'(0 pentru tr<.t^t2, co(0 = 
= (&ff(t) pentru t2 < t^t^. Funcţia 9 are proprietăţile: ep(/; t, x, co) = x oricare 
ar fit, x, co din domeniul de definiţie; 9(^3, tv x, co) = <p(*8, t2> 9^2>/i> %> co), co) 
pentru orice t1 < t2 < tz, x, co pentru care funcţiile sînt definite şi, în plus, dacă 
co'(s) = co"(s) pentru t0 < s^t, atunci y(t, /0, x0, co') = cp(/, t0, AT0, co"). Un 
s.d.c. este definit în mod uzual de funcţii / : I xG X UczRxRw x R ^ - > Rw , 
YJ: I xG —• Rg . Unei comenzi co: / —• U i se asociază sistemul de ecuaţii dife
renţiale '# '= f(t, x, to(*)) şi funcţia 9 este curentul asociat acestui sistem. (A. H.) 

sistem dinamic cu intrare şi ieşire v. sistem dinamic comandat 
sistem dual de spaţii liniare, pereche de spaţii liniare (ambele reale sau 

complexe) X, Y pentru care este dată o funcţională biliniară / pe X x Y cu 
proprietăţile: 1) Pentru orice element x # 0 din X există un element yeY 
c\xf(x, y) *fi 0; 2) Pentru orice element y ^ 0 din Y există x e X cu f(x, y) # 0. 
Se notează <#, y> = / ( # , y). Se-mai spune că X şi Y sînt spaţii liniare în 
dualitate sau că formează o pereche duală de spaţii liniare iar perechea de spaţii 
X, Y împreună cu funcţionala biliniară <., .> se notează -(X, Y>. Fie {X, Y> 
un s.d.s.l. Pentru orice element yeY funcţionala 9^ dată de formula yy(x) = 
= (x>y}> VxeX, este liniară, iar aplicaţia y -> 9^ este un izomorfism între 
spaţiul liniar Y şi un subspaţiu liniar al spaţiului X1 al funcţionalelor liniare 
definite pe X. Se identifică Y cu imaginea sa prin izomorfismul menţionat, 
i.e. se consideră YcX1. în mod analog, se consideră XczY1. Cea mai puţin 
fină topologie pe X pentru care orice funcţională 9^ este continuă se numeşte 
topologia slabă pe X şi se notează a(X, Y). în mod analog se defineşte topologia 
slabă G(Y, X) pe Y. Orice funcţională liniară / pe X care este continuă în 
topologia slabă se reprezintă în mod unic sub forma f(x) = (^x,ys), xeX. 
Dacă A czX, se numeşte polaia lui A şi se notează A°, mulţimea 

A° - {ye Y | Re <#, y > < 1, MxeA}. 

Dacă rrulţimea A este echilibrată, atunci A° = \y £ Y \ \(x,y}\^i 
Mxe A], iar dacă G este un subspaţiu liniar, atunci G° = {yeY \(x, y} == 0, 
VxeG}. Oricare ar fi submulţimea A a lui X, polara sa A° este o mulţime 
echilibrată şi închisă în topologia slabă. O topologie local convexă T pe X se 
spune că este compatibilă cu dualitatea, dacă Y — XT (conjugatul lui X în 
raport cu T). Topologia slabă pe X este compatibilă cu dualitatea. DacăT 
este o topologie local convexă separată pe X, compatibilă cu dualitatea, 
atunci pentru orice submulţime convexă A a lui X, închiderea sa în topologia T 
coincide cu închiderea sa în topologia slabă. Să notăm acum cu 96 mulţimea 
tuturor submulţimilor echilibrate şi convexe ale lui Y care sînt compacte în 
topologia a(Y, 'X). Pentru orice' B e 93 fie pB{x) = sup {|<>, y} | | y e B}, 
x e X. Funcţionala pB este o seminormă pe X. Topologia definită de familia 

de seminorme {PB)B a 95 s e u r n e ş t e topologia lui Mackey pe X şi se notează 
\L(X, Y). O topologie local convexă separată T pe X este compatibilă cu dua

litatea dacă şi numai dacă a(X, Y) < T ^ [L(X, Y) {teorema lui G. W. Mackey 
şi R. F. Arens). Se nunteşte topologia tare pe X, şi se notează $(X, Y), topo
logia convergenţei uniforme pe mulţimea tuturor părţilor slab mărginite 
ale lui Y. Topoîogia p(X, Y) nu este,' în general, compatibilă cu dualitatea. 
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Dacă Z este un spaţiu local convex separat oarecare, atunci Z şi Z* (conju
gatul lui Z) formează un s.d.s.l. în raport cu funcţionala biliniară <z, g> = g(z), 
zeZ, geZ*. Topologia a(Z,Z*) se numeşte şi topologia slăbită pe Z. Dacă 
topologia spaţiului Z coincide cu topologia lui Mackey |x(Z, Z*), atunci Z se 
numeşte spaţiu Mackey. Spaţiile bornologice separate şi spaţiile tonelate sepa
rate sînt spaţii Mackey. (R. C.) 

sistem fundamental de împrejurimi v. structură uniformă 
sistem fundamental de mulţimi mirginite v. mulţime mirginită topo

logic 
sistem fundamental de vecinătăţi v. bază de vecinătăţi 
sistem inductiv într-o categorie v. functor 
sistem liniar de ecuaţii diferenţiale, sistem de forma x' — A{t)x, A(t) 

matrice. Mulţimea soluţiilor unui s.l.e. d. formează un spaţiu vectorial de dimen
siune egală cu numărul de ecuaţii ale sistemului. (A. H.) 

sistem parabolic, sistem (cu coeficienţi constanţi) de forma 

Bu) " j 
— =* 2 J :-P<*(D) uk, j = 1, ..., mt 

unde Fjic(D) sînt operatori diferenţiali liniari de ordin cel mult p şi cu pro
prietatea că funcţia /\(s) = max Re X;-(s), pentru valorile reale s = a ale 

variabilei, verifică inegalitatea / \ ( < J ) < - C \o\h + Cx cu C > 0, h > 0. Aici }J 
sînt valorile proprii ale matricii F(S) = (Fjk(s)), s = a + rr. Exponentul h 
se numeşte exponentul de parabolicitate al sistemului. Un caz particular im
portant de s.p. îl constituie sistemele ^-parabolice introduse de I. G. Petrovski. 
Acestea sînt caracterizate de următoarea proprietate: dacă se notează cu F(s) 
partea de grad maxim a matricii F(s) şi dacă xj(s), . . . . ^ ( j ) sînt valorile sale 
proprii, atunci pentru |a | = 1, max Re%(<r) < — co, unde co este o constantă 
pozitivă. Se arată că în acest caz exponentul de parabolicitate h coincide cu 
ordinul p al sistemului. Problema lui Cauchy nu are soluţie unică pentru s.p., 
dar sînt determinate clase de unicitate. (G.G.) 

sistem proiectiv de spaţii cu măsură v. măsură pe spaţii produs 
sistem proiectiv într-o categorie v. functor 
sîstem supradeterminat, sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, liniare, 

în care numărul ecuaţiilor este mai mare decît numărul necunoscutelor. Un 
astfel de sistem este, de exemplu, sistemul Cauchy-Riemann "du == / în Cn 

cu n> 1. In cazul în care operatorii diferenţiali sînt cu coeficienţi constanţi, 
principiul fundamental care descrie reprezentarea soluţiilor unui astfel de 
sistem permite obţinerea de rezultate generale privind rezolubilitatea sistemului, 
regularitatea, prelungirea soluţiilor. Astfel, dacă P(D) este o matrice (P^-(D)), 
sistemul P(D)w — / are soluţii (pe mulţimi deschise convexe) dacă şi numai 
dacă / verifică condiţiile de compatibilitate P ( D ) / = 0. Prin analogie'cu cazul 
scalar, în care existenţa soluţiilor ecuaţiei F(D)u = / î n t r - o mulţime deschisă Q, 
este legată de F-convexitatea lui O, şi în cazul sistemelor se poate introduce 
° n . ° t i u n e d e convexitate ce joaca un rol asemănător. Fie F o matrice cu 
t linii şi s coloane, cu coeficienţi polinoame în z = (zv ..., zn). (Acestei matrici 

i se asociază sistemul P(D), unde D = (Dl5 ..., JDn) cu D^ ^ — i — prin inter-
d*k 

mediul transformării Fourier). în cele ce urmează A va fi inelul polinoamelor 
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în n determinate peste C, A = €[zv ..., *»]. Dacă tP este transpusa matricii 

F , se poate considera morfismul A1—>• As definit prin 

u = (uv ..., un) -> tFu = (wv .,.. w8) cu wk = Jj FkiUi. 
i 

Există atunci o matrice Fx (cu coeficienţi polincmiali) astfel ca şirul Ah —W 

.J-*> A1 > As să fie exact. Exacti tatea înseamnă, la nivel de operatori dife
renţiali, că orice relaţie Q{D)w = 0 rezultă din P(D)zt = P1(D)w = 0; acestea 
sînt condiţiile de compatibilitate. Fie acum <D un spaţiu de distribuţii, care 
să fie un 'A -modul topologic, fie M un A -medul de t ip finit şi fie 

M * . . . — > A t k + l ^ A h -> ...Jj^At-^A8 — > M = 0 

o rezoluţie a lui M prin mcdule libere. Se consideră complexul asociat 

0 > <DP > <DS ~-^> <D* - A * ... — > #<* - ^ X O ^ 1 — > ... 

notat cu Hem (Af*, <D). Aici <E>P = Ker F = Horn (M, <D) este mulţimea solu
ţiilor sistemului F(D)u = 0. Dacă se notează cu 

Ext* (M, <&) = QPilPt^&t-1, * = 1, 2, ..., cu tx = *, *0 = 5, 

se spune că medului M este <D~ccnvex dacă cemplexul Hem (M*, <D) este 
exact. în cazul s = / şi det F nu este identic nul, rezultă F^z) = 0 şi M-con-

p 
vexitatea este echivalentă cu surjectivitatea aplicaţiei cp5 —>- <£' -> 0, deci 
rezolubilitatea sistemului neomogen P(D)w = w pentru orice we<D*. Dacă £ 
este un subspaţiu al lui <D (care este şi A -modul) şi dacă EM = Hom^ (M, £), 
se spune că <f> este tare M-convex dacă este M-convex iar EM este dens în <DM — 
= Horn (M, <D) — Ker F — ®p. Această ultimă noţiune este deci legată de 
aproximarea soluţiilor sistemului prin soluţii particulare. Astfel, spaţiul 
tuturor exponenţialelor polinoame este tare convex în raport cu orice A -modul 
finit M. Au loc următoarele rezultate generale: 1) Dacă £1 este un domeniu 
convex din Rw , <D*(Q.)(= spaţiul distribuţiilor pe O) este tare M-convex pentru 
orice A -modul M de t ip finit. 2) Acelaşi rezultat este valabil pentru Q)*F(Q,) 
( « spaţiul distribuţiilor de ordin finit pe O). 3) Dacă Q)*(Q) şi C a(Q) - (, O) 
sînt M convexe pentru orice A -medul de tip finit M, atunci toate componen
tele conexe ale mulţimii deschise £L sînt convexe, iar dacă <2)*(Q) şi C(Q) sînt 
tare M-convexe, mulţimea O rezultă convexă. Rezultatele de mai sus se dato-
resc lui Malgrange, Ehrenpreis şi, în forma prezentată aici, lui Palamodov. 
Alte rezultate importante în această direcţie se datorează lui Andreotti. Se 
pot considera pentru orice A -medul de tip finit M fascicolul O —> <X>M(^) a* 
soluţiilor sistemului F(D)u = 0 ce aparţin lui [$(&)]*, unde M~A*lti>At, 
cu aplicaţiile de restricţie evidente, fascicol notat <X>M> precum şi fascicolele 
O -» 3)*(Q), respectiv d - • 6(0). Dacă se notează cu H ^ ( % 0>M) al ^-lea grup 
de coomologie asociată unei acoperiri 9£ a mulţimii deschise £1, acoperirea 
fiind local finită, deschisă şi convexă, atunci au loc izomorfismele J2P(9£ QM) a 

- .Tx\r{M, q*(Q)), respectiv H^^, c f^J -Ex t^ ţM, £{Q)) pentru p = 
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= O, 1, 2, ..., aceste izomorfisme fiind compatibile cu operatorii de restricţie 
respectivi. Andreotti şi Nacinovich au obţinut condiţii necesare şi suficiente 
pentru ca sistemul F(D)u = / să aibă soluţii real analitice pentru orice / real 
analitic ce verifică (în domenii convexe) condiţiile de compatibilitate. Aceasta 
a fost posibil datorită formulării coomologice a problemei, ca o teoremă de 
anulare a unui grup de coomologie, şi studiului amănunţi t al varietăţii carac
teristice a sistemului. După cum se vede, exprimarea rezultatelor în cazul 
sistemelor utilizează în mod natural noţiuni de natură coomologică. Pe de 
altă parte, ceea ce este important este nu at î t asistemul P(D)u = 0 cît fasci
colul său de soluţii (sisteme diferite pot avea acelaşi fascicol de soluţii). De 
aceea este necesar un studiu intrinsec al sistemelor, mai precis, al modulului 
peste inelul operatorilor diferenţial definit de un astfel de sistem. Rezultatele 
semnificative au loc doar în cazul sistemelor cu coeficienţi analitici. Fie K 
un policilindru din }Rn (sau Cn) (K = {x = (xv ..., xn)eCn (sau }Rn), cu |#i |<r<}. 
Fie O = 0(K) inelul funcţiilor analitice pe K şi <D = <D(K) inelul operatorilor 
diferenţiali cu coeficienţi din O(K); 0) este desigur necomutativ. Un sistem dife
renţial pe K este, prin definiţie, un <2)-modul la stînga M de prezentare finită, 

p u 
i.e. pentru care există un şir exact: Q)v—-^ Q)q — > M -+ 0. Morfismul (de 
<2)-module stingi) este dat de o matrice R = (Rij), unde Rij e O), i = 
= 1, ..., p, j --- 1, ..., q, prin 

p(rv ..., rp) = 1 Yi riRij) 
\i=l Jj=l,...,q 

Cu această definiţie sisteme diferite, în sens clasic, pot să corespundă unui 
aceluiaşi Q)-modul 9/2. Obiectul semnificativ este ^-modulul 9/2, şi nu diferitele 
sale prezentări de tip finit. Inelul <2) = Q)[K) este noetherian (i.e. orice ideal 
(la stînga) al lui Q} este de tip finit); ca o consecinţă a acestui fapt, pentru ca 
^-modulul 9/2 să fie de prezentare finită este suficient ca el să fie de tip finit. 
Dacă se consideră fascicolul Ci —> Q)(Q.) peste ]Rn (sau Cn), sau, mai general, 
peste o varietate analitică complexă, acest fascicol fiind notat de asemenea 
cu Q)(€l), rezultă coerent (v. fascicol coerent). Notînd cu (Dm subfascicolul 
operatorilor diferenţiali de ordin cel mult m, se obţine pe Q) o filtrare. Gra-

duatul asociat lui (Z), gr <D, este definit ca fiind \T) 'Qmfâm-x- Fie acum 9/2 un 
N 

Q-modul la stînga, coerent (deci local el este de prezentare finită, prin urmare, 
conform definiţiei anterioare, el este local sistem diferenţial). Se spune că 9/2 
este un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale. Pentru un astfel de <3)-modul, 
se consideră o filtrare a sa; aceasta este, prin definiţie, un şir crescător de 

O-module % ' a s t f e l încît: i) 9/2 = U 9/2*; ii) ^flfîh^llh+i pentru orice k, l\ 
k 

filtrarea este „bună" dacă: a) pe orice k, ^îljc este O-coerent (aici O este fasci
colul structural); b) există un k0 e N astfel ca £2)j9/2&0 — °!fllk0+l pe orice 
Z G N . Local, orice Q-modul coerent admite o filtrare „bună". Se poate consi
dera graduatul lui 9/2 asociat acestei filtrări; pe deschişi Q suficient de mici 
(pentru ca filtrarea să fie „bună"), gr 9/2 | O este un gr Q) \Q. modul coerent. 
Aceasta permite definirea varietăţii caracteristice (v. varietate caracteristică) 
situată. în fibratul cotangent (şi care nu depinde de filtrarea „bună" aleasă). 
în ceea ce priveşte varietatea caracteristică char (M), rezultatele principale 
sînt: a) Inegalitatea lui Bernstein. Dacă 9/6 este <2)x-c o e r e n t î*1 orice punct x 
al suportului lui 9/2 (suportul lui 9/2 este, prin definiţie, char (9/2) (1 A, X fiind 
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identificat cu secţiunea nulă din T*X), ?;<dim# °jfîl^2n} unde n este dimen
siunea varietăţii X; b) Involutivitatea varietăţii caracteristice (v. varietate 
caracteristică). Noţiunea de soluţie în acest context general se defineşte astfel: 
o soluţie a unui sistem diferenţial 97£, cu valori într-un <3)-modul stîng <D este 
un morfism de ^-module stingi de la cjfJl la <D; dacă morfismul respectiv este 
injectiv soluţia se va numi generică. Cele mai interesante sisteme sînt cele 
maximal supradeterminate (familiar vorbind cele care prin adăugarea unei noi 
ecuaţii nu mai au soluţii). Aceasta revine la faptul că varietatea caracteristică 
este ele dimensiune minimă, deci din char (9/i) = n (unde, dacă varietatea X 
pe care este definit 9/£ este analitică reală, se considera complexificarea varie
tăţ i i caracteristice). Astfel de sisteme se numesc olcncme. Ele au fost introduse 
şi studiate de M. Sato şi în special de M. Kashiwara. Fie X o varietate anali
tică complexă, conexă, de dimensiune n şi fie 97£ un <D-mcdul coerent pe X şi 
V — char (CJ!L), care este o mulţime analitică în T*X; atunci dacă Va este o 
componentă ireductibilă a lu i V, Va = Ts X, unde Sa = n(Va) este o submul-

time analitică ireductibilă din X, iar TQ X fi braţul conormal la S a . Locul 
OL 

singular al sistemului oloncm 9/£ este mulţ imea analitică S — \J Sa-
dinS a <« 

Atunci are loc următorul rezultat: în afara locului său singular, sistemul olo-
nom este sau nul sau este un Ox~mcdul local liber de tip finit (injecţia Ox^^X 
induce pe cjfH o structură de Ox-raodul). Modulele de acest tip se numesc cone
xiuni, local ele sînt triviale, în sensul că orice conexiune este izomorfă cu o 
sumă directă finită de sisteme de Rham (un sistem de Rham fiind Ox c n struc
tura naturală de ^D^-modul). Acest fapt arată că toate informaţiile locale privind 
modulul 9/£ sînt concentrate pe locul său singular. în afara faptului că Q)-
mcdulcle eloneme permit utilizarea tehnicilor coomologice, ele sînt impor
tante şi pentru că a fi o soluţie a unui sistem oloncm implică informaţii privind 
regularitatea entităţii respective. în acest context s-a reuşit generalizarea la 
cazul n > 1 a noţiunii de ecuaţie cu singularitate regulată etc. Numeroase 
aplicaţii în studiul singularităţilor, ecuaţii cu derivate parţiale, teoria repre
zentărilor de grupuri, studiul integralelor Feyrmann, justifică utilitatea acestui 
punct de vedere. Există şi o altă abordare a s.s., utilă îndeosebi în teoria pseudo-
grupurilor ţi bazată pe ceea ce se numeşte cccmolcgia Spencer, rezultatele 
semnificative fiird obţinute de asemenea în categoria analitică. (G.G.). 

sistemul adjunct al unui sistem liniar de ecuaţii diferenţiale, sistemul y' = 
= —AT{t)y asociat sistemului x' — A(t)x (AT este transpusa matricii A). 
Dacă x este soluţie a sistemului liniar iar y este soluţie a sistemului adjunct, 
funcţia definită prin t -*• (x(t),y(t)), unde (• , •) este produsul scalar din Rw , 
este constantă. (A. H.) 

sistemul Cauchy-Riemann, sistem supradeteTminat care constituie gene
ralizarea la cazul n> 1 a ecuaţiei Cauchy-Riemann. Fie Cn, identificat cu 
R2W, zic ~ xk + iyk> k = 1, ..., n. Pentru orice funcţie u cu valori complexe de 
clasă C1, se defineşte fcirra diferenţială £u prin 

*-» ?u
 J - , cu 1 (du , \ -— QZyl} unde -— » •— I • \-

iTi Bzk 8zk 2 \dxjc h 

— . gu 
Ecuaţia cu — 0 revine la sistemul supradeteiminat -— = 0, k = 1, . , . , « , 

czk 
şi este echivalentă cu olcmorfia funcţiei u(xlt yv ..., xn, yn) — u[zlt ..., zn): 

file:///dxjc
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ecuaţia neomogenă Bu = / i m p u n e formei/ condiţia de 'compatibilitate df=0. 
Se verifică 8 d = 0 şi se obţine astfel un complex (eliptic) 0 -> /^^(Cl) -+ 
-v/X0,2 (O) -> /\°>3'{Cl) -» ..'. unde cu / \ ° ^ ( 0 ) s-a notat spaţiul formelor de 
tip (0, q) cu coeficienţi C°°. Acest complex (analogul complexului lui de Rham 
în cazul real) se numeşte complexul Dolbeault şi joacă un rol fundamental în 
analiza complexă. Teoremele de existenţă cele mai importante pentru s.C.R. 
sînt: 1) Lema lui Dolbeault-Grothendieck (de caracter elementar); 2) Teore
mele de existenţă pentru domenii pseudoconvexe; 3) Soluţia problemei d-
Neumann. în cazul domeniilor strict pseudoconvexe se obţin reprezentări 
integrale pentru soluţii ce permit evaluări precise. (G.G.) 

sistemul vecinătăţilor unui punct, mulţimea tuturor vecinătăţilor unui 
punct într-un spaţiu topologic. Fie 9C un spaţiu topologic, x e 9C şi °l>'x siste
mul vecinătăţilor punctului x. Sistemul (y,v are următoarele proprietăţi: 
i) xeV, V F e % ; ii) Dacă A cz9C şi există Ve (VX astfel ca VCZA] atunci 
A e tyx'y iii) Dacă V,Ue °^x, atunci V f] U e (yx; iv) Pentru orice 7 e % 
există W e °iP x astfel încît V e °l?z, Mz e W. Fie 9C o mulţime şi 9(9C) familia 
părţilor lui 9C. Fie T o aplicaţie definită pe; X cu valori în 9(9(9Q), astfel 
încît pentru orice x e 9C, T(x) are proprietăţile: i) xe V, VF e T(x); ii) Dacă 
Acz9C şi 3 V e T(x) astfel încît F c ^ , atunci A e T(x); iii) V,Ue T(x) => 
=> F fi île T{x); iv) Pentru orice VeT(x) există PFeT(^ ) astfel încît 
Ve T(z) pentru orice ze W. Există atunci, şi este unică, o topologie T pe St 
astfel încît, pentru orice x e 9C, T(x) este familia vecinătăţilor lui x în topo
logia T. Se spune că această topologie a fost generată cu ajutorul vecinătăţilor. 
(Gh. Gr.) 

soluţie a sistemului de ecuaţii liniare (definit de o funcţie) v. punct sin
gular (al soluţiei unui sistem de ecuaţii diferenţiale liniare) 

soluţie asimptotic stabilă v. stabilitate asimptotică a unei soluţii (a unui 
sistem de ecuaţii diferenţiale liniare) 

soluţie constantă v. centru 
soluţie exponenţial stabilă v. stabilitate exponenţială a unei soluţii (a unui 

sistem de ecuaţii diferenţiale) 
soluţie fundamentală Fie P(D) un operator diferenţial liniar cu coefi

cienţi constanţi. Se numeşte s.f. o distribuţie E cu proprietatea că P(D)E = 
— S, unde S este distribuţia lui Dirac. Orice operator cu coeficienţi con
stanţi are s.f. (teorema Ehrenpreis-Malgrange). Acestea nu sînt unice căci 
dacă E este o s.f. a lui P(D) şi u o soluţie a ecuaţiei P(D)u = 0, atunci 
şi Ex = E + u va fi o s.f. Proprietăţile s.f. decid natura soluţiilor ecuaţiei 
P(T>)u = / . Un rezultat dificil este că orice operator diferenţial liniar cu 
coeficienţi constanţi are o soluţie temperată (Lojasiewicz), dar aceasta 
are în general foarte slabe proprietăţi de regularitate. în schimb 
demonstraţia existenţei soluţiei elementare temperate a condus la rezul
ta te profunde privind diviziunea printr-o funcţie analitică reală; unul 
din acestea este inegalitatea lui Lojasiewicz, care dă o minorare a mo
dulului unei funcţii analitice reale printr-o putere a distanţei la mulţimea 
zerourilor funcţiei. Se numeşte s.f. a problemei lui Cauchy, pentru un operator 
diferenţial P = P(D$, D#) cu coeficienţi constanţi de ordin m o distribuţie 
E(x, t) ce verifică ecuaţia TE — 0, precum şi condiţiile iniţiale E(x, 0) = 0, 
BEi<X' Q) = 0, 5 = l , . . . ,w - 2, 8m 1E(X>°).= s W > D a c ă operatorul T(Dt, Dx) 

este hiperbolic şi este omogen de ordin m, atunci utili zînd descompunerea 
distribuţiei lui Dirac în unde plane, s.f.a problemei lui Cauchy pentru ope-
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ratorul m se poate exprima astfel (formulele lui Herglotz-Petrovski). Dacă 
n este impar 

u(t> Xv ..., Xn) M L ^ ± ^ $ < » - * ) { Z x k l k + t) w 
{2n)n 

iar pentru n par, 

n 
N l T ( n - m)\ u(t, x, ...., xn) = ( —1) 

( - D T ( 

{2K)n J"=u ( S ^ 5 * + 0»- w +l 

unde H(L, ..., £») = P(U \v —> £») iar co = , da 
I g r a d t f |sign.(E5*H*) 

fiind elementul de suprafaţă al lui H = 0. (G. G.) 
soluţie în sens Caratheodory v. problema lui Cauchy pentra sisteme de 

ecuaţii diferenţiale 
soluţie în sens Filippov v. problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuaţii 

diferenţiale 
soluţie maximală v. problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuaţii dife

renţiale 
soluţie stabilă v. stabilitatea unei soluţii (a unui sistem de ecuaţii diferen

ţiale) 
soluţii generalizate pentru sisteme de legi de conservare O funcţie A defi

nită pe G c R n cu valori matrici defineşte un sistem de ecuaţii cu derivate 
parţiale cvasiliniar de forma 8Lu -f A(u) d%u — 0. Dacă există / : GczR n -> R t t 

astfel încît A(u) = (D/) (u), unde (D/)(w) înseamnă derivata Frechet a funcţiei 
j în punctul u, atunci sistemul capătă forma d^ii + d2(/(w)) = 0. Există mai 
multe definiţii pentru noţiunea de soluţie generalizată a unui astfel de sistem, 
motivate din punct de vedere al interpretărilor în mecanică. Noţiunea naturală 
«este următoarea: O funcţie u: I c : R 2 —• R re local integrabilă se numeşte so
luţie generalizată a sistemului dacă pentru orice funcţie 9 netedă, cu suport 
compact în / , are loc relaţia 

S [«($!?) - f / M (3a?)] d*d* = 0. 
I 

Altă definiţie este: u se numeşte soluţie generalizată a sistemului definit cu 
/ dacă 

k (~-udt + f(u)ăx) « 0, 

pentru orice contur închis T situat în / . în sfîrşit, u se numeşte soluţie gene
ralizată a sistemului definit de / (soluţie cu viscozitate) dacă pentru orice 
matrice constantă B simetrică şi pozitiv definită, există ws soluţie a ecuaţiei 

Bi" + %(/(«)) = zBB\u 

astfel încît u = lim w£. Soluţia generalizată care verifică o condiţie Cauchy de 

lorma w(0, x) = u0(x) nu este unică. Pentru a se obţine unicitatea se impun 
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soluţiei condiţii suplimentare. Un caz simplu, semnificativ, este următorul. 
O funcţie u: R+ x R -+ R aparţine clasei K dacă este de clasă C1 pe por
ţ iuni admiţînd discontinuităţi în punctele unui număr finit de curbe netede 
şi, în plus, în punctele de discontinuitate, cu excepţia posibilă a unui număr 
finit, există 

^i+{to, XQ) — lim M(/J, %%)> u-(tQ) x0) = lim u(t~, x~), 
w-»oo M->CQ 

unde (ti; x+) -* (*0, x0), (t+, x+) e D+, (t~, x~) -> (t0> xQ), (/", *-) e D_, D + £L 
fiind domeniile în care curba de discontinuitate, care conţine punctul (tQ, x0), 
separă o vecinătate a punctului (t0, x0) conţinută în Rx x R. (Valorile u+(t0, x0), 
u~(tQ, x0) sînt independente de şirurile (t%, x%) respectiv (t~, AT~) considerate)» 
Soluţia generalizată u din clasa K a sistemului definit de / satisface condiţia 
E (de entropie) dacă în toate punctele de discontinuitate, cu excepţia posi
bilă a unui număr finit, are loc inegalitatea 

r /Kfa. *.)) ~fM _ /(*+(*., *„)) - / M < „ *.)) I {u4h,Xo)_u_K,Xo))^ 
L w+(^0, x0) — u u+(t0> x0) — u-(t0> x0) J 

pentru orice u situat între u~ (t0, xQ) şi u+ (tG, x0). Se demonstrează că o so
luţie generalizată din clasa K, pentru care este verificată condiţia E şi care 
satisface, în plus, u(0, x) = u0(x), pentru orice # e R , este unică. (A. H.) 

soluţii liniar independente ale unui sistem de ecuaţii diferenţiale liniare» 
elemente liniar independente ale spaţiului vectorial al soluţiilor sistemului; 

soluţii cu proprietatea că 2 J cjx^) — 0 pentru orice t implică Cj = 0 pentro 
j 

orice j . (A. H.) 
spaţii liniare în dualitate v. sistem dual de spaţii liniare 
spaţii Lp Fie (T, (J, u.) un spaţiu cu măsură şi E un spaţiu Banach. Vom 

nota: 

2 = {A e 7 | \L(A) < oo} şi 9 t - {A e 7 \ \i(A) = 0}. 

Fie 0 < p < oo. Notăm 
£E (T, JJL) = {/: T -> E \f este pi-măsurabilă şi | | / p este ^-integrabilă}» 

Aici | | / ||: T -» R + este funcţia definită prin t\—HI/W II- E>e obicei vom nota 
£E(\JL) în loc de £E (T, [i) sau Lp(T) dacă T este un interval al dreptei reale 
şi u. este măsura Lebesgue. Dacă E = T = (R sau C), scriem numai J2p(\i)° 
în spaţiul £E([i) considerăm subspaţiul 9t#(u.) = {/: T -> E | există 
A e °H cu proprietatea că f(t) = 0 pentru orice t e T\A}. Funcţiile 
din 9£.E(^) se numesc juneţii [i-neglijabile (cu valori în E). Spaţiul 
cît £5(p.)/9tjî(pi) se notează prin LE(\i) şi elementele sale (clase de funcţii) 
se vor nota prin / . Aşadar, dacă fe £E{[i), vom avea fe LE(\L). Unii autori 
identifică £E(\i) cu JL|([x), scriind / în loc de / . Dacă 1^̂ > < oo, aplicaţia 

H: £([L)i -* R + , definită prin H (/) = \\f\\p : = (f || fp\\ d ţi] UP, este o semi-

normă. Aşadar, £E(\i) devine în acest caz spaţiu seminonnat complet cu 
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seminorma / i—* | | / | | p . Spaţiul normat asociat (este de fapt un spaţiu Banach) 
este chiar LE([i), normat cu norma / i—>» ||/ | |p> unde \\f\\p = | | / \\p, pentru 
orice reprezentant fef. Se va remarca faptul ca se foloseşte aceeaşi notaţie 
j | \\p pentru a se desemna o normă şi o seminorma, dar aceste notaţii sînt 
tradiţionale. Pentru / , ge £^(\i), l^p < oo, avem 

11/ + g lip < 11/ lip + I! g lip {inegalitatea lui Minkowski). 

Dacă 0 < p < 1, aplicaţia definită pe £E{\x) CU valori în R + prin /1—» | | / \\p 
nu mai este o seminorma. Totuşi, şi în acest caz, spaţiul £E([i) devine spaţiu 
liniar topologic semimetrizabil complet cu sistemul fundamental de vecină
tă ţ i ale originii da t de familia {F(e)}s>o, unde V(z) = {fe J2E([i) | \\f\\P < e} . 

Şi aici am notat | | / \\p = U | | / p d[xj . Spaţiul separat asociat lu i £E{[i) 

este LE{[i) care este spaţiu liniar topologic metrizabil complet (de fapt, spaţiu 
cvasinormat) înzestrat cu cvasinorma / l - > || / \\p, unde am notat || Ţ\\p == \\f\\p 
pentru orice fef. în sfîrşit, definim şi spaţiul £™ (jx) după cum urmează. 
Consid eram o funcţie oarecare/ : T -> E şi o mulţime M e 9£. Notăm A (/, M) == 
= sup {||/(0|| | ^ 6 T\M} e [0, oo]. Apoi definim | | / \\^ - inf {A(f(m) \M e 

<e 9£}. Numim pe / supremumul esenţial al lui / (sau adevăratul maxim al 
lui / , sau supremumul în măsură al lui / , sau [i-supremumul lui / ) . Unii autori 
folosesc din acest motiv în loc de | | / Û  notaţiile respective: ess sup(/), sau 
ad max (/), sau vrai max (/) sau fi-sup (/). Prin definiţie, £™ (\i) = {f:T~* 
-+E\f este ^-măsurabilă şi | | / I L < oo}. Funcţiile din J2™(ţi) se numesc 
funcţii măsurabile esenţial mărginite. Spaţiul J2^° (\i) devine spaţiu seminormat 
complet cu seminorma / i—» \\f \\x. Spaţiul normat asociat (spaţiu Banach) 
este Lf([L) - £%(^WE^) înzestrat cu norma J\-+ \\Ţ\\„: = H/l^ pentru 
orice reprezentant fe f. Şi în acsst caz unii autari identifică clasele cu func
ţiile. Spaţiile LE(\L), l^p^oo, se numesc şi spaţii Lebesgue. Spaţiile LE([i)t 
0 < p < 1, se numesc şi spaţii Day. Dacă E = T, scriem de obicei Lv(\x) în 
loc de Lr[[i). Spaţiile L|(tx) se numesc în general spaţii Lp. Două numere 
i<p,q< oo se numesc numere conjugate dacă (Ijp) -f (1/^) = 1. Prin defi
niţie, oo este conjugatul lui 1 şi 1 este conjugatul lui co (i.e. facem convenţia 
l/oo = 0). Inegalitatea lui Holder afirmă că dacă fe £p([i), ge£2([i), unde 
^^p, q^oo sînt conjugate, atunci: a) Produsul fg este în ^([L); b) Avem 

\\fg dH" ^ \ | / ^ l^t1 ^ I I / I I P • II g \\q- Inegalitatea lui Holder (varianta vec

torială). Fie din nou l^p, q^oo conjugate şi fe £E{ pi), g 6 £7
E*([L), unde 

E* este dualul lui E. Atunci funcţia (f,g) este în .G1^) şi 

| ( ( / ^ ) d [ x | ^ f | ( / , g ) | djx^H/HplIglI 

unde (f,g):T-+T se defineşte prin (/, g) (t) = g(t) (f(t)). Vom considera, 
pentru prescurtare, un şir generalizat {/sJssA de elemente din £E{\i) (resp. 
d in LE (jx)). Fie, de asemenea, fe £P

E{^) (resp. Je LE{[L)). Aici 0 < p < oo. 
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Dacă i|/s — f \\p -—> O spunem că şirul generalizat {/§}s converge la f în 8 
medie de ordin p (dacă p = 1, spunem de obicei că {/s}$ converge la f în me
die, iar dacă p = 2, spunem de obicei că {/s}8 converge la}în medie pătratică). 
Similar, avem noţiunea de şir generalizat Cauchy (şir generalizat fundamental) 
în medie de ordin p, în medie, în medie pătratică. Mai menţionăm că în spaţiul 
jg|([x), spaţiul vectorial al funcţiilor S-etajate cu valori în E este dens (şi aici 
0 < p < oo). Dacă 0 < p < co şi fx este non-atomică, dualul lui Lv(\i) este nu! 
(teorema lui Day). Dacă X^p^oo, să considerăm l ^ ^ o o astfel încît p 
şi q sînt conjugate. Avem o aplicaţie liniară şi izometrică H: Z|*([x) —• (L^([i))*, 

definită prin H^g) = V, unde V(f) = I (/, g) du., pentru orice reprezentanţi $.,., 

fef, ge*g. Cu alte cuvinte, L%*(\L) se scufundă în dualul lui L%([L). Dacă 
l^p < oo şi [i este a-finită, atunci aplicaţia H este bijecţie, cu alte cuvinte 
dualul lui JL|(JJL) se identifică cu L%(\L) dacă şi numai dacă E* are propri
etatea Radon-Nikodym. Dacă p — co, avem o bijecţie liniară şi izometrică 

H: ba(7,^L, E*)[-> (L£(jx))*, dată prin H(m) = V cu V(Ţ) = ifdm pentru 

orice fef. Aici ba (9*, ţx, £*) — {w: V -* E* \m este aditivă, cu variaţie fi
nită şi m(A) = 0 pentru orice A e 9£}. Integrala este cea definită la funcţii 
total măsurabile. Norma pe ba(5T, |x, £*) este || m || = | m \{T) = variaţia to 
tală a lui w. Dacă 1 < p < oo, spaţiul Lv(\i) este reflexiv. Spaţiul L%(\i) 
este reflexiv dacă şi numai dacă Lv(\i) şi .E sînt reflexive. (/. C.) 

spaţii J2P(\JL) şi ^ ( (x ) (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu locaî 
compact şi pi o măsură Radon pozitivă pe T. Vom considera un spaţiu Banach 
F. Pentru un număr l^p < oo se consideră spaţiul ^ ( [ x ) definit prin ^ (^x ) — 

\VP 
{/: T - F | xV„(/) < oo}, unde AT

P(/) =(V \f |* d^x)V 

este seminormă pe ^ ( j x ) . Dacă 9C(7\ i7) = {/: T —• .F \f este continuă cu su
port compact}, vom nota prin J2^([i) aderenţa lui 9C(2\ F) în ^ ( j x ) (deoarece 
9C(T, F J c ^ K i i ) ) . Spaţiul vectorial -££(fx) este seminormat cu seminormă 
JVP. Dacă F — R sau C, vom scrie ^ ( [ x ) . Funcţiile din £\>([i) se numesc 
uncţii \L-integrabile (funcţii \j.-sum abile), sau funcţii integrabile în raport cu 

măsura Radon [i. în general, funcţiile din ,££(fx) se numesc funcţii de putere 
p integrabilă în raport cu \x. Dacă p — 2, vorbim de funcţii de pătrat integrabil 

în raport cu ţx. Aplicaţia liniară H: 9C(T, F) -»• F, definită prin H(f) = wd(x„ 

este continuă, deci se prelungeşte în mod unic la o aplicaţie V: £-\([i) -* F, 

Pentru orice / din JSpdi) vom pune V(f): — 1 / d|X şi vom numi l / d [ L inte

grala funcţiei f în raport cu măsura Radon \i. O mulţime A cz T se numeşte 

^.-integrabilă (sau integrabilă în raport cu măsura Radon [x) dacă c p ^ e L 1 ^ ) * 

în acest caz vom nota [L(A) — \<?A djx. Avem de fapt \i(A) = y.*(A). Se 
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ara tă că mulţimile pi-integrabile formează un semitrib notat cu S({Jt) şi \i de
finită ca mai sus pe acest semitrib, i.e. [x: S([x) —•> R + , \x(A) = \L*(A), este 
măsură pozitivă. Avem următoarele criterii de integrabilitate: a) Dacă / : X —• 

—• R + este inferior sau superior semicontinuă, atunci f e 9"1(̂ x) o i f d\i < co; 

b) •/ : X —>• R + este [x-integrabilă <s=> pentru orice s > 0 există două funcţii 
pozitive şi finite pe T, g superior semicontinuă şi h inferior semicontinuă, 

astfel ca g^f^h şi V (h — g) d[x < s; c) O mulţime deschisă sau închisă 

care este relativ compactă este (x-integrabilă; d) Fie A <= T. Atunci A este 
fx-integrabilă <=> pentru orice e > 0 există un compact KczA şi o mulţime jx-inte-
grabilă deschisă Gz^A, astfel încît \i(G) — \i(K) < e. Pentru orice mulţime 
A fx-mtegrabilă, avem \i(A) = sup {[i(K) | KczA, K compactă}. La fel, dacă 
U este deschisă, (X*(£7) = sup {[i(K) | KcU, K compactă}. Dacă f: T -+ F, 
atunci fe &%(\i) dacă şi numai d a c ă / este [x-măsurabilă şi A1

p(f) < oo. în 
particular, o mulţime A czT este ţx-integrabilă dacă şi numai dacă A este 
ix-mă^urabilă şi [i*(A) < oo. Spaţiul separat asociat lui J2p(\i) se notează 
prin L|>([x). Aşadar, Lv

F(\i) are drept elemente clase de echivalenţă faţă de 
relaţia / ~ g •&> NP(f — g) — 0. Se arată că Lv

p(\i) cu norma || / ||p, unde 
J| / \\p = I\r

p (/) pentru orice / î n / , este spaţiu Banach. O funcţie [x-măsurabilă 
f:T-+FsQ numeşte funcţie esenţial mărginită în raport cu măsura Radon \L 
dacă AToo(/) < oo, unde NM(f) = m i { a > 0\ \\f(t) | | <a local [x-a.p.t.}. Atunci 
spaţiul £p (jx) al funcţiilor esenţial mărginite în raport cu măsura Radon 
|x devine spaţiu seminormat cu seminormă f\—^N^ (/). Se mai notează ]V„,(/) = 
= ess sup (/) (şi se numeşte supremumul esenţial al lui f), sau AT^(/) — [x-sup(/) 
sau iVooţ/) = ad max (/) (şi se numeşte adevăratul ma%im„ al Im f) sau AT«,(/) = 
~ 11/ IU- Spaţiul separat asociat se notează prin L™(\k) şi este un spaţiu 
Banach. De fapt, L^(\i) este factorizarea lui J2|P([X) prin subspaţiul funcţiilor 
: T -+ F cire sînt local neglijabile. Dacă HaT este o mulţime ^-neglija
bilă şi / este o funcţie definită pe T \ H cu proprietatea că există o funcţie 
jx-integrabilă g definită pe T astfel încît g(f) ~ f(t) jx-a.p.t. (pe T\H), spunem 
că funcţia / definită [x-a.p.t. este ^-integrabilă şi punem 

/ d j x : » C g d f j t . (/. C.) 

spaţiile lui Soboîev Fie T o parte deschisă a spaţiului R7* (cu topologia 
obişnuită), fie n e N 0 = N U {0} şi l ^ ^ e R . Fie 9( mulţimea funcţiilor 
complexe 9 local integrabile definite pe T, care au proprietatea: pentru orice 

m 
* = Ui, x2, •••, Km) e N J , cu S\ xj^n, funcţia 9 admite o derivată generali-

i = i 
zată Dfc cp care este o funcţie _p-integrabilă pe T. Se introduce în 9£ relaţia de 
echivalenţă: 9i ~ 92 *** 9iW = 9a(0 a.p.t. Se notează cu Wnv(T) mulţimea 

file:///L-inte
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claselor de echivalenţă. Această mulţime se organizează ca spaţiu liniar normat 
cu operaţiile obişnuite cu clasele de echivalenţă şi cu norma 

n 

unde \>(k) — Sj XJ Ş* notîndu-se tot cu cp clasa de echivalenţă dată de o funcţie 

cp. Spaţiile Wnp(T), n e N , l ^ e R , sînt spaţii Banach numite s.S. Pentru 
p = 2 ele sînt spaţii Hilbert. (R. C.) 

spaţiu atomic v. element discret 
spaţiu Baire, spaţiu topologic în care orice mulţime deschisă nevidă estet 

de categoria a I i-a Baire. Fie 9C un spaţiu topologic. Afirmaţiile următoare 
sînt echivalente: i) 9C este un s.B; ii) Orice intersecţie numărabilă de 
mulţimi deschise şi dense în 9C este ® mulţime densă în 9C; iii) Orice 
mulţime de categoria I-a are interior vid. Spaţiile local compacte, 
spaţiile metrice complete sînt s.B. (teorema ^ lui Baire). Orice mulţime 
deschisă nevidă a unui s.B. este un s.B. într-un s.B. complementara 
oricărei mulţimi de categoria I-a este un s.B. Din următoarea teoremă 
de mărginire uniformă se pot obţine diverse variante ale principiului mărgi
nirii uniforme: Fie 9C un s.B. şi {fi}iel o familie de funcţii continue, defi
nite pe 9C, cu valori reale, avînd proprietatea că pentru orice x e 9C există 
Mx> 0 astfel încît \fi(x) \^MX pentru orice iei. Există atunci o mul
ţime deschisă nevidă Dcz9C şi K> 0 astfel încît \ft(x) \^K pentru orice 
xe D şi pentru orice iei. (Gh.Gr.) 

spaţiu Banach v. spaţiu liniar normat 
spaţiu bornologic, spaţiu local convex în care orice submulţime echilibrată,, 

convexă şi bornivoră este o vecinătate a originii. Orice spaţiu local convex 
metrizabil este un s.b. (R. C.) 

spaţiu C-analitic Dacă X şi S sînt două varietăţi complexe şi / : X —• 5 
o aplicaţie olcmorfă, atunci fibrele /_ 1(s), s e S, ale aplicaţiei / nu sînt în 
general subvarietăţi complexe ale lui X. Un contraexemplu este fibra / - 1 (0) 
a aplicaţiei / : C2 -* C definită prin f(zv z2): = z1z2> sau fibra / - 1(0) a aplica
ţiei / : C2 -j- C definită prin f(zv z2) — z\ — z\. Pe de altă paite, fibrele apli
caţiilor olomorfe joacă un rol important în analiza complexă. De aceea a 
devenit necesară lărgirea cîmpului de investigaţii al analizei complexe în 
aşa fel încît acesta să includă în afară de varietăţ i complexe şi fibrele aplica
ţiilor olomorfe. Aşa s-a ajuns la noţiunea de s. C a . (sau spaţiu complex) ca 
noţiune fundamentală a analizei complexe. Procedeul de generalizare care a 
condus la noţiunea actuală de s. C a. a cuprins două etape. în prima etapă a 

fost introdusă noţiunea de s. C a. redus de către H. Cartan şi J. P . Serie (de 
unde şi numele de s. C a. în sensul lui Cartan-Sene dat s. C a. reduse). Deşi 
simplă şi naturală noţiunea de s. C a. redus nu permite să distingem, de exemplu, 
fntre fibrele unei aplicaţii olomorfe/: X -> C, X varietate complexă, şi fibrele 
aplicaţiei / * : X -> C, unde k este un î n t r e g ^ 2 si fk = / • / • ... • / (de k ori). 
De aceea a fost necesară, într-o a doua etapă, introducerea unei noţiuni maj 
generale (datorată lui Grothendieck) de s. C a. Pentru definiţia formală, să 
considerăm un mcdel (D, QD) de varietate complexă; aceasta înseamnă că D 
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«ste o mulţime deschisă într-un spaţiu numeric complex Cn şi OD fascicolul 
de funcţii olomorfe pe mulţimile deschise ale lui D. O mulţime închisă M czD 
se numeşte mulţime analitică dacă, pentru orice punct a e M, există o mulţime 
deschisă U 9 a în D şi un număr finit de funcţii olomorfe fv ...,/#• pe U 
astfel încît M (]U — {ze U \fi(z) = ... = / # ( * ) — 0}. Dacă V este o mulţime 
deschisă în M (i.e. V = M (]U pentru o mulţime deschisă U în D), vom 
numi funcţie olomorfâ pe V orice funcţie / : V —> C care admite prelungiri olo
morfe locale în spaţiul ambiant D. Funcţiile olomorfe pe mulţimile deschise 
ale lui M formează un fascicol de C-algebre pe care îl vom nota prin Gffl. Spa
ţiile inelate (M, OJif*) astfel obţinute se numesc modele de s. C a. reduse. Fie 
M c D o mulţime analitică (închisă) şi ŞM^OD idealul lui 0D definit prin 
ŞM{U) — {/e Oo(U) | / \UoM — 0} pentru orice mulţime deschisă U în D; 
^)M s e numeşte idealul lui Cartan asociat mulţimii analitice M. Se vede atunci 
fără dificultate că M:= supp ODIŞM Ş1 Or£d : — ODI9M\M. Un fapt mai puţin 
elementar este că idealul §)M e s ^ e de tip finit (teorema de coerenţă a lui H. Car
tan). Acest fapt sugerează definiţia următoare: se numeşte model de s . C a . 
orice spaţiu C-inelat de forma (M, OM), CU M = supp ODIŞŞÎOM — ODI9\ M, 
unde (D, 0D) este un model de varietate complexă şi ^)czOD un ideal de tip 
finit. Cu alte cuvinte, un model de s. C a. este un subspaţiu C-inelat închis 
de prezentare finită al unui model de varietate complexă. Dacă (M, OM) 
este un model de s. C a., atunci M este o mulţime analitică. Pe de altă 
parte, din teorema de coerenţă a lui H. Cartan rezultă că orice model de 
s. C a. redus este în particular un model de s. C a. Reciproca nu este adevă
ra tă : dacă Ş este idealul lui OD generat de funcţia f(z): = z2, atunci M = 
= {0}, Orj$* = C dar 0M = C{*}/(£2) ^ C. Notăm, pe de altă parte, că mo

delele de varietăţi complexe sînt modele de s. C a. reduse. Un s. C a. (sau 
spaţiu complex) este un spaţiu C-inelat (X, Ox) c u proprietatea că, pentru 
orice punct ae X, există o mulţime deschisă U 3 a în X şi un izomorfism de 
spaţii C-inelate 9 : (U, Ou) ~> (M, OM)> unde (Af, OM) este un model de s. C a. 
şi Ou = Ox\ U. E X . : 1° Dacă X este o varietate complexă şi Ox fascicolul 
funcţiilor olomorfe pe mulţimile deschise ale lui X, atunci (X, Ox) e s t e un 
s . C a . în particular, punctul simplu e= ({0},C) este un s . C a . 2° Orice 
model de s . C a . este un s. C a. în particular punctul dublu ({0}, C{z}l(z2)) 
este un s. C a. Dacă (X, Ox) este un s. C a. spaţiul topologic X nu este pre
supus în general a fi un spaţiu Hausdorff. Totuşi, din definiţie rezultă că orice 
punct x e X are o vecinătate care este un spaţiu Hausdorff; în particular, 
punctele lui X sînt mulţimi închise în X, mai exact, orice mulţime care con
ţine un singur punct este o mulţime închisă. Morfismele de s. C a. sînt morfis-
me de spaţii C-inelate avînd ca domeniu şi codomeniu s. C a. Deci s. C a. 
formează o subcategorie plină a categoriei spaţiilor C-inelate. O proprietate 
remarcabilă este că, pentru orice s. C a . (X, Ox)> aplicaţia cpi~>(<pi^nfo)» — 
«••» 9 ! £»(*»)) realizează o bijecţie între mulţimea tuturor morfismelor cp de l a 
(X, Ox) în modelul (Cn, Ocn) si mulţimea Ox{X)n, uncie- zv ..., zn sînt funcţiile 
coordonate în C n . Fie (X, Ox), (Y > Or) şi (S, Os) s. C a. iar 9 : (X, Ox) — (S, Os) 
Şi <J>: (Y, OF) -* (5, Os) morfisme de s. C a. Atunci există un s. C a. (Z, Oz) 
şi morfisme p: (Z, Oz) -*(X, Ox) Şi q: (Z, Oz) -* {Y, Oy) astfel încît să fie 
îndeplinite condiţiile următoare: a) 9 0 ^ = ^ 0 ^ ; b) Pentru orice s . C a . 
(Z\ Oz,) şi orice pereche de morfisme a: (Z', 0Zf) -* (X, Ox) Ş1 ?>'• (z', Oz) -* 
-> [Y, Or) astfel încît 900c = ^ ° P> există un unic 6: (Z't Oz') -* (Z, Oz>) 
astfel încît a = £ o 0 şi (3 = # o 6 . Acest s. C a. [Z, Oz), considerat împreună 
cu morfismele p şi q, este unic determinat pînă la un izomorfism de diagrame, 
se numeşte produsul fibrai al s. C a. (X, Ox) Ş1 (Y, Oy) peste s. C a. (S, Os) şi 
se notează prin (X, Ox) X {<; ft \iY> Oy). Pentru orice spaţiu C-inelat (X, Ox)» 
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există un unic morfism p: (X, Ox) -* e> unde e: ~ ({0}, C) este punctul simplu. 
în particular, dacă (X, Ox) Ş* (Y> Oy) sînt s.C a. putem defini produsul lor 
direct ca produs fibrat peste e prin egalitatea 

(X, Ox) x (Y. Or): = (X, Ox)xc(Y, Oy). 

Un alt caz particular de produs fibrat este fibra unui morfism de s. C a. Pentru 
definiţia formală, să considerăm mai întîi un s. C a. (X, Ox) şi un punct XG X. 
Se arată atunci că există un unic morfism de s. C a. e: e -* (X, Ox) c u proprie

tatea că £0(0) = x. Fibra în punctul x a componentei algebrice a lui e este 
un morfism de C-algebre e*: Ox, % -»• C, numit aplicaţia de evaluare în punctul 
x a fascicolului Ox- Fie acum 9: (X, Ox) —• (S, Os) un morfism de s. C a. şi 
fie e: e —• (S, Os) morfismul definit prin e0(0): = s. Considerăm produsul fibrat 
(Z, Oz)'- = (X, Ox) X /c s) \e- Acest produs fibrat se notează prin 9-^s) şi se-
numeşte fibra lui cp în punctul se S; notăm că spaţiul topologic subiacent lui 
9"-1(s) coincide cu fibra topologică 9oX(5) a aplicaţiei continue 90. S. C a. 
sînt spaţii C-inelate locale. Un s. C a. se numeşte redus dacă el este un spaţiu 
C-inelat redus. Are loc următoarea teoremă de caracterizare a 8 .Ca . reduse. 
Teoremă. Dacă (X, Ox) este un spaţiu C-inelat, condiţiile următoare sînt echi
valente: i) (X, Ox) este un s.C a. redus; ii) [X, Ox) este un s.C a. şi pentru 
orice punct x e X, inelul Ox, x n u are elemente nilpotente; iii) Pentru orice 
punct ae X, există o mulţime deschisă U B a în X şi un izomorfism de spaţii 
C-inelate 9: (U, Ou) —*• (M, OM)> unde (M, OM) este un model de s. C a. redus 
şi Ou = Ox I U (un element a într-un inel A se numeşte nil potent dacă există 
un întreg k^ 1 astfel încît ak = 0). 
Această teoremă este legată de teorema lui Hilbert a zercurilcr (cazul analitic)^ 
care se enunţă după cum urmează: Fie D o mulţime deschisă în spaţiul nume
ric complex Cn , fie fx, . . . , /# funcţii olomorfe pe D şi M: = {z e D \fy(z) ~ 
= — fu(z) = 0}. D a c ă / e OD(D) Ş* dacă f\ M — 0, atunci, pentru orice punct 
zeM, există un întreg hz> 1 si germeni cv ..., cN e Op z, astfel încît /** = 

N 

= 5 J C{5{' Z' u n d e / < . 2: — ?DzUi) e s t e germenul funcţiei ft în runctul z. (M.J.) 

spaţiu Cauchy, orice triplet (9C, T, <I>) unde 9C este o mulţime, T O topologie 
pe St iar O este o familie de filtre pe St, avînd proprietăţile: i) Dacă g este 
un filtru astfel încît există ? 6 $ astfel ca ^ c g , atunci § e <D; ii) Pentru 
orice ? e O există 3 ^ un element minimal în <D astfel ca S^Qcz^; iii) Orice 
element minimal m e O admite o bază formată din mulţimi T-deschise; iv) Pen
tru orice x e 9C, filtrul 9 ^ al vecinătăţilor lui x este un element minimal 
în <D; v) Pentru orice element minimal m e <X> şi orice M e m există V e m, 
VczM avînd proprietatea: dacă ^ este un element minimal în <D şi F (]V^0, 
pentru orice FeJ, atunci M e ? . Dacă nu pot apărea confuzii, s. C. ( X T, <D) 
se notează cu 9C. Elementele lui <D se numesc filtre Cauchy ale lui 9C. 
In orice s. C, există pentru fiecare punct un sistem fundamental de vecinătăţi 
închise. Dacă în spaţiul topologic (9C, T) fiecare punct admite un sistem 
fundamental de vecinătăţi închise şi se notează cu ţjj familia filtrelor conver
gente în 9C, atunci ( X T, <J>) este un s. C. Fie (9C, T, O) şi (0/, a, S ) două 6. C. 
şi f: <X —• Q/. Se spune că / este o aplicaţie Cauchy dacă este continuă şi 
/(O) = 2 . Pentru 9̂  e <D se notează cu / ( ^ j filtrul generat de baza de filtru 
{/(-F) I -F € ¥}. Dacă / este o bijecţie şi atî t / cît şi / - 1 sînt aplicaţii Cauchy 
se spune c ă / este un izomorfism de s. C. între St şi 0/. Un B. C. SC se numeşte 
complet dacă este separat şi orice filtru Cauchy pe St este convergent. Fie 
9C, y două s. C. Se spune că 0/ este un completat al lui SC dacă este complet 
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şi dacă exista o aplicaţie Cauchy injectivă p: St —• y astfel încît, pentru 
orice s. C. complet, SE şi pentru orice aplicaţie Cauchy / : St —• SE există, şi 
este unică, o aplicaţie continuă h' y —> SE astfel ca ho p = / . Pentru orice 
s. C. există un completat. Dacă 0/ este un completat al lui St iar p este 
ca în definiţia precedentă, atunci p(9C) este un subspaţiu dens al lui 0/. Un 
completat este unic modulo un izomorfism de s. C. Noţiunea a fost intro
dusă în 1968 de M. Jurchescu. (Gh.Gr.) 

spaţiu compact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu complex v. spaţiu C-analitic 
spaţiu conex v. spaţiu topologic conex 
spaţiu continuu v. element discret 
spaţiu cu convergenţă v. clasă de convergenţă 
spaţiu cu măsură v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 
spaţiu cu măsură separabil în sens tare v. spaţiu metric asociat unui spaţiu 

cu mă sură 
spaţiu cu măsură total a-finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 

un clan 
spaţiu cu proprietatea Radon-Nikcdym v. proprietatea Radon-Nikcdym 
spaţiu Day v. spaţii LP 
spaţiu de acoperire v. omotopie 
spaţiu de cormologîe de Rham v. formă diferenţială (pe o varietate coru

pi exă) 
spaţiu de tip (KB) v. spaţiu reticulat normat 
spaţiu de tip Schwartz, spaţiu local convex X care are proprietatea că 

pentru orice vecinătate W a originii există o vecinătate W0 a originii astfel 
ca W0cSp(W) (subspaţiul liniar generat de W) iar pentru orice număr 
e > 0 există o parte finită A a W0 astfel ca W0czeW -{- A. Sin.: spaţiu 
Schwartz. într-un s. t. S. orice mulţime mărginită este total mărginită. în 
consecinţă, un s. t. S. separat este normabil dacă şi numai dacă este finit-di-
mensional. Limita inductivă a unui şir de s. t. S. este un s. t. S. Spaţiul ^^(T) 
din teoria distribuţiilor este un s. t. S. (R.C.) 

spaţiu discret v. element discret 
spaţiu Fr6chet v. spaţiu liniar cvasmcrrnat 
spaţiu Gelfand v. proprietatea Radon-Nikcdym 
spaţiu Hausdorff v. spaţiu topologic separat 
spaţiu Hilbert Se numeşte spaţiu prehilbertian, un spaţiu liniar normat 

în care norma verifică condiţia 

II* + yll2, + II# — y\\2 — 2(|| *||2 -f H^H2) (legea paralelogramului) 

Dacă X este un spaţiu liniar în raport cu corpul T al numerelor reale sau 
complexe, o funcţională ty: X xX —>T se numeşte produs scalar dacă este 
o funcţională hermitiană care are proprietatea §(x, x)>0, oricare ar fi 
elementul nenul x e X. Dacă ^ este un produs scalar, atunci formula p(x) ~ 
— Vy(#, x), xeX, defineşte o normă pe X numită norma generată de pro
dusul scalar. Un spaţiu liniar normat este un spaţiu prehilbertian dacă şi 
numai dacă norma spaţiului este generată de un anumit produs scalar.Produsul 
scalar care generează norma j| • || a unui spaţiu prehilbertian X, se notează 
<. , .y, deci ||#|| = v ^ > %y> VATGA'. Dacă spaţiul prehilbertian X este real, 
atunci 

<*,y> = - ( i i * + :y!l2-ll*->'ll2), 
A 
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iar dacă este complex, atunci 

<*, y> = - (II * + y \ \ 2 - II * ~ yll2 + i|l * + iyll8 - Ml * - iyW'Y 
4 

Se numeşte s. H . (sau spaţiu hilbertian) orice spaţiu prehilbertian care este 
complet ca spaţiu liniar normat. Orice s. H . este un spaţiu Banach uniform 
convex. Studiul s. H . s-a dezvoltat pe baza ideilor din lucrările lui D. Hilbert 
asupra ecuaţiilor integrale, care au condus la considerarea unor spaţii metrice 
în care distanţa este definită cu ajutorul unui produs scalar. Fie X un s. H. 
Două elemente x,y se numesc ortogonale, se notează %l_y, dacă (x, y> = 0 
(noţiunea are evident sens şi în spaţii prehilbertiene). Dacă A<zX iar 
xeX se notează x±A dacă x±y, VyeA. Mulţimea A^~ ={xeX\ x ±A} se 
numeşte complementul ortogonal al lui A. Dacă A -*- = {0}, se spune că A este 
o mulţime totală. O familie {ej}j e T de elemente din X se numeşte familie 
ortonormalâ dacă elementele familiei sînt ortogonale două cîte două şi dacă 
\\ej\\ = 1, V / e / . Dacă {ej}jej este o familie ortonormală iar xeX, atunci 
numerele <fj(x) = (%,ef), / s / , se numesc coeficienţii Fourier ai lui x în 
raport cu familia ortonormalâ. Familia de numere {| <?;/(#) | 2 } ; e r este su-
mabilă şi 

S I 9j(^)l2=^||^ll2 {inegalitatea lui Bessel). 

(v. familie sumabilă de elemente). O familie ortonormală maximală poartă 
denumirea de bază ortonormalâ. Pentru ca o familie ortonormală de elemente 
să fie maximală este necesar şi suficient ca mulţimea elementelor familiei să > 
fie totală. Dacă {ej}jer este o familie ortonormală, atunci următoarele con
diţii sînt echivalente: 1) Familia {<?/L-ej este o bază ortonormală; 2) Orice 
element ^ e l s e reprezintă sub forma x = o <?j{%)ej '> 3) Pentru orice element 
xs X are loc egalitatea ||x | |2 = S l9j(^)l2 {relaţia lui Farseval); 4) Subspa-
ţiul liniar închis generat de mulţimea {ej\je J} coincide cu X. Spaţiul L^{T) 
cu norma obişnuită (v. spaţiu liniar normat) este un s. H. în care norma este 
generată de produsul scalar dat de formula 

(x, y} = \ x(t)~ffi)dt, x,ye L2{T) 

(notînd cu X conjugatul unui număr X). Mulţimea (Zr' a tuturor şirurilor 

x — {$»}Me^T de numere reale sau complexe, pentru care seria >j I 5«l2 e s * e 

convergentă, este un s. H. , considerînd operaţiile obişnuite cu şirurile şi norma 

( oo \l/2 

y\ 1.5»l2 I • Această normă este generată de produsul scalar dat 
n = l / 

oo 
de formula {x, y} = S\ ^n^n» u n d e y = W t t e ^ - Mai general, fie / o mul-

w = l 
ţime oarecare de indici şi 1%{J) mulţimea tuturor familiilor {<XJ}J e r de numere 
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din r {i.e. reale sau complexe) pentru care familia {|aj |2}*e T este sumabilă. 
Definind operaţiile 

fajijej + {$}}jej'.= («i + MjeJ> 

mulţimea Î^(J) devine un spaţiu liniar. Acesta devine un s.H. cu. norma 

II {<xj}jej || = ( O | OL) \2>\ , generată de produsul scalar dat de 

Fie acum X un s .H. oarecare şi {^}-e r o bază ortonormală în X. Punînd 
h{x) = {cţ>j{x)}je j se obţine un izomorfism între spaţiile liniare normate X 
şi lh{J). Dacă X este un s.H. separabil infinit-dimensional, atunci X este 
izomorf cu spaţiul (/2). (R. C.) 

spaţiu hilbertian v. spaţiu Hilbert 
spaţiu inelat, o pereche (X, Ox) unde X este un spaţiu topologic şi Ox un 

fascicol de inele pe X (v, fascicol). Aici prin inel se înţelege un inel comutativ 
cu element unitate iar prin corp un corp comutativ. Dacă {X, Ox) este un s.i., 
se spune că X este spaţiul topologic subiacent s.i. (X, Ox) Ş* că Ox este fasci
colul său structural. Pentru orice punct x e X, fibra în punctul x al fasci
colului structural Ox este un inel care se notează prin Ox, x sau, simplu, Ox-
Uneori s.i, {X, Ox) este indicat prin aceeaşi literă X, la fel ca spaţiul său to
pologic subiacent. Fiind date două s.i. {X, Ox) Şi (y, Oy), un morfism de s.i. 
<p: {X, Ox) -• C^* Oy) este o pereche 9 = (cp0, 9 ^ , unde 90 : X -> Y este o 
aplicaţie continuă şi 9X: OY-* <?Q*{0X) nn morfism de fascicole de inele pe Y; 
se spune că 90 este componenta topologică iar 9J componenta algebrică ale lui 9. 
Pentru orice punct x e X, fibra relativă (v. fascicol) a lui q>1 în punctul % 
se notează prin cpj; evident 9J: Oy, cp0(#) -* Ox, x este un morfism de inele. 
Dacă 

? : {X, Ox) - (X, Oy) şi i>:{Y,Oy)-+{Z,Oz) 

sînt morfisme de s.i., compunerea i]> o 9 : (X, Ox) -* (Z, Oz) este morfismul 
de s.i. cu componentă topologică (CJJO9)0

: =• ^Oo(p0 şi componentă algebrică 
(<]>°9)i: ~ 4^0*(9i) ° ^î» fibra lui ^o 9 în punctul ^ e X este dată de (t)iocp)* = 
= 9*0 <J>* . .. Evident s.i. şi morfismele lor formează o categorie; izomorfis
mele acestei c a t c ^ u se U>I*JI~ZZ izcmorjisme de s.i. Ex.: 1° Pentru orice inel 
A, perechea ({0}, A) este un s.i. De asemenea, pentru orice morfism de inele 
u: B -» A, (0, w): ({0}, A) -> ({0}, B) este un morfism de s.i. în felul acesta 
duala categoriei inelelor se realizează ca o subcategorie plină în categoria 
s.i. 2° Fie {X, Ox) un s.i. Un subspaţiu inelat deschis al lui {X, Ox) este un s.i. 
de forma {U, OJJ), unde U este o submulţime deschisă a lui X şi OŢJ restricţia 
lui Ox *a U; avem atunci un morfism i: (U, OŢJ)-*{X, OX) avînd drept com
ponentă topologică incluziunea lui U în X şi drept fibră în punctul x e U 
identitatea lui Ox, % = Oţji.x* 3° Varietăţile diferenţiabile şi varietăţile complexe 
se pot considera în mod natural ca s.i. Fie {X, Ox) u n s-i« Un ideal (sau fascicol 
de ideale) în Ox este un subfascicol de mulţimi DczOx c u proprietatea că, 
pentru orice mulţime deschisă 17 în X, 9{U) este un ideal în inelul Ox{U). 
Evident, subfascicolul de mulţimi 9^0x este un ideal în Ox dacă şi numai 
dacă, pentru orice x e X, 3X este un ideal în Ox, x- Un ideal 3 cz Ox s e numeşte 
de tip finit (sau finit generat) dacă, pentru orice punct ae X, există o mulţime 
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deschisă U conţinînd a în X şi un număr finit de secţiuni si> ..., sve D(U) 
astfel încît germenii slf x '- = pS(si)> •••> sp,x: — 9%(sp) s a genereze 3X ca ideal 
în Ox, x pentru orice x e U. Dacă .9 este un ideal în Ox fascicolul cît de gru
puri abeliene 0x19 are ° structură canonică evidentă de fascicol de inele. 
Se spune că un s.i. (Y, OY) este un subspaţiu inelat închis al lui (X, Ox) dacă 
Y este un subspaţiu topologic al lui X şi dacă există un ideal 9czOx astfel 
încît Y = supp 0x19 Şi Oy — Oxl'9\ Y. Avem atunci un morfism de s.i. 
i'> (Y, OY) —»• {X, Ox) avînd drept componentă topologică incluziunea lui Y 
în X şi drept fibră în punctul xeY aplicaţia canonică i*: OX,%-*OY, % = 
~Ox, xl9x> Se spune că subspaţiul inelat închis (Y, OY) al lui (X, Ox) e s ^ e 

de prezentare finită cînd idealul 9 este de tip finit. Notăm că suportul oricărui 
fascicol de inele pe X (egal cu suportul secţiunii globale 1 a fascicolului) 
este o mulţime închisă în X. în particular, dacă (Y, OY) es"te un subspaţiu 
inelat închis al lui (X, Ox)> atunci V este o submulţime închisă a lui X. în 
analiză prezintă interes s.i. peste un corp de bază k, de regulă corpul nume
relor reale R sau corpul numerelor complexe C. Pentru definiţiile formale 
să considerăm un corp fixat k. Prin ^-algebră vom înţelege un inel A înzestrat 
cu un morfism de inele a^* k -> A. Dacă A şi B sînt £-algebre, prin morfism 
de k-algebre de la A la B vom înţelege un morfism de inele u: A —>• B astfel 
încît OLB = U°CLA> Se numeşte s.i. în k-algebre (sau spaţiu k~inelat) orice s.i. 
(X, Ox) al cărui fascicol structural este un fascicol de /e-algebre; aceasta în
seamnă că, pentru orice mulţime deschisă U în X, Ox(U) este o /j-algebră şi, 
pentru orice pereche de mulţimi deschise U, V în X astfel încît VczU, apli
caţia de restricţie p^: Ox(U) -> Ox(V) este un morfism de /?-algebre. Evident, 
dacă (X, Ox) este u n spaţiu /e-inelat, atunci fibrele Ox, x ale fascicolului struc
tural Ox s m t &-algebre. Subspaţiile inelate deschise şi subspaţiile inelate 
închise ale unui spaţiu &-inelat sînt de asemenea spaţii ^-inelate. Dacă (X, Ox) 
şi (Y, OY) sm"t spaţii ^-inelate, un morfism de spaţii k-inelate^'. (X, Ox) -* (Y, Oy) 
este un morfism de s.i. astfel încît componenta sa algebrică yx să fie un morfism 
de fascicole de ft-algebre, i.e. aplicaţia <plty : OY{V) —^xi^o1^)) s ^ ^ e morfism 
de /j-algebre pentru orice mulţime deschisă F în Y; o condiţie echivalentă 
este ca fibra cp*: Or,cp0(#)->Ox, % să fie morfism de Â'-algebre pentru orice punct 
x e X. Spaţiile /e-inelate şi morfismele lor formează o categorie; izomorfis
mele categoriei se numesc izomorfisme de spaţii k-inelate. Categoriile geome
trice uzuale (în dimensiune finită!) sînt categorii de spaţii ]R-inelate sau cate
gorii de spaţii C-inelate. Ca exemplu, vom da aici definiţia varietăţilor com
plexe în termeni de spaţii (C-inelate. Funcţiile olomorfe pe mulţimile des
chise ale lui Cn formează un fascicol de (C-algebre care se notează prin 0 ^ n # 
Se numeşte model de varietate complexă orice subspaţiu inelat deschis al unui 
spaţiu C-inelat de forma (Cn, 0^n), n^O, O varietate complexă este un spaţiu 
C-inelat (X,Ox) c u proprietatea că, pentru orice punct aeX, există o mul
ţime deschisă U în X astfel încît a e U şi astfel încît subspaţiul (C-inelat 
deschis (U, Ou) al lui (X, Ox) s a fie izomorf cu un model. în mod similar 
se pot defini, în termeni de spaţii ]R-inelate, varietăţile diferenţiabile de clasă 
Cr şi modelele lor. Un spaţiu /^-inelat (X, Ox) s e numeşte local dacă, pentru 
orice punct xeX, inelul Ox,x este local şi există un morfism de £-algebre 
Ex: Ox,x —> k', acest morfism e* este atunci unic determinat şi se numeşte 
aplicaţia de evaluare a lui Ox ^n punctul x) nucleul lui s* coincide, evident,. 
cu unicul ideal maximal al lui Ox, x notat de obicei prin m#. Dacă (X,Ox 
este un spaţiu ^-inelat local, U o mulţime deschisă în X şi s o secţiune în 
Ox p^ste U, valoarea lui s în punctul x este elementul s(x): — £*(%) e k, unde 
$x — p%{s) este germenul definit de 5 în punctul x. Spaţiul A-inelat local 
(.Y, Ox) se numaşte redus dacă, pentru orice mulţime deschisă U în X, fiecare 
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secţiune s e Ox(U) este univoc determinată de valorile ei în diversele puncte 
xeU, sau, echivalent, dacă secţiunea zero este unica secţiune în Ox(U) care 
are valoare zero în orice punct din U. Fie (X, Ox) Ş* [Y'> OY) spaţii ^-inelate 
locale, primul redus. Atunci orice morfism cp: (X, Ox) -+ [Y, OY) este univoc 
determinat de componenta sa topologică cp0 şi, pentru orice mulţime deschisă 
V în Y şi orice secţiune / e OY(V), avem s = cpxty{t) dacă şi numai dacă 
s(x) — t (<p0(x)). Se obişnuieşte în această situaţie să se identifice morfismul 
cp cu componenta sa cp0. De pildă, varietăţile complexe sînt spaţii C-inelate 
locale reduse şi morfismele între aceste spaţii C-inelate sînt exact aplicaţiile 
olomorfe. Similar, varietăţile diferenţiabile de o clasă dată Cr, sînt spaţii 
R-inelate locale reduse şi morfismele lor sînt aplicaţiile de clasa Cr. (M.J.) 

spaţiu liniar (în raport cu corpul T al numerelor reale sau complexe), 
mulţime nevidă X pentru care s-au dat o aplicaţie [x, y) —> x -f y a lui XxX 
în X, numită operaţie de adunare între elemente, şi o aplicaţie (A, x) —>• Ax 
a lui r X X în X, numită operaţie de înmulţire cu numere, care satisfac 
următoarele condiţii: x + y — y -f x, Mx, y e X; (x + y) + z = x -f (y -f- z), 
\/x,y, zeX; Există un element OeX astfel ca x + 0 = x, VxeX; Pentru 
orice element x e X există un element %' e X astfel ca x -j- x' = 0; Ix = x> 
VxeX; «(p^) = (a(3) x, Va, p e T , MxeX; (a + p) x = ax + §x, Va, P e T , 
\fxeX; "X(x + y) = 'Ax -|- "ky, VXeF , V#, y e X. Sin.: spaţiu vectorial. 
Pentru s.i. X, corpul T se numeşte corpul scalarilor iar elementele lui T se 
numesc scalari. Elementul x + y din definiţia s.i. se numeşte suma elementelor 
x şi y; elementul 0 se numeşte element nul, şi el este unic; elementul x' se 
numeşte opusul lui x şi, pentru fiecare element x, opusul este unic şi se 
notează — x; Se notează x — y în loc de x + ( — y)- Dacă A, BaX iar "k e T 
se notează 

A + B ={x + y\xeA, ye B}, IA = {\x \ x e A}. 

Dacă r = R, atunci X se numeşte s.i. real iar dacă T — C, atunci X se 
numeşte s.i. complex. Două s.i. X, Y în raport cu acelaşi corp T al scala
rilor se numesc izomorfe dacă există o bijecţie h: X —> Y cu proprietăţile: 
h(xl + x2) = h(xx) + h{x2), \fxv x2eX; h(\x) = lh(x), VXe Y, VxeX. Apli
caţia h se numeşte izomorfism de s.i. Noţiunea de s.i. se generalizează, înlo-
cuindu-se corpul F al numerelor reale sau complexe cu un corp oarecare. 
Prin s.i. vom înţelege însă doar s.i. real sau s.i. complex. Dacă X este un 

n 
s.i. iar xv x2, ..., xn sînt elemente din X, un element x de forma x = 2 J ^j%j> 

cu Aj G r , se numeşte o combinaţie liniară de elementele xv x2, ..., xn. O sub
mulţime G a s . i . X se numeşte subspaţiu liniar (sau subspaţiu vectorial) dacă 
din x, y e G rezultă x + y e G şi AX e G, VX e T. Dacă A este o submulţime 
a s.i. X, atunci cel mai mic subspaţiu liniar care conţine A se numeşte sub
spaţiul liniar generat de A (sau acoperirea liniară a mulţimii A) şi se notează 
Sp(^4). Mulţimea Sp(^4) coincide cu mulţimea tuturor combinaţiilor liniare 
formate cu elemente din A. Două subspaţii liniare GX,G2 ale s.i. X se spune 
că sînt suplimentare dacă G1(\G2 = {0} şi Gx -f G2 = X. Un subspaţiu liniar 
G al s.i. X, care este diferit de X, se numeşte hi per sub spaţiu liniar (pe scurt 
hipersubspaţiu) dacă este maximal, i.e. din G<=:H, unde H este un subspaţiu 
liniar, rezultă sau G = H sau H = X. O submulţime E a s.i. X se spune că 
este liniar independentă dacă din A czE şi Sp(^4) = Sp(JE) rezultă A — E. 
O submulţime liniar independentă maximală se numeşte bază algebrică (sau 
bază vectorială). O submulţime Ea s. 1. X este o bază algebrică dacă şi numai 
dacă este liniar independentă şi Sp(£) = X. Dacă E0 este o submulţ ime 
liniar independentă a s.i. X, există o bază algebrică E astfel ca E0czE* 

file:///fxeX
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Dacă E este o bază algebrică a s.l. X, atunci orice element ^ e l s e reprezintă 
în mod unic ca o combinaţie liniară de elemente din E. Numărul cardinal al 
unei baze algebrice a unui s.l. ĴC se numeşte dimensiunea algebrică a lui X, 
Dacă X admite o bază algebrică finită, se spune că X are dimensiune finită 
sau că este finit-dimensional; în caz contrar, se spune că X are dimensiune 
infinită sau că este infinit-dimensional. Dacă un s.l. finit-dimensional are o 
bază algebrică formată cu n elemente se spune că spaţiul are dimensiunea n 
(sau că este n-dimensional). Dacă X este un s.l. oarecare iar G este un sub-
spaţiu liniar, atunci se poate defini în X relaţia de echivalenţă: x ~ y <=> x —-
— y e G. Fie x clasa de echivalenţă care conţine elementul x şi XjG mulţimea 

claselor de echivalenţă. Această mulţime devine un s.l., numit s.l. cit al lui X 

prin G, definind operaţiile: x + y — x + y şi Xx = Xx pentru X e F . în 
cazul cînd XjG are dimensiunea finită, se spune că subspaţiul G are codimen-
siune finită. Dacă {^j}je r este o familie de s.l. în raport cu acelaşi corp F , 
atunci produsul cartezian Y\ Xj devine un s.l., numit s.l. produs al familiei 

i e / 
{Xj } • e j , definind operaţiile: 

iaj)jej + toW = & + biheJ'> 

Ha)}jej = {Xai)jeJ P e n t r u Xe T. 

Fie X un s.l. O submulţime E a lui X se spune că este convexă dacă pentru 
orice elemente x, y e E are loc incluziunea: 

{zeX\z = Xx + ( l - X ) y , 0 < X < l } c : £ . 

Mulţimea din membrul stîng al acestei incluziuni se numeşte segment (mai 
complet, segment liniar) determinat de x şi y. Un punct x0 e X se numeşte 
punct frontieră pentru o mulţime convexă E dacă există xv ^ e l diferite 
de x0 astfel ca 

{zeX\ z = Xx{ + ( 1 - X) x0, 0 < X < 1 } C E , 

{ ^ G Z | S = X # 0 + (1 - X) x2, 0 < K l } c I \ £ . 

Dacă ^ c Z , cea mai mică mulţime convexă care conţine A se numeşte 
acoperirea convexă (sau înfâşurătoarea convexă) a mul ţ imi i^ şi se notează co(^) . 
Mulţimea co(v4) este mulţimea tuturor elementelor zeX de forma 

n n 
2 = S ^ ^ c u xie A> 0 < ^je 1jR* ^ j fy = l> MG N. Dacă ^ p J 2 , ..., J w sînt 

( n \ 
submulţimi convexe ale spaţiului X, atunci col \^J A j 1 este mulţimea tuturor 

Vj=i / 
n 

elementelor de forma z = Sj ~^ixh c u xie^-j> O ^ X ^ e R , / = 1, 2, ..., n, şi 
i = i 

n 
2 J X; = 1. O submulţime £ a spaţiului X se spune că este simetrică dacă 

E = (—1)E. Mulţimea £ se spune că este echilibrată dacă din X e T şi 
I;X |< 1 rezulta XEczE.. Se numsşte acoperirea echilibrată (sau înfâşurătoarea 
echilibrată) a unei submulţimi A a lui -AT şi se notează ec(^4), cea mai mică 
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mulţime echilibrată care conţine A. Mulţimea ec(A) este mulţimea tuturor 
elementelor zeX de forma z — ax cu x e A şi | a | ^ 1. Se numeşte acope
rirea echilibrată şi convexă (sau înfâşurătoarea echilibrată şi convexă) a mul
ţimii A şi se notează eo,o(A), cea mai mică mulţime echilibrată şi convexă 
care conţine A. Mulţimea eco(^4) este mulţimea tuturor elementelor zeX 

n n 
de forma z — S] XjXj, cu Xj e A, Xj e T, \ \ | Xj | ^ 1, n e N . Mulţimea eco(^4) 

i = i i = i 
coincide cu mulţimea co(ec(A)). Dacă A, BaX se spune că B absoarbe A 
(sau că A este absorbită de JB) dacă există un număr z > 0 astfel ca din 
X e F ş i O < | a | < e s ă rezulte XAczB. O submulţime £ a lui X se numeşte 
mulţime absorbantă dacă absoarbe orice element al spaţiului. (R.C.) 

spaţiu liniar cît v. spaţiu liniar 
spaţiu liniar complet reticulat v. spaţiu liniar ordonat 
spaţiu liniar cvasinormat, spaţiu liniar X pe care s-a dat o cvasinormă q 

cu proprietăţile: 1) Dacă {#w}M6l^ este un şir de elemente din X şi dacă 
lim q(xn) — 0, atunci lim q(Xxn) = 0, oricare ar fi scalarul X; 2) Dacă {Xn\nej$ 
n n 

este un şir de scalari şi dacă lim Xn = 0, atunci lim q(Xnx) — ®> oricare ar fi 
n n 

elementul x e X. înzestrat cu topologia dată de distanţa asociată cvasinormei 
(v. cvasinormă) orice s.l.c. este un spaţiu liniar topologic separat. Pe un s.l. 
c. orice seminorma mărginită este o seminorma continuă. Dacă X este un 
spaţiu local convex separat a cărei topologie T poate fi definită de o familie 
numărabilă {pn}neiKr de seminorme, atunci X este un s.l.c. în raport cu 
cvasinormă dată de formula 

q(x) = V — - , XGX, 
«t! i 2" 1 + P„(x) 

iar topologia dată de această cvasinormă coincide cu topologia T. Un s.l.c. 
care este complet ca spaţiu metric, se numeşte spaţiu Frechet. Fie T un seg
ment al dreptei reale, F corpul numerelor reale sau complexe şi d mulţimea 
tuturor funcţiilor x: T —> F , măsurabile Lebesgue. Se defineşte în c5 relaţia 
de echivalenţă: x ~ y <=> x(t) = y(t), a.p.t. în T. Se notează cu S^{T) mul
ţimea claselor de echivalenţă. Dacă x este clasă de echivalenţă care conţine 

o funcţie x, se definesc operaţiile: x + y = x -f y şi \x — Xx (unde 
(x + y) (t) = x(t) + y(t) şi (Xx) \t) = \x(t)} \jt e T, i a r ' Xe F) . Mulţimea 
SŢT(T) devine un spaţiu liniar. Notînd tot cu x clasa x, formula 

q(x) = [ ' X{t) ! ăl. xeSr(T, 
Jr 1 + I *(0 I 

defineşte o cvasinormă pe S r (T ) în raport cu care S"r(r) este un spaţiu 
Fr6chet. Unii autori numesc spaţiu Frechet un spaţiu local convex metrizabi) 
şi complet. (R.C.) 

spaţiu liniar w-dijnensional v. spaţiu liniar 
spaţiu liniar dirijat v. spaţiu liniar ordonat 
spaţiu liniar finit-dimensional v. spaţiu liniar 
spaţiu liniar infinit-dimensional v. spaţiu liniar 
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spaţiu liniar normat Se numeşte normă, orice seminormă p pe un spaţiu 
liniar X, cu proprietatea: p(x) = 0 => x = 0. Se numeşte s.l.n. un spaţiu 
liniar X pe care s-a fixat o anumită normă p. Sin.: spaţiu vectorial normat. 
Se notează, de obicei, | | # | | = p(x) , VXEX. Se consideră distanţa asociată 
normei: d(x,y) = || x — y || şi topologia dată de această distanţă, care se 
numeşte topologia normei. într-un s.l.n. X, mulţimea { # e X | | | # | | < 1} 
se numeşte sfera unitate deschisă (sau bila unitate deschisă) iar mulţimea 
{x e X | || x | | < 1} se numeşte sfera unitate închisă (sau bila unitate închisă). 
Un s.l.n. care este complet ca spaţiu metric, se numeşte spaţiu Banach. Astfel 
de spaţii au fost introduse în anul 1922 de H. Hahn şi S. Banach. Norme 
pe spaţii particulare au fost însă considerate anterior de F. Riesz şi E. Helly. 
Două s. 1. n. X şi Y (ambele reale sau ambele complexe) se numesc izomorfe 
dacă există o bijecţie h: X —• Y cu proprietăţile: h((x.x1 + pA?2) = OLh(x^) + 
-h $h(x2), oricare ar fi elementele xv x2eX şi scalarii a, (3; || M#) || = || # ||» 
oricare ar fi x e X. Două norme p, q pe un spaţiu liniar X definesc aceeaşi 
topologie dacă şi numai dacă există două numere reale X, \i> 0 astfel ca 
Xp(x)^q(x)^[ip(x), MxeX. în acest caz normele p şi q se numesc norme 
echivalente. Pentru orice s.l.n. X există un spaţiu Banach X unic, cu excepţia 
unui izomorfism, astfel ca X să fie izomorf (ca s.l.n.) cu un subspaţiu liniar 
dens al lui X (înzestrat cu restricţia normei lui X). El se numeşte completa
tul s.l.n. X. Dacă X este un s.l.n. iar G un subspaţiu liniar închis, atunci 
în spaţiul liniar cît XjG se poate considera norma 

II % II - i n f { | | a | | \ae x}, xeX/G 

care defineşte topologia cît. Cu această normă X/G se numeşte s.l.n. cît al 
lui X prin G. Dacă X este un spaţiu Banach, atunci şi XjG este un spaţiu 
Banach. Dacă Xv X2, ..., Xn sînt s.l.n. cu acelaşi corp al scalarilor, atunci în 

n 
spaţiul liniar produs J"| Xj se poate considera norma |] {aL, a2, ..., an) \\ = 

j = l 
n n 

= max | | t f j | | , care defineşte topologia produs. Cu această normă, f l ^ j se 

numeşte s.l.n. produs al spaţiilor Xv X2> ..., Xn. Dacă Xv X2, ..., Xn sînt 
n 

spaţii Banach, atunci şi ŢJ ^3 e s t e u n s P a t i u Banach. Un s. 1. n. se spune că 
i = l 

admite o bază Schauder dacă există un şir {en}ne]\r de elemente din X astfel 
ca orice element x al spaţiului să se reprezinte în mod unic sub forma 

oo co n 
x = Yi ţnen> unde {ţn}n g N este un şir de scalari iar £J ^ n = l i m Y ^e^ 

n=\ J « = 1 ^ n i = l 
Şirul de elemente {en}ne^\xse numeşte bază Schauder pentru spaţiul X. Orice 
s.l.n. care admite bază Schauder este un spaţiu separabil. în anul 1972, 
P. Enflo a arătat că există spaţii Banach separabile care nu admit bază 
Schauder. în următoarele exemple de s.l.n. se consideră operaţiile obişnuite 
cu funcţiile şi se indică normele uzuale. Se notează cu T unul din corpu
rile R, C. Ex.: 1° Dacă T este un spaţiu topologic compact, atunci mulţimea 
CT(T) a funcţiilor continue x: T -> T este un spaţiu Banach cu norma || x || = 
= max | x(t) |. 2° Dacă />eN, se notează cu C^([0, 1]) mulţimea funcţiilor 

teT 
x:[0, 1] -+ T care admit derivate continue pînă la ordinul p inclusiv. Consi-
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derînd restricţia normei din C r([0, 1]), spaţiul C£([0, 1]) nu este complet. 
Considerînd însă norma 

P 
II x II = Yi max I *{k)it) L 

kZo*e\0, 1] 

unde x(k) înseamnă derivata de ordin k a lui x, Cp([0, 1]) devine un spaţiu 
Banach. 3° Mulţimea 7 r ( [0 , 1]) a funcţiilor cu variaţie mărginită x: [0, 1] -» T 
este un spaţiu Banach cu norma || x \\ = \ x(0) | + ' var x(t). 4° Fie 'acum T 

te[0, 1] 
un segment al dreptei reale şi să considerăm un număr real p^l. Fie £. 
mulţimea funcţiilor x : T ->• V care sînt ^-integrabile (i.e. funcţia | x\v(t) = 
= I x(t) \v, MteT, este integrabilă Lebesgue). în mulţimea £ se defineşte 
relaţia de echivalenţă: x ~ y <=> x(t) = y(t) a.p.t. Se notează cu L^(t) mulţimea 
claselor de echivalenţă. Dacă £ este clasa de echivalenţă care conţine o 

funcţie x, se definesc operaţiile: x + y = x + y şi \x = lx, \eT. Notînd 

tot cu x clasa x, formula \\x\\ = V \x{t) \pdt\ defineşte o normă în 

raport cu care L^(t) este un spaţiu Banach. Spaţiul LUT) se notează si 
Lr(T). JR.C.) ' 

spaţiu liniar normat cît v. spaţiu liniar normat 
spaţiu liniar normat produs v. spaţiu liniar normat 
spaţiu liniar normat strict convex, spaţiu liniar normat cu proprietatea 

că pentru orice două elemente distincte x, y ale spaţiului, pentru care \\ x\\ = 
== \\y || == 1, rezultă || x + y \\ < 2. Pentru ca un spaţiu liniar normat X 
să fie strict convex, este necesar şi suficient ca din condiţiile x,y eX, x^y 
I M I ^ 1 * I M I ^ l Şi Xe(0 , 1) să rezulte || Xx + {1 - \)y || < 1. (R.C.) 

spaţiu liniar normat uniform convex, spaţiu liniar normat cu proprietatea 
că pentru orice număr e e (0, 1) există un număr yj(e) e (0,1) astfel ca din con
diţiile | | ^ ! [ = || y || = 1 şi H * - ^ | | > e să rezulte \\ x + y || < 2 ( 1 - Tl(e)). 
Un spaţiu liniar normat care este uniform convex este şi strict convex. Orice 
spaţiu Banach care este uniform convex este un spaţiu reflexiv. Spaţiul Banach 
Lr(T), l < peH, cu norma obişnuită (v. spaţiu liniar normat) este uniform 
convex. (R.C.) 

spaţiu liniar ordonat, spaţiu liniar real X înzestrat cu o relaţie de ordine ^ 
care satisface condiţia: dacă x^y atunci x + z^y + z şi Ix^Xy, oricare 
ar fi elementul z e X şi numărul X^0 . O astfel de relaţie de ordine se'numeşte 
ordine liniară. Un element x al unui s.l.o. se numeşte element pozitiv dacă 
x^0 şi element negativ dacă , r ^ 0 . Mulţimea elementelor pozitive ale unui 
s.l.o. X se notează X+. Ea este un con numit conul pozitiv al spaţiului X. Con
diţia x^y este echivalentă cu y — xe X+. Reciproc, dacă B este un con într-un 
spaţiu liniar real X, atunci se obţine o ordine liniară în X punînd x^y dacă 
y — xe E şi în acest caz E = X+. Dacă X este un s.l.o. iar G un subspaţiu 
liniar înzestrat cu ordinea indusă, atunci G se numeşte subspaţiu liniar ordonai. 
Două s.l.o. X, Y se numesc izomorfe dacă există o bijecţie'/*: X _• Y astfel 
ca hfaxy + p#2) = ah(Xl) + $h{x2), Va, (3 e R, V^ , x2eX' şi astfel ca relaţia 
x^x2 în X să fie echivalentă cu Z ^ ) ^ / ^ ) . Dacă un s.l.o. X este izomorf 
cu un subspaţiu liniar ordonat al unui s.l.o. Z, atunci Z se numeşte o extensie 
a lui X. Dacă un s.l.o. este o mulţime dirijată la dreapta (sau, echivalent, 
dirijată la stînga), atunci el se numeşte spaţiu liniar dirijat. Un s.l.o. este un 
spaţiu liniar dirijat dacă şi numai dacă orice element al spaţiului se reprezintă 
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ca diferenţa a doua elemente pozitive. Se numeşte element axial într-un s.î.o. 
X} orice element pozitiv v cu proprietatea că, pentru orice element x e l , există 
un număr X > 0 astfel ca X^AV. Dacă într-un s.l.o. X există elemente axiale, 
atunci X este evident un spaţiu liniar dirijat. Nu există însă elemente axiale 
în orice spaţiu liniar dirijat. Un s.l.o. X se spune că este arhimedian dacă orice 
element xeX pentru care mulţimea { a * | 0 < o c e R } este majorată este un 
element negativ. Un s.l.o. este arhimedian dacă şi numai dacă pentru orice 

element pozitiv x al spaţiului are loc egalitatea 0 = f\ — x (pentru notaţii 
« e j j n 

v. mulţime ordonată). Dacă un s.l.o. nenul este arhimedian şi este o mulţime 
total ordonată, atunci el are dimensiunea (algebrică) unu. Un s.l.o. care este 
o mulţime reticulată se numeşte spaţiu liniar reticulat. Se numeşte spaţiu 
liniar complet reticulat (resp. spaţiu liniar G-reticulat), un s.l.o. care este o latice 
relativ completă (resp. latice relativ a-completă). Pentru ca un spaţiu liniar 
reticulat să fie un spaţiu liniar complet reticulat (resp. spaţiu liniar a-reticulat) 
este necesar şi suficient ca orice mulţime dirijată la stînga de elemente pozitive 
(resp. orice şir descrescător de elemente pozitive) să aibă margine inferioară. 
Un spaţiu liniar complet reticulat X se spune că este (o)-separabil dacă pentru 
orice submultime majorată A a lui X există o parte cel mult numărabilă BczA 
astfel ca sup B — sup A. Dacă X este un spaţiu liniar complet reticulat 
(o)-separabil si dacă x — (to)-lim xR în X (v. convergenta în sensul ordinei), 

SeA 
atunci există un şir crescător de indici {^W}MG1NT astfel ca x = (o)-Hm x8 . Fie 

X un s.l.o. Dacă {xi}isI şi {yj]jer sm"t familii de elemente din X şi dacă 
există Y Xi şi \J yj, atunci există şi \J (xt -f yj) şi are loc egalitatea 

iei j ej iei 

V (** + y^ = V x* + V yy> 
iei iei jej 
i e / 

dacă există \J Xi, atunci pentru orice număr X>0 există şi \f \xi şi are loc 
iei ieI 

egalitatea W AXI = X \J xţ. Afirmaţii asemănătoare sînt adevărate şi pentru 
iei iei 

marginea inferioară. De altfel, dacă există f\ x%> atunci există şi \] ( — Xi) 
iei iei 

şi are loc egalitatea / \ x% = — V (~~xi)- Analog, dacă există \J xu atunci 
iei iei iei 

există şi / \ ( — xi) şi are loc egalitatea \J x% = — l\( — %i)> Dacă G este 
iei i e i iei 

un subspaţiu liniar al lui X şi dacă G este o mulţime plină, atunci în spaţiul 
liniar cît X/G, mulţimea H = {x \xeX+}, unde x este clasa definită de xy 
este un con. Cu ordinea liniară dată de acest con, X\G se numeşte s.l.o. cît. 
Dacă {Xj}- T este o familie de s.l.o., atunci în spaţiul liniar produs j l Xj se 

consideră ordinea liniară: 

{"dj e J ^ &h ej**a3^ bp V; e / . 

Cu această ordine ŢJ Xj se numeşte s.l.o. produs. Se numeşte subspaţiu liniar 

major ant a l u n u i s.l.o. X, orice subspaţiu liniar G care are proprietatea: pentru 
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orice xeX există a, b e G astfel ca a ̂ x^ b. Fie X un spaţiu liniar reticulat. 
Dacă xeX, elementele x+ = x\/0, x~ = (— x) \/0, | x \ = ( — x) \J x se numesc 
respectiv partea pozitivă, partea negativă şi modulul lui x. Au loc următoa
rele relaţii: x = x+ — x~; \ x | = x+ + #_; x+ A x - = 0; | x + y | < | x |-f | y \, 
\\x\ = | X | \x\, X e R ; \\x\ - \y\ \^\x-y\t \x-y\ = x\ly~xhy = \x\Jz~ 
— y\j z\ -\- \ x f\z — y /\z\, oricare ar fi elementele x, y, z. Se numeşte subspa

ţiu liniar reticulat al spaţiului X, orice subspaţiu liniar care este o submultime 
reticulată. Un subspaţiu liniar G al spaţiului X este un subspaţiu liniar reticulat 
dacă şi numai dacă din x e G rezultă x+ e G. O submultime E a lui X se numeşte 
mulţime solidă dacă din | x | < | y\ şi y e E rezultă x e E. Cea mai mică mulţime 
solidă care conţine o submultime A a lui X se numeşte acoperirea solidă a lui A 
şi se notează so(A). Are loc egalitatea so(A) = U [— \%\, \ % | ] , unde segmen

t e A 
tu l din formulă este în sensul ordinei. Un subspaţiu liniar care este o mulţime 
solidă se numeşte subspaţiu normal. Orice subspaţiu normal este un subspaţiu 
liniar reticulat. Dacă G este un subspaţiu normal al lui X, atunci spaţiul ordonat 
cît X/G este un spaţiu liniar reticulat. Dacă {Xj}-e Ţ este o familie de spaţii 

liniare reticulate, atunci spaţiul liniar produs J~I Xj este un spaţiu liniar reticu-
Je-J 

lat. într-un spaţiu liniar reticulat X, două elemente x, y se numesc ortogonale, 
şi se notează x±y, dacă | x \ A | y \ = 0. Dacă A este o submultime a spaţiului 
liniar reticulat X, atunci mulţimea A^- = {x e X | x\_y, \Jy e A} se numeşte 
complementul ortogonal al mulţimii A. Dacă A-^ = {0}, mulţimea A se spune 
că este totală. Se numeşte bandă a spaţiului liniar reticulat X, orice subspaţiu 
normal G cu proprietatea: dacă A czG şi dacă există a = sup A în X, atunci 
aeG. Oricare ar fi submulţimea A a spaţiului X, mulţimea A -^ este o bandă. 
Cea mai mică bandă care conţine o submultime A a lui X se numeşte banda 
generată de A. Dacă X este un spaţiu liniar reticulat arhimedian, atunci o 
submultime G a lui X este o bandă daca şi numai dacă G = (G-4-*-. Dacă X 
este un spaţiu liniar a-reticulat, atunci, pentru orice element v e X, banda gene
rată de {v} coincide cu mulţimea ({v}^-)^-. Dacă T e s t e o mulţime oarecare 
nevidă iar X este un spaţiu liniar de funcţii reale definite pe T, atunci în X 
se poate considera ordinea liniară: x^y <=> x[t)^y(t), \ft e T. Această 
ordine se numeşte ordinea punctuală. în raport cu ordinea punctuală, spaţiul 
liniar Bj^(T) al funcţiilor reale mărginite definite pe T este un spaţiu liniar 
complet reticulat. Dacă T este un spaţiu topologic compact, atunci spaţiul 
liniar C R (T ) al funcţiilor reale continue definite pe T este un spaţiu liniar re
ticulat în raport cu ordinea punctuală. Acest spaţiu esie complet reticulat 
dacă şi numai dacă T este un spaţiu extremal. Dacă T este un segment al 
dreptei reale şi l ^ ^ e R , atunci spaţiul liniar LVR(T) (v. spaţiu liniar normat) 
este un spaţiu liniar complet reticulat cu ordinea: x s^y -&> x(t)^y(t) 
a.p.t. în anul 1928, F. Riesz a considerat pentru prima oară ca s.l.o. mulţimea 
funcţionalelor liniare definite pe un spaţiu de funcţii reale continue. Fundamen
tarea teoriei s.l.o. are loc între anii 1935— 1937 prin lucrările lui L. V. Kanto-
rovici şi H. Freudenthal iar apoi ale lui H. Nakano şi ale altor autori. (R.C.) 

spaţiu liniar ordonat arhimedian v. spaţiu liniar ordonat 
spaţiu liniar ordonat cît v. spaţiu liniar ordonat 
spaţiu liniar ordonat produs v. spaţiu liniar ordonat 
spaţiu liniar ordonat topologic, spaţiu liniar ordonat înzestrat cu o topo

logie liniară pentru care există o bază de vecinătăţi ale originii formată din 
mulţimi pline; o astfel de topologie se numeşte topologie local plină. Pentru 
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o topologie liniară T pe un spaţiu liniar ordonat X, următoarele condiţii sînt 
echivalente: 1) Topologia T este local plină; 2) Există o bază 9 ^ de vecinătăţi 
ale originii astfel ca pentru orice W eW, din 0 ^ # < y e IF să rezulte xeW; 
3) Dacă {x8}8 e A şi {^s}g e A s î n t Ş i r u r i generalizate cu valori în X astfel ca 
0^x8^y8, VSeA si (T)-lim y$ — 0, atunci (T)-lim x8 = 0. Două s.l.o.t. se 

8 e A S e A 
numesc izomorfe, dacă ele sînt izomorfe ca spaţii liniare ordonate printr-o 
bijecţie h astfel ca h şi hr1 să fie continue în raport cu topologiile date pe cele 
două' spaţii. Dacă T este o topologic liniară pe un spaţiu liniar ordonat X şi 
dacă se consideră mulţimea °^ a acoperirilor pline ale tuturor vecinătăţilor 
originii, atunci °^ reprezintă o bază de vecinătăţi ale originii pentru o topologie 
local plină T0. Topologia T0 este cea mai fină topologie local plină majorată 
de T şi se numeşte topologia local plină asociată topologiei T. într-un spaţiu 
l.o.t., orice mulţime (o)-mărginită este topologic mărginită. Dacă T este o 
topologie liniară metrizabilă pe un spaţiu liniar ordonat X şi dacă pentru orice 
submulţime (T)-mărginită a lui X, acoperirea sa plină este (T)-mărginită, atunci 
topologia T este local plină. O topologie local convexă pe un spaţiu liniar ordonat 
X este local plină dacă şi numai dacă poate fi definită de o mulţime de semi-
norme monotone. Un spaţiu liniar ordonat înzestrat cu o topologie local convexă 
şi local plină se numeşte spaţiu ordonat local convex. Dacă X este un spaţiu 
ordonat local convex' (cu topologia T), atunci orice funcţională liniară (T)~ 
continuă / pe X se poate reprezenta sub forma / = g — h, unde g şi h sînt 
funcţionale liniare (x)-continue şi pozitive. Dacă {x$}8 e A este un şir generalizat 
descrescător de elemente pozitive dintr-un spaţiu ordonat local convex separat X 
(cu topologia T) şi dacă acest şir generalizat converge către 0 în topologia slabă 
o(X, X*), atunci 'el converge către 0 şi în topologia T. O topologie liniară T pe 
un spaţiu liniar ordonat X se numeşte topologie (o)-continuâ dacă din xn j 0 

»eN 
în X rezultă (T)-lim xn= 0. Dacă X este un spaţiu ordonat local convex separat 

n 
(cu topologia T), atunci pentru ca T să fie (o)-continuă este necesar şi suficient 
ca orice funcţională liniară (T)-continuă pe X să fie (o^-continuă, i.e. din 
x - (o)-lim xn să rezulte f(x) = limf(xn) (v. convergenţa în sensul ordin ei). 

n « 
Pentru ca topologia definită de o normă ||-|| pe un spaţiu liniar ordonat X 
să fie local plină, este necesar şi suficient să existe un număr X^ 1 astfel ca 
din O^x^y în X să rezulte | |#||<X \\y\\. O astfel de normă se numeşte 
normă cvasimonotcnă; cînd X = 1, se numeşte normă monotonă. Dacă X 
este un s.l.o.t. al cărui con pozitiv are interiorul nevid, atunci X este normabil. 
Dacă X este un spaţiu liniar ordonat arhimedian înzestrat cu o normă ||-||, 
atunci următoarele condiţii sînt echivalente: 1) Topologia normei este local 
plină; 2) Există un număr p. > 0 astfel ca din x, y^O şi ||#|| = \\y\\ = 1 să 
rezulte || x-\-y || ^ \i. Un spaţiu liniar ordonat înzestrat cu o normă monotonă 
se numeşte spaţiu ordonat normat. Două spaţii ordonate normate X, Y se 
numesc izomorfe dacă ele sînt izomorfe ca spaţii liniare ordonate printr-o 
bijecţie h astfel ca \\h{x)\\ = \\x\\, VxeX. (R.C.) 

spaţiu liniar prcdus v. spaţiu liniar 
spaţiu liniar reticulat v. spaţiu liniar crdcnat 
spaţiu liniar reticulat cu unitate, spaţiu liniar reticulat în care există ele

mente totale şi în care s-a ales un element total şi pozitiv. Un astfel de element 
se numeşte element unitate. Fie X un s.l.r.u. şi fie 1 element unitate. Un element 
eeX se' numeşte element unitar dacă e A (1 - e) = 0. Proiecţia elementului 
unitate pe o componentă oarecare a lui X este un element uni+ar. Un element 

381 SPAŢIU LINIAR RETICULAT REGULAT 

seX se numeşte element simplu dacă se poate reprezenta sub forma s = \ \ X* e*f 

unde Xj sînt numere reale iar ei elemente unitare. Un element x e X se numeşte 
element mărginit dacă există un număr X > 0 astfel ca | # | ^ X 1 . Dacă într-un 
s.l.r.u. elementul unitate este axial, atunci el se numeşte unitate tare. Fie X 
un spaţiu liniar cr~reticulat cu unitate. Pentru orice element xe X funcţia 
gx: R-+AT dată de formula gx(k) = [(Xl — x)+]l (unde [v] este proiectorul principal 
generat de un element v) se numeşte funcţia spectrală a lui x. Dacă A este 
o diviziune a dreptei reale cu punctele X?-, i — 0, ± 1, ± 2 , ..., X* < X m şi 
X i+1 — X4-<e, pentru un anumit număr e > 0, se notează v(A) = sup (Xi+1 —X») 
şi se pune 

+ CO 

5(A) - (o)- Yi Yi(gx(h+i) ~~ gxCki)), 
— 00 

unde ji e [X*, X*+1] iar seria este convergentă în sensul ordinei. Dacă {A«}w M 

este un şir de diviziuni iar Hm v(A») = 0, atunci x = (o)-lim s{An). Rezultatul 
n n 

f+00 
se exprimă sub forma x= 1 \dgx{\) şi constituie teorema lui H. Freudenthal. 

J-00 
Dacă există un număr \ > 0 astfel ca IATI^^ 1 * atunci gx(\) — 0 pentru X^—$ 
Şi gxM — 1 pentru X > 5- î n acest caz s(A) este o sumă finită, iar integrala 
se reduce la o integrală pe un interval finit. Rezultă că există un şir de 
elemente simple care (p)-converge cu regulatorul 1 (v. convergenţa în sensul 
ordinei) către elementul x. Orice spaţiu liniar complet reticulat este izomorf 
(ca spaţiu liniar ordonat) cu un subspaţiu normal şi total al unui spaţiu liniar 
complet reticulat cu unitate. (R.C.) 

spaţiu liniar reticulat de tipul (o)-mărginirii O submulţime E a unui spaţiu 
liniar ordonat X se spune că este (o)-anulabilă dacă pentru orice şir {%}n de 
elemente din E şi orice şir {X»} w e N de numere pozitive convergent către'zero, 
şirul {^»#»}we-ţ^ este (o)-convergent către elementul 0. Se numeşte s.l.r.t. (o)-m. 
un spaţiu liniar reticulat arhimedian în care orice submulţime (o)-anulabilă 
este (o)-mărginită. în consecinţă, într-un astfel de spaţiu mulţimea submul-
ţimilor (o)-mărginite coincide cu mulţimea submulţimilor (o)-anulabile. De 
asemenea, într-un astfel de spaţiu o submulţime A este (o)-mârginită dacă şi 
numai dacă orice parte cel mult numărabilă a lui A este (o)-mărginită. (R.C.) 

spaţiu liniar reticulat regulat, spaţiu liniar reticulat arhimedian în care 
orice şir (o)-convergent, converge cu regulator. Pentru ca un spaţiu liniar reti
culat arhimedian să fie regulat, este necesar şi suficient ca următoarea condiţie 
să fie satisfăcută: dacă (o)-rim xn=0, atunci există un şir {Xw}nelNr de numere 

naturale astfel ca lim X» = + 00 şi (o)-lim \nXn = 0. Un B.l.r.r. în care pentru 
n n 

orice mulţime numărabilă de şiruri (o)-convergente există un regulator comun 
de convergenţă, se numeşte spaţiu liniar reticulat a-regulat. Pentru un spaţiu 
liniar reticulat arhimedian X, următoarele condiţii sînt echivalente: 1) Spaţiul'A' 
este a-regulat; 2) Dacă (o)-lim xnm = 0, weN, ' atunci există un şir {mn}ncrK 

de numere naturale cu, mn < mn+v astfel ca (o)-lim xnm = 0; 3) Spaţiul A" 
n 

este regulat şi pentru orice şir {xn}n e N de elemente pozitive există un şir {kn}n e l s r 

de numere reale cu Xw> 0, Mn e N, astfel ca şirul {Xn#w}M e N să fie (o)-mărginit. 
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Spaţiul 1JL(T), p^ 1, cu ordinea obişnuită (v. spaţiu liniar ordonat) este un spaţiu 
liniar reticulat <y-regulat. Spaţiul (5) al tuturor şirurilor de numere reale, cu 
operaţiile obişnuite şi cu ordinea 

este de asemenea un spaţiu liniar reticulat c-regulat. Spaţiul (s0) al şirurilor de 
numere reale care au numai un număr finit de termeni nenuli (organizat ca şi 
(s)) este un s.l.r.r., dar nu este c-regulat. (R.C.) 

spaţiu liniar reticulat topologic, spaţiu liniar reticulat înzestrat cu o topo
logie liniară pentru care există o bază de vecinătăţi ale originii formată din 
mulţimi solide; o astfel de topologie se numeşte topologie local solidă. O topologie 
local solidă este în particular o topologie local plină. Pentru ca o topologie 
liniară T pe un spaţiu liniar reticulat X să fie local solidă, este necesar şi suficient 
ca T să fie local plină şi ca aplicaţiile (x,y) -» x\/ y şi (x, y) —• x f\y ale lui 
X xX în X să fie (ij-continue. în consecinţă, o topologie liniară T pe spaţiul 
liniar reticulat X este local solidă dacă şi numai dacă pentru orice şiruri gene
ralizate {x§}§ e A , {y§}§ e A de elemente din X pentru care | x§ | < \y8\, VS e A şi 
(T)-lim y8 = 0 rezultă (xj-lim x§ — 0. Dacă un s.l.r.t. este separat (ca spaţiu 

8eA 8e A 
topologic) atunci: 1) Conul pozitiv este (T)-închis şi în consecinţă spaţiul este 
arhimedian; 2) Dacă un şir {%n}ne^ de elemente converge cu regulator către 
un element x, atunci el converge şi în topologia spaţiului către acelaşi element. 
Dacă în raport cu topologia sa T, un s.l.r.t. este metrizabil şi complet, atunci 
pentru ca un şir {^W}MGW de elemente să fie (T)-convergent către un e lemente , 
este necesar şi suficient ca orice subşir Sx- }M6lo- al şirului dat să conţină un 
subşir convergent cu regulator către x. O topologie local convexă pe un spaţiu 
liniar reticulat este local solidă dacă şi numai dacă poate fi definită de o mul
ţime de seminorme solide. Un spaţiu liniar reticulat înzestrat cu o topologie 
local convexă şi local solidă se numeşte spaţiu reticulat local convex (sau latice 
local convexă). Dacă un spaţiu reticulat local convex este bornologic în raport 
cu topologia sa, atunci el se numeşte spaţiu reticulat bornologic. Pentru un 
spaţiu reticulat local convex X (cu topologia T) următoarele condiţii sînt 
echivalente: 1) Spaţiul X este bornologic; 2) Orice submulţime solidă, convexă 
şi (T)-bornivoră a lui X este o (T)-vecinătate a originii; 3) Orice seminormă 
solidă şi (T)-mărginită este (T)-continuă. Dacă T este o topologie local convexă 
pe un spaţiu liniar reticulat X astfel ca X să fie un spaţiu bornologic, atunci 
pentru ca T să fie local solidă, este necesar şi suficient ca următoarea condiţie 
să fie satisfăcută în spaţiul X: dacă |#w | s^ |yw | , » e N , şi (T)-lim yn = 0, atunci 

n 
(T)4im xn ~ 0. Orice subspaţiu normal al unui spaţiu reticulat bornologic este 

n 
un spaţiu bornologic. Fie acum X un spaţiu liniar reticulat şi T o topologie local 
convexă, local plină în X. Fie °H? o bază de vecinătăţi ale originii formată 
din mulţimi echilibrate, convexe şi pline. Pentru orice V 6 ^W fie V — 
= {xeX\[—\x\, \x\]aV}, unde segmentul se înţelege în sensul ordinei. Sistemul 
{V | V e 9^} reprezintă o bază de vecinătăţi ale originii pentru o topologie 
local convexă şi local solidă T • Topologia T este cea mai puţin fină topologie 
local convexă, local solidă care majorează topologia T. Ea se numeşte topologia 
local solidă asociată topologiei T. Dacă conul pozitiv X+ este (T)-închis, atunci 
un şir generalizat monoton (xj-converge către un element x dacă şi numai dacă 
(T)-converge către acelaşi element. Dacă X este un spaţiu reticulat local convex 
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separat, atunci mulţimea X% a funcţionalelor liniare (T)-continue definite pe X 
este un subspaţiu normal al spaţiului liniar complet reticulat Xr al funcţionalelor 
regulate definite pe X; dacă în plus X este bornologic şi secvenţial (T)-complet, 
atunci Xţ=Xr. Dacă T este o topologie local convexă şi local plină pe un spaţiu 
liniar reticulat X, atunci X r este subspaţiul normal generat de X* în Xr. Dacă X 
este un spaţiu reticulat local convex metrizabil, atunci mulţimea X* a funcţio
nalelor liniare (o)-continuc (i.e. continue în raport cu (o)-convergenţa şirurilor) 
reprezintă componenta generată de X* f] X* în spaţiul Xr. O topologie 
liniară T pe un spaţiu liniar reticulat X se numeşte topologie (co)-continuă 
dacă din x8 j 0 în X rezultă (T)-lim x§ = 0. Dacă X este un spaţiu 

Se A 8eA 
reticulat local convex separat cu topologia T, atunci pentru ca Ţ să fie 
(ca)-continuă este necesar si suficient ca orice funcţională Hniară (T)-continuă 
pe X să fie (co)-continuă (i.e. din x = (co)-lim x$ să rezulte f(x) = l im/(# s ) 

8eA 8eA 
(v. convergenţa în sensul ordinei). Dacă X este un spaţiu reticulat bornologic 
separat (cu topologia T) secvenţial (xj-complet şi dacă T este (co)-continuă, 
atunci funcţionalele liniare ţij-continue pe X coincid cu funcţionale liniare 
(co)-continue pe X. Se numeşte spaţiu reticulat local convex de tip (L) (sau 
latice local convexă de tip (L)), un spaţiu reticulat local convex separat a cărui 
topologie poate fi definită de o mulţime 9* de seminorme solide astfel ca dacă 
p 6 9 şi x> y e X+, atunci p(xJ

ry) = p(x)-\-p(y). Dacă un astfel de spaţiu este 
secvenţial (T)-complet (resp. (T)-complet), atunci el este a-reticulat (resp. com
plet reticulat), topologia T este (o)-continuă şi orice şir crescător şi (T)-mărginit 
de elemente pozitive este (o)-mărginit. Se numeşte spaţiu reticulat local convex 
de tip (M) (sau latice local convexă de tip (M)) un spaţiu reticulat local convex 
separat a cărui topologie T poate fi definită de o mulţime 3> de seminorme solide 
astfel ca dacă p e 9> şi x, y E X+, atunci p{x\/y) — max (p(x), p(y)). Pentru 
ca un spaţiu reticulat local convex separat X să fie de tip (M) este necesar ş i 
suficient să existe în spaţiul X o bază de vecinătăţi ale originii formată din 
sublatici. Dacă X este un spaţiu reticulat local convex de tip (M) cu topologia T 
şi dacă X este (T)-complet, atunci pentru orice mulţime total (T)-mărginită 
există marginea superioară. (R.C.) 

spaţiu liniar topologic, spaţiu liniar înzestrat cu o topologie T pentru care 
aplicaţiile (x, y) -+ x-\-y (a lui XxX în X) şi (k, x) -* "kx (a lui TxX 
în X, unde T este corpul scalarilor) sînt aplicaţii continue. O astfel de topologie 
se numeşte topologie liniară. Sin.: spaţiu vectorial topologic. Elementul nul 
al unui s.l.t. se numeşte origine. într-un s.l.t. există o bază 9^ de vecinătăţi 
echilibrate şi închise ale originii, cu următoarele proprietăţi: i) Pentru orice 
VeW există V1 e °^ cu i\+V1c:V; ii) Dacă V e <W iar O ^ X e T , atunci 
XV e CW. Fie acum X un spaţiu liniar şi °^ o mulţime de submulţimi echilibrate şi 
absorbante ale lui X cu următoarele proprietăţi: 1) Pentru orice VG°I4? există 
V1 e W cu Vx-f Vx cz V; 2) Dacă Vlt V2 e CW, atunci există F 3 e °rf cu V2 c Vx n 
0 V2. Există atunci o topologie liniară i p e l pentru care 9 ^ este o bază de 

vecinătăţi ale originii. Un s.l.t. este separat dacă şi numai dacă pentru orice 
element, x ^ 0 există o vecinătate V a originii astfel ca x ţ V. Se numeşte 
subspaţiu liniar topologic al unui s.l.t. orice subspaţiu liniar înzestrat cu topolo
gia indusă. Dacă X este un s.l.t. iar G un subspaţiu liniar, atunci în spaţiul 
liniar cît XjG topologia cît este o topologie liniară. înzestrat cu topologia 
cît, XjG se numeşte s.l.t. cît. Spaţiul XjG este separat dacă şi numai dacă 
subspaţiul liniar G este închis. Dacă {Xj}jeJ este o familie de s.l.t. (cu acelaşi 

corp al scalarilor), atunci în spaţiul liniar produs I~I Xj topologia produs este 
i e / 
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o topologie liniară. înzestrat cu topologia produs, YI ^j s e numeşte s.l.t. produs. 

Două spaţii liniare topologice X, Y (cu acelaşi corp al scalarilor) se numesc 
izomorfe dacă există o bijecţie h : X -+ Y care satisface condiţiile: 

1) h(oiXl + P#2) = *H*i) + $h(x2), Va, 8 e T, Mxv x2 eX; 
2) Aplicaţiile h şi h*1 sînt continue. 

Dacă X este un s.l.t. separat şi dacă există în X o vecinătate total mărginită 
a originii, atunci spaţiul X este finit-dimensional. în particular, dacă X este 
un s.l.t. separat w-dimensional, atunci X este izomorf cu spaţiul liniar topologic 
Tm (cu topologia obişnuită). Studiul s.l.t. de diverse tipuri (spaţii local convexe, 
spaţii liniare cvasinormate, spaţii Banach, spaţii liniare ordonate topologice 
e t c ) , precum şi studiul operatorilor de diverse tipuri între astfel de spaţii for
mează obiectul domeniului matematicii care poartă denumirea de analiză 
funcţională. (R.C.) 

spaţiu liniar topologic cît v. spaţiu liniar topologic 
spaţiu liniar topolcgic ccmplct Fie X un spaţiu liniar topologic. Un şir 

generalizat {#§}§eA cu valori în X se numeşte şir generalizat Cauchy (sau şir 
generalizat fundamental) dacă pentru orice vecinătate W a originii există 
80E A astfel ca x§ — x8 e W dacă 8V 82^80. Dacă A este mulţimea numere
lor naturale (i.e. în cazul unui şir ordinar) se utilizează denumirea de şir Cauchy. 
Orice şir generalizat convergent este un şir generalizat Cauchy, dar reciproca nu 
este adevărată. Un spaţiu liniar topologic X se spune că este complet (resp. 
secvenţial complet) dacă orice şir generalizat Cauchy (resp. orice şir Cauchy) 
cu valori în X este convergent către un element al spaţiului. Definiţia se extinde, 
într-un mod evident, la submulţimi ale spaţiului X, obţinîndu-se noţiunea de 
mulţime completa (resp. mulţime secvenţial completă). Un spaţiu liniar topologic 
în care orice submulţime mărginită şi închisă este o mulţime completă, se 
numeşte spaţiu liniar topologic cvasicomplet. într-un s.l.t .c, orice submulţime 
închisă este o mulţime completă. într-un spaţiu liniar topologic separat, orice 
mulţime completă este închisă. într-un spaţiu liniar topologic separat şi 
complet, o submulţime este total mărginită dacă şi numai dacă este relativ 
compactă. (R.C.) 

spaţiu liniar topologic cvasiccmplet v. spaţiu liniar topologic complet 
spaţiu liniar topologic metrizabil, spaţiu liniar topologic a cărui topologie 

poate fi definită de o distanţă. Pentru ca un spaţiu liniar topologic separat X 
să fie metrizabil, este necesar şi suficient să existe în X o bază numărabilă de 
vecinătăţi ale originii. Topologia unui s.l.t.mu poate fi definită de o cvasi-
normă. '(R.C.) 

spaţiu liniar topologic normabil, spaţiu liniar topologic a cărui topologie 
poate fi definită de o normă. Pentru ca un spaţiu liniar topologic separat X 
să fie normabil, este necesar şi suficient să existe în X o vecinătate a originii 
care să fie convexă şi mărginită. (R.C.) 

spaţiu liniar topologic produs v. spaţiu liniar topologic 
spaţiu liniar topologic secvenţial complet v. spaţiu liniar topologic complet 
spaţiu local compact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu local convex, spaţiu liniar topologic în care există o bază de veci

nătăţi ale originii formată din mulţimi convexe. Topologia unui s.l.c. se numeşte 
topologie local convexă. în orice s.l.c. există o bază de vecinătăţi ale originii 
formată din mulţimi echilibrate, convexe şi închise, iar mulţimea tuturor sub-
mulţimilor echilibrate, convexe, închise şi mărginite formează o bază de mul-
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ţimi mărginite. Dacă X este un spaţiu liniar şi 9 o mulţime de seminorme 
pe X, atunci sistemul tuturor mulţimilor de forma 

E{PvPz>->pn\ s) = {*eX\pj(x) < e, ; = 1 , 2 , ..., n}t cu 0 < e e R şi p} e 9 , 

formează o bază de vecinătăţi ale originii pentru o topologie local convexă 
pe X. Această topologie se numeşte topologia definită de 9 . Ea este separată 
dacă şi numai dacă pentru orice element nenul x e X există p e 9 astfel ca 
p(x)^0. în acest caz se spune că 9 este o mulţime suficientă de seminorme 
pe X. Dacă X este un s.l.c. oarecare şi considerăm o bază 9 ^ de vecinătăţi 
echilibrate şi convexe ale originii, iar pentru orice F e ^ considerăm func
ţionala lui Minkowski pv asociată lui Vt atunci pv este o seminormă» iar 
topologia spaţiului este definită de mulţimea de seminorme {pv | V e 9^}. 
Fie X un spaţiu liniar. Dacă p1} p2 sînt seminorme pe X, se defineşte relaţia 
de ordine p^p^ prin condiţia p1{x)^pz(x), VxeX. Dacă 9 este o mulţime 
oarecare de seminorme pe X şi dacă notăm cu 9 ' mulţimea tuturor se mi

rt 
normelor de forma p'(x) = max pj(x), cu ^ e 9 , atunci 9 ' este o mulţime 

j ~ l 
dirijată de semmorme (în raport cu ordinea introdusă) iar topologiile definite 
de 9 şi 9 ' coincid. Dacă 9 este o mulţime dirijată de seminorme pe X, atunci 
o bază de vecinătăţi ale originii pentru topologia definită de 9 este mulţimea 
tuturor mulţimilor E (p; e), cu p e 9 şi 0 < e e R . Orice topologie local convexă 
este definită de o anumita mulţime dirijată de seminorme. Dacă 9 ' şi 9 " sînt 
mulţimi dirijate de seminorme pe un spaţiu liniar X, se spune că 9 ' este 
mai slabă ca 9* dacă pentru orice p' e9>' există p" e 9* şi un număr u. > 0 
astfel ca p'(x)^ \Lp"(x)f \JxeX. Se spune că 9 ' şi 9 " sînt echivalente dacă 
fiecare este mai slabă decît cealaltă. Topologia definită de 9 ' este majorată 
de cea definită de 9 " dacă şi numai dacă 9 ' este mai slabă ca 9*. în con
secinţă, topologiile definite de 9 ' şi 9 " coincid dacă şi numai dacă 9 ' şi 9* 
sînt echivalente. Dacă X este un s.l.c. separat, atunci şi completatul său X ( 
este un s.l.c. Dacă G este un subspaţiu liniar al unui s.l.c. X, atunci spaţiul 
liniar topologic cît XjG este un s.l.c. Dacă 9 este o mulţime dirijată de semi
norme care defineşte topologia lui X, atunci topologia spaţiului cît este defi
nită de mulţimea { j ? | ^ e 9 } a seminormelor de forma 

p(x) = inf {p(a) | ae x}, xeX/G. 
Dacă {Xj}jej este o familie de s . l .c , atunci şi spaţiul liniar topologic produs 
J~I Xj este un s.l.c. Dacă 9 j este o mulţime de seminorme care defineşte topolo-

gia lui Xj iar pentru orice pj e 9>j punem pj({xi}i e j) — pj{xj), Xj e Xj, atunci 
topologia produs este definită de mulţimea de seminorme {pj \ pjG^j', j € / } . 
Pentru orice s.l.c. separat X există o familie {Xj}jej de spaţii liniare normate 
astfel ca X să fie izomorf cu un subspaţiu liniar topologic al spaţiului liniar 
topologic produs Ţ~[ Xj. Fie acum T un spaţiu topologic separat şi C,R(T) mul-

ţimea funcţiilor reale continue definite de T. Cu operaţiile obţinute cu func
ţiile, Cj^(T) este un spaţiu liniar. Pentru orice parte compactă A cz X, punînd 

pA(x) = svLp{\x(t)\\te4}} xeCn(T), 

obţinem o seminormă pe C R ( J T ) . Topologia local convexă separată definită 
de mulţimea tuturor acestor seminorme, se numeşte topologia convergenţei 
compacte. Dacă T este un spaţiu local compact numărabil la infinit, atunci 
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CV»(T) cu topologia convergenţei compacte este metrizabil. Dacă T este 
compact, atunci C R ( T ) , cu aceeaşi topologie, este normabil. (R.C.) 

spaţiu local convex reflexiv Fie X un spaţiu local convex cu topologia 
T şi p = $(X%, X) topologia tare pe conjugatul X* al lui X. Spaţiul liniar 
(X%)ţ se va nota X**. Pentru orice xeX punînd Fx(f) = f(x), Mf eX*t avem 
Fx e X**. Fie ®(X) = {Fx \ x e X}. Dacă ®(X) = X**, atunci X se spune că 
este un spaţiu semireflexiv. Dacă X este semireflexiv iar topologia T a lui X 
coincide cu topologia tare $(X, X*), atunci X se spune că este un spaţiu reflexiv. 
Spaţiul X este semireflexiv dacă si numai dacă orice parte a sa care este măr
ginită în topologia slabă o(X, X%) este relativ compactă în aceeaşi topologie. 
Dacă X este semireflexiv atunci conjugatul său X* este tonelat în raport 
cu topologia^ tare. Spaţiul X este reflexiv dacă şi numai dacă este semireflexiv 
şi tonelat. în raport cu topologia tare conjugatul unui spaţiu reflexiv este 
un spaţiu reflexiv. Orice spaţiu liniar normat care este un spaţiu semireflexiv, 
este un spaţiu Banach şi un spaţiu reflexiv. Orice spaţiu liniar normat X 
care este reflexiv este secvenţial complet în topologia slabă o(X, X%). Un 
spaţiu liniar normat X este reflexiv dacă şi numai dacă sfera unitate închisă 
a spaţiului este compactă în topologia slabă a(X, X*). (R.C.) 

spaţiu local convex semireflexiv v. spaţiu local convex reflexiv 
spaţiu Mackey v. sistem dual de spaţii liniare 
spaţiu metric v. distanţă 
spaţiu metric complet, spaţiu metric în care orice şir Cauchy este con

vergent (v. şi spaţiu topologic complet). Amintim că un şir {xn}nel^ în spa
ţiul metric (X, d) se numeşte şir Cauchy dacă pentru orice e > 0 există nz e N 
astfel ca d(xn, xm)<z pentru orice n,m^ne. 
Teorema lui Cantor. Un spaţiu metric este complet dacă şi numai dacă 
orice şir descendent de mulţimi închise cu diametrele tinzînd la zero are 
intersecţie nevidă (redusă la un punct). 
O submulţime A a unui spaţiu metric este completă daca şi numai dacă 
orice şir Cauchy de elemente din A converge către un element din A. într-un 
s.m.c. o mulţime este completă dacă şi numai dacă este închisă. Fie (X, d) un 
spaţiu metric. Există atunci un s.m.c. (X, d) astfel încît X să fie izometric cu 
(un subspaţiu dens al lui X. Spaţiul metric (X, d) se numeşte completatul lui X 
v. şi şir generalizat Cauchy). Construcţia spaţiului X constituie un instru
ment clasic al analizei matematice şi este o extensie a procedeului lui Cantor 
de construcţie a mulţimii numerelor reale pornind de la mulţimea numerelor 
raţionale. Se consideră X mulţimea şirurilor Cauchy de elemente din X şi 
se introduce în X relaţia de echivalenţă 

Se notează X = X/^ . J înzestrată cu distanţa d(x, y) = lim d(xn,yn), unde 
n -> co 

i * » / n e N e x şi {ynsneN e 9> mulţimea X devine un s.m.c. Aplicaţia x —> x, 
unde x este clasa care conţine şirul constant Xfi —• X, Vw G N, este o izometrie 
între X şi un subspaţiu dens în X. (Gh.Gr.) 

spaţiu metric precompact v. distanţă 
spaţiu metrizabil v. spaţiu topologic metrizabil 
spaţiu Montei, spaţiu local convex tonelat, separat, în care orice mulţime 

mărginită este relativ compactă. Orice s.M. este un spaţiu reflexiv. Dacă X 
este un s.M., atunci conjugatul său X*, înzestrat cu topologia tare, este to t 
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un s.M. Dacă un spaţiu liniar normat este un s.M., atunci el este finit-dimen-
sional. (R.C.) 

spaţiu normal, spaţiu topologic separat în care este satisfăcută urmă
toarea axiomă de separare: (T4) Pentru orice mulţimi închise şi disjuncte A, B 
există mulţimile deschise şi disjuncte G, H astfel încît AczG şi BcH. Fie 9C 
un spaţiu topologic. Afirmaţiile următoare sînt echivalente: i) T4 ; ii) Pentru 
orice mulţime închisă A şi pentru orice mulţime deschisă G, care conţine 
pe A, există o mulţime deschisă H astfel încît AcH şi HczG; iii) Pentru 
orice mulţimi închise şi disjuncte A, B există o funcţie con t inuă / : 9C —• [0, i] 
astfel încît f(A) = î şi/(J5) = 0; iv) Pentru orice mulţime închisă, nevidă, F 
şi pentru orice funcţie continuă / : F ~> R există o funcţie continuă g: 9C —• R 
astfel . încît /(#) — g{%) pentru orice xeF; v) Pentru orice funcţie superior 
semicontinuă, mărginită superior, g: 9C —• R şi pentru orice funcţie inferior 
semicontinuă, mărginită inferior, / : St -» R astfel încît g(x)^f(x), V# e %, 
există o funcţie continuă h : 9C -*• R astfel încît g(x)^h(x)^f(x), \/xe9C. 
Echivalenţa dintre X4 şi proprietatea iii) este cunoscută sub numele de teo
rema lui Urîson iar echivalenţa dintre 7 4̂ şi iv) se numeşte teorema lui Tietze. 
Orice s.n. este complet regulat. Orice subspaţiu al unui s.n. este un spaţiu 
complet regulat. Orice spaţiu complet este normal. Orice spaţiu topologic 
metrizabil este normal. Unii autori numesc s.n. un spaţiu topologic în care este 
sălisfăcută axioma T4 (deci fără ipoteza de separare). Axioma T4 este numită 
do N. Bourbaki axioma Ov. (Gh.Gr.) 

spaţiu nuclear Fie X un spaţiu local convex. Dacă W este o vecinătate 
echilibrată şi convexă a originii iar pw funcţionala lui Minkowski asociată 
lui W, atunci mulţimea ^ ^ ( 0 ) este un subspaţiu liniar închis al spaţiului X. 
Să considerăm spaţiul liniar cît Xw = Xjp$-{0) şi fie lw: X -+ XW aplicaţia 
canonică (i.e. lw(x) — x, unde x este clasa determinată de elementul x). For
mula || x \\w — pw(x) defineşte o normă pe spaţiul liniar Xw. Fie Xw comple
tatul spaţiului liniar normat Xw şi lw: X-+Xw aplicaţia definită prin lw(x) = 
• -lyv(x), Mx e X (considerînd XwaXw). Spaţiul local convex X se numeşte s.n. 
dacă pentru orice vecinătate echilibrată şi convexă W a originii, aplicaţia lw 
<\ste un operator nuclear. O condiţie necesară şi suficientă ca un spaţiu local 
convex Ar să fie*, nuclear este ca, pentru orice vecinătate echilibrată şi convexă W 
a originii, să existe o vecinătate echilibrată şi convexă W0 a originii astfel 
ca i]'0cz.\V iar aplicaţia canonică lw w : Xw -» Xw (i.e. lw w(^w0(x)) — ^w[x)» 
Vxe X) să fie un operator nuclear. în orice s.n. X există o bază 9^ de veci
nătăţi echilibrate şi convexe ale originii astfel ca pentru orice W e 9 ^ 
spaţiul Xw să fie prehilbertian. Un subspaţiu liniar topologic aî unui s.n. 
este un s.n. Dacă un spaţiu Banacheste un s.n., a,tunci el este finit-dimen-
sional. (R.C.) 

spaţiu Oka v. fascicol coerent 
spaţiu ordonat local convex v. spaţiu liniar ordonat topologic 
spaţiu ordonat normat v. spaţiu liniar ordonat topologic 
spaţiu polonez v. mulţimi susliniene; mulţimi proiective; mulţimi analitice 
spaţiu prehilbertian v. spaţiu Hiîbert 
spaţiu reflexiv v. spaţiu local convex reflexiv 
spaţiu reticulat Sanach v. spaţiul reticulat normat 
spaţiu reticulat bornologic v. spaţiu liniar reticulat topologic 
spaţiu reticulat local convex v. spaţiu liniar reticulat topologic 
spaţiu r eticulat normat, spaţiu liniar reticulat X înzestrat cu o normă || * |) 

care satisface condiţia: j # | ^ | y |, (x, y e X) ==>j| # | | ^ jjyjj; o astfel de normă 
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1 

se numeşte normă solidă. Sitj.: latice normată. Pentru ca o normă || • || 
pe un spaţiu liniar re t icda t X să fie solidă, este necesar şi suficient ca din 
condiţiile | xn\^\yn\, w e N , şi Hm || yn\\ = 0 să rezulte Hm || xn\\ = 0. 

Se numeşte spaţiu reticuîat Banach (sau latice Banach) orice s.r.n. care este 
complet ca spaţiu liniar normat. într-un spaţiu reticuîat Banach, un şir {xn}n G N 
de elemente converge în normă către un element x dacă şi numai dacă din 
orice s u b ş i r { # y J M e N Se poate extrage un subşir care converge cu regulator 
către x. Prin definiţie, un s.r.n. A are normă (o)-continuâ (resp. normă (^-con
tinuă) dacă din xn | 0 (resp. xs [ 0) rezultă lim ||#„|| = 0 (resp. lim|| #*|| = 0). 

» e N SeA n SeA 
Dacă X este un s.r.n., atunci următoarele două condiţii sînt echivalente: 
1) X este un spaţiu liniar <j-reticulat şi are normă (o)-continuă; 2) X este un 
spaţiu liniar complet reticuîat, (6>)-separabil şi are normă (co)-continuă. Dacă 
X este un spaţiu reticuîat Banach cu normă Jto)-continuă, atunci X este un 
spaţiu liniar complet reticuîat (o)-separabil. într-un spaţiu reticuîat Banach 
cu normă (o)-continuă, un şir { # » } w e N de elemente converge în normă către un 
element x dacă şi numai dacă din orice subşir {*yJ w e N se poate extrage un 
subşir care (o)-converge către x. Dacă X este un s.r.n., atunci norma sa se poate 
prelungi într-o normă solidă pe extensia Dedekind X a lui X; dacă X are 
normă (ţo)-continuă, atunci prelungirea este unică. Se numeşte spaţiu de tip 
(KB) orice s.r.n. cu normă (o)-continuă, care este a-reticulat şi satisface con
diţia: dacă Q^x^x^... în X şi | |^n | |<X, V« e N, atunci există V #». 
? n G N 
într-un spaţiu de tip (KB) o submulţime A este (o)-mărginită dacă şi numai 
dacă mulţimea l \J \XJ\ | Xj e A, n e N \ este topologic mărginită. Pentru ca 

un şir { # » } M 6 N de elemente ale unui spaţiu de tip (KB) să fie (o)-convergent 
\n-\-m II 

către 0, este necesar si suficient ca lim V 1**1 = 0 uniform în raport cu m. 

Orice spaţiu de tip (KB) este un spaţiu Banach şi un spaţiu a-regulat. Se 
numeşte s.r.n. de tip (L) (sau latice normată de tip (L)) orice s.r.n. a cărei 
normă este aditivă pe conul pozitiv: || x + y\\ = \\x\\ + \\y\\ dacă x, y > o -
Dacă un astfel de spaţiu este şi complet ca spaţiu liniar normat, atunci el 
se numeşte spaţiu reticuîat Banach de tip (L) (sau latice Banach de tip \L)). 
Orice spaţiu reticuîat Banach de tip (L) este un spaţiu de tip (KB). Pentru 
ca un s.r.n. X să fie de tip (L) este necesar şi suficient ca din xf\y = 0 
în X să rezulte || x + y\\ = || x\\ +\\y\\. Se numeşte s.r.n. de tip (M) (sau 
latice normată de tip (M)) orice s.r.n. a cărui normă satisface condiţia: \\x\f y || = 
= max (|| x\\, \\y\\) dacă x,y^0. Dacă un astfel de spaţiu este şi complet 
ca spaţiu liniar normat, atunci el se numeşte spaţiu reticuîat Banach de tip (M) 
(sau latice Banach de tip (M)). Dacă X este un spaţiu liniar reticuîat arhi-
median în care există elemente axiale, atunci X este un s.r.n. de tip (M) în 
raport cu „norma generată de un element axial u", i.e. norma dată de formula 
{\x\\ — inf {[i > 0| |#|<fxw}. Dacă X este un spaţiu liniar a-reticulat în 
care există elemente axiale, atunci X este şi un spaţiu Banach în raport 
cu norma precedentă. Pentru ca un s.r.n. X să fie de tip (M), este necesar 
şi suficient ca din x Ay = 0 în X să rezulte || x -f y\\ = max (|| x\\, \\y\\). 
Dacă într-un s.r.n. conul pozitiv are interiorul nevid, atunci norma spaţiului 
este echivalentă cu norma generată de orice element axial. într-un spaţiu 
reticuîat Banach de tip (M), orice mulţime relativ compactă admite margine 
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1 superioară. Dacă X este un s.r.n. nenul, care este în acelaşi timp de tip (M) 
1 şi de tip (L), atunci X are dimensiunea unu. Dacă X este un s.r.n. oarecare, 
1 atunci conjugatul sau X% (unde T este topologia normei) este un subspaţiu 
I normal al spaţiului Xr al funcţionalelor regulate definite pe X; in particular, 
I X* este un spaţiu liniar complet reticuîat; X* este de asemenea un spaţiu 
I reticuîat Banach. Dacă X este un spaţiu reticuîat Banach, atunci X* = Xr„ 
• Dacă X este un spaţiu de tip (KB), atunci mulţimea X* a funcţionalelor 
1 liniare (o)-continue (i.e. continue în raport cu convergenţa în sensul ordinei 
I a şirurilor) definite pe X, precum şi mulţimea X* a funcţionalelor liniare 
I (coj-continue (i.e. continue în raport cu (co)-convergenţa şirurilor generalizate) 
I definite pe X, coincid cu Xr. Dacă X este un spaţiu de tip (KB) şi dacă în 
I X există elemente totale, atunci şi în spaţiul X* există elemente totale iar 
I spaţiul X* este (o)-separabil. Dacă X este un s.r.n. de tip (L) (resp. de t ip 
I (M)), atunci X* este un spaţiu reticuîat Banach de tip (M) (resp. de tip ' (L)). 
I Fie acum X un s.r.n. oricare şi să notăm X** — (X*)*. Are loc egalitatea 
I X** = (X%)r, iar A** este un spaţiu liniar complet reticuîat şi un spaţiu 
I reticuîat Banach. Pentru orice element xeX fie Fx(f) — f(x), / e A * , ' ş i 
I *F(A) = {F% | x e X}. Mulţimea Y(A) este un subspaţiu liniar reticuîat al 
I spaţiului X** iar X ş iY(A) sînt izomorfe, ca spaţii liniare ordonate normate, 
I prin aplicaţia x -• Fx. Dacă s.r.n. X este complet reticuîat, atunci au loc urmă-
I toarele rezultate: 1) Y(X) este un subspaţiu normal al spaţiului X** dacă 
I şi numai dacă X are normă (o)-continuă; 2) X¥(X) este o componentă a spa-
I ţiului A** dacă şi numai dacă X este un spaţiu de tip (KB). Dacă X este 
I un spaţiu reticuîat Banach şi un spaţiu liniar complet reticuîat, atunci pentru 
1 ca A să fie reflexiv ca spaţiu liniar normat, este necesar şi suficient ca X 
1 şi X% să fie spaţii de tip '(KB). Dacă T este un segment al dreptei reale 
1 iar l ^ e R , atunci spaţiul L*(T) cu structurile obişnuite (v. spaţiu liniar 
1 normat, spaţiu liniar ordcnat) este un spaţiu de tip (KB). în particular, Lt*(T) 
I este un spaţiu reticuîat Banach de tip (L). Mai general, dacă T este o mul-
I ţime nevidă, J o a-algebră de submulţimi ale lui T şi u. o măsură (finită) 
I pe (J) atunci s.r.n. L^T, <?> \i) se defineşte într-un med analog spaţiului J L ^ T ) 
I de mai sus şi este un spaţiu reticuîat Banach de tip (L) în care există ele-
1 mente totale. Reciproc, dacă X este un spaţiu reticuîat Banach de tip (L) 
I cu unitate, atunci X este izomorf (ca spaţiu liniar ordonat normat) cu uri 
I spaţiu IJI(T, S', u.). Dacă X este un spaţiu reticuîat Banach în care norrn» 
I este generată de un element axial, atunci există un spaţiu topologic corn-
I pact T astfel ca X să fie izomorf (ca spaţiu liniar ordonat normat) cu spa-
1 ţiul C,P(T) al funcţiilor reale continue pe T înzestrat cu ordinea punctuală 
I şi norma obişnuită (v. spaţiu liniar normat). (R.C.) 
1 spaţiu Schwartz, v. spaţiu de tip Schwartz 
m spaţiu semireflexiv v. spaţiu local convex reflexiv 
I spaţiu (o)-separabil v. spaţiu liniar ordonat 
\ spaţiu Eimplectic Fie E un spaţiu vectorial peste R. O formă simplectică a 
I este o formă biliniară E x £ - + R care este: 1) (Antisimetrică) a(x, y) = 
1 == — a (x, y); 2) (Nedegenerată), i.e. a(x, y) = 0 pentru orice y e E implică 
1 x = 0. Un spaţiu vectorial E înzestrat cu o formă simplectică se numeşte 
I s.s. Dacă X este o varietate diferenţiabilă, o formă simplectică este o 2-formă 
I închisă co (deci d o = 0) astfel încît u>x să fie o formă simplectică pe T*(A) 
I pentru orice x e X. O varietate înzestrată cu o formă simplectică se numeşte 
I varietate simplectică; o astfel de varietate este întotdeauna de dimensiune 
I pară. Fibratul cotangent T*(X) are întotdeauna o structură simplectică, 

file:///n-/-m
file:////x/f
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dată de 2-forma fundamentală a = £ <*5Md*/. ce apare ca diferenţiala exte-

noară a l-formei fundamentale co = £ £ ; dxj] deci do> = a. Paranteza Poisson 
{/, g) nu este decît a(Hf, Hg), unde if,, Hg sînt cîmpurile hamiltoniene defi-
nite d e / , respectiv g. Fie (£, a) un s.s. şi F un subspaţiu al său; se poate 
defini subspaţiul F 1 - , ortogonalul lui V în raport cu forma simplectică; în 
particular, dacă V este de dimensiune 1, F c F 1 datorită antiliniarităţii formei 
a; un subspaţiu V se numeşte izotropic, respectiv lagrangian, respectiv 
involut ivdacă VczVx, dacă V ^V1, respectiv VLcV. O varietate X se 
numeşte izotropică, respectiv lagrangiană, respectiv involutivă dacă T*(X)X 
este izotropic, respectiv lagrangian, respectiv involutiv pentru orice xeX. 
Subvarietăţile lagrangiene din T*(X) joacă un rol esenţial în studiul opera
torilor integrali Fourier. (G.G.) 

spaţiu stonian ataşat unui clan de părţi v. reducerea la integrarea pe spaţii 
local compacte 

spaţiu tangent Fie M o varietate diferenţiabilă de clasă Cr, l ^ r < oo, 
şi a un punct din Af. Pentru orice număr întreg k situat între 1 şi r, fie 

C i , , a : = : lim C*(U). 
> 

U=*UBa 
Aceasta înseamnă că 

CkM,a=(UCk(U))l 
unde £7 parcurge mulţimea vecinătăţilor deschise ale lui a în M si unde ~ 
este relaţia de echivalenţă definită prin 

Ck(U)3f~geCk(V), aeUf]Vt 

dacă şi numai dacă există o mulţime deschisă W în M astfel încît aeWcz 
czU f]V şi f\ W = g | W. Elementele mulţimii C\t a se numesc germeni 
(în punctul a) de funcţii de clasă C*. Dacă U este o vecinătate deschisă 
a lui a în M şi dacă / e Ck(U), clasa de echivalenţă a lui / în C% a se notează 
p r i n / 0 sau pa(/); se spune atunci c ă / a este germenul lui f (sau germenul definit 
de f) în punctul a. Există o unică structură de inel pe mulţimea Ch

M a astfel 
încît aplicaţia p*J: Ck(U)-+Ch

M%a să fie morfism de inele pentru orice vecină
tate deschisă £7 a lui a. Germenii în a definiţi de funcţiile reale constante 
formează un subinel al lui C%>a, canonic izomorf cu R ; astfel C\ a este 
o R-algebră. O derivare (reală) în algebra C\It a este o aplicaţie R-liniară 
u :CM, a~*-R c a r e satisface regula lui Leibniz de derivare a produsului, i.e. 

u(faga) = u(fa) g{a) + f(a) u{ga). 

Mulţimea Deij^CJr.a) a tuturor derivărilor în algebra C*M,a are o structură 
evidentă de spaţiu vectorial real. Ex.: Dacă J£ este intervalul deschis ( —s, z) 
al dreptei reale, e > 0, şi dacă y e Ck(IB> M) este un drum de clasă Ck pe M 

. astfel încît y(0) = a, aplicaţia u: C\I> a->R, definită prin u(fa) = -— (/o y) , 
d* [JÎ=O 

/a e C M , a> este o derivare în algebra C^, a, numită derivarea asociată drumu
lui y (sau vectorul viteză al drumului y la momentul t = 0). Se numeşte 
i/ecfor tangent la Af în punctul a orice derivare u în algebra C^-, a pentru care 
există un drum CX(IZ, Af) cu y(0) = a astfel încît u să fie derivarea asociată 
•lui y. Mulţimea tuturor vectorilor tangenţi la M în punctul a formează un 
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subspaţiu vectorial al lui Der R (C | / t a), notat T(M)a sau Ta(M) şi numit s.t. 
la M în punctul a. 

Teorema bazei. Fie a = (xv ..., xn) o hartă locală a lui Af cu domeniu £7 con

ţinînd punctul a. Pentru fiecare i = 1, ..., w, fie — (a) : C^, a -» R aplicaţia 

definită prin 
— (a) (/a) = — (a(a)), 

unde (/,, ..., tn) sînt coordonatele carteziene ale lui Rw . Atunci •— (a) e T(M)a 
dxi 

pentru orice i şi n-uplul j —- (a), ..., [a) I este un reper al spaţiului vec-

torial real T(M)a; în particular, T(M)a este un spaţiu vectorial real de dimen
siune n, egală cu dimensiunea varietăţii M. 
Fie N o altă varietate diferenţiabilă de clasă Cr şi 9 e Ck(M, N). Aplicaţia 

?a- *-'#, cf(a) ^ ^ M , a 

definită prin compunerea cu cp la dreapta, i.e. 9a(g<p(a)) = (g° ?)a» e s t e xm 

morfism de R-algebre. Dacă u este o derivare în ^algebra C\t a, atunci aplicaţia 
compusă u o cp* este o derivare în algebra Ck

Nt ^a). In cazul k== 1, dacă w e T(M)a, 
atunci uo cp* e T(AT)cp(a), şi anume dacă u este derivarea în algebra C\J<a aso
ciată drumului y e C 1 ^ , Ai), y(0) = a, atunci MO 9* este derivarea în algebra 
C^ t cf(a) asociată drumului § = 90 y. Aplicaţia <p#>a: T(A/)a -»• T(A7)^(a), definită 
prin cp*,aM == wo9Î , este R-liniară şi se numeşte aplicaţia (liniară) tangentă 
la 9 în punctul a. Această aplicaţie are proprietăţi functoriale de tip covariant. 
Anume, dacă 9 = idM , atunci 9*, a = idT{M) . De asemenea, dacă F este o altă 
C r-varietate şi dacă ty e Ck(N, T), atunci iji o 9 e Ck(M, F) şi (t|)o(p) t )f l = 
= ^*, cp(a)°9*. o- Aplicaţia liniară tangentă 9*,^ constituie principalul instru
ment tehnic în studiul local (de ordinul întîi) al aplicaţiilor diferenţiabile între 
varietăţi diferenţiabile. Pentru ilustrarea acestei afirmaţii considerăm aici trei 
teoreme fundamentale. în cele ce urmează, 9 e Ck(M, N), l^k^r, este aplica
ţie diferenţiabilă de clasă Ck dată, de M un punct fixat, n = dim Af, wz = dim N~ 
Teorema aplicaţiei etale (sau teorema aplicaţiei inverse). Aplicaţia liniară 
tangentă 9* ,a : T(M)a -* T(A7)cp(a) este bijectivă dacă şi numai dacă există 
o vecinătate deschisă U a lui a în Af astfel încît mulţimea 9 (17) să fie 
deschisă în AT şi aplicaţia 9 | U : U ~> <p(U") să fie un C^-difeomorfism. 
Teorema imersiei locale. Condiţiile următoare sînt echivalente: i) Aplicaţia 
liniară tangentă 9* > a este injectivă; ii) Există o vecinătate deschisă U a lui 
a în Af, o vecinătate deschisă V a lui 9 (a) în N conţinînd mulţimea cp(î7), 
o submulţime deschisă D a lui R p , p^O, conţinînd originea, şi o factori-
zare (ţ>\U — hoi:U->V, unde i : U -> U xD este aplicaţia i(x) = (x, 0), 
x e U, iar & : £7" X D -+ V un Cfc-difeomorfism; iii) Există o vecinătate des
chisă V a lui a în Af, o vecinătate deschisă V a lui 9 (a) în N conţinînd pe 
9(£7) şi o retracta de clasă Ck a aplicaţiei 9 | U : U •-• F , i.e. o aplicaţie 
p e C*(F, £7) astfel încît p(cp(^)) = x pentru orice xeU. 
Teorema submersiei locale. Condiţiile următoare sînt echivalente: i) Aplicaţia 
liniară tangentă 9*,a este surjectivă; ii) Există o vecinătate deschisă U a 
lui a în Af, o vecinătate deschisă V a lui 9(a) în A7 conţinînd mulţimea 9(£7), 
o submulţime deschisă D a lui R p , p ̂  0, şi o factorizare 9 | U = pr^ o h a 
aplicaţiei '9 | £7 : U -+ V, unde prx : VxD -+V este proiecţia canonică şi 
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h : U ~* V X D un C^-difeomorfism; iii) Există o vecinătate deschisă U a 
lui a în M, o vecinătate deschisă V a lui 9(a) în N conţinînd pe <p(U") şi o 
secţiune de clasă Ck în punctul a a aplicaţiei cp \ U : U -+V, i.e. o aplicaţie 
s e C*(7, U) astfel încît s(q>(a)) = a şi 9(s(#j) = # pentru orice xeU. 
Notăm că în teorema imersiei locale m^n şi p = m — n iar în teorema 
submersiei locale m^n şi p = n — m. Se spune că aplicaţia 9 este etala 
(resp. imersie, resp. submersie) în punctul a dacă satisface condiţiile echiva
lente ale teoremei aplicaţiei etale (resp. teoremei imersiei locale, resp. teoremei 
submersiei locale). Aplicaţia 9 se numeşte etala (resp. imersie, resp. submersie) 
dacă este etala (resp. imersie, resp. submersie) în fiecare punct x e M. Apli
caţia 9 se numeşte scufundare dacă este imersie şi omeomorfism pe imagine, 
şi scufundare închisă dacă este o scufundare şi <p(M) o submulţime închisă 
a lui Ar. Din teorema imersiei locale se obţine 
Teorema imaginii. 9 este scufundare dacă şi numai dacă 9(Af) este o sub-
varietate de clasă Ck a lui N şi aplicaţia 9 ' : M ~+ cp(M), indusă de 9, un 
C*-difeomorfism. 
Un punct a e M s e numeşte punct regulat al lui 9 dacă 9 este submersie în a 
şi punct critic al lui 9 în caz contrar. De pildă, dacă N — R , punctele de 
extrem local ale lui 9 sînt puncte critice ale lui 9. Un punct b e N se numeşte 
valoare regulată a lui 9, dacă fibra Mb : = 9~1(&) este formată numai din 
puncte regulate, şi valoare critică a lui 9 în caz contrar. Un punct be N se 
numeşte valoare lacunară a lui 9 dacă b$y{M). Dacă C^ este mulţimea puncte
lor critice ale lui 9, atunci 9(Cep) e s t e mulţimea valorilor critice ale lui 9 ; în 
particular valorile lacunare sînt valori regulate. Din teorema submersiei locale 
se o bţine 
Teorema contraimaginii. Dacă b e 9(M) este o valoare regulată a lui 9, atunci 
Mb : = 9_1(6) este o subvarietate de clasă Ck a lui M şi, pentru orice a e M&, 
şirul de spaţii vectoriale 

0 ~> T(Mb)a ^ T[M)a l^]T[N)h—^0 

este exact, unde i : Mjj ~* M este aplicaţia de incluziune. 
Obs. în cazul M o submulţime deschisă a lui Rw şi N=]Rn, dacă b este o valoare 
regulată a lui 9 şi a e Af& : = 9~1(&), atunci şirul de spaţii vectoriale 

din Cp' (O) 
0 -> T{Mb)a —4* Rw 2Lli. R » — > 0 

este de asemenea exact, unde dia este diferenţiala în punctul a a aplicaţiei de 
incluziune i : M&—>RW şi 9'(a) derivata în punctul a a aplicaţiei 9, i.e. aplicaţia 
liniară de la Rw la ]Rm definită prin 

n o 
9'(a) (#) = V xt — ~ (a), x = (xv ,., xn) e Hn. 

în ceea ce priveşte întrebarea privind o evaluare globală a mulţimii valorilor 
critice ale lui 9, răspunsul este furnizat de o teoremă faimoasă: 
Teorema lui Sard. în ipoteza M cu bază numărabilă şi A^maxţw — m + 1,1), 
mulţimea valorilor critice ale aplicaţiei 9 e Ck(M, N) este local de măsură 
zero în N, i.e. P(9(C<p) 0 V) este o mulţime de măsură Lebesgue zero în Hm 

pentru orice hartă locală (3 : V -* ]Rm a lui N. (M.J.) 
spaţiu tangent antiolomorf v. spaţiu tangent olomorf 
spaţiu tangent complex Fie M o varietate diferenţiabilă de clasă C r , 

i ^ r ^ o o , şi a un punct din M. Considerăm algebra complexă C1
Mt a(C) a 
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germenilor în a de funcţii complexe de clasă C1 definite pe vecinătăţi deschise 
ale lui a, i.e. 

C k « ( Q : ~ lim CHU.C). 

U=U3a 

Pentru orice mulţime deschisă U a lui a în M şi orice funcţie fe C^U, C), 
se notează prin / a sau p^(/) germenul definit de / în punctul a. Orice germen 
fa 6 Cl

Ml fl(C) se scrie în mod unic sub forma fa = /«+ i / â cu /„, /£ e C ^ <, (v. spa
ţiu tangent). Germenul / a se numeşte real dacă /* = 0, i.e. fa = f'ae C\jta. 
O derivare în algebra C ^ a ( C ) este o aplicaţie C-liniară v : CX

M10(C) -> C 
care verifică regula lui Leibniz de derivare a produsului: 

Hfaga) = v(/o) g(a) + f{a) v(ga). 

Mulţimea Der^fC^, fl(C)) a tuturor derivatelor algebrei C J ^ C ) are o structură 
evidentă de spaţiu vectorial complex. Orice derivare u e D e r R ( C ^ a) (v. spaţiu 
tangent) se extinde în mod unic la o derivare, notată tot cu u, în algebra 
C\t,a{C), şi anume prin egalitatea 

«(fa + î/S) = uifa) + i«(/S). 
î n acest mod, spaţiul vectorial real Der.,R (C^, a) se realizează ca subspaţiu vec
torial real al spaţiului vectorial complex Der ^ (C^ , 0(C)). Orice derivare în algebra 
C\lt a(C) se scrie unic sub forma v = v1-\-iv2 cu vL, v2 e Der R (C^ , J . Se numeşte 
vector tangent complex la varietatea diferenţiabilă M în punctul a orice derivare 
v = v1 + iv% e~DQXp{C1

Mt(h{C)) astfel încît vl şi v2 să fie vectori tangenţi la M 
în punctul a, i.e. vvvzBT(M)at Vectorii tangenţi complecşi la M în a formează 
un subspaţiu vectorial complex al lui D e r ^ C ^ , 0(C)), notat T^(M)a şi numit 
s.t.c, la M în punctul a. Deoarece orice vector ve T^{M)a se scrie în mod unic 
sub forma v — vi + iv2, cu vv v2 e T(M)a, rezultă că T^{M)a este un corn-
plexificat al spaţiului tangent T(M)a. (De aceea o descriere alternativă a 
s.t.c. la M în punctul a este T^M)^ = T(Af)a(g)C.) Fie (xlf ..., xn) un sistem 
de coordonate locale pe M cu domeniul U conţinînd punctul a. Din teorema 

bazei (v. spaţiu tangent) rezultă că j (a), ..., (a) I este un reper al lui 
V Bx± 8xn ) 

TCi(M)a ca spaţiu vectorial complex, i.e. orice ve T^(M)a se scrie în mod 
unic sub forma 

n « 
u = V. ĉ  (a), cţ e C . 

Fiind un complexificat al lui T(M)a, s.t.c. T^(M)a admite o conjugare evi
den tă Q, şi anume definită prin Q(vx + iv2) = vx — iv2> vvv2 e T(M)a. 
Evident, aplicaţia Q de la s.fc.c. TG{M)a în el însuşi este antiliniară şi Q o Q = iă J 
in plus, 

T[M)a = {ve TvyM)a \ (?« - v}. 

Da ca iV este o altă varietate diferenţiabilă de clasă Cr şi dacă 9 e (^(M, Ar) 
aplica+ia liniară tangentă 9*, a'. T(M)a -+ TfiV)^^) se extinde în mod unio# 
la o aplicaţie C-liniară 

9 Î / « : T c ( M ) a - * T c ( t f )«,<«>, 
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numită aplicaţie C-Uniarâ tangentă la cp în punctul a (si notată, de regulă,, 
tot <p*f a ) . {M.J.) 

spaţiu tangent geometric Fie Mo subvarietate diferenţiabilă de clasă 
C1 a lui R m şi a un punct din M. Dacă se notează prin i: M-+W71 aplicaţia 
de incluziune a lui M în R » şi prin dia: T{M)a~> R w diferenţiala acestei apli
caţii în punctul a, s.t.g. la M în punctul a se defineşte ca fiind imaginea apli
caţiei liniare dia, i.e. subspaţiul vectorial T{M)g

a
eom al lui R m definit prin 

T(M)l«*":**{dia(v)\vGT(M)a}. 

Rezultă că T(M)g
a
eom este un spaţiu vectorial real de dimensiune n, egală cn 

dimensiunea subvarietăţii M, canonic izomorf cu T(M)a (v. spaţiu tangent). 
Dacă D este o submulţime deschisă a lui Rw şi cp: D -*• R m o parametrizare 
locală a lui Ai" astfel încît a e <p(D), s.t.g. la M în punctul a este egal cu imaginea 
diferenţialei aplicaţiei 9 în punctul a, i.e. 

T(M)*T = ly, u — w &,...,*») 6 R» 

uncie c = 9-!(a). De asemenea, dacă U este o submulţime deschisă a 
lui R w conţinînd punctul a şi / : U~» R^ o submersie de clasă C1 astfel încît 
M(]U = / - 1 (0 ) , atunci 

T(A.f)|eom = Ker/ ' (a) = 

£1 Bxt J 

unde / ' ( a ) : R w -» R3* este derivata aplicaţiei/ în punctul a, i.e. aplicaţia liniară 
m 8f 

definită prin f'(a) (x) = V AT< ——(a) . Ex. : F i e / funcţia reală pe R w + i defi
n i d*i 

uită prin f(x, ..., xn+1): = #f + ... + #2+1. Evident 1 este o valoare regulata 
nelacunară a l u i / , deci sfera Sw : ^ / - ^ ( l ) este o subvarietate diferenţiabilă 
declasa C00 a lui R w + 1 şi s.t.g. al lui Sn în punctul a e Sn este dat de formula 

T^jgeom _ ^ 6 R »+i | (a *> = ()}. (M.J.) 

spaţiu tangent olomorf Fie M o varietate complexă şi a e M. Un vector 
tangent complex ve T^(M)a se numeşte olomorf dacă i>(/a) = 0 pentru orice 
germen fa e 0M, a c C1

Mt a(C), unde prin fa se notează germenul conjugat cu fa. 
Mulţimea tuturor vectorilor tangenţi olomorfi v e T^{M)a formează un subspa-
ţiu vectorial complex al lui T^(M)a, notat T'(M)a şi numit s.t.o. la M în punc
tul a. Similar, un vector tangent complex ve T^{M)a se numeşte anti ol omorJ 
dacă v(fa) = 0 pentru orice germen fa e 0M,:a, i>e> dacă conjugatul său v:=Qv 
e«vo ^r. vector tangent olomorf. Mulţimea tuturor vectorilor tangenţi an t i -
olomorfi veTg{M)a formează un subspaţiu vectorial T"{M)aa Tg(M)a, 
numit spaţiu tangent antiolcmcrfla, M in punctul a. Dacă a = (z1 = xx + iyv ... 
..., zn = xn -f ryw) este un sistem de coordonate locale pe M cu domeniul U 

conţinînd punctul a, vectorii tangenţi — (a): = — I i — j , j= î, ...,n, 
8ZJ 2\dxj dyj) 

sînt olomorfi si formează un reper în spaţiul vectorial complex T'(M)ai 
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similar, vectorii tangenţi — (a): == —• I h i — I , j — 1, ..., n> sînt anti-
dlj 2 XBxj dyj) 

olomorfi şi formează un reper în spaţiul vectorial complex T"(M)a. Orice 
vector tangent complex v e T^(M)a se descompune în mod unic în v — v'-fv* 
cu v ' e T'(M)a şi v" e T"{M)a; se spune că v' este componenta olomorfă a 
lui v iar v" componenta antiolomorfâ a lui v. Aplicaţia de la T(M)acz T^,{M)a 
în T'(M)a definită prin v l~> v' este R-liniară şi bijectivă şi este folosită 
pentru a introduce pe spaţiul tangent real T(M)a o structură de spaţiu 
vectorial complex. Pentru Zj — Xj + iyj ca mai sus, această aplicaţie duce 
vectorul tangent real — {a) în vectorul tangent olomorf — (a) şi vectorul 

BXJ dzj 

tangent real — (a) în vectorul tangent olomorf i — (a). Descompunerea 
dyj dzj 

directă T^{M)a = T'{M)a(&T"{M)ai este un invariant analitic. Pentru a 
preciza, fie N o altă varietate complexă şi 9 : M -*• N o aplicaţie olomorfă. 
Atunci aplicaţia liniară tangentă 9*,»: T^{M)a -»• T^(N) 9(a) duce vectori 
tangenţi olomorfi (resp. antiolomorfi) în vectori tangenţi olomorfi (resp. 
antiolomorfi), i.e. induce aplicaţii C-liniare 9 ^ a: T{M)a -> T'(N) 9(a) şi 
9*, a:T,r(M)a ~-*T"(N) 9(a), numite componenta olomorfă şi respectiv componenta 
antiolomorfâ ale lui 9*, a (sau aplicaţia tangentă olomorfă, resp. aplicaţia tangentă 
antiolomorfâ la 9 în a). Aceste aplicaţii sînt legate între ele prin egalitatea 
<p*( a[v) == 9i , a(v), v e r'(A!f)a. Notăm că aplicaţia de restricţie v \-> v \ 0Mt a 
d e ' l a T'(Af)â la spaţiul D e r c ( 0 M ) 0 ) al derivărilor complexe ale inelului 0Mt a 
este un izomorfism de spaţii vectoriale complexe. {M.J.) 

spaţiu Ti v. axiome de separare 
spaţiu tonelat, spaţiu local convex în care orice mulţime E, care este echi

librată, convexă, absorbantă şi închisă, este o vecinătate a originii. O mulţime 
E cu proprietăţile menţionate se numeşte tonou. Dacă X este un s.t. iar G 
un subspaţiu liniar, atunci spaţiul liniar topologic cît XjG este de asemenea 
un s.t. Limita inductivă a unei familii de s.t. este un s.t. Orice spaţiu local convex 
care este o mulţime de categoria a I l-a Baire (în particular orice spaţiu Banach) 
este un s.t. (R.C.) 

spaţiu topologic v. topologie 
spaţiu topologic cît v. topologie cît 
spaţiu topologic compact, spaţiu topologic separat avînd proprietatea că 

pentru orice acoperire deschisă a sa există o subacoperire finită. Se spune 
uneori pe scurt spaţiu compact. Fie 9C un spaţiu topologic. Afirmaţiile următoare 
sînt echivalente: i) Din orice acoperire deschisă a lui 9C se poate extrage o 
subacoperire finită; ii) Orice lanţ de mulţimi închise din 9C are intersecţia 
nevidă; iii) Orice filtru pe 9C are un punct aderent; iv) Orice ultrafiltru 
pe 9C este convergent; v) Pentru orice şir generalizat în 9C există un subşir 
convergent; vi) Orice şir generalizat universal în 9C este convergent. Proprie
ta tea i) se numeşte uneori axioma Borel-Lebesgue. Avînd în vedere definiţia 
lanţului, proprietatea ii) spune că oricare ar fi familia { F ^ e / de mulţ imi 
închise ale lui X familie cu proprietatea intersecţiei finite, atunci f ^ Fi^0. 

iei 
Un spaţiu topologic în care este satisfăcută una din proprietăţile echivalente 
i) ~ vi) se numeşte spaţiu topologic cvasicompact. Un spaţiu topologic este 
deci compact dacă este cvasicompact şi separat. O submulţime A a spaţiului 
topologic % se numeşte mulţime compactă [cvasicompactă) dacă organizată 
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ca spaţiu topologic cu topologia indusă din 9C, este un spaţiu topologic compact 
(cvasicompact). Se mai spune că A este un compact (cvasicompact). într-un. 
s.t.c. (cvasicompact) orice submulţime închisă este compactă (cvasicompactă)» 
într-un spaţiu topologic separat orice mulţime compactă este închisă. Mul
ţimile a căror închidere este compactă (cvasicompactă) se numesc relativ com
pacte (relativ cvasicompacte). într-un spaţiu metric complet, o mulţime este 
relativ compactă dacă şi numai dacă este total mărginită. Orice s.t.c. este 
normal şi deci complet regulat şi regulat. Dacă {X^-G j este o familie de s.t.c. 
(cvasicompacte), atunci spaţiul topologic produs 9C = Yl ^i e s t e compact 

i e / 
(cvasicompact) (teorema lui Tihonov). Un spaţiu topologic separat se numeşte 
spaţiu local compact dacă pentru orice punct al spaţiului există o bază de veci
nătăţ i compacte. Orice spaţiu local compact este uniformizabil (şi deci regulat). 
într-un spaţiu local compact, o mulţime este închisă dacă şi numai dacă inter
secţia ei cu orice mulţime compactă este o mulţime compactă. Fie {9Ci}tei o 
familie de spaţii local compacte. Produsul lor topologic este local compact dacă 
şi numai dacă, cu excepţia unui număr finit, spaţiile 9Cţ sînt compacte. Orice 
s.t.c. este local compact. Un spaţiu topologic local compact care este reuniunea 
unei familii numârabile de submulţimi compacte se numeşte spaţiu topologic-
local compact numârabil la infinit sau G-compact. într-un spaţiu topologic 
local compact numărabil la infinit 9C există un şir {An}nej$ de mulţimi com-

00 

pacte astfel încît \^J An~9C şi Anamt An+V Un spaţiu topologic se numeşte 
w = l 

secvenţial compact (sau numărabil compact) dacă pentru orice şir de puncte 
din spaţiu există un subşir convergent. Orice s.t.c. este secvenţial compact. 
Un spaţiu metric este compact dacă şi numai dacă este secvenţial compact. 
Ex.: 1° R cu topologia obişnuită este local compact şi necompact. 2° O sub
mulţime a lui R este compactă dacă şi numai dacă este închisă şi mărginită. 
(teorema Borel-Lebesgue). Această afirmaţie este adevărată în orice spaţiu 
liniar topologic separat de dimensiune finită. 3° Fie T un s.t.c. Fie C(T) 
spaţiul funcţiilor continue definite pe T, cu valori numerice, spaţiu înzestrat 
cu distanţa d(j, g) = sup \f(x) — g(x) |. O mulţime AcC(T) este relativ corn-

xe T 
pactă dacă şi numai dacă este mărginită şi echicontinuă (teorema Arzela-
A scoli). 4° O variantă mai generală a teoremei din exemplul precedent este: 
Fie T un spaţiu local compact, 9C un spaţiu uniform şi AczC(T, 9C) o 
mulţime echicontinuă astfel încît A(t) = {/(*) \feA} să fie relativ compactă. 
în 9C pentru orice te T. Atunci A este relativ compactă în spaţiul C(T, 9C) 
înzestrat cu topologia convergenţei compacte. 5° Dreapta reală este un spaţiu 
topologic local compact numărabil la infinit. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic compactificabil v. compactificare 
spaţiu topclcgic complet, spaţiu topologic uniformizabil care considerat 

ca spaţiu uniform este complet. Deoarece noţiunea se foloseşte de obicei pentru 
spaţiile topologice (uniformizabile) în care şirurile Cauchy se introduc fără a 
face apel la structura uniformă, se spune că un spaţiu topologic este complet 
dacă orice şir generalizat Cauchy este convergent. Analog, un spaţiu topologic 
(uniformizabil) se numeşte secvenţial complet dacă orice şir Cauchy de elemente 
ale spaţiului este convergent. Submulţimea A a spaţiului topologic uniformi
zabil 9C se numeşte completă dacă oricare ar fi{a§}gG A un şir generalizat Cauchy 
(în 9C) de elemente din A există aeA astfel încît lim a§ = a (în 9C). Orice mul» 

SeA 
ţime închisă a unui s.t.c. este o mulţime completă. Orice submulţime completă 
a unui spaţiu topologic separat (uniformizabil) este închisă. (Gh.Gr.) 
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spaţiu topologic complet regulat, spaţiu topologic separat şi uniformizabil. 
Un spaţiu topologic este complet regulat dacă şi numai dacă este homeomorf 
cu un subspaţiu al unui spaţiu topologic compact. Un spaţiu topologic este 
complet regulat dacă şi numai dacă este separat şi în el este verificată axioma 
lui Tihonov. Spaţiile complet regulate se numesc uneori spaţii Tihonov. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic conex, spaţiu topologic în care singurele mulţimi în acelaşi 
t imp deschise şi închise sînt 9C şi 0 . Se spune pe scurt spaţiu conex. Fie 9C 
u n spaţiu topologic şi ^4, B a X Se spune că mulţimile A, B sînt separate 
dacă Ă 0 B~0şiAC\B = 0. Mulţimile A şi B sînt separate dacă şi numai 
•dacă sînt disjuncte şi închise în A [} B înzestrat cu topologia indusă. Dacă 0/ 
este un subspaţiu al lui 9C şi A, Bcz0/, atunci A, B sînt separate în 0/ dacă şi 
numai dacă sînt separate în 9C. Un spaţiu topologic este conex dacă şi numai 
dacă nu se poate reprezenta ca reuniunea a două submulţimi nevide şi se
parate. Spaţiul topologic produs 9C = Yl 9Ci e s t e conex dacă şi numai dacă 

iei 
fiecare spaţiu 9Ci este conex. O submulţime M a spaţiului topologic 9C se numeşte 
mulţime conexă dacj^ înzestrată cu topologia indusă este un s.t.c. Dacă M este 
conexă şi M c A czM, atunci A este conexă. în particular, închiderea oricărei 
mulţimi conexe este o mulţime conexă. Dacă {MJ$ e / este o familie de mulţimi 
conexe, doua cîte două neseparate, atunci U M$ este conexă. Dacă pentru orice 

iei 
două puncte x, y ale spaţiului topologic 9C există o mulţime conexă conţinînd 
pe x- şi y, atunci 9C este conex. Se numeşte componentă conexă a spaţiului 
topologic 9C o submulţime conexă M pentru care nu există o submulţime conexă 
A astfel c& MaA şi Mî&A. O mulţime conexă M este deci componentă 
conexă daca şi numai dacă este element maximal în familia submulţimilor 
conexe ale lui 9C, organizată ca mulţime ordonată cu relaţia de incluziune. 
Orice mulţime conexă este conţinută într-o componentă conexă. Orice com-
oonentâ conexă este o mulţime închisă. Orice două componente conexe sînt 
separate. Un spaţiu topologic în care orice componentă conexă*se reduce la 
un punct se numeşte spaţiu topologic total neconex. Intr-un spaţiu topologic 
compact şi total neconex familia mulţimilor deschise-închise formează o bază 
pentru topologia spaţiului. Un spaţiu topologic se numeşte local conex dacă 
orice punct al său admite un sistem fundamental de vecinătăţi conexe. Ex. : 
1° Singurele mulţimi conexe ale dreptei reale (înzestrată cu topologia obişnuită) 
sînt intervalele. 2° într-un spaţiu liniar topologic orice mulţime convexă este 
conexă. 3° Un spaţiu topologic discret care conţine cel puţin două puncte este 
local conex dar neconex. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic contractibil v. omotopie 
spaţiu topologic cu bază numărabilă v. bază pentru topologia T 
spaţiu topologic cvasicompact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu topologic de tip Cantor, orice spaţiu topologic de forma AB unde A 

este spaţiul topologic discret {0; 1} iar pe AB se consideră topologia produs. 
Dacă B = N , spaţiul A^, numit spaţiul lui Cantor, este un spaţiu topologic 
perfect, metrizabil, compact, total neconex (se notează şi 2 ^ ) . Topologia lui 
este generată de distanţa 
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Orice spaţiu metric compact total neconex şi perfect este homeomorf in 2^~ 
Mulţimea 

U-i 3» I j 
se numeşte mulţimea lui Cantor. Cu topologia indusă din R, mulţimea lui 
Cantor este un spaţiu metric compact total neconex şi perfect. Aplicaţia 

fi V — I = J — bn\ este un homeomorfism între K si 2 . Mulţimea lui 

Cantor este închisă, rară, nenumărabilă. (Gh.Gr.) 
spaţiu topologic extremal neconex, spaţiu topologic separat în care închide

rea oricărei mulţimi deschise este o mulţime deschisă. Se spune, pe scurt, 
spaţiu topologic extremal. într-un s.t.e.n. interiorul oricărei mulţimi închise este-
o mulţime închisă. Orice s.t.e.n. este total neconex. Un spaţiu compact total 
neconex T este extremal neconex dacă şi numai dacă laticea booleana a tuturor 
submulţimilor deschise-închise ale lui T este o latice completă. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic local compact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu topologic local conex v. spaţiu topologic conex 
spaţiu topologic metrizabil, spaţiu topologic (9C, T) în care există o distanţă â 

astfel încît T să coincidă cu topologia generată de d. Se spune, pe scurt, spaţiu 
metrizabil. Un spaţiu topologic este metrizabil dacă şi numai dacă este homeo
morf cu un spaţiu metric. Fie pe mulţimea 9C o distanţă d şi o structură uni
formă cli. Se spune că distanţa d este compatibilă cu structura uniformă 9£ 
dacă structura uniformă generată de distanţa d coincide cu cil. Despre o struc
tură uniformă °il pe mulţimea 9C, se spune că este metrizabilă dacă există pe % 
o distanţă compatibilă cu °ll. Un spaţiu uniform se numeşte metrizabil dacă 
structura sa uniformă este metrizabilă. Un spaţiu topologic este deci metrizabil 
dacă şi numai dacă există o structură uniformă metrizabilă compatibilă cu 
topologia spaţiului. Există structuri uniforme nemetrizabile compatibile cu 
topologii metrizabile. Pentru ca o structură uniformă să fie metrizabilă este 
necesar şi suficient ca ea să fie separată şi să admită o bază numărabilă de 
împrejurimi. Deoarece orice spaţiu metric este separat complet regulat şi 
satisface prima axiomă de numărabilitate, rezultă că aceste proprietăţi topo
logice constituie condiţii necesare de metrizabilitate, condiţii exprimabile fără 
noţiunea de structură uniformă. In anumite cazuri, unele din aceste condiţii 
sînt şi suficiente. Astfel, un spaţiu liniar topologic este metrizabil dacă şi numai 
dacă este separat şi originea admite un sistem fundamental numărabil de 
vecinătăţi. De asemenea, un grup topologic este metrizabil dacă şi numai dacă 
este separat şi unitatea grupului admite un sistem fundamental numărabil 
de vecinătăţi. Pentru ca un spaţiu compact să fie metrizabil este necesar şi 
suficient ca topologia sa să admită o bază numărabilă. Pentru ca un spaţiu 
topologic cu bază numărabilă să fie metrizabil este necesar şi suficient ca spaţiul 
să fie regulat (teorema lui Urîson). O condiţie necesară şi suficientă de metri
zabilitate este dată în teorema Nagata-Smirnov: un spaţiu topologic este metri
zabil dacă şi numai dacă este separat şi admite o bază a-local finită. (Gh.Gr.\ 

spaţiu topologic numărabil compact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu topologic paraccmpact, spaţiu topologic regulat avînd şi proprie

tatea că pentru orice acoperire deschisă sfi a sa există o acoperire subordonată 
deschisă şi local finită. într-un spaţiu paracompact, pentru orice acoperire 
deschisă stl există o acoperire închisă local finită subordonată acoperirii sfL 
Orice s.p. este normal. Orice spaţiu topologic metrizabil este paracompact. 
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Pentru orice acoperire deschisă a unui s.p. există o partiţie continuă a unităţii 
subordonată acestei acoperiri. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic perfect v. punct izolat 
spaţiu topologic produs v. topologie produs 
spaţiu topologic punctat v. omotopie 
spaţiu topologic regulat, spaţiu topologic separat în care orice punct admite 

o bază de vecinătăţi închise. Topologia unui s.t.r. se numeşte regulată. Un 
spaţiu topologic 9C este regulat dacă şi numai dacă este separat şi pentru orice 
mulţime închisă F c= 9C şi pentru orice punct x £ F există mulţimile deschise G 
şi D astfel încît x eG, FczD şi G (] D = 0 . Orice spaţiu liniar topologic 
separat este regulat. Orice spaţiu topologic local compact este regulat. Unii 
autori numesc s.t.r. un spaţiu topologic în care orice punct admite o bază 
de vecinătăţi închise (deci nu impun condiţia de separare). (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic secvenţial compact v. spaţiu topologic compact 
spaţiu topologic secvenţial complet v. spaţiu topologic complet 
spaţiu topologic separabil, spaţiu topologic în care există o mulţime numă

rabilă şi densă. Orice spaţiu topologic cu bază numărabilă este separa
b i l (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic separat, spaţiu topologic avînd proprietatea că pentru 
orice două puncte distincte %, y există Vx> Vy vecinătăţi pentru x, respectiv y, 
astfel încît VXC\VV = 0 . Sin.: spaţiu Hausdorff sau spaţiu T2. Fie 9C un 
spaţiu topologic. Afirmaţiile următoare sînt echivalente: i) 9C este un s.t.s.; 
ii) Intersecţia vecinătăţilor închise ale unui punct oarecare se reduce la acel 
punct ; iii) Diagonala spaţiului produs 9C X 9C este o mulţime închisă; iv) Li
mita oricărui şir generalizat convergent în 9C este unică. Spaţiile normate, spa
ţiile metrice sînt s.t.s. (Gh.Gr.) 

spaţiu topologic simplu conex v. omotopie 
spaţiu topologic total neconex v. spaţiu topologic conex 
spaţiu topologic uniformizabil v. structură uniformă 
spaţiu uniform v. structură uniformă 
spaţiu uniform complet v. şir generalizat Cauchy 
spaţiu vectorial v. spaţiu liniar 
spaţiu vectorial normat v. spaţiu liniar normat 
spaţiu vectorial topologic v. spaţiu liniar topologic 
spaţiul funcţiilor continue cu suport compact Fie T un spaţiu local com

pact (în particular T poate fi o mulţime deschisă în R n ) . Vom nota prin T 
corpul scalarilor, deci T = R (sau C). Pentru orice funcţ ie / : T —> V, suportul 
lui / este închiderea (calculată în T) a mulţimii {t e T \ f(t) =£ 0} şi se notează 
prin supp(/) (sau sptjQ. Spaţiul vectorial (cu operaţiile naturale) °)C(T) = 
— {/: T -* P | / este continuă şi supp(/) este compact} este s.f.c.s.c. Dacă T 
este compact, atunci °)C(T) = 8(T) = {/; T -> P | / este continuă}. Pentru 
orice compact KaT notăm ^(T, K) =. {fe 9C(r) | supp(f) a K}. Fiecare 
spaţiu 9C(X, K) este spaţiu Banach cu topologia convergenţei uniforme dată 
de norma superior definită prin ||/|| = sup {\f(t)\ \te T}. Atunci 9C(T) să 
înzestrează cu topologia limită inductivă a topologiilor lui 9C(T, K), atunci cînd 
K parcurge toate compactele lui T. Vom nota această topologie cu V. Dacă T 
este compact, *J coincide cu topologia de spaţiu Banach a lui 9C(T) = 9C(T, T). 
Remarcăm că topologia lui 9C(T) este în general mai tare decît topologia con
vergenţei uniforme pe 9C(T), dată de norma superior pe 9C(T). Anume, norma 
superior a unei func ţ i i / din 9C(T) este ||/|| = sup {|/(*)| |*e T}. (LC.) 

spaţiul funcţiilor esenţial integrabile (în raport cu o măsură Radon) v. 
integrala esenţială (în raport cu o măsură Radon) 

spaţiul funcţiilor pi-integrabile v. integrala Lebesgue abstractă, spaţii Lp, 
spaţii J2p(\x) şi Lv(\x) (în raport cu o măsură Radon) 
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spaţiul ieşirilor v. sistem dinamic comandat 
spaţiul intrărilor v. sistem dinamic comandat 
spaţiul lui Cantor v. spaţiu topologic de tip Cantor 
spaţiul metric asociat unui spaţiu cu măsură Vom considera o mulţime 

nevidă T, un clan (2 de părţi ale lui T şi o măsură aditivă finită ţi: (2 -* R + . 
Atunci (2 devine spaţiu semimetric cu semimetrica d definită prin d(A, B) = 
~ \i(A A B) (v. extinderea măsurilor vectoriale). Dacă (2 este tr ib şi \i este 
numărabil aditivă, spaţiul semimetric de mai sus este complet, în sensul că 
pentru orice şir C&u.chy{An}n de elemente din (2 există (cel puţin) o mulţime A$(2 
astfel încît An ~~~^* A, i.e. d[An, A) ~~^ 0. Acum vom considera în plus că JJL 
este şi numărabil aditivă. Se poate efectua prelungirea măsurii u, (v. prelungirea 
măsurilor pozitive) şi se obţine măsura completă u,* definită pe toate mulţimile 
ţA-măsurabile. Obţinem aşadar un spaţiu cu măsură (T, ¥', m), unde ^ sînt 
mulţimile ^-măsurabile şi m este extensia lui m. Vom spune, considerînd pe 
(T, 5f, m) ca punct de plecare, că (2 este un clan de generatori pentru (T, 9 \ m), 
Dacă (2 este cel mult numărabil, vom spune că (T, ^, m) este spaţiu cu măsura 
separabil în sens tare. Acum vom considera un spaţiu cu măsură (T, zf, u.) 
şi vom introduce pe 5T relaţia de echivalenţă ~ dată prin faptul că A şi B 
din y se consideră echivalente (în scris A ~ B) dacă A A B este mulţime 
u,~neglijabilă. Pentru orice A din J vom considera clasa sa de echivalenta A 
şi vom nota CJ = {A \Ae T}. Atunci, punînd 2(m) = {A e T \ m(A) < oo}> 
semitribul S(w) al mulţimilor ?w-integrabile generează spaţiul metric Ş(w) = 
— {A \ A e 2(m)} înzestrat cu metrica d{ A, B) — m(A A B), pentru orice 
A e A şi B e B. Mulţimea {A \ A e Qj este densă în S(w), pentru orice clan de 
generatori (2, ceea ce arată că dacă (T, V, m) este separabil în sens tare, rezultă 
că spaţiul metric ^(m), numit s.m.a.s.m. (X, ^,m), este separabil. Fie acum 
(Tv

 (Jl, mL) şi (T2, (J2, m2) două spaţii cu măsură. Considerînd echivalenţele 
anterioare, putem considera respectiv clasele de echivalenţă (Jl şi CJ2. O apli
caţie bijectivă II : J v —> J2

 s e numeşte izomorfism de spatii cu măsură dacă 
are proprietăţile: a) H(A\B) = U\V, pentru orice A, B în ^T1 şi orice 

/ 00 \ 00 

selecţie U e H(A), VeH(B); b) Hi [J ^ « 1 = (J Vn> pentru orice şir {A n}® 

de elemente din JY şi orice selecţie Vn e H(An); c) mx(A) = m2(V), pentru 
orice A e J7\ şi orice selecţie V 6 H(J±). Două spaţii cu măsură ca mai sus pentru 
care există un izomorfism de spaţii cu măsură H : <d'1 —> !72 se numesc spaţii 
cu măsură izomorfe şi spunem că (Tlf ^ i , mx) este izomorf cu (T2, <J2, niz). 
Teorema de izomorfism al spaţiilor cu măsură. Fie (X, V, m) un spaţiu cu 
măsură avînd proprietăţile: 1) Măsura m este probabilistică (i.e. m(T) = 1); 
2) Spaţiul metric asociat lui (X, 9\ m) este separabil; 3) Măsura m este non-
atomică. Atunci (X, ^, m) este izomorf cu ([0, 1], 2 , X), unde S = mulţimile 
măsurabile Lebesgue ale lui [0, 1] şi X este măsura Lebesgue pe [0, 1]. (XC.) 

spaţiul operatorilor liniari şi continui între spaţii normate Fie X şi Y spaţii 
liniare normate, cu acelaşi corp Y al scalarilor. Vom nota cu J2(X, Y) mulţimea 
operatorilor liniari şi continui care aplică X în Y. Cu operaţiile obişnuite cu 
operatorii (i.e. (u[+ U2)(x) = Ux(x) + U2(x), MxeX şi \\U)(x) '= XU{x), 
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V# e X, pentru X e T) mulţimea J2(X, Y) este un spaţiu liniar. Dacă U : X -* Y 
este un operator liniar, o condiţie necesară şi suficientă ca U să fie continuă 
este să existe un număr u, > 0 astfel ca || U(x) j | ^ u, j| x\\, VxeX. Pe spaţiui 
liniar J2(X, Y) se poate deci considera norma |jU"jj = sup {||£7(#)|| | \\x\\^ 1}, 
i.e. cel mai mic număr real JJL care verifică inegalitatea precedentă pentru orice 
x e X. Dacă V este un spaţiu Banach, atunci şi £(X, Y) este un spaţiu Banach. 
Se notează cu £(X) spaţiul £(X,X). D a c ă X = C R ( [ 0 , 1]) (spaţiul funcţiilor 
reale continue pe [0, 1] cu norma obişnuită; v. spaţiu liniar normat) tar 
<p:[0, 1] x [0, 1]—• R este o funcţie continuă, atunci punînd 

(U(x)) (s \ cp(5,0 x(t) dt, xeX, s e [ 0 , 1], 

R.C: & v e m l / e £ ( I ) ş i | | ( 7 | | = max \ \y(s,t)\ăt. ( 
*6[0,1]J0 

spaţiul proiectiv complex Considerăm spaţiul topologic cît P W (C) := (Cn+l\ 
\{0})l~, unde ~ este relaţia de echivalenţă pe C n + 1 \ { 0 } definită prin z-*zf 

dacă şi numai dacă există X e C* = C \ { 0 } astfel încît z' = \z\ deci clasele 
de echivalenţă sînt exact subspaţiile vectoriale complexe de dimensiune 1 
&le lui Cn + 1 . Pentru orice punct z — (z0> ..., zn) e Cn+1\ {0}, se notează prin 
ls6: ...: zn] clasa de echivalenţă a lui z în FW(C). Pentru orice ie {0, ..., n}$ 

Ui : == {[z0:... : zn]eVn(C)\zi^0} este o submulţime deschisă a lui Fn(C)p 

iar aplicaţia a< : Ui -> Cw, definită prin 

ai([^o: 
( z0 zi-x zj+t _£n\ 

\ Zi Zi Zi H ) 

este o hartă complexă pe PW(C). Mulţimea {oc0> •••» aw} este un atlas complex 
pe FW(C). S.p.c. de dimensiune n este varietatea complexă care se obţine 
inzestrînd spaţiul topologicFn(C) cu structura complexă definită de{a0, . . . ,a»}. 
Se numeşte varietate proiectivă o varietate complexă care admite o scufundare 
olomorfă închisă într-un spaţiu proiectiv complex P n (C) . (M. J.) 

spaţiu proiectiv real v. varietate diferenţiabilă 
spaţiul reticulat al măsurilor cu semn Fie T o mulţime nevidă şi Q un cian 

de părţi ale lui T. Vom nota fa((2) = {m : 6 -> R | m este finit aditivă} care 
devine spaţiu vectorial în mod canonic. Pe fa((2) avem relaţia de ordine ^ 
definită prin m^n : <=>m(A)^n(A) pentru orice A din (2. Se arată că 
orice parte majorată a lui fa((2) are margine superioară şi orice parte minorata 
fn fa (<2) are margine inferioară. Anume, o parte °tt de măsuri pozitive din fa((2) 
are inferiorul inf 9c = m dat astfel: pentru orice A din (2 avem m(A) = 

= inf \ S\ mai(Et)\ mulţimea I este finită şi nevidă, familia {Ei}iei este formată 
l iei I 

cu mulţimi mutual disjuncte din (2 cu [J Ei — A şi {mai}iel sînt în ^ l 9 

iei | 
Dacă notăm ba((2) ~ {me fa((2) [ m este mărginită}, atunci cu ordinea de mai sus, 
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ba((2) devine spaţiu complet reticulat normat cu norma ||w|| = m[T) = variaţia 
totală a lui m. Semnificaţia notaţiilor m+, m~ şi' |*»| pentru un element m din 
ba(S) coincide cu cea de la descompunerea Jordan a măsurilor (v. măsuri po
zitive şi măsuri cu semn). Un subspaţiu complet reticulat al lui ba((2) este 
bca((2) = {m e ba((2) | m este numărabil aditivă}. Vom spune că o măsură m 
ăm ba((2) se numeşte măsură pur finit aditivă dacă unica măsură numărabil 
aditivă n : 6 ~-> R + cu proprietatea că n^\m\ este măsura nulă n — 0. 
Teorema de descompunere Yosida-Hewitt (varianta reală). Pentru orice m din 
ba(<2) există o scriere unică m = mx -f- m2, unde m1 este numărabil aditivă 
şi rn2 este pur .^init aditivă. 
Teorema de descompunere Yosida-Hewitt (varianta vectorială). Dacă X este 
un spaţiu Banach şi m : G —> X este o măsură finit aditivă şi s-aditivă, atunci 
m se scrie în mod unic sub forma m = mL + w2, unde mx şi m2 sînt măsuri 
finit aditive şi s-aditive cu proprietăţile: a) Măsura mL este numărabil aditivă; 
b) Pentru orice funcţională liniară şi continuă xf din X*, dualul lui X, măsura 
xf o rn» este pur finit aditivă. In plus, dacă m este cu variaţie mărginită rezultă 
că. inx si m0 sînt si ele cu variaţie mărginită. Avem pentru orice E e (2 egalitatea 
j m j (£) + |w2 | (£) = \m\(E).' 

Vom spune că două măsuri m şi n din ba(S) sînt singulare (sau mutual 
singulare) dacă j w | A \n\ — 0 şi se notează acest lucru prin m \_n. 
Cu alte cuvinte, m±n dacă şi numai dacă unica măsură pozitivă 
aditivă u e ba((2), cu w < | m | şi w^|w| , este măsura nulă w = 0. Se poate 
da o definiţie similară pentru două măsuri aditive cu valori pozitive 
extinse m : Q -> R + şi n : Q -* R + . In fine, dacă m şi n sînt masuri aditive de
finite pe (2 cu valori în î l sau într-un spaţiu Banach X, vom spune că ele sînt 
singulare dacă |w|JL|w|. Dacă m : (2 —> K + este o măsură numărabil aditivă 
şi A este o mulţime w-măsurabilă, vom spune că m este concentrată pe A dacă 
mulţimea T\A este w~neglijabilă. Presupunînd că m, n : 8 -> R + sînt măsuri 
numărabil aditive şi pozitive concentrate pe mulţimi disjuncte rezultă că 
fttj_w. Reciproc, dacă w şi n sînt mutual singulare şi m -(- n are proprietatea 
sumei directe, există două mulţimi disjuncte M şi A7 astfel încît m este concen
tra tă pe M şi n este concentrată pe N. 
Teorema de descompunere a lui Lebesgue. Fie u. : Q —* R.f o măsură poziti
va (numărabil aditivă) şi m : Q-* X o măsură numărabil aditivă cu variaţie finită 
\m\ (unde X este un spaţiu Banach). Să presupunem că m ~f- \x are pro
prietatea sumei directe. Atunci m se scrie unic sub forma m — ml + m2 unde 
m1, m2 : 6 —> X sînt măsuri numărabil aditive cu variaţie finită astfel încît n <̂  
<, JJ. şi m2}_\L. Avem, pentru orice E în 6, egalitatea \m\{E) — \mL\(E) + 
-j- \m2\(E) (v. continuitate absolută). (/.C.) 

spaţiul topologic al funcţiilor olomorfe pe un domeniu Fie D c C un do
meniu (i.e. o mulţime deschisă şi conexă) şi O(D) mulţimea funcţiilor olomorfe 
definite pe D cu valori complexe. Cu operaţiile algebrice definite punctual, 
O(D) este un spaţiu vectorial peste corpul numerelor complexe. Fie QczD o 
mulţime compactă şi pq : G{D) -+ R + definită prin pq(f) = max |/(*)|. Spaţiul 

zeQ 
0{JJ) se organizează ca spaţiu vectorial topologic cu topologia T generată de 
familia de seminorme {PQ\QCZD, Q compact}, numită, în general, topologia 
convergenţei compacte. Un şir {/»}«€jg" din 0{D) converge în topologia T către 
./ o- O(D) dacă şi numai dacă {/w}tteN converge uniform pe orice compact c ă t r e / . 
inii-<> abordare ce nu presupune consideraţii de topologie generală afirmaţia 
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precedentă se ia drept definiţie a convergenţei şirului {fn}ntj$ c ă t r e / , în'O(D). 
co 

Există un şir {Q»}neN ^ e mulţimi compacte astfel ca [J Qn — D şi Qm<=. 

<zmtQm+l (se spune că şirul {Qn}ne"N exhausteazâpe D). Următoarele familii de 
seminorme sînt echivalente cu familia iniţială şi deci generează aceeaşi topologie: 
{pQn | w e N } , {pn I M G N } , unde pn(f) = max {!/<*)(*) || zeQn, O^k^n}. Cu 
topologia T spaţiul O(D) este un spaţiu metric complet. Dacă T-lim fn — ff 

atunci T-lim //}
/c) = /(*) pentru orice ordin de derivare h. Pentru fe G(D) şiG 

n~> oo 
un domeniu mărginit, cu GczD, fie co(/, G) ordinul lui / r e l a t i v la G(a(f,G) '= 

= + oo d a c ă / este funcţia nulă si o>(/, G) — ZJ <o(/, 2) d a c ă / n u este funcţia 
/(»)=o 

ZE.G 

nulă, cu co(/, z) notîndu-se ordinul zcroului z pentru / ) . Fie {/ f l}»6jfcO(D) 
convergent către feO(D). Dacă / nu se anulează pe frontiera lui G, atunci 
există w 0 e N astfel încît co(/w, G) = co(/, G), Vw^w0. Dacă pentru orice 
n e N, / re nu se anulează în D, a t u n c i / este sau funcţia nulă s a u / nu se anulează 
în D. Dacă T-lim fn = / şi dacă pentru orice n, / w este injectivă, a t u n c i / este 

tt-»oo 
constantă sau / este injectivă (teorema lui Hurwitz). O mulţime MaQ(D) 
se numeşte mărginită în O(D) dacă ea este mărginită în topologia local conexă T> 
deci dacă şi numai dacă pentru orice compact Q a D există r > • 0 astfel ca 
\j(z)\ ^ r , pentru orice fe M şi orice zeQ. Orice mulţime mărginită în Q(D) 
este egal continuă. O mulţime M c O ( D ) este compactă dacă şi numai dacă 
este mărginită şi închisă. Dacă {/w}neN este un şir mărginit în Q(D), atunci 
există un subşir {fmc}ke]\^ convergent în O(D) (teorema lui Montei). Dacă 
şirul {/n}ne]N es"te mărginit în 0(D) şi dacă {fn}n converge pe o mulţime care are 
cel puţin un punct de acumulare în D, atunci şirul {fn}n este convergent în 
Q(D) (teorema lui Vitali). (Gh.Gr.) 

spaţiul Wiener v. măsura Wiener 
spectru (al unui element x al unei algebre X cu unitate), mulţimea scala

rilor X pentru care elementul x — \u (unde u este elementul unitate al algebrei) 
nu este inversabil. într-o algebră Banach complexă unitară, s. oricărui element 
este nevid. Dacă X este o algebră Banach, complexă, comutativă, unitară,. 
iar S- este mulţimea caracterelor algebrei X, atunci s. unui element x este 
mulţimea {/(#) | / e 9}. (R.C.) 

spectrul singular al unei hiperfuncţii Fie / o hiperfuncţie definită pe mul
ţimea deschisă £1 din R n , U o vecinătate complexă (în Cn) a lui Q. (U 0 Rw = 
= Q,) şi riQ ^ 0 un vector cotangent. Se spune că / este microanaliticâ în 

m 

vecinătatea lui (xQ, irl0) dacă se poate reprezenta sub forma / = 2 J <?3(xJr~^fi), 

unde <pj sînt olomorfe pe U ti (R-f-iFj), Tj sînt conuri ce verifică Tjcz {£1 < 
< ^, Yj0> >®} — {^o}"L^ar 9j(^+iD;0) valoarea la bord &P;9j. Spectrul 
singular al lui / este mulţimea acelor (x, i-yj) în care / nu este microanalitică. 
Acest spectru singular, notat SS(/) sau, în cazul în care / este o distribuţie 
WF^(/) (frontul de unda analitic al lui / ) , poate fi deci considerat ca definit 
pe fibratul cotangent al lui O. Cum însă are importanţă nu atît vectorul iierml 
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yj, cît direcţia pe care acesta o defineşte, este natural să se considere R n \ { 0 } 
factorizat la acţiunea (multiplicativa) a lui R + . Notând S* = R n \ {0}/R+ şi 
ţinînd cont de faptul că Q, poate fi considerată scufundată nu în Rw , ci în Cw = 
— R n ~f iRw, spectrul singular poate fi considerat ca o mulţime din QxiS*, 
fibratul în cosfere normale ale lui CI. Această definiţie se datorează lui M. Sate*. 
în cazul particular al distribuţiilor există mai multe definiţii, toate echivalente, 
dintre care cea mai uşor utilizabilă este cea datorată lui Bros-Iagolnitzer, care 
poate fi dată şi pentru funcţionale analitice (şi deci pentru hiperfuncţii, acestea 
fiind local sume de astfel de funcţionale). Anume, fie u e izf'(Rw) şi T\u(z) = 
=* uyQ—M*-y)ai2, unde zeCn şi z2 '= z\ + . . .+ z\. Punctul (x0, Ş0) eT* R n \ { 0 } 
nu aparţine lui W F ^ ( M ) dacă există o vecinătate a lui x0 — i£0 şi constante 
pozitive K şi c astfel încît \T\u(z) | ^ K eM|£ol2'2-c) pentru ze V,i> 0; Txu 
se numeşte transformata Fourier-Bros-Iagolnitzer a lui V. (G.G.) 

spectrul unui operator v. spectru, măsură spectrală 
speranţa condiţionată (a unei funcţii relativ la o a-algebră) v. martingal 
stabilitatea asimptotică a unei soluţii (a unui sistem de ecuaţii diferenţiale) 

Soluţia x se numeşte asimptotic stabilă dacă este stabilă şi dacă în plus exista 
t){) > 0 cu proprietatea că pentru orice soluţie y cu \ y(t0) — x(t0) | ^ S 0 are 
Ioc lira (y(t) — x{t)) = 0. Stabilitatea asimptotică este uniformă dacă există 

t-.>00 

S0 şi funcţii S şi T astfel încît \y(t0) — x(t0) |^8(e) implică | y(t) — x(t)\ < e 
pentru t^t0, iar \y[t0) — x(tQ) \^<50 implică \y(t) — x[t)\ < z pentru t^t0 -f 
4 2 » . (A.H.) 

stabilitatea exponenţială a unei soluţii (a unui sistem de ecuaţii diferenţiale) 
Soluţia x este exponenţial stabilă dacă există S0 > 0, k > 0, a > 0 cu proprieta
tea că dacă y este o soluţie care verifica \y{t0) — x(tQ)\ < SQ, atunci \y(t) — 
— x(t)\^ke-<z(t-to) \y(t0) ~ x{t0)\ pentru fr^t0. (A.H.) 

stabilitatea orbitală a unei traiectorii (a unui sistem dinamic) proprietatea 
traiectoriei de a fi mulţime co-limită pentru toate traiectoriile care intersectează 
o vecinătate a ei. (A.H.) 

stabilitatea unei soluţii (a unui sistem de ecuaţii'diferenţiale), soluţia x 
se numeşte stabilă dacă pentru orice t0 şi orice e > 0 există S(s, *0) cu proprie
tatea că orice soluţie y cu \y(tQ) — x(t0) | < S(e,t0) verifică \y(t) — x(t)\ < e 
pentru orice t > t0. Dacă o* nu depinde de t0 stabilitatea se numeşte uniformă. 
S.s. modelează proprietatea unei mişcări de a nu se modifica prea mult ca 
urmare a unor perturbaţii mici. (A.H.) 

structură R-analitică v. varietate analitică reală 
structură complexă v. varietate analitică complexă 
structură diferenţiabilă v. varietate diferenţiabilă 
structură uniformă, extensie a structurilor de spaţiu metric, de spaţiu 

liniar topologic, permiţînd înglobarea diverselor noţiuni de „elemente apropiate 
de un anumit ordin" într-o teorie generală. Fie 9C o mulţime şi Uc9C X 9C. 

A = {(#, x)\xe 9C}, U-1 = {(y, x)| (x, y) e U} ; 
Uo U = {(x, y) | 3 ze 9C astfel ca (x, z) e U si (z, y) e U}. 

Se spune că pe spaţiul 9C s-a dat o s.u. dacă s-a dat o familie 91 de părţi 
ale produsului cartezian 9C X 9C, cu următoarele proprietăţi: i) U e 91 
şi UaV=>Ve9l; ii) U, Ve 91 => U f\ Ve 91; iii) Ac: 17, \/Ue9l; 
iv) Ue 9l=>U~1e9l; v) Pentru orice U e 91 există IV e 91 astfel ca 
W o WczU. Mulţimea 9C înzestrată cu familia 91 se numeşte spaţiu uniform 
ş\ se notează (9C, 91) sau tot cu 9C dacă nu există posibilitatea unor confuzii. 
Pentru simplificare, familia 91 se numeşte uneori s.u. pe 9C. Elementele 
hri 91 se numesc împrejurimi. O împrejurime U se numeşte simetrică 
d.i.că U • - IJ-1. O familie 98cz9l se numeşte sistem fundamental de împrejurimi / 
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dacă pentru orice U e 9£ există V e93 astfel ca VczU. Familia împrejurimilor 
simetrice din 91 formează un sistem fundamental de împrejurimi pentru 91. 
Pentru fiecare x e 9C şi V e 91 se notează V(x) = {y e9C \ (x, y) e V}, ^(x) = 
— {V{x) I Ve9l}. Există, şi este unică, o topologie pe 9C, în care Q ^ ) este 
familia vecinătăţilor lui x(xe9C). Această topologie se va numi topologie 
generată de s.u. 91. Consideraţiile topologice asupra spaţiului uniform % 
se fac întotdeauna relativ la topologia generată de structura sa uniformă. 
Astfel, prin spaţiu uniform separat se va înţelege un spaţiu uniform în care 
topologia generată de structura sa uniformă este separată. într-un spaţiu 
topologic, prin „y este în vecinătatea V a lui x" se pot face aprecieri locale 
despre apropierea unui punct de altul. într-un spaţiu uniform se poate da o 
evaluare mai completă, se poate distinge că anumite elemente sînt vecine de 
un anumit ordin, dat apriori. Fie V o împrejurime în spaţiul uniform 9C. Se 
spune că elementele x, y e 9C sînt vecine de ordin V dacă (x, y) eV. Se extinde 
astfel conceptul de „elemente la distanţa r" dintr-un spaţiu metric. De fapt, 
generalizarea este mai completă căci orice s.u. poate fi generată de o familie 
de semidistanţe. Fie 9C o mulţime. Se numeşte semidistanţâ pe 9C orice aplicaţie 
d : 9C X CX -* R + avînd proprietăţile: i) d(x, x) = 0, V* e 9C', ii) d(x, y) = d(yf x), 
Vx,ye9C; iii) d(x, y)^d(x, z) + d(z, y), \fx, y, ze9C. Fie pe mulţimea 9C. 
o familie {di}iei de semidistanţe. Fie 91 — {Ua9C X 9C\ 3s > 0 şi / c i , 
J finită astfel ca F ( / , £ ) c [ / } unde V{j,t) — {(x,y)\ df(x, y) < e, MieJ}a 
Familia 91 este o s.u. pe X şi se numeşte s.u. generată de familia {di}iel de 
semidistanţe. Pe mulţimea semidistanţelor pe 9C se consideră ordinea dx^d2 <=> 
<** dA(x, y)<idt(x, y), Mx,ye9C. Dacă familia {di}iei de semidistanţe este 
dirijată, atunci s.u. generată este: 91 — {Ucz9C X 9C\ 3z> 0 şi iei astfel 
ca V{i, B)CIU}. Pentru orice familie {di}iei de semidistanţe există o familie 
dirijată {ga}aeA de semidistanţe care generează aceeaşi s.u. Orice s.u. poate fi 
obţinută în modul descris mai sus. Mai precis, fie 91 o s.u. pe mulţimea 9C 
Există o familie de semidistanţe pe 9C astfel încît s.u. generată de această 
familie coincide cu 91. Fie 9C şi 9J două spaţii uniforme şi 91, °^ familiile cores
punzătoare de împrejurimi. O bijectie / : 9C —• 9j se numeşte izomorfism de 
s.u. dacă g(9l) =̂  cy> unde g : 9C X 9C -+ c j /x 9ţ este definită prin g(x,y) •= 
= (f(x), f(y)). Se spune în acest caz că spaţiile uniforme 9C şi 9J sînt izomorfe. 
Un spaţiu topologic este uniformizabil dacă există o s.u. care generează topologia 
spaţiului. Se spune atunci că topologia spaţiului este uniformizabilă. Deoarece 
într-un spaţiu uniform orice punct admite un sistem fundamental de 
vecinătăţi închise, există spaţii topologice care nu sînt uniformizabile (Ex. 4°). 
Spaţiile metrice, spaţiile liniare topologice, spaţiile local compacte sînt unifor
mizabile. Orice subspaţiu al unui spaţiu compact este uniformizabil. Uri spaţiu 
topologic 9C este uniformizabil dacă şi numai dacă pentru orice x0 e 9C şi orice 
vecinătate V a lui x0 există o funcţie con t inuă / : 9C —• [0, 1] astfel ca/(,t0) = 0 
şi f(x) = 1 pentru orice x e 9C\V. Ex.: 1° Fie 9C un spaţiu compact şi 91 = 
= {C7 | 17 vecinătate a lui A în 9C X 9C} (se înzestrează 9C X 9C cu topologia 
produs). Atunci 91 este o s.u. pe X. Topologia generată de 91 coincide cu to
pologia iniţială a lui 9C. 2° Fie 9C o mulţime şi {fi}iel o familie de aplicaţii 
definite pe 9C cu valori reale. Fie di(x, y) = \fi(x) — fi(y) |. Atunci {di}izi este 
o familie de semidistanţe care generează o s.u. în care toate aplicaţiile fi sînt 
uniform continue. 3° Fie 9C un spaţiu liniar topologic, 9? familia vecinătăţilor 
originii şi pentru V e °^ f ie Uv = {[%, y)\ x—ye V}. Fie 91= {U \W e°^ 
astfel ca Uy^U}. Familia 91 este o s.u. compatibilă cu topologia lui SC. 
4° (R, Tco), unde TW = {0} U {A \ H\A este cel mult numărabilă} este un 
spaţiu topologic neuniformizabil. (Gh.Gr.) 
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sublatice v. mulţime ordonată 
submersie v. spaţiu tangent 
submulţime cofinală v. şir generalizat 
submulţime ordonată v. mulţime ordonată 
submulţime reticulată v. mulţime ordonată 
subspaţii liniare suplimentare v. spaţiu liniar 
subspaţiu al unui spaţiu metric v. distanţă 
subspaţiu al unui spaţiu topologic v. topologie indusă 
subspaţiu liniar v. spaţiu liniar 
subspaţiu liniar majorant v. spaţiu liniar ordonat 
subspaţiu liniar ordonat v. spaţiu liniar ordonat 
subspaţiu liniar reticulat v. spaţiu liniar ordonat 
subspaţiu liniar topologic v. spaţiu liniar topologic 
subspaţiu normal v. spaţiu liniar ordonat 
subspaţiu normat v. variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie 
subspaţiu vectorial v. spaţiu liniar 
subşir v. şir generalizat 
subvarietate complexă v. varietate analitică complexă 
subvarietate diferenţiabilă v. varietate diferenţiabilă 
sumă Darboux v. integrabilitate Riemann 
sumă directă v. sumă directă topologică 

sumă directă topologică Fie {Xj}-€j o familie de spaţii liniare (cu acelaşi 

corp al scalariloi) şi fie X = Li Xj spaţiul liniar produs. Subspaţiul liniar Y 

format din mulţimea elementelor y = {Xj};Gr din X pentru care Xj^O doar 

pentru un număr finit de indicii se numeşte suma directă a familiei {Xj} -e r şi 

se "notează Y — ZJ Xj. Să presupunem acum că {Xj}-eŢ este o familie de spaţii 

local convexe (cu acelaşi corp al scalarilor). Cea mai fină topologie local convexă 
pe Y pentru care aplicaţia lj : Xj -> Y dată de formula IJ(XJ) =, {$ij%j}iej (nnde 
Sij este simbolul lui Kronecker) este continuă, oricare ar fi j e J, se numeşte 

topologia sumă directă. Spaţiul liniar JLl XJ înzestrat cu această topologie se 
i e / 

numeşte s.d.t. a familiei {Xj} • r de spaţii local convexe. O bază de vecinătăţi ale 

originii în s.d.t. este sistemul tuturor mulţimilor W de forma PF=eco( \Jlj(Wj)), 

unde IVj este o vecinătate oarecare a originii în Xj (iar eco înseamnă 
acoperirea echilibrată şi conexă). Topologia sumă directă este mai fină decît 

urma topologiei produs din spaţiul n Xj. Dacă orice spaţiu Xj este separat, 
i e / ' . 

atunci si spaţiul ZJ Xj este separat în raport cu topologia sumă directă. 
i e / 

(R.C.) 
sumă Kolmogorov (ataşată unei multifuncţii şi unei partiţii) v. integrala 

Kolmogorov 
sumă Lebesgue (ataşată unei funcţii şi unei diviziuni) v. integrala Lebesgue 

abstractă 
sumă Riemann v. integrabilitate Riemann, integrala multiplă 
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suportul singular al unei distribuţii. Dacă u este o distribuţie definită 
pe mulţimea deschisă Q, suportul său singular, notat sing supp u (sau sing spt M), 
este mulţimea punctelor din Q. în vecinătatea cărora u nu este de clasă C00, 
sau, echivalent, sing supp u este complementara celei mai mari mulţimi deschise 
din ]Q (în sensul incluziunii) în care u poate fi reprezentată ca o funcţie indefinit 
derivabilă. (G.G.) 

suportul unei distribuţii v. distribuţie 
suportul unei funcţii, mulţimea {x \f(x)^0}} u n d e / este o funcţie,defi

nită pe un spaţiu topologic cu valori în mulţimea numerelor reale (sau complexe). 
S.f./ e$te deci cea mai mică mulţime închisă pe complementara căreia funcţia 
ia valoarea zero. Se notează supp f sau spt / . (Gh.Gr.) 

suportul unei măsuri finite pe un spaţiu metric separabil Fie (X, d) un 
spaţiu metric separabil şi CB borelienele lui X. Se consideră o măsură (numărabil 
aditivă şi finită) m '• c)3 —*> R + . în aceste condiţii există o mulţime închisă 
SczT cu m(S) — m(T), care are proprietatea următoare: pentru orice mul
ţime închisă D c i X cu m(D) = m(T) avem D^S. Mulţimea S se numeşte 
suportul măsurii m. Se arată că S = {x e T | m(U) > 0 pentru orice vecină
ta te deschisă U a lui x}. (I.C.) 

suportul unei masuri Radcn Fie X un spaţiu local compact şi G c T un 
subspaţiu local compact al lui X (de exemplu, G poate fi o mulţime deschisă). 
Pentru orice măsură Radon \i pe T putem defini restricţia lui \JL la G care este 
măsura Radon \i\G pe G dată, pentru orice g din 9C(G), prin formula u,|G(g) = 
= [L(J), unde / e9C(X) se defineşte astfel: f(x) == 0 dacă xţG şi f(x) — .g(x) 
dacă x e G. Aici CX(T) este spaţiul funcţiilor scalare continue cu suport compact 
definite pe X. 
Principiul localizării. Dacă {Gţ}i este o familie de mulţimi deschise ale lui X 
şi (j., v sînt două măsuri Radon pe X astfel încît \x\G% = v|G$ pentru orice i, 
atunci u.|G = v | G , unde G = U Gj. 

i 
Să considerăm o măsură Radon jx pe X şi fie § — {UaT \U este deschisă 
şi ix\U = ()}. Atunci, fie U0 reuniunea familiei §', avem UQe§. Suportul lui 
\L, notat supp(jx) (sau spt \i), este mulţimea T\JJ0. Un element x din X este 
în suppţu.) dacă şi numai dacă pentru orice vecinătate V a lui x există o funcţie 
f din 9C(X) cu supp( / )c V şi ţj.(/)^0. Dacă u. este o măsură Radon reală, avem 

supp (ii) = supp(|u|) = supp(u+) U supp(u-), 
iar dacă u. este o măsură Radon complexă, avem 

suppţu.) = supp(l^l) - supp([i+) U supp(ix]f) U supp(u^) U s u p p ( ^ ) , 
unde \J. = ţjLj-r-ijXo, JJL, şi u,2 fiind măsuri Radon reale. Dacă g:X—>T=]R. (sau C) 
este o funcţie continuă şi pi o măsură Radon, 

suppţgu.) == supp(pi) 0 {xe X| g(x)~±Q} (v. măsură Radon). 

Dacă suppţu.) este o mulţime compactă spunem că u, este măsură Radon cu 
suport compact. Orice astfel de măsură Radon este mărginită. S.m.R. pozitive 
JJL este complementara celei mai mari mulţimi deschise neglijabile în raport cu ?x 
(v. prelungirea măsurilor Radcn). Se numeşte măsură punctuală o măsură Radon 
care are suportul format numai dintr-un punct. Orice măsură punctuală \i 
are forma u, = uSt, unde oc este un număr nenul şi Se măsura Dirac concentrată 
într-un punct t din X. O măsură ţx cu suport finit de forma supp(u.) — {a{, 

n 

1*2» *<•: oin} este o combinaţie liniară de forma Vj oii^oa cu at numere nenule. 
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Orice măsură Radon este punct aderent vag pentru mulţimea A a măsurilor 
Radon cu suport finit (v. topologia vagă). (/.C.) 

suprafaţa riemanniană a unei funcţii analitice globale Fie f o funcţie analitică 
globală (peste sfera lui Riemann 5). Considerăm mulţimea 

R(f): = {cpz I ţ e f , zeDy} 

şi aplicaţiile TT, / de la R(î) în S definite prin iz((ţ>z): ~ z şi/(<p2): =9(2), unde 
prin cpz se notează germenul definit de funcţia olomorfă cp în punctul z € Ap. 
Pentru orice cp e f, aplicaţia iz induce o bijecţie hy : Ap -> Ap, undeScp: = 
= {9Z | zeDcp}. Pe mulţimea R(î) există o unică topologie astfel încît mul
ţimile .Dcp să fie deschise şi aplicaţiile h<p omeomorfisme pentru toate elementele 
ş e f . înzestrată cu această topologie, R(f) este o suprafaţă topologică, TT o 
transformare interioară ş i / o aplicaţie continuă (chiar o transformare interioară 
exceptînd cazul trivial cînd funcţia analitică globală f este constantă, i.e. cînd 
ap l i ca ţ i a / este constantă). Suprafaţa riemanniană de acoperire (R(f),n) se 
numeşte suprafaţa riemanniană puncturată a lui f, iar aplicaţia / : R(f) ->• C 
realizarea lui f ca funcţie în sens uzual. Fie i?(f) compactificarea Kerekjârtd-
Stoilow a suprafeţei topologice R({). Un element frontieră a e i?(f ) \ i ? ( f ) se 
numeşte punct singular algebric al lui f dacă satisface condiţiile următoare: 
1) Există o mulţime deschisă [ / "eacu frontiera dU compactă si un omeomor-
fism h : U —>• D care duce pe a în zero (într-un sens evident), unde D este discul 
puncturat {^eC | 0 < \z\ < 1}. 2) Imaginile prin TC şi / ale filtrului a (i.t. 
filtrele generate de mulţimile n(M) şi respectiv/(M) cu M e a ) sînt convergente 
in S. (Un fapt netrivial este că dacă a este un punct singular algebric se poate 
alege pentru h chiar un izomorfism analitic.) Mulţimea i?(f): = iî(f)U{a|<x 
punct singular algebric al luif} este o suprafaţă topologică (realizată ca submul-
ţime deschisă a lui R{î)) iar TT şi / se extind prin continuitate la aplicaţii defi
nite pe întreg R{î), notate în continuare prin TC şi / respectiv. Mai' mult, 
re: R(f) -> S este o transformare interioară i a r / : R({) -> S o transformare inte
rioară sau o aplicaţie constantă. Suprafaţa riemanniană de acoperire (J?(f), TT) 
se numeşte s.r.f.a.g.f. Pentru a defini punctele singulare transcendente (i.e. 
nealgebrice) ale lui f, compactificarea Kerekjârto-Stoilow nu mai este suficien
tă. Matematicianul român S. Stoilow a propus definiţia următoare: Fie 
y: [0, î) -> R(f) un drum care converge la frontiera ideală a lui R(î) în sensul 
că, pentru orice compact KcR{f), există i?0e[0, 1) astfel încît y(t)eR(f)\H 
pentru t> t0. Dacă drumul 7roy: [0, 1) -> S converge la un punct z0 e S, se 
spune, după Stoilow, că z0 este un punct singular transcendent al lui f, definit 
de drumul y. Este convenabil să se precizeze definiţia lui Stoilow după cum 
urmează. Fie F(f) mulţimea tuturor drumurilor y:[0, 1) -» R(f) cu proprietă
ţile următoare: 1) Drumul y converge la frontiera ideală a lui R(f); 2) Drumul 
Tuoy converge la un punct din S. în mulţimea F(f) introducem o relaţie de 
echivalenţă, şi anume y ~ $ dacă şi numai dacă drumurile iz o y şi TC O 8 converg 
la acelaşi punct z0e S şi, în plus, pentru orice vecinătate V a lui z0 în S, există 
o componentă conexă U a lui7r-1(F) în R({) şi t0 e [0, 1) astfel încît puncteleyţT) 
şi $(t) să aparţină amîndouă lui U pentru orice t > /0. Vom numi punct singular 
transcendent al l u i / orice clasă de echivalenţă de drumuri y e T ( f ) . Un punct 
singular transcendent poate fi definit de asemenea în termeni de filtre, şi anume 
ca fiind un filtru ce pe R(î) cu proprietăţile următoare: 1) a converge la fron-
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tiera ideală a lui R(î), i.e., pentru orice compact K<zR(î) există M e a astfel 
încît M f]K = 0 ; 2) Filtrul generat de mulţimile 7u(M) cu M e a este con
vergent la un punct z0e S; 3) Pentru orice mulţime M e a, există o vecinătate 
deschisă V a lui z0 în S şi o componentă conexă U a lui ^(V) astfel încît 
î / e a şi UaM. Punctul singular transcendent a al lui f, considerat ca filtru, 
se numeşte punct de ramificaţie transcendent (sau punct critic transcendent) 
al lui f dacă aplicaţia TT|M este neinjectivâ pentru orice M e a . Notăm că 
definiţia precedentă a punctelor singulare transcendente ale unei funcţii ana
litice globale f se poate utiliza într-o situaţie mai generală, anume în definirea 
unei frontiere accesibile pentru orice spaţiu topologic X peste S cu S un spaţiu 
topologic separat şi X un spaţiu conex, local compact şi local conex. (M./ . ) 

suprafaţă v. integrala de suprafaţă 
suprafaţă diferenţiabilă v. hipersuprafaţă diferenţiabilă 
suprafaţă riemanniană, o varietate complexă conexă de dimensiune complexă 

1. Sin. : supraj"aţă riemanniană abstractă sau suprafaţă riemanniană Weyl-Rado. 
S.r. şi aplicaţiile olomorfe între s.r. formează o categorie; izomorfismele acestei 
categorii se numesc izomorfisme analitice sau reprezentări conforme. Clasele de 
echivalenţă de s.r. (modulo reprezentările conforme) se numesc tipuri conforme. 
Ex.: 1° Sfera lui Riemann. Fie S2 = {(xv x2, xz) e R 3 | x\ + x\ + x% = 1} 
sfera topologică de dimensiune 2, a : S 2 \ {e 3 } -• C proiecţia stereografică din 
polul nord ez: = (0, 0, 1) şi p : S 2 \ { - e 3 } -> C proiecţia stereografică din polul 
sud -f3: = (0, 0, - 1 ) , i.e. 

a.{xv x9, xz): = — şi ${xlf x2, xz): = > 
1—^3 1 + #3 

K> x2> **) e S2. 

Dacă notăm prin p conjugata aplicaţiei (3, i.e. $(xit x2, x3): = (xL — ix2)j 
I ( i + ^ ) » (x\> *%> x z ) e s2> a t u n c i K W e3te u n a t l a s c o m P l s x P S S2' s-r- o bt i-
nută înzestrînd' S2 cu structura complexă definită de acest atlas se numeşte 
sfera lui Riemann. 2° Planul complex extins C : = C U {oo} este o s.r. cu struc
tura complexă definită de atlasul {9, <]>}, unde 9 este identitatea lui C iar 
ă>: C \ { 0 } ~^C aplicaţia definită prin ty(z) = \\z cînd ^eC\^{0} şi 6(00) == 0. 
Proiecţia stereografică a se extinde prin continuitate la un izomorfism analitic 
fc:S2 ^ c şi avem h(ez) = 00 şi t];o h = $; acest izomorfism analitic este folosit 
pentru identificarea sferei lui Riemann cu planul complex extins. 3° Orice 
submultime deschisă conexă a lui S2 ^ C este o s.r., de pildă planul complex 
C si discul unitate D: = {zeC | \z\ < 1}. 4° O suprafaţă topologică R admite 
structuri complexe (i.e. structuri de s.r.) dacă şi numai dacă R este orienta-
bilă şi cu bază numărabilă (teorema lui Rado). 
Teorema de reprezentare conformă a lui Riemann. Orice s.r. simplu conexă 
poate fi reprezentată conform pe una din următoarele trei s.r.: 1) Sfera lui 
Riemann S2 = C; 2) Planul complex C: 3) Discul unitate D. 
în alţi termeni, teorema de reprezentare a lui Riemann afirmă că există exact 
trei tipuri de s.r. simplu conexe: 1) Tipul eliptic reprezentat de sfera lui Riemann; 
2) Tipul parabolic reprezentat de planul complex C; 3) Tipul hiperbolic 
reprezentat de discul unitate D. Teorema de reprezentare conformă a lui Rie
mann poate fi de asemenea interpretată în sensul că pe o suprafaţă topologică 
simplu conexă compactă există o unică structură complexă, iar pe o suprafaţă 
topologică simplu conexă necompactă există exact două asemenea structuri 
complexe (modulo izomorfisme analitice). Notăm că structurile complexe 
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existente pe torul topologic T: = R 2 /Z 2 formează o familie depinzînd de un 
parametru complex, în timp ce în cazul torului topologic de gen g> 1 aceste 
structuri formează o familie care depinde de 3g—3 parametri complecşi (numiţi 
moduli). Problema găsirii de criterii de recunoaştere a apartenenţei unei s.r. 
necompacte la tipul parabolic sau la cel hiperbolic se numeşte problema tipului. 
De pildă,, o s.r. simplu conexă necompactă R este de tip parabolic dacă şi numai 
dacă ea satisface una din condiţiile următoare: 1) Nu există funcţii armonice 
mărginite neconstante definite pe i ? \ A care iau valoarea limită 0 în orice punct 
al frontierei lui A, unde A c R este un disc compact (într-o hartă locală a 
lui R) fixat. 2) Nu există funcţii armonice pozitive neconstante pe R. 3) Nu 
există funcţii armonice mărginite neconstante pe R. 4) Nu există funcţii d o 
rn orfe mărginite neconstante pe R etc. Asemenea criterii pot fi utilizate pentru 
o clasificare dichotomică a s.r. necompacte arbitrare (i.e. nu neapărat simplu 
conexe). De pildă, se notează prin OQ, OHP, OJJB, O AH e t c , clasa tuturor s.r. 
compacte R care satisfac, respectiv, condiţiile 1), 2), 3), 4) etc. Notăm că 
0G d OiipczOţjB<z 0AB şi că aceste incluziuni sint stricte. în problema clasificării 
dichotoniice a s.r. necompacte o contribuţie esenţială a adus şcoala finlandeză 
creată de Rolf Nevanlinna; de asemenea contribuţii semnificative au adus 
şcoala japoneză şi şcoala românească, aceasta clin urmă creată de Si ni ion 
Stoilow. Fiind dată o s.r. R, o prelungire a lui R este o s.r. R' împreună cu 
o aplicaţie olomorfă iujectivă 9: R —> Rf. O s.r. se numeşte maximală dacă, 
pentru orice prelungire 9 : R —> R' a lui R, rezultă <p(i?) = R', i.e. 9 este un 
izomorfism analitic. De pildă, s.r. compacte sînt maximale. Pe de altă parte, 
orice s.r. R admite o prelungire 9 : R —• R' în care R' este o s.r. maximală. în 
general prelungirea maximală a unei s.r. R nu este unică. Problema unicităţii 
prelungirii maximale a s.r. conduce la rezultate semnificative în teoria clasifi
cării dichotoniice a F.V. Fie R o s.r. Dacă m este o funcţie meromorfă pe R, 
orice punct singular aeS(m) este un pol, deci aplicaţia m: R ~> (U, definită 
prin m\D(m): —m şi m(a): = 00 pentru orice aeS(m), este o aplicaţie 
olomorfă. Invers, fiind dată o aplicaţie olomorfă 9 : R-+C, 9 ^ 00, există o unică 
funcţie meromorfă m pe R astfel încît m — 9, şi anume m: — <p|D(w), unde 
D(m): = R\cp-1(oo). Funcţiile meromorfe pe R se identifică deci în mod 
natural cu aplicaţiile olomorfe =£00 de la R la C. Formele diferenţiale de 
tip (1,0) pe o s.r. R se numesc, simplu, diferenţiale pe R. O difeienţială to 
pe R se numeşte olomorfă sau de prima speţă dacă, pentru orice parametru 
local (hartă locală) z pe R, co j U = <D &z cu <D funcţie olomorfă pe U, unde U 
este domeniul lui z. Se numeşte diferenţială meromorfă sau diferenţială 
de speţa a treia pe R orice diferenţială co definită pe o submulţime deschisă 
D(co) a lui R şi avînd proprietăţile următoare: 1) Sţco): — i?\D(co) este o 
submulţime închisă şi discretă a lui R; 2) Pentru orice parametru local z 
pe R, co|U" f! D(co) == mdz cu m o funcţie meromorfă pe U astfel încît S(m) = 
— S(co) n U, unde U este domeniul lui z. Dacă co este o diferenţiala meromorfă 
pe R, mulţimea 5(co) se numeşte mulţimea singulară a lui co iar elementele ei 
polurile lui co. Dacă a este un pol al lui co şi dacă parametrul local z este 
ales astfel încît z{a) =- 0 şi U(] S(co) = {a}, atunci m = z~v <D, unde O este 
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o funcţie olomorfă pe U şi p un întreg ^ 1; acest întreg p nu depinde de alege
rea parametrului z (cu proprietăţile indicate mai sus) şi se numeşte ordinul 
polului a al lui co. Reziduul lui co în punctul a este numărul complex 

1 r 
Rez(co; a): = — \ co, 

2TCÎ JdK 

unde A' este un compact conţinut în U, domeniul lui z, de forma K = {xeU\ 
\z(x)\^z}, e > 0, iar dK bordul orientat al lui K. O diferenţială meromorfă 
co pe R se numeşte de speţa a doua dacă Rez(co; a) — 0 pentru orice a G S(co). 
Teorema reziduurilor (pe o suprafaţă riemanniană). Dacă co este o diferenţială 
meromorfă pe R şi KaR un compact cu frontiera de clasă C1 pe porţiuni 

astfel incît 5(co) (1 BK = 0 , atunci 

— ( co = o £ Rez(co; a). ( M J . ) 
27ri JdK aek (] 6(co) 

suprafaţă riemanniană de acoperire, noţiune introdusă de Riemann în 
dizertaţia sa inaugurală în scopul uniformizării funcţiilor analitice globale. 
Definiţia lui Riemann, bazată pe consideraţii de natură geometric-intuitivă, 
a fost precizată de Stoilow^după cum urmează. Fie 5 sfera lui Riemann iden
tificată cu planul complex extins C. O s.r.a. este o pereche (R, TU), unde R 
este o suprafaţă topologică şi -K: i ? - + S o aplicaţie satisfăcînd condiţia urmă
toare: pentru orice punct ae R, există o vecinătate deschisă U a lui a în R, 
un număr întreg v ^ 1 şi un omeomorfism h de la U pe discul unitate 
I) : = {zeC \\z\ < 1} astfel încît izty-1^)) = n(a) -f- z^ dacă 7i(a)eC şi 
n(h-l(z)) = z—v dacă iz(a) = 00. Daci (R, TC) este o s.r.a., există pe o 
unică structură de suprafaţă riemanniană Weyl-Rado astfel încît aplicaţia 
TU : R -> S să fie olomorfă; i? se consideră întotdeauna ca suprafaţă 
riemanniană Weyl-Rado cu această structură. 
Teorema 1 (Stoilow). O pereche (R,n) formata dintr-o suprafaţă topologică R 
şi o aplicaţie TC: R —> S este o s.r.a. dacă şi numai dacă TU este o transformare 
interioară. 
Ex.: Dacă f este o funcţie analitică globală, atunci (A'ţf),^) şi (R(j),n) sînt 
s.r.a. (v. suprafaţa riemanniană a unei funcţii analitice globale). 
Teorema 2. Pentru orice s.r.a. (R, TU), există o funcţie analitică globală f şi 
un izomorfism analitic h: R —• i?(f) care comută cu proiecţiile. 
La fel ca Riemann, Stoilow a folosit ideea de suprafaţă riemanniană pentru stu
diul funcţiilor analitice globale. în această perspectivă Stoilow a introdus 
două ela>3 remarcabile de s.r.a.: clasa 9 şi clasa suprafeţelor riemanniene 
normal exhaustibile. O s.r.a. (R, TU) se numeşte de clasă 9 dacă pentru orice disc 
deschis D din S şi orice componentă conexă 17 a lui TIT1{D), mulţimea D\K(U) 
este total discontinuă, i.e. componentele sale conexe se redac la puncte. Denu
mirea vine de la numele matematicianului F. Iversen care a demonstrat că dacă 
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/ este o funcţie meromorfă neconstantă pe G, atunci s.r.a. (C,/) este de clasă 9. 
Teorema 3 (Stoilow). Dacă (R, 71) este o s.r.a. de clasă 9, atunci, pentru orice 
element frontieră a al lui R, filtrul 7t(cc) generat de mulţimile n(M) cu M e ot 
este convergent sau aderenţa sa umple întreg spaţiul S (în primul caz a se 
numeşte element frontieră punctual iar în al doilea element frontieră total etalat). 
în plus, dacă R nu admite elemente frontieră total etalate, atunci aplicaţia iz 
este proprie, i.e. mulţimea T T - 1 ^ ) este compactă pentru orice mulţime compactă 
KczS. 
Teorema 4 (Stoilow). 1) Dacă f este o funcţie analitică globală care verifică 
o relaţie întreagă (i.e. există o funcţie olomorfă neconstantă G pe C2 astfel 
încît G(z,cp(z)) = 0 pentru orice 9 e f şi orice zeDy), atunci s.r.a. (i?(f), TZ) 
este de clasă 9. 2) Dacă (R, TC) este o s.r.a. şi dacă R e Gg, atunci (R, re) este 
ie clasă 9. 
D s.r.a. (R, TC) se numeşte normal exhaustibilâ dacă există o exhaustiune {i?v} 
a. lui R cu mulţimi deschise relativ compacte i?v astfel încît aplicaţia Tu|i?v : 
:i?v —• TZ(RV) să fie proprie. Stoilow a demonstrat o teoremă a discurilor pentru 
s.r.a. normal exhaustibile cu R simplu conexă, iar ulterior, în teza sa de doctorat, 
Cabiria Andreian Cazacu a adus contribuţii remarcabile la studiul s.r.a. normal 
exhaustibile cu R arbitrară. (M.J.) 

suprafaţă topologică v. varietate topologică 
supremum v. mulţime ordonată 
supremumul esenţial al unei funcţii v. funcţii total măsurabile, spaţii Lp(u.) 

şi LV(\L) (în raport cu o măsură Radon), spaţii Lv 

a ursa unui marfism v. categorie 

S 

şa, punct staţionar x0 (soluţie constantă, punct de echilibru) al unui 
sistem dinamic x' — f{x), f(xQ) = 0, cu proprietatea că matricea (Df)(x0) 

df 
(cu altă notaţie — (x0), matricea jacobiană) are valorile proprii reale ne-

dx 
nule, nu toate de acelaşi semn. (A.H.) 

şir Fie A o mulţime nevidă. Se numeşte ş. cu valori în A sau ş. de elemente 
din A (pe scurt, ş., dacă mulţimea A este subînţeleasă), orice funcţie / : N —*• A. 
Notînd/(w) = xn pentru orice n natural, vom putea identifica funcţ ia / cu fami
lia {xn}ne]$ şi vom vorbi despre ş. {xn}ne]N sau> m a ^ scurt. {xn} n. Conside-
rînd şi o funcţie strict crescătoare M: N —*• N, să notăm M(p) = nv pentru 
orice p natural. Funcţia compusă / o M : N —»• A este tot un ş. cu valori în 
A şi se numeşte un subşir al ş.f. Ţinînd seama că pentru orice p natural avem 
(foM)(p) = f(M(p)) = XM(p) = xn , rezultă că subşirul de mai sus se poate 
identifica cu familia {% }p eN- Pentru a desemna faptul că {% } p e N este 
un subşir al ş. {#»}»eN s e s c r* e ^e m u l t e ori {xnv}p€j$ <=• {*«}»eN SSiU 

{xn }p c {*n}n- De exemplu, dacă M(p) = nv = 2p pentru orice p natura^ 
vom obţine subşirul {x2p}p c: {xn}n. Acest subşir se numeşte subşirul 
termenilor de rang par al ş. {xn} n. Similar, dacă M(p) = np =* 2p — 1 
pentru orice p natural, obţinem subşirul termenilor de rang impar al ş. 
{xn}n (v- şi şir generalizat). (I. C.) 

şir Cauchy v. şir numeric, şir generalizat Cauchy 
şir Cauchy (într-un spaţiu liniar topologic) v. spaţiu liniar topologic complet 
şir Cauchy (într-un spaţiu metric) v. spaţiu metric 
şir Cauchy constructiv, şir {xn}nef^ de numere reale cu proprietatea că 

pentru orice număr întreg strict pozitiv k există un întreg pozitiv pic astfel 
încît din m, n ^ p^ rezultă \xm — %n \ < l/k. (5. M.) 

şir convergent (de numere) v. şir numeric 
şir convergent (într-un spaţiu metric) v. distanţă 
şir convergent (într-un spaţiu topologic) v. şir generalizat convergent 
şir (o)-ccnvergent v. convergenţa în sensul ordinei 
şir crescător de funcţii v. şir de funcţii 
şir de funcţii Fie ^(X, Y) mulţimea funcţiilor definite pe mulţimea X cu 

valori în mulţimea Y. Se numeşte ş.f. (definite pe X cu valori în Y) orice şir 
in ^(X, Y). Noţiunea are în primul rînd un substrat topologic, şirurile conver
gente de diferite tipuri constituind o clasă prioritară în familia ş.f. ale analizei 
matematice. In cele ce urmează se consideră ş.f. cu valori numerice, deci Y 
YS. f i R sau C, unele consideraţii avînrl loc şi într-un cadru mai general (Y = Cw, 
Y spaţiu metric, Y spaţiu topologic). Se spune că ş.f. {/n}?»eNeste convergent 
în punctul x e X dacă şirul \Jn(x))n este convergent. Dacă şirul{fn}n converge 
în fiecare punct xeX căi re f(x), se spune că {fn}n converge punctual (sau 
simplu) c ă t r e / iar funcţ ia / se ni uneşte limita punctuală a şirului {fn}n. în cazul 
funcţiilor numerice aceasta înseamnă că, pentru orice z > 0 şi orice xeX, 
există numărul natural n(e, x) (depinde de z şi de x) astfel ca \fn(x)— f(x) j< e, 
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Vw 5» w(e, x). Se spune că şirul {fn}n converge uniform pe mulţimea X către 
funcţia / dacă pentru orice s > 0 există numărul m (depinde numai de e) 
astfel încît \fn(x) — f(x) | < e, Vw > ne şi VxeX. Şirul \fn}n converge uniform 
l a / dacă şi numai dacă şirul { sup \fn(x) — f(x) |} w eN converge către zero. 

xeX 
Are loc criteriul lui Cauchy de convergenţă uniforma a ş.f.: Şirul {fn} converge 
uniform pe X dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există m e N astfel ca 
\fn(%) ~ fm{%)I<e, Vw, m^m, \jx e X. Orice şir uniform convergent este simplu 
convergent, reciproca nefiind adevărată (v. şirul fn(t) — tn, te[0, 1]). Tipurile 
de convergenţă prezentate se pot caracteriza topologic în sensul că pe ^(X, Y) 
se pot construi topologii în care convergenţa topologică a unui şir (generalizat) 
este echivalentă cu convergenţa punctuală (resp. uniformă). Dacă X este un 
spaţiu topologic iar funcţiile fn sînt continue şi şirul {fn}n converge uniform 
că t re / , a t u n c i / este continuă. O afirmaţie mai generală este legată de noţiunea 
de convergentă cvasiuniformă (v. convergenţă cvasi uniformă Arzela-Hobson). 
O condiţie suficientă de convergenţă uniformă este dată de teorema lui Dini: 
Dacă X este un spaţiu topologic compact (de exemplu X = [a, b] cz R) 
iar fn: X ->• R, {fn}n formînd un şir crescător (sau descrescător) de funcţii 
continue, convergent punctual la funcţia continuă / , atunci {/»}» converge 
uniform c ă t r e / (şirul {fn}n se numeşte crescător (resp. descrescător) dacă/w(#) < 
^ / » + i W ( resp. fn(%) >fn+i(x)), V » e N şi \fxeX). Dacă funcţiile fn :\a\ h]~+ 
—• R sînt de clasă C1 şi există x0 e [a, b] astfel încît {fn{%o)}n es"te convergent 

lAfn) şi dacă şirul derivatelor • { — } converge uniform pe [a, b], atunci {fn\n con-
[dx)n 

verge uniform pe [a, b], limita sa / fiind o funcţie de clasă C1 şi 
df dfn 

~ (x) = lim — (x), Mxe[a,b]. 
dx rt-»oo dx 

Dacă/W : [a, &]-* R sînt integrabile Riemann şi {fn}n converge uniform c ă t r e / 
atunci / este integrabilă Riemann şi 

lim V fn(t) dt = \ f(t) dt, \fx e [a, b] 
n -> oo Ja Ja 

(v. şi tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii). (Gh. Gr.) 
şir de mulţimi care tinde regulat la o mulţime v. derivarea măsurilor 
şir de mulţimi care tinde regulat la un punct v. derivarea măsurilor 
şir de mulţimi mutual disjuncte v. funcţie de mulţime 
şir de reţele indefinit de fin v. derivarea măsurilor 
şir de reţele regulat (relativ la o măsură) v. derivarea măsurilor 
şir dublu aproape mărginit de numere reale, şir dublu {aij}ij=sl 2 

cu proprietatea că se transformă într-un şir mărginit prin suprimarea unui 
număr finit de linii şi coloane, i.e. prin interzicerea unui număr finit de valori, 
convenabil alese, pentru i şi / . Altfel spus, şirul dublu este aproape mărginit 
dacă există un număr M şi un număr natural Ar astfel încît să avem \a^\ < M, 
de îndată ce i > AT, / > N. (S. M.) 

şir dublu convergent de numere reale, şir dublu {a%j] {j = x, 2,..., c u 

proprietatea că oricărui număr s > 0 îi corespunde un număr natural we astfel 
încît să avem \ai + m> j + n ~~ aH | < e de îndată ce ne < i,j şi oricare ar 
fi m şi n. (S. M.) 

şir dublu mărginit de numere reale, şir {atj} i x = x 2
 c u proprietatea 

că există un număr real M astfel încît \aij\ < M pentru orice numere natu
rale i şi j . (S. M.) 
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şir dublu monoton de numere reale Şirul dublu {atj}ţ ; _ i 2 ... e s * e 

monoton crescător dacă pentru m ^ 0, n ^s 0 şi pentru orice numere naturale 
i, j avem ai 4- m, j + n — atj ^ 0. Dacă în aceleaşi condiţii avem ai + m, j + n— 
— a{, ) ^ 0 şirul este monoton descrescător. Un şir dublu este monoton dacă 
este monoton crescător sau monoton descrescător. (S. M.) 

şir fundamental (de numere) v. şir numeric 
şir generalizat (în mulţimea 9C), orice funcţie definită pe o mulţime dirijată 

la dreapta cu valori în 9C. Dacă A este o mulţime dirijată la dreapta iar pentru 
/ : A -> 9C şi § e A se notează x§ = /(&), pentru ş.g.f se foloseşte notaţia {x§}s e A. 
Dacă A = N se spune c ă / e s t e un şir în 9C şi se notează {xn}nej$ . Ş.g. {^s}se A 
se numeşte ş.g. universal în 9C dacă pentru orice mulţime A <±'9C există 
$ 0 e A astfel încît 

{x8\B ^ S0} <= A sau {x8\ S ^ S0} <= 9C\A. 
Fie 91 un ultrafiltru de părţ i ale lui 9C şi pe 91 ordinea U < V <=> V cz U. 
Fie XJJ eU, U e°ll. Ş.g. {xţj} v e 9£ este un ş.g. universal în 9C. Orice ş.g. constant 
este un ş.g. universal. Fie g = fe}ieD şi / == {^}8eA două ş.g. în X Ş.g. g 
se numeşte sub şir al ş.g. / dacă există o aplicaţie 9: D -> A cu proprietăţile: 
i) Pentru orice S G A, există i 0 e D astfel încît cp(d) ^ S pentru orice d ^ d0, 
de D; ii) g = /oq>. Pentru orice ş.g. există un subşir care este ş.g. universal. 
Submulţimea D a mulţimii dirijate A se numeşte cofinalâ în A dacă pentru 
orice S G A există d e D astfel ca d ^ o\ Fie cp : I ) -»A , 9 ^ ) .= <i pentru 
orice d e D şi fie / :A —v9C un ş.g. Atunci / o 9 este un subşir al lui, / . Dacă 
pentru / se foloseşte notaţia {x§}8 e A, atunci pentru subşirul / o 9 se foloseşte 
notaţia {#§}s<=D. Noţiunea de ş.g. se întîlneşte în consideraţii de spaţii topo
logice, de spaţii ordonate (v. şir generalizat convergent, funcţie continuă, 
punct aderent, spaţiu topologic compact). (Gh. Gr.) 

şir generalizat Cauchy Fie (9C, 91) un spaţiu uniform şi {,r§}seAun şir 
generalizat în 9C. Se spune că {x$}8 e A este un ş.g.C. sau şir generalizat funda
mental, dacă pentru orice împrejurime Ue°ll există S0 e A astfel încît (xs,x8f) eU 
pentru orice S, §' ^ 80.- Dacă A = N se spune atunci ca,{xn}n e ]N este şir Cauchy. 
Dacă structura uniformă a spaţiului 9C este generată de familia {dt}i el de 
.semîdistanţe, atunci şirul {^§}§eA este un ş.g.C. în 9C dacă şi numai dacă 
pentru orice iei şi orice e > 0 există S 0 e A astfel încît ^ (^g , A?S') < e pentru 
orice 8, 5 ' ^ S0.. Următoarele două afirmaţii se mtîlnesc de obicei ca definiţii 
ale noţiunii de ş.g.C: 1) Fie (9C, d) un spaţiu semimetric; şirul {xn}ne^ este 
Cauchy în 9C dacă şi numai dacă pentru orice s > 0 există n0 e N astfel încît 
d(xn, xm) ^ z pentru orice n,m^z n0. 2) Dacă 9C este un spaţiu liniar topologic 
atunci {x§}-8 e Â  esteJş.g.C. în 9C clacă şi numai dacă pentru orice vecină
ta te V a originii există S0 G A astfel ca x§ — x& e F pentru orice 8, Sr ^ S0-
Fie pentru şirul generalizat {A'§}§ G A baza de filtru c)3 = {A§ \ 5 G A}, unde 
A $ = {x§> I k' > B} şi fie 9- filtrul generat de 93. Şirul generalizat {V/8e A este 
Cauchy dacă şi numai dacă $ este un filtru Cauchy. Orice şir generalizat con
vergent este un ş.g.C. Există ş.g.C. care nu sînt convergente (v. Ex. 2°). Un 
spaţiu uniform 9C se numeşte complet dacă orice ş.g.C. în 9C este convergent. 
O subm ultime a unui spaţiu uniform se numeşte mulţime completă dacă înzes
t ra tă cu structura uniformă indusă este un spaţiu uniform complet. Submul
ţimea A a spaţiului uniform 9C este completă dacă şi numai dacă oricare ar fi 
{ag}s e A un s.g.C. (în 9C) de elemente din A există aeA astfel încît lim a§ — a 

Se A 
(în 9C). Orice submulţime închisă a unui spaţiu uniform complet este mulţime 

completă. Orice submulţime completă a unui spaţiu uniform separat este în
chisă. Metoda clasică a lui Cantor de construcţie a mulţimii numerelor reale 

file:///fxeX
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din mulţimea numerelor raţionale se extinde canonic la cazul spaţiilor metrice 
pentru construcţia completatului unui asemenea spaţiu. Rezultatul şi metoda 
se pot extinde şi la spaţii uniforme. Fie 9C un spaţiu uniform separat. Există, 
şi este unic modulo un izomorfism de spaţii uniforme, un spaţiu uniform 
separat şi^complet 9C astfel încît 9C să fie izomorf cu un subspaţiu dens în 9C> 
Spaţiul 9C se numeşte completatul spaţiului uniform 9C. Sensul unicităţii din 
definiţia precedentă este următorul: Dacă $ i şi 9C2 sînt două spaţii uniforme 
separate şi complete care conţin subspaţii dense şi izomorfe cu'SC, atunci 
9Ci şi 9C2 sînt izomorfe (ca spaţii uniforme). Pentru modele de astfel de completări 
v. completatul unui spaţiu metric, completatul unui spaţiu liniar topologic. 
Ex.: 1° Un şir { ^ } „ 6 N d e numere reale este Cauchy dacă şi numai dacă 
şirul generalizat {xn — xm] U, m) ejşj xN este convergent către zero. 2° Fie Q 
mulţimea numerelor raţionale organizată ca spaţiu metric cu distanţa d(x,y)^ 
= \x — y\. Orice şir monoton şi mărginit în Q este un şir Cauchy (în Q). Şirul 

definit prin xx = 1, xn+1 = — j xn -\ I este un şir Cauchy în Q care nu este 

convergent (în Q). 3° Dreapta reală cu topologia obişnuită este un spaţiu 
uniform complet. 4° Orice spaţiu topologic compact este uniform complet 
(în raport cu structura uniformă compatibilă cu topologia). (Gh.Gr.) 

şir generalizat Cauchy (într-un spaţiu liniar topologic complet) v. spaţiu 
liniar topologic complet 

şir generalizat Cauchy fx-a.p.t. v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 
măsurii 

şir generalizat Cauchy aproape sigur v. tipuri de convergenţă folosite în 
teoria măsurii 

şir generalizat Cauchy [x-aproape uniform v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat Cauchy în pt- măsură v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 
măsurii 

şir generalizat Cauchy în medie de ordin p v. spaţii Lp 

şir generalizat Cauchy în probabilitate v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat convergent, şir generalizat {#g}8 e A într-un spaţiu topologic 
(9C, Ţ) avînd proprietatea că există x e 9C astfel încît pentru orice vecinătate V 
a lui x există §0e A astfel c a ^ e F pentru orice S ^ 80. Se spune că {#s}s e A 
este un ş.g.c. către x. Pentru a preciza topologia, se spune că şirul considerat 
este ^-convergent (către x). Se notează 

lim x§ = x (sau T-lim xş — x, sau x$ >• x, sau # § - * # ) . 
8e A SeA 8e A 

Punctul ^se numeşte limita şirului. Şirul {xn}ne]$ de elemente ale spaţiului 
topologic 9C este deci convergent către x e 9C dacă pentru orice vecinătate V 
a lui x există n0 e N astfel încît xne V pentru orice n ^ w0. Dacă spaţiul 
topologic 9C este separat, atunci orice ş.g.c. are limită unică (şi reciproc). 
Ş.g.c. din 9C au următoarele proprietăţi caracteristice (v. şi topologia generată de 
o cîasă de convergenţă): i) Dacă x§ = x pentru orice Se A, atunci lim x8 — x; 

SeA 
ii) Dacă şirul generalizat {#§} s e A converge către x, atunci orice subşir gene
ralizat al său converge către x\ iii) Dacă şirul generalizat {#§}5e A nu converge 
către x, atunci există un subşir generalizat al său care nu conţine nici un subşir 
generalizat convergent către x) iv) Pentru orice mulţime dirijată A şi orice 
familie {^s} Se A de mulţimi dirijate fie B = {(o\ a) | S 6 A, aeA§}. Dacă 
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f:B—>9C şi există x e 9C astfel ca lim lim /($, a) — x, atunci lim fo g = x, 
SeA aeA* 

u n d e g:Ax'Tl A$ -+A este definită prin g{$, h) - (§*, h{%)) (pe A X YIAB, 
SeA SeA 

se consideră ordinea produs). Noţiunea de ş.g.c. a apărut din necesitatea de a 
suplini în diverse consideraţii topologice o anumită insuficienţă a familiei 
şirurilor obişnuite (v. funcţie continuă, spaţiu topologic compact e tc ) . Ex. : 
1° Fie °i?x familia vecinătăţilor punctului x din spaţiul topologic X Fie pe °l?x 
ordinea: F-, ^ F2 <=> V2 C- Vv Pentru fiecare 7 e % , fie xve V. Şirul gene
ralizat {xy}Vzc/x converge către x. 2° Fie A = N x N cu ordinea produs. Un 
şir {#w}»eN de numere riale este Cauchy dacă şi numai dacă şirul generalizat 
{#» — %}(n,t»)eA «.onverige către zero. 3° Fie [a, b] a R ' ş i A familia diviziu
nilor lui [a, b] ordonată cu \ B} ^ §2 •*> §?

 e s t e m a i f i n â decît 8V Fie / : [a, &]-> R 
o funcţie integrabilă, Riem&nn. Pentru S e A fie x$ o sumă -Riemann corespun
zătoare partiţiei 8 şi funcţiei/ . Atunci şirul generalizat {#§}5eA converge către 
Cb 
V f(x)dx. 4° Fie 9C — R cu topologia obişnuită, A = (0, -foo) cu ordinea 

1 
din R si x§ — — , 8 eA. Atunci lim x§ =- 0. Mulţimea {#§ | 8 e A} nu este 

§ SeA 
mărginită în R. (Gh. Gr.) 

şir generalizat convergent ţx-a.p.t. v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 
măsurii 

şir generalizat convergent aproape sigur v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat convergent jj.-aproape uniform v. tipuri de convergenţă 
folosite in teoria măsurii 

şir generalizat convergent jjtrasimptctic v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat convergent în ' jx-măsură v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat convergent în ţx-medie v. tipuri -de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat convergent în probabilitate v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

şir generalizat (co)-convergent v. convergenţa în sensul ordine! 
şir generalizat fundamental v. şir generalizat Cauchy 
şir generalizat universal v. şir generalizat 
şir monoton de mulţimi v. clasă de mulţimi 
şir numeric, funcţie / : N ~+ I \ unde T ' = R sau C. Notăm f(n) = *« 

pentru orice număr natural n şi identificăm p e / cu familia {%}«eN» sar[> m a l 

scurt, cu familia {xn}n. Aşadar, vom vorbi despre şirul {xn} n eN s a u Şirrj^{^»}^-
Considerînd şi o funcţie strict crescătoare Af:N -•> N , sa notăm M(p)j= nP 
pentru orice 'p, deci Mj < n2 < ... < np < ... Funcţia .compusă / o M: N -• F 
este tot' un ş.n. şi poartă numele de subşir al ş i r u l u i / Deoarece (/o M)(p) = 
= /(M(/>)) =f{np) = #» , rezultă că subşirul de mai sus se poate identifica 
cu familia {#» }j>eN sau { A ' ^ } ^ . Pentru a desemna faptul că {xnp}p este un 
subşir al şirului {#„}„ se scrie de multe ori {xflp}pcz {xn}n. De exemplu, dacă 
M(p) = 2_£ = wp (resp. M(/>) = 2p — 1 = w^) pentru orice £ natural obţinem 
subşirul {*2;p}î> <={*»}*» (resp. {^2p-i}pc: {^«}») numit subşirul termenilor 
de rang par (resp. impar) al şirului {xn}. Un ş.n. {AT»}» se numeşte ;w mărginii 
dacă există un număr strict pozitiv 4̂ cu proprietatea că \xn\ <t & pentru once 
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ti natural. în cazul cînd T — R, şirul {xn} n se numeşte şir crescător (resp. 
strict crescător) dacă xn ^ xn+i (resp. xn < xn+i) pentru orice n. Similar, 
{#«}» s e numeşte şir descrescător (resp. strict descresător) dacă %n^%n+i ( r e sP-
%n > %n+i) pentru orice n. Un şir care este crescător sdu descrescător se nu
meşte şir monoton, iar un şir care este strict crescător siau strict descrescător 
se numeşte şir strict monoton. Vom spune că un element x din F este limita 
şirului {xn}n dacă pentru orice vecinătate V a lui x există un număr natural nv 
cu proprietatea că pentru orice număr natural n ^ nv avem xn e V. Aceasta 
revine la următoarele: pentru orice e > 0 există un număr natural n(e) cu pro
prietatea că pentru orice număr natural n ^ w(e) avem \xn — x\ < z. Un 
ş.n. {xn}n pentru care există xeV care este limita <lui {xn} n se numeşte ş.n. 
convergent. Se arată că un ş.n. {xn}n este convergent dacă şi numai dacă {xn}n 
este ş.n. Cauchy (sau şir fundamental), i.e.: pentrju orice e > 0 există n(z) 
număr natural cu proprietatea că pentru orice n'umere naturale m > n(e) 
şi n > n(z) avem \xm — xn\ < e (criteriul lui Cauchy de existenţă a limitei 
unui ş.n.). Orice ş.n. convergent este mărginit, nu şi reciproc. Vom 
spune că un şir {xn}n de numere reale are limita co (resp. — oo) dacă pentru 
orice e > 0 există un număr natural n{e) cu proprietatea că pentru orice număr 
natural n > n(z) avem xn > e (resp. xn < —e). Un ş.n. {xn}n pentru care există x 
(finit sau nu) astfel încît x este limita lui {xn} n se numeşte şir care are limită. 
Se arată că limita unui ş.n. care are limită este unică. în toate cazurile, dacă 
{%n}n este un ş.n. care are limita x vom scrie xn -—>• x, sau xn—>~x, sau x =» 

ţi, - » oo n 
« lim xn. Dacă un şir are limită, atunci orice subşir al său are aceeaşi limită. 

n-*oo 
Un şir monoton este convergent dacă şi numai dacă este mărginit. Să consi
derăm acum un ş.n. {xn}n. Un element x e R (dacă{^ f t}n este un şir de numere 
reale) sau x e C (dacă {xn} n este un şir de numere complexe) se numeşte punct 
Urnită al şirului {xn}n dacă pentru orice vecinătate V a lui x există o infinitate 
de termeni xne V, i.e. mulţimea {nel^ \ x^e V} este infinită. Pentru orice 
şir {xn} n de numere reale mulţimea punctelor sale limită (din. R) este nevidă. 
în acest caz, există cel mai mare punct îirait#,, numit limita superioară a şirului 
{%n}n Şi notat lim sup xn sau lim xn. De asemenea, există cel mai mic punct 

n n 
limită, numit limita inferioară a şirului {#w} n şi notat lim inf xn sau lim xn. 

n n 
Avem formulele: a) lim sup xn =inf {an | » e N } unde an — sup {% | k > »} 

n 
pentru orice n natural. Pe scurt, lim sup xn = inf sup % ; b) lim inf %n =» 

n n k ^: n 
= sup {bn | « e N } , unde bn = inf {xjc | k ^ n} pentru orice n natural. Pe 
scurt, lim inf xn = sup inf #&. Şi în cazul real şi în cel complex se arată că x 

n n 
este punct limită al şirului {xn} n dacă şi numai dacă există un subşir {xn } v c 
c: {xn}n astfel încît xn —>-x. Un şir are limită dacă şi numai dacă are un singuî? 
punct limită (care este limita şirului). (I. C.) 

şir regulat de numere raţionale, şir {#»}»eN ^e numere raţionale cu pro
prietatea că pentru orice numere întregi strict pozitive m şi n avem \xm — x»\ ^ 

< — + J - . (S.M.) 
m n 
şir strict crescător v. şir numeric 
şir strict descrescător v. şir numeric 
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şir strict monoton v» şir numeric 
şir uniform convergent de funcţii reale Şirul {/»}»eK d e f nncţn reale defi

nite pe A c Rw este uniform convergent pe A către / dacă pentru orice s > 0 
există ne natural astfel încît de îndată ce n> nz avem \fn(x) — f(x) | < e9 
oricare ar fi x în A. Convergenţa uniformă păstrează continuitatea şi integra-
bilitatea Riemann. (S. M.) 



T 

tensor covariant v. algebra Grassmann 
teorema Alaoglu-Bourbaki v. conjugatul unui spaţiu local conex 
teorema aplicaţiei deschise (pentru funcţii olomorfej. Dacă fi este o mul

ţime deschisă conexă în Cn, n ^ 1, şi dacă / este o funcţie oîomorfă necon-
stanţă pe fi, atunci aplicaţia / : fi -» (C este 'deschisă, i.e. mulţimea f(lî) este 
deschisă în C pentru orice submulţime deschisă U a lui Q. (M. J.) 

teorema aplicaţiei deschise (pentru operatori) v. operator deschis 
teorema aplicaţiei deschise a lui Brouwer v. teorema de separare Jordan» 

Brouwer 
teorema aplicaţiei etale v. spaţiu tangent 
teorema aplicaţiei inverse v. teorema funcţiei inverse 
teorema Arzela-Ascoii v. spaţiu topologic compact 
teorema Banach-Steinhaus Fie X un spaţiu Banach, Y un spaţiu liniar 

normat şi {Ufîjej o familie de operatori liniari şi continui care aplică X în 
Y astfel ca pentru orice xeX familia {Uj(x)}jGj să fie mărginită în Y. 
Atunci în spaţiul liniar normat £(X, Y) al operatorilor liniari si continui care 
aplică X în Y (cu norma || U || == sup{ | | U(x) || | || x || < 1},' Ue£(X, Y)) 
familia {Uj}jej este mărginită. Această teoremă este cunoscută şi sub 
denumirea de principiul mărginirii uniforme. (R. C.) 

teorema Borel-Lebesgue v. spaţiu topologic compact 
teorema Cartan-Thuîlen v. domeniu de olomorf ie 
teorema Cauchy-Kovalevskaia, una dintre cele mai ^importante teoreme 

de existenţă din teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale. în cazul operatorilor 
liniari enunţul său este: Fie Q o mulţime deschisă din Rw , P(x, D) un operator 
liniar de ordin m> 0 cu coeficienţi analitici în [1. Fie de asemenea 2 o supra
faţă (deci de codimensiune 1) analitică în ii, nicăieri caracteristică faţă de 
operatorul P şi a cărei normală exterioară v este definită în orice punct. Fie 
date pe 2 funcţiile cp̂ , <pv ..., cpOT-! analitice. Există o vecinătate w a lui 2 i n 

fi şi o soluţie analitică unică « în co a problemei lui Cauchy 

( d V 
P(x, T>)u = / , — Iu = 9 J în 2> j — 0. 1> • ••, w — 1. 

I Bv y 
Teorema este adevărată, mai general, pentru sisteme sub forma normală (v. 
problema lui Cauchy). Un enunţ analog, dar mai precis, se poate da în cazul 
olomorf (din care decurge imediat teorema de mai înainte), în sensul că veci
nătatea în care există soluţia este independentă de membrul drept şi de da
tele iniţiale. în contextul ^-modulelor coerente M. Kashiwara a dat o formulare, 
în termeni de algebră omologică, a t. C. K. şi a demonstrat în acest context o 
versiune generală a acestei teoreme. în cazul în care 9/£ —- <2)/Q)F, P fiind un 
operator liniar de ordin m cu coeficienţi analitici, Y o hipersuprafaţă neca-
racteristică faţă de P, iar <Z) fascicolul operatorilor cu coeficienţi olomorfi, 
enunţul clasic devine 

Ext° ( % 0)\ Y *=€%, E x t ^ ( % Ox) 1 7 = 0, 
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unde O este fascicolul funcţiilor olomorfe pe Cn (sau, mai general, pe o varie
ta te analitică complexă). Rezultatul general al lui Kashiwara se referă la 
module coerente şi are un enunţ analog. (G. G.) 

teorema celor trei cercuri a lui Hadamard Fie / o funcţie oîomorfă pe 
coroana R < \z\ < R', unde 0 < R < R' < co, şi fie M(r) = sup \f(z)\, 

\*\ = ' 
R < r < R'. T. t .cH. afirmă că log M(r) este o funcţie convexă de log r, i.e. 

log M(rt) < }?MJŞjbLlog M(ri) + i 2 i i ! ^ - l o g M(r3) 

cînd R < rx < ra < r3 < R\ Această teoremă se obţine aplicînd principiul 
maximului, în coroana compactă r, ŝ  | z \ < r3, funcţiei subarmonice cp(z): = 
~~ log \f(z) | + Xlog \ z \, unde X este un număr real care se determină apoi 
în mod convenabil. (M. J.) 

teorema Choq.uet-Bishop-De Leeuw Fie X un spaţiu local convex separat 
şi K c X o mulţime compactă şi convexă. Atunci, pentru orice punct x 
din K, există o măsură probabilistică y.x : C13 ~* [0, 1] (aici CB este mulţimea 
părţilor boreliene ale lui K) astfel încît pentru orice xf din X* să avem 

x'(x) — \ x'(t) ă\^x(t). Aici X* este dualul algebrico-topologic al lui X iar 
JK 

integrarea este de t ip Lebesgue abstract. (7. G.) 
teorema contraimaginii v. spaţiu tangent 
teorema de acoperire a lui Vitali v. acoperire Vitali 
teorema de alternanţă a lui Cebîşev v. polinom de cea mai bună aproxi

mare uniformă 
teorema de anulare analitică'v. domeniu. Runge 
teorema de anulare topologică v. domeniu Runge 
teorema de aproximare a lui Mergelyan v. teorema de aproximare a lui 

•Runge 
teorema ele aproximare a lui Runge Dacă fi este o mulţime deschisă în 

C şi K c Q, o mulţime compactă, atunci condiţiile următoare sînt echivalente: 
a) Orice funcţie oîomorfă pe o vecinătate a lui K poate fi aproximată uniform 
pe K prin funcţii din 0(Q) ; b) Mulţimea Q\K nu are componente co
nexe relativ compacte în fi; c) K = Ka, *'•<?• pentru orice punct ze Cl\K, 
există o funcţie oîomorfă/ pe Q astfel încît | f(z) \ > sup | / |. 

K 
în cazul ii --= C, teorema precedentă se poate enunţa astfel: Pentru K o mul
ţime compactă în C condiţiile următoare sînt echivalente: a) Orice funcţie 
Oîomorfă pe o vecinătate a lui K este uniform aproximabilă pe K prin poli
noame C-analitice; b) Mulţimea &K = C\K este conexă; c) Pentru orice 
ze CK, există un polinom C-analitic / a s t f e l îricît \f(z) | > sup | / |. Acest 

A* 
enunţ poate fi întărit după cum urmează. 
Teorema de aproximare a lui Mergelyan. Fie K c C o mulţime compactă cu 
complementară conexă. Atunci orice funcţie continuă f'-.K —• C, oîomorfă 
pe K, este uniform aproximabilă pe K prin polinoame, i.e., pentru orice 
e > 0, există un polinom C-analitic P astfel încît \f(z) — P(z) | < e pentru 
orice * e X. , .(M..J.) 

teorema de aproximare a lui Whitney.v. funcţie R-analiţică 
teorema de clasificare a .curbelor eliptice v. funcţie modulară 
teorema de coerenţă a lui H. Cartan v. spaţiu C-analitic 
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teorema de coerenţă a lui Oka v. fascicol coerent 
teorema de compactificare a lui Alexandrov v. compactificare 
teorema de completitudine a lui Sluţki v. tipuri de convergenţă folosite în 

teoria măsurii 
teorema de convergenţă a lui Vitali Fie (T, 7 , fi.) un spaţiu cu măsură, X 

un spaţiu Banach şi p un număr strict pozitiv. Fie şi {/w}i^«<oo un şir de 
elemente din £§> {y.) (v. spaţii 2>). Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 

1) fn—>/OT în £p
x ((x); 2) Avem simultan i) fn—>/„ în (x-măsură; ii) Pentru 

n n 
orice s > 0 există E&eJ cu (x(£e) < oo şi \\yT\Eefn\\p < e pentru orice 
î ^ n < co. Aici cpA este funcţia caracteristică a mulţimii A. (I. C.) 

teorema de convergenţă a lui Weierstrass v. funcţie olomorfă (de o variabilă 
complexă), funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 

teorema de convergenţă dominată a lui Lebesgue Fie (T, <J, y.) un spaţiu 
cu măsură, X un spaţiu Banach şi p un număr strict pozitiv. Vom considera 
un şir {fn}n de funcţii din £^(y,)(v. spaţii Lp) şi o funcţie / : T—>X. Se pre
supune că există o funcţie u: T—>*R+cu proprietatea că up este jx-integra-
bilă şi avem pentru orice număr natural n inegalitatea \\fn(t) || < u(t) 
a.p.t. Dacă fn(t)—>/(*) ft-iup.t. (sau dacă fn—>/ în fx-niăsură), atunci 

» n 
f e£*x(v) şifn—^f în £ţteh 

n 

Cînd p = 1 avem şi Hm V fn dfx = \ f dy. pentru A e 7 (integralele 
n JA JA 

fiind Bochner). în cazul n = 1 şi X = R , teorema admite următoarea 
variantă: Fie (Tt 7, jx) un spaţiu cu măsură şi {fn}nxm şir de funcţii reale 
fx-măsurabile (i.e. ^-măsurabile). Se presupune că există u: T -+ îf+ care 
este funcţie fx-integrabilă şi care are proprietatea că | fn (t) | < u(t) ţx-a.p.t. 
pentru orice n. Atunci funcţiile fn, precum şi funcţiile lim inîfn, lim sup /„ 

n n 
sint (x-integrabile şi avem 

i (lim inf fn) djx < lim inf V / „ djx, < Hm sup V/» djji < f (lim sup fH) djx. 

(I.C.) 

teorema de convexitate a lui Liapunov v. mulţimea valorilor unei măsuri 
teorema de densitate a lui Lebesgue v. punct Lebesgue al unei funcţii 
teorema de descompunere a lui Hahn v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
teorema de descompunere a lui Jordan v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
teorema de descompunere a lui Lebesgue Dacă stl este o or-algebră de păr ţ i 

ale unei mulţimi T şi \x: si - • R este o măsură cu semn, vom spune că jx 
este total G-finitâ dacă există un şir {An}n de mulţimi din s*l cu [i{An) finit 
pentru orice n şi U A n = T. 

n 
T.d.L. (variantă scalară). Fie T o mulţime nevidă, J o a-algebră de părţ i ale 
lui T şi m, \x: 7 - * R măsuri cu semn total a-finite. Atunci m se scrie în 
mod unic sub forma m = m0 -f mv unde m0, mx\ S" -* R sîrit măsuri cu semn 
total a-finite astfel încît m^ < < ţx şi mt ± u. (v, continuitate absolută, spaţiul 
reticulat al măsurilor cu semn). 
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în cele ce urmează vom considera o mulţime nevidă X, un clan de părţ i ale 
lui X, notat cu (2, şi un spaţiu Banach X. Vom prezenta două variante vec
toriale ale t.d.L. 
T.d.L. (varianta vectorială numărabil aditivă). Fie m: G ~* X o măsură numă» 
rabil aditivă cu variaţie finită | m |: 6 -* R + şi fx: 6 ~> R + o măsură numă
rabil aditivă. Se presupune că măsura pozitivă J m \ + \i are proprietatea sumei 
directe. Atunci m poate fi scrisă în mod unic sub forma m = m0 + mv unde 
w 0 , % : Q -> X sînt măsuri cu variaţie finită şi m0 < < u, şi mx JL [x. 
T.d.L. (variantă vectorială finit aditivă). Fie mi 6 ~~» X o măsură s-aditivâ şi 
ţx: 6 -*• R+ o măsură aditivă şi finită. Atunci m poate fi scrisă în mod unic 
sub forma m = mQ + mv unde m0 şi mx sînt măsuri .s-aditive astfel încît 
*n0 << {x şi \%'o m i . \i pentru orice x' în X'. î n plus, dacă m are variaţie 
mărginită, atunci m0 şi mt au şi ele variaţie mărginită. La fel, dacă m şi 
ţx sînt numărabil aditive, atunci m0 şi m1 sînt numărabil aditive. Scrierea 
m = m0 -f « j se numeşte (în toate cazurile prezentate) descompunerea Lebes» 
gue a măsurii m în raport cu [i (v. şi spaţiul reticulat al măsurilor cu Senm> 
masuri Radon definite prin densităţi). (/. C.) 

teorema de descompunere Hewitt-Yosida v. spaţiul reticulat al măsurilor 
cu semn 

teorema de diviziune a lui) Malgrange v. teorema de pregătire a lui Mal-
grange ! 

teorema de diviziune a lui Weierstrass v. teorema de pregătire a lui Weier
strass 

teorema de duplicaţie pentru funcţia r> v. funcţie eliptică 
teorema de duplicaţie pentru funcţiile trigonometrice v. funcţia exponen

ţială 
teorema de existenţă a lui Peano v. problema lui Cauchy pentru sisteme 

de ecuaţii diferenţiale 
teorema de extindere a lui Hahn v. extinderea măsurilor pozitive definit® 

pe im clan 
teorema de extindere a lui Kluvanek v. extinderea măsurilor vectoriale 
teorema de extindere daratheodory-Hahn v. extinderea măsurilor nbzitive 

definite pe un clan 
teorema de extindere /Carath6odory-Hahn-Kluvanek v. extindereşi măsu

rilor vectoriale, măsură vectorială 
teorema de factorizaiţe a lui Hadamard v. funcţie întreagă / 
teorema de factorizai-e a lui Weierstrass v. funcţie întreagă I 
teorema de iriversiu^e locală v. teorema funcţiei inverse / 
teorema de mărginir/e a lui Nikodym v. variaţie; cvasi variaţie; ^e mi variaţie 
teorema de rnedie a lui Lagrange Fie / : [a, b] -+ R, / continnă pe [a, bj 

şi derivabiiă pe («,!&). Există a < £ < b cu proprietatea f(p) —J(a) == 
zzz (b — a)f'{l) (varianta clasică). Fie / diferenţiabilâ constructiv pe [a,bj* 
Pentru orice s > 0 există x constructiv în [a, b] cu proprietatea .|/(6) — f(a) — 
— (b — a)f(x) | < s, u n d e / ' este derivata din definiţia diferenţiabilităţii con
structive (varianta constructivă). (S.M.) 

teorema de pregătire a lui Malgrange, analogul diferenţiabil al teoremei 
de pregătire a lui Weierstrass^ care se enunţă după cum urmează: Fie g © 
funcţie de clasă C°° în x = (s, t) într-o vecinătate a lui (0, 0) in R w = Rw~î X 
K R astfel încit 

g{0, o) = M (0,0) = . . . = ^ f - (o, o) - o Şi *L (o, o) # o 
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pentru un £ e N , unde s = (xx, ..., xn..x) şi t = xn. Atunci: a) g admite o fac-
torizare g = &F cu h, P funcţii de clasă C°° într-o vecinătate a lui (0, 0) 
în R», A(0, 0) # 0_ şi P(s, t) - ** + ^ ( s )^ -* + .» + M5)> unde H(0) = 0, 
i = 1, ...,/>; b) Orice funcţie / de clasă C00 în (<?,£) într-o vecinătate a lui 
(0, 0) în R B admite o descompunere de forma / — qg -f r cu r, q funcţii de 

p-\ 
clasă CM pe „o vecinătate a lui (0,0) şi r(s,t) = V" r^t1. 

Notăm că, spre deosebire de cazul analitic al lui Weierstrass, în t.p.M. descom
punerile din a) şi b) nu se realizează în mod unic. Notăm de asemenea că 
la fel ca în cazul analitic se foloseşte uneori denumirea de t.p.M. numai 

^ pentru aserţiunea a), în timp ce aserţiunea b) este numită teorema de diviziune 
x a lui Malgrange. (M. J.) \ 

teorema de pregătire a îui Weierstrass, rezultat fundamental în teoria 
funcţiilor de mai multe variabile complexe, constînd din două părţi, şi anume: 
Fie g o funcţie olomorfă în z — (s, w) într-o vecinătate a lui (0, 0) în Cn =* 
= C**-1 x C astfel. încît 

g(Q, 0) = - ^ (0, 0) - ... = ——2_ (0, 0) , - 0 si ~-^-~ (0, 0) jk 0 
dw dw®-1 dwv 

pentru un /; e N , unde s = (zv ..., zn~x) şi w — zn. Atunci: a) g admite o fac-
, torizare unică g — hP cu h, P funcţii olomorfe pe o vecinătate a lui (0, 0), 

h(0, 0) ^ 0, F(s, w) = wp + c^s) wvZl + ... + cp[s) şi ct(0) = 0, i = Î, ..., ^>; 
b) Orice funcţie olomorfă / p e o vecinătate a lui (0, 0) admite descompunerea 
unică / = qg + r cu r, q funcţii olomorfe într-o vecinătate a lui (0, 0) si 

* - o 
Un polinom P în variabila ?jê  ca în a) se numeşte polinom Weierstrass sau 
polindm distins în w. Notăm că aserţiunea a) se poate obţine din b) pentru 
/ — wK Uneori [>rin t.p.W. se înţelege numai aserţiunea a), în t imp ce aser
ţiunea p) este numită teorema de diviziune (sau lema de pregătire) a lui Weier
strass. O variantă globală a t.p.W. este următoarea: Fie 5 o varietate com
plexă, D un disc deschis în C, M = S x D şi g o funcţie olomorfă pe M. 
Presupunem că există ^ e N astfel încît funcţia D3w\~^g{s, w)eC, seS, să admită 
exact p zerouri (fiecare zero fiind numărat de atîtea ori cît este ordinul 
său de niultiplicitate). Atunci: a) g admite descompunerea unică g •= hP 
cu h, P e (3(M), h(s, w) ^ 0 pentru orice punct (5, w) e M şi F(s, w) = wv -f 
+ cl(s)wv~l^~ ... + Cp(s), unde a sînt funcţii olomorfe pe S; b) Orice funcţie 
olomorfă / pe M admite descompunerea unică / = qg + r cu r, qeO(M) 
şi r polinom în w de grad <p. Dintre aplicaţiile t.p.W. menţionăm aici 
următoarea 
Teoremă. Pentru orice număr întreg n ^ 0, inelul On: = 0^n 0 este factorial 
(de unică factorizare) şi noetherian. 
.Notăm că dacă M este o varietate complexă de dimensiune n şi x un punct 
din M, fibra OM, x a fascicolului OM este izomorfă cu On pentru structura de 
C-algebră, în particular este un inel factorial şi noetherian. Notăm de asemenea 
că dezvoltarea Taylor în punctul 0 e C n furnizează un izomorfism de C-algebre 
intre On şi algebra C{zlf ..., zn} a seriilor de puteri convergente (i.e. cu domeniu 
de convergenţă nevid) cu coeficienţi numere complexe (M.J.) 

teorema de prelungire a lui Hartogs Pentru n > 2, fie O o mulţime des
chisă în Cn şi K o mulţime compactă în Cn, conţinută în Q şi astfel încît 
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mulţimea Q\K să fie conexă (ceea ce implică O conexă). Atunci orice funcţie 
olomorfă / pe QL\K admite o prelungire olomorfă la întreg iQ, i.e. există o 
funcţie olomorfă F pe Q astfel încît F(z) = f(z) pentru ze L1\K; această 
funcţie F este unică (v. principiul prelungirii analitice). 
Din această teoremă, valabilă exclusiv în cazul n ^ 2, rezultă, în part i
cular, că o funcţie olomorfă / pe o mulţime deschisă Q, c: Cw, n ^ 2, nu admit© 
zerouri izolate şi nici puncte singulare izolate neaparente. (M.J.) 

teorema de prelungire a lui Whitney v. teorema lui Borel 
teorema de recurenţă a lui Kac v. teorie ergodică 
teorema de recurenţă a lui Poincare v. teorie ergodică, sistem dinamic 
teorema de reprezentare a lui Riesz, teoremă fundamentală care stabi

leşte legătura între noţiunea clasică de măsură (privită ca o funcţie de mul
ţime) şi noţiunea de măsură în sensul lui Bourbaki (măsura este o aplicaţie 
liniară şi continuă). Vom prezenta mai multe versiuni ale acestei teoreme. 
Notăm cu F corpul scalarilor reali sau complecşi. 
T.r.R. (varianta clasică). Fie a < b numere reale şi C([a,b]) = {/ : [a,b] -> T \f 
este continuă} care devine spaţiu Banach cu norma convergenţei uniforme: 
j | / | | = sup {|/(tf) | \te [«,&]}. Atunci orice funcţională liniară şi continuă 
X : Q([a,b]) ~-> T provine dintr-o funcţie cu variaţie mărginită. Mai precis, 
•pentru T există o funcţie cu variaţie mărginită g : [a,b] —> T cu proprietatea 

că pentru orice fe &([a,b]) avem T(f) = \ fdg. în plus, g poate fi aleasă 
Ja 

b 
astfel încît || T \\ — V g> variaţia totală a lui g. 

a 
T.r.R. a, fost ulterior generalizată în mai multe variante. Fie un spaţiu to
pologic normal T şi să notăm cu 9 ^ algebra generată de mulţimile deschise 
ale lui T. Spaţiul vectorial r b a ţ ^ ) = {u, : 931 -> V | u. aditivă, regu
lată şi cu variaţie mărginită} devine spaţiu Banach cu norma J| [i || =» 
= | u, | (T). De asemenea, 9?6 (29 = { / : T -> V \f este continuă şi măr
ginită} devine spaţiu Banach cu norma convergenţei uniforme: \\f j | =» 

= sup{[/(*)| \teT}. Pentru orice fe93G{T) se poate defini integrala 1 / du, 

după cum urmează. Există un şir {fn}n de funcţii 931-etajate astfel încît 

fn—^f uniform. Pentru orice / « ( d e forma V atyAo Aţe^., a% e T 1 pu-
l fdi J 

tem d e f i n i i / du. = ^ ai \i{Ai). Atunci există î imV/ w du. : = V/d{Jt (defi
niţia este coerentă, v. şi funcţie total măsurabilă). Cu notaţiile de mai 
sus, spaţiile Banach r b a ţ ^ ) şi ^ S f T ) * sînt izomorfe, în sensul că există 
o aplicaţie bîjectivă liniară şi izometrică H : rba(931) - • 906(T)*, definită 

prin H{[i) = x^. Anume, x'^{j) = y du. pentru orice / e 96<2(JT). Acum 

vom considera un spaţiu compact T. Avem G(T) = 93(2 (T), unde XQ(T) = 
= {/ : T -* F | / este continuă}. Notăm cu 98 borelienele lui T. Spaţiul 
rea(98) = { u. : 93 -> T | y. este numărabil aditivă şi regulată} devin© 
spa ţ iu Banach cu norma dată de variaţia totală: jj [i \\ = \ y. \ (T), 
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Teorema de reprezentare Riesz-Kakutani (varianta compactă). Cu notaţiile 
de mai sus, spaţiile <2(T)* şi rca(Q3) sînt izomorfe. Aplicaţia de izometrie 

este J : r ca (^ ) ~+ G(T), definită prin J([i) » x^t unde x^(f) = 1 / du,. 

Aici integrala este aceeaşi ca la enunţul teoremei precedente, dar poate fi 
interpretată şi ca integrală Bochner. 
Teorema de reprezentare Riesz-Kakutani (varianta local compactă). Fie T 
un spaţiu local compact: a) Există o bijecţie JU-»|i. între funcţionalele liniare 
pozitive t : K(T) ~+ R şi măsurile boreliene pozitive şi regulate u, : ^ -> R + . 
Aici K(T) = {/: T ~~+ R | / este continuă şi are suport compact} iar c& este 
semitribul mulţimilor boreliene relativ compacte ale lui T. Bijecţia este dată 

prin L(j) = \ / d ( x pentru orice fe K(T); b) Bijecţia definită la a) dă naştere 

unui izomorfism liniar X<^[x între funcţionalele liniare şi continue L: K(T)-~+T 
şi măsurile boreliene şi regulate u, : S0 -* T (aici K(T) se consideră înzestrat 
cu topologia limită inductivă (v. spaţiul funcţiilor continue cu suport compact) i 
c) Bijecţia definită la a) dă naştere şi unui izomorfism liniar L<-»|x între apli
caţiile liniare şi continue L : K(T) ~+ F şi măsurile boreliene regulate şi măr
ginite u, : 93 -+ r (aici K(T) se consideră înzestrat cu topologia convergenţei 
uniforme dată de norma superior (v. spaţiul funcţiilor continue cu suport 
compact)* (I.C.) 

teorema de reprezentare a lui Stone v. reprezentarea laticilor booleene 
teorema de reprezentare conformă a lui Riemann v. transformare con

formă, suprafaţă riemanniană 
teorema de reprezentare Loomis-Sikorski v. reprezentarea laticilor booleene 
teorema de reprezentare Riesz-Kakutani v. teorema de reprezentare a 

lui Riesz 
teorema de scufundare a lui Sobolev. rezultat fundamental în studiul 

regularităţilor soluţiilor ecuaţiilor cu derivate parţiale care afirmă, în esenţă, 
următoarele: Dacă o distribuţie are derivatele pînă la un anumit ordin de 
pătrat integrabil (sau de putere ^-integrabilă), atunci distribuţia este^ chiar 
o funcţie cu o anumită regularitate, deci evaluări privind normele în spaţiul La , 
sau Lp, ale derivatelor dau informaţii asupra distribuţiei însăşi. O variantă 
a teoremei are următorul enunţ: Fie Q, o mulţime deschisă din R'n, fie 

/ G 0)*{Q) şi — e L*00{Q), j = 1,..., n, cu î < p < n. Rezultă că fe L9
lţi0{Q}9 

dXj 

•unde = 1 • Dacă distribuţia / are toate derivatele local în L2(Q), 
P Q n 

atunci / rezultă chiar indefinit derivabilă. Există enunţuri mult mai generale 
de acest t i p ; acestea se numesc teoreme de scufundare pentru că ele asigură 
scufundarea (printr-o aplicaţie liniară continuă, care în cazuri importante 
rezultă compactă) a spaţiilor Sobolev în diferite spaţii de funcţii derivabile 
sau continue Holder. (G.G.) 

teorema de scufundare proiectivă (a unei suprafeţe riemanniene compacte) 
v. divizor 

teorema de scufundare Remmert-Bishop-Narasimhan v. varietate Stein 
teorema de selecţie Kuratowski — Ryll-Nardzewski Fie T o mulţime 

nevidă, 7 o a-algebră de părţi ale lui T şi X un spaţiu polonez. Fie ^ mul
ţimea părţilor închise nevide ale lui X şi F : T - • <& o funcţie. Se presupune 
că pentru orice mulţime deschisă G <= X avem: {teT \ F(t) (] G jk 0 } e 9*. 
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în aceste condiţii există o selecţie măsurabilă a familiei {F(t)}teT, i.e. o funcţie 
f:T-+X astfel încît: a,)f~1(B)e^' pentru orice mulţime boreliană B a 
iui X; b) f{t)eF(t), pentru orice t din T. (I.C.) 

teorema de separare Jordan-Brouwer Fie 9 ; 5W-1-+R» o aplicaţie continuă 
şi injectivă, unde Sn~l este sfera de dimensiune n— 1, i.e. 

Sw-i : = { * = > (xv ..., xn) e R* | x\ + ... + x\ - 1}. 

Dacă n > 2, mulţimea Wl\(p(Sn-1) are exact două componente conexe fiecare 
dintre ele avînd ca frontieră pe ^(S71"1). 
( în cazul n = 2, enunţul precedent se numeşte teorema de separare a lui 
Jordan.) Din t .s .J .B. se obţin următoarele două rezultate. 
Teorema aplicaţiei deschise a lui Brouwer. Dacă M şi N sînt varietăţi topologice 
de aceeaşi dimensiune şi 9 : M -+ N o aplicaţie continuă injectivă, atunci 
<p(M) este o submulţime deschisă a lui M şi aplicaţia M-Kţ>(M), indusă 
de cp, un omeomorfism. 
Teorema lui Brouwer (de invariantă a dimensiunii varietăţilor topologice). 
Dacă M şi N sînt varietăţi topologice şi 9 : M -> N un omeomorfism, atunci 
din M = dim N. (M.J.) 

teorema determinantului v. algebra Grassmann 
teorema Dinculeanu-Kluvanek v. măsură regulată 
teorema divergenţei v. integrare pe o varietate riemanniană orientată 
teorema ergodică v. sistem dinamic 
teorema funcţiei inverse Fie m un număr natural, U cR f f l o mulţime des

chisă şi aeU. Fie şi h = (hv hz, ..., hm) : U ~> R w o funcţie de clasă C1 (i.e. 

toate derivatele — sînt funcţii continue pe U). Se presupune că jacobianul 
dxi 

(dh \ 
det f — (a) J este nenul. Atunci h se inversează local în jurul 
lui a. Mai precis, există o mulţime deschisă Gcz U" cu a e G şi o mulţime 
deschisă H c ~Rm astfel încît funcţia g :G -+ H, definită prin g(x) = 'h(x) 
pentru orice x din G, să fie bijectivă şi inversa ei g-1 : H -+G să fie de 
clasa C1. 
Această teoremă mai este cunoscută sub numele de teorema de inversiune 
locală sau teorema aplicaţiei inverse. în acelaşi cadru, se presupune că avem «Bh \ \ ' 

— (x) j I ^ 0 pentru orice x din U. Atunci h se inver* 
sează local în jurul fiecărui punct x din U, i.e. pentru orice x din U există 
o mulţime deschisă Gx e U cu xeGx şi o mulţime deschisă Hx c R w ast
fel încît funcţia gx : Gx ~* Hx, definită prin gx(t) = h(t), să fie bijectivă şi 
inversa ei g j 1 :HX->GX să fie de clasă C1 (Se spune în aceste condiţii c&'h 
este difeomorfism local.) (I.C.) 

teorema funcţiilor implicite I. Cazul unei ecuaţii şi al unei funcţii implicite 
de o variabila. Se consideră două intervale deschise U, V ale dreptei reale 
ş i două puncte aeU, beV. Fie F : U x V -> R o funcţie cu derivate par
ţiale de ordin k continue (vom scrie F (x, y) pentru x G U şi y e V). Se pre-

BF 
supune că: i) Avem F(a,b) = 0; ii) Avem — (a,b) ^ 0. în aceste condiţii 

dy 
există două numere strict pozitive r şi s astfel încît (a — r> a + r) c V şi 
(b — 5, b + s) cz V, precum şi o funcţie h : (a — r, a + r) -»• (b — s, b -f s), 
derivabilă de k ori, cu derivata de ordin k continuă, care are proprietăţile 3 
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a) Avem h(a) — b; (3) Pentru orice x în (a — r, a ~j~ r) avem F(x,h(x))~ 0; 
y) Derivata lui h se calculează după formula 

*'(') =-Ş^ (aw)/~ P,*(0) 
<9* / <9y 

pentru orice £ în (a — r, a -f r). 
I I . Cazul unei ecuaţii şi al unei funcţii implicite de mai multe variabile, 
Se consideră un număr natural m > 1, o mulţime deschisă U c R m şi un inter
val deschis V c R , precum şi două puncte a = (av a%% ..., am) e U şi 6 e F-
Fie F : U X V ~> R o funcţie cu derivate parţiale de ordin & continue (vom 
scrie .F(#,y) pentru x = (#j,#a> • ••, #m) e 17 şi y e F)'. Se presupune că: i) Avem 

dF " . 
F(a,b) -= 0; ii) Avem — (a,6) ^ 0. In aceste condiţii există două numere 

$y 
strict pozitive r şi 5 astfel încît B(a, r)cU (unde B(a, r) este bila de centru a 
şi rază r, distanţa fiind cea euclidiană) şi (b ~ 5, b ~|- 5) c F, precum şi o 
funcţie h ' B(a, v)-+ (b — s, 6 + 5 ) cu derivate parţiale continue de ordin k, 
care are proprietăţile: a) Avem h(a) = 6; (3) Pentru orice # în B(a,r) avem 
.F(#, /&(#)) = 0; y) Derivatele parţiale ale lui h se calculează după formula 

8h dF I dF 

£#* 3#i / dy 

pentru orice t ^ (tltt2, ..., tm) în B(a,r). 
III. Cazul unui sistem de n > 1 ecuaţii şi a n funcţii implicite. Se con
sideră două numere naturale m,n > 1, două mulţimi deschise U c= R w , F c R \ 
precum şi două puncte a = (a1} aa, ..., aOT) e U, b = {bvbz, ..., 6») e F . Fie 
F =s (JFpFg, ,.,,.FW) : U X F -f R n o funcţie vectorială ale cărei componente 
scalare F{, F 2 , ..., Fn au derivate parţiale de ordin k continue (vom. scrie F(x,y) 
pentru # ' = (V,, #2, ..., xm) e U şi y = (^lf j / 2 , ,.., yw) e F, deci avem F(^,y) =•-
» ( F ^ , * a ; . . . , # m ; y „ y a , ...,y»),^2(^1» *2» •••» * » ; y^y** -,yn)-> ^,Fn{xltx2t 

yvyz, ..., y'n))- Se presupune că i) Avem F(a,b) = 0; ii) Avem ..., x. 

D{FVF2, . . . ,F„) 
(a,b) = det 

în aceste condiţii există două numere strict pozitive r şi 5 astfel încît B(a,r) cz 17, 
B(6, s)cz F, precum şi o funcţie h~(hv h2, ..., #n) : &(#> *") -+ B(b, s) cu derivate: 
parţiale continue de ordin k, avînd proprietăţile: a) Avem h(a) = 6; (3) Pentru 
orice # în B(a,r) avem F(x,h(x)) = 0; Y) Derivatele parţiale ale componente
lor scalare hi se calculează după formulele 

D(FVF2, ..-l Fn) 

din __ ^ ^{y^y^ •••> y*-i> *j>y<+i. -> y») 

D(yi .y2 y») 

('. *(0) 

* = 1,2,'..., «, y = 1,2, ..., w ; pentru orice £ în U.- în toate cazurile funcţia h 
se va numi funcţie implicită (determinată de ecuaţia F(x,y) =•- 0 în primele 
două cazuri şi determinată de sistemul F(x,y) = 0 în al treilea caz). Spunem 
că am obţinut funcţia h prin rezolvarea ecuaţiei F(x,y) = 0 în raport cu 
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fin jurul lui (a,b). Funcţia implicită este, local, unica funcţie avînd proprietăţile 
F(a,b) = 0 şi F(x,h(x)) ~ 0 într-o' vecinătate a lui a. (I.C.) 

teorema fundamentală a algebrei v. principiul variaţiei argumentului, 
corpul numerelor complexe 

teorema fundamentală Cauchy-Morera-Goursat v. funcţie olomorfa (de 
o variabilă complexă) 

teorema Gauss-Ostrogradski v. integrarea pe o varietate riemannianâ 
orientată, formula Gauss-Ostrogradski 

teorema Gelfand-Mazur v. corp Banach 
teorema Gelfand-Naimark v. algebră Banach involutivă 
teorema gradului local v. principiul variaţiei argumentului 
teorema graficului închis v. operator închis 
teorema Hahn-Banach Fie X un spaţiu liniar real, p o funcţională subli

niară pe X şi f0 o funcţională liniară definită pe un subspaţiu liniar X0 şi 
satisfăcînd condiţia: f0(x) ^ p(%)> V ^ e X 0 . A t u n c i / 0 se poate prelungi într-o 
funcţională liniară / pe X astfel ca f(x) ^ p{%), \fxeX. Din această teoremă 
rezultă că dacă X este un spaţiu liniar real iar p o funcţională subliniară pe X, 
atunci pentru orice element xQ al lui X există o funcţională liniară / pe X 
astfel c a / ( # 0 ) ' = P(%Q) şi f(%) < P(%)> \fxeX. Tot din t .H.B. se deduce urmă
toarea propoziţie: dacă X este un spaţiu liniar real, E un clin în X, p o func
ţională subliniară pe X iar q o funcţională supraliniară pe E astfel ca q(y) ^ 
^ P(y)> Vy € E, atunci există o funcţională liniară / pe X astfel ca/(^?) ^ p(%)> 
yx e X şi q(y) ^ f(y), \fy e E. Dacă X este un spaţiu liniar (real sau complex), 
p o seminormă p e X iar / 0 o funcţională liniară definită pe un subspaţiu liniar XQ 
astfel ca \fQ(x) \ ^p(x), VxeX0f a t u n c i / se poate prelungi într-o funcţională 
liniară f pe X astfel ca \f(x) | ^ p(x), VxeX. (R.C.) 

teorema Hîlle-Yosida-Phillips v. grupuri de operatori 
teorema imaginii v. spaţiu tangent 
teorema imersiei locale v. spaţiu tangent 
teorema Krein-Miîman v. punct extremal (al unei mulţimi convexe) 
teorema Lebesgue-Nikodym y. teorema Radon-Nikodym, măsuri definite 

prin densităţi, măsuri Radon definite prin densităţi 
teorema Lebesgue-Kadon-Nikodyrn v. teorema Radon-Nikodym, măsuri 

definite prin densităţi, măsuri Radon definite prin densităţi 
teorema iui Abel v. divizor, serie de puteri 
teorema lui Alexandrov v. măsură regulată 
teorema lui Baire (pentru funcţiile de prima clasă) O funcţie / : R n -+ R 

este de prima clasă a lui Baire dacă şi numai dacă mulţimea punctelor sale 
de discontinuitate în raport cu orice mulţime închisă este o mulţime de prima 
categorie Baire. (S.M.) 

teorema lui Beppo-Levi Fie (9", T , JJL) un spaţiu cu măsură şi {Un}n un şir 
de funcţii [x-măsurabile (i.e. ^-măsurabile) pozitive U" t t:T~>-R^. Se presu
pune că {Un} este un şir crescător şi fie. U: T~-*R+ funcţia limită, i.e. U(t) =3 

== îim Un(t) = sup Un(t) pentru orice t în T. Avem Hm iun du. = sup YUn dp,=^ 
n n n J n J 

= \£7dfx. O altă variantă este următoarea: Fie U: T -->• R + suma şirului 
00 ' . . 

{Un}n, i.e. U(t) = V Un(t) pentru orice t în T (v. şi funcţie de mulţime). 
n 

Avem \ U dy. = ' J ] \Un d\L.- (7. C.) 
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teorema lui Bochner v. tub, înfăşurătoare de olomorfie, funcţie de tip 
pozitiv 

teorema lui Borel Pentru orice familie {ca}a e (TST„ (Q\\n de numere c a e R s 

există o funcţie fe C*(Rn) astfel încît — Da/(0) = ca, oc e (N U {0})^. 

Această teoremă a fost generalizată de Whitney după cum urmează: 
Teorema de prelungire a lui Whitney. Fie U o submulţime deschisă a lui R f l , 
A o submulţime închisă a lui U şi, pentru orice a e (N U {0})n, / a o funcţ ;e 
reală continuă pe A. Pentru existenţa unei funcţii feC°°(U) astfel încît 
Daf \A = / a pentru toţi a e (N U {0})w este necesar şi suficient ca, pentru 
orice p e N şi orice compact isT cr A, să avem 

uniform pentru #, y e îi şi | # — y | ~* 0. 
Am folosit următoarea notaţie: fiind dată o funcţie reală sau complexă / 
definită pe o submulţime X a lui Rw , un punct aeX şi un număr ^ e N , 
se scrie f(x) = o(\ x — a \v) pentru xeX şi \ x — a \ --*• 0 dacă există o funcţia 
reală pozitivă e pe X astfel încît e(x) -+ 0 cînd x —> a şi astfel încît | /(JT) | ^ 
^ z(x) \ x ~ a\v pentru orice x e X. (Af-/.) 

teorema lui Brouwer v. teorema de separare Jordan-Brouwer 
teorema lui Day v. spaţii Lp 

teorema lui Carath&odory v. măsură exterioară 
teorema lui Cauchy pentru funcţii olomorfe Fie D o mulţime deschisă 

din planul complex C, / : D —> C o funcţie olomorfă pe D şi X, \i drumuri 

rectificabile şi bmotope în D. Atunci \ / — \ / . în particular, dacă X este 

un drum rectificabil închis, omotop cu zero în D, atunci \ / = 0. Dacă D 
JX 

este un domeniu simplu conex, atunci \ / — 0 pentru orice drum rectifica
bil şi închis în D (v. şi funcţie olomorfă (de o variabilă complexă)). (Gh.Gr.) 

teorema lui Choquet v. mulţime universală măsurabilă 
teorema lui R. Cristescu v. integrala Hellinger 
teorema lui Dini v. şir de funcţii, serie de funcţii 
teorema lui Dolbeault v. formă diferenţială (pe o varietate complexă) 
teorema lui Egorov v. tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii, 

funcţii şi mulţimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 
teorema lui Freudenthal v. spaţiu reticulat cu unitate 
teorema lui Fubini v. măsură pe spaţiu produs, măsură produs 
teorema lui Fuchs vi punct singular (al soluţiei unui sistem de ecuaţii 

diferenţiale) 
teorema lui Grauert v. problema lui Levi, varietate Stein 
teorema lui Hartogs v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) 
teorema lui Hilbert a zerourilor v. spaţiu C-analitic 
teorema lui Holmgren Fie P(x,Dz) un operator diferenţial liniar cu coefi-

i<Miţi analitici într-o mulţime deschisă O c: Rw . Fie 2 ° hipersu praf aţă de 
Iasă CJ în ii, care nu este caracteristică în nici un punct faţă de P(x,Dx) 

CKM) 
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şi care împarte Q, în două părţi <Q+, £L. Atunci există o vecinătate co a lui 2 
avînd proprietatea că orice distribuţie u, soluţie a ecuaţiei P(x, V$)u = 0 
In O, care se anulează în 0 + (sau în £L) se anulează şi în <o. Condiţia de 
anahticitate a coeficienţilor şi faptul că 2 este necaracteristică pentru P sînt 
esenţiale. Dacă una din aceste condiţii nu este verificată concluzia teoremei 
este falsă. (G.G.) 

teorema lui Kakutani v. reducerea la integrarea pe spaţii local compacte 
teorema lui Kluvanek v. măsură vectorială 
teorema lui Knowles v. mulţimea valorilor unei măsuri vectoriale 
teorema lui Kuratowski v. operator de închidere 
teorema iui Lindelof v. bază pentru topologia i 
teorema lui Lindenstrauss v. proprietatea Radon-Nikodym 
teorema iui Liouville v. inegalităţile lui Cauchy 
teorema lui Luzin v. măsură regulată, funcţii şi mulţimi măsurabile (în 

raport cu o măsură Radon) 
teorema lui S. Marcus v. atom al unei măsuri 
teorema iui Montei v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 
teorema lui Morera v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 
teorema lui Pettis v. măsură vectorială 
teorema lui Plancherel v. funcţie de tip pozitiv 
teorema lui Pontriaghin v. grupul caracterelor unui grup comutativ 
teorema lui Rademacher v. mulţime nemăsurabilă 
teorema lui Rado v. functor, suprafaţă riemanniană 
teorema lui de Rham v. formă diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă) 
teorema lui Rîbakov v. continuitate absolută 
teorema lui Rodrigues v. polinoame ortogonale 
teorema lui Rolle Fie / reală continuă pe [a, b] şi derivabilă pe (a, b) şi 

fie f{a) = f(b). Există a < £ < b astfel încît / ' (£ ) = 0 (varianta clasică). 
Fie / constructiv diferenţiabilă pe [a, b] şi fie f(a) = f(b). Pentru orice s > 0 
există x constructiv în [a, b] cu proprietatea | f'(x) | ̂  e, derivata fiind aceea 
din definiţia diferenţiabilitaţii constructive (varianta constructivă). (5.M.) 

teorema lui Rouche v. principiul variaţiei argumentului 
teorema iui Sard v. spaţiu tangent 
teorema lui Segal v. măsură localizabilă 
teorema lui Stegall v. proprietatea Radon-Nikodym 
teorema lui Stokes v. integrare pe o varietate diferenţiabilă orientată, 

Integrare pe o varietate riemanniană orientată 
teorema lui Sioilow v. functor, transformare interioară, suprafaţă rieman-

Biană de acoperire 
teorema lui Taylor (constructivă) Fie / de (n •+• 1) ori diferenţiabilă construc

t iv pe intervalul I. Fie s o constantă pozitivă şi fie a, b puncte din I . Există * 
eu proprietatea min {a, b) < c < max {a, b] astfel încît 

R - J — ^ (b ~ c)n ( & - a ) 
n î 

< e, 

unde 
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Dacă / este indefinit constructiv diferenţiabilă pe I — (a — c, a -\- c), 

astfel încît pentru orice r în (0, c), — : — ~> 0 pentru n -* oo pe I , atunci din 
n! 

t.T. rezultă că seria Taylor 2(/"<W)(a)/w •) (x ~ a)n converge c ă t r e / pe I, 
S.M.) 

teorema lui Tietze v. spaţiu normal 
teorema lui Tihonov v. spaţiu topologic compact 
teorema lui Tonelli v. măsură pe spaţiu produs 
teorema lui Uhl v. mulţimea valorilor unei măsuri vectoriale 
teorema lui "Olam (privind extinderea măsurilor difuze) Se consideră 

mulţimea tuturor numerelor ordinale strict mai mici decît primul ordinal 
nenumărabil. Cardinalul acestei mulţimi se notează cu M,. Se arată că Xt 
este primul element al mulţimii, bineorclonate a tuturor numerelor cardinale 
strict mai mari decît W0, cardinalul mulţimii numerelor naturale. Ipoteza 
continuului afirmă că N, --- (&, unde (£ este cardinalul mulţimii numerelor 
reale. Fie X o mulţime nevidă şi Q un clan de părţi ale lui X cu proprietatea. 
că pentru orice t din X avem {t} e (2. O măsură numărabil aditivă u\ : 6 ~> R + 
se numeşte măsură difuză dacă \i({t}) = 0 pentru orice t din X. 
T.U. Dacă X este o mulţime de cardinal Xt, atunci nu există nici o măsură finită 
difuză şi nenulă [i: 9>(T) —> R + (unde 9>(T) este mulţimea părţilor lui X). {T.C.} 

teorema lui Urîson v. spaţiu normal 
teorema lui Weierstrass v. funqţie olomorfă pe o coroană circulară, funcţie 

întreagă 
teorema lui Zorn v. mulţime ordonată, axioma alegerii 
teorema Luzin-Menşov Fie £ c R măsurabilă Lebesgue şi fie X o parte 

închisă a lui E astfel încît orice punct din X este punct de densitate pentru E. 
în aceste condiţii există o mulţime perfectă F, X cz F cz E, pentru care orice 
punct din X este punct de densitate. (S.M.) 

teorema Mackey-Arens v. sistem dual de spaţii liniare 
teorema mare a lui Picard v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
teorema Markov-Kakutani Fie X un spaţiu liniar topologic separat, E o 

submulţime convexă şi compactă a lui X şi °ll o mulţime de operatori afini 
şi continui definiţi pe E cu valori în E astfel ca U2U} — UXUZ, oricare ar fi 
Uv U2 e °ll. Există atunci un element ae E astfel ca U(a) ~ a pentru orice 
U e <M. (R.C.) 

teorema mediei v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă), funcţie 
armonică 

teorema mică a lui Picard v. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 
teorema monodromiei v. prelungire analitică 
teorema muchiei clinului, teoremă de prelungire analitică, pusă în evidenţă 

de Bogoliubov în legătură cu studiul relaţiilor de dispersie. Versiunea lui 
Bogoliubov este următoarea: Fie Tx un clin deschis din Rw, F2 — — F } (prin 
con se înţelege o mulţime invariantă la omotetii reale pozitive) X ^ ) , res
pectiv X(F2) tuburile de bazăT^ respectiv F 2 (i.e. X(Ffc) = Rw X iVk) k - 1, 2), 
co o mulţime deschisă din R n iar O o vecinătate complexă a sa. Fie de asemenea 
fk e 0(0. fi T{Tk)), k = 1,2, două funcţii olomorfe, avînd aceleaşi valori la bord : 

lim fi{x-{-iy) = lim f2(% + iy) (convergenţa fiind uniformă, în raport 
y>0, i / eT i y~*0,y eT2 

cu y > 0, pe fiecare mulţime compactă din Q, (] X(Ffc)). Atunci există o mul
ţime deschisă Q>' cz O independentă ăefvf2 şi o funcţie olomorfă/ în |Q' astfel 
î n c î t / = / & în £2' f) X(F&), k = 1, 2, deci are loc prelungirea analitică în jurul 
„muchiei" comune pe care sînt definite valorile la bord. (Un analog clasic al 
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acestui rezultat în C1 este o teoremă de prelungire a lui Painleve.) Dacă se-
consideră valori la bord mai generale, de pildă, ca distribuţii, sau, mai general, 
ca hiperfuncţii, ceea ce reprezintă generalizarea naturala şi cea mai cuprin
zătoare, se obţine un enunţ analog, dar în care figurează mai multe clinuri 
Enunţul general se datorează lui Martineau: Fie Tî> ..., TN clinuri deschise şi 
proprii, i.e. Tj (] r<? — 0 , unde Ta este mulţimea ce se obţine din F prin apli
caţia antipodală a:(x,iV) —> (x,~~i£). Fie 9 ; funcţii olomorfe pe O 0 X(Fj) 

N 
astfel încît jC kpj = 0, unde bq>j este valoarea la bord a lui 9 ; în sensul 

jJl 
hiperfuncţiilor (v. hiperfuncţie). Atunci există 9jjc olomorfe pe Q(] (T(Zj) (] 

N 
0 T(Z]C) pentru o r ice / = 1, ..., AT astfel încît qty = V! 9;, JC pentru orice j şi 

k = l 
<?j, Jc ~r- — 9fc, ,f pentru orice j , k. în această variantă mult mai generală. 
teorema admite o demonstraţie mai simplă şi. mai conceptuală, utilizînd 
esenţial legătura între noţiunea de valoare la bord şi spectrul singular a l 
unei hiperfuncţii (v. hiperfuncţii). Această teoremă are importante aplicaţii. 
in analiza complexă. în literatura de specialitate este cunoscută sub de
numirea de teorema «Edge of the Wedge» (G.G.) 

teorema Poincar6-Volterra-Rado v. funcţie analitică globală 
teorema Radon-Nikodym Se consideră X o mulţime nevidă şi 6 un clan 

de părţi ale lui X. Notăm cu F corpul numerelor reale sau complexe. 
T.R.N. (varianta pozitivă). Fie \x, m : Q -+ R + două măsuri numărabil aditive» 
Se presupune că măsura u, este localizabilă şi are proprietatea subniulţimii. 
finite (ceea ce se întîmplă, în particular, dacă u, este total o-finită, v. măsură 
localizabilă). Dacă m este absolut continuă în raport cu \x, atunci există o 
funcţie jx-măsurabilă / : X —• R + , astfel încît pentru orice A din 2((i) = 
-= {BeQ i ti(B) < 00} avem echivalenţa: A e S(w) <=>/cpj este ^-integrabilă. 
în plus, în acest caz avem m(A) = 1 / ă\i. 

JA __ 
T.R.N. (varianta scalar pozitivă). Fie [i : (2 —*• R + şi m : Q -* T măsuri numă
rabil aditive. Se presupune că ix este localizabilă şi are proprietatea submul-
ţimii finite şi ni este absolut continuă în raport cu u. (în sensul că \m \ este-
absolut continuă în raport cu \i, unde | m \ este modulul măsurii m). Atunci 
există o funcţie / : X —*• F care este local u,-integrabilă şi are proprietatea 

că m(A) = I / ă\i pentru orice A din 2(1 m |). Funcţia / este ji-integra-
J.4 

bilă dacă şi numai dacă m este mărginită. 
T.R.N. (varianta scalară). Fie m, [i : 6 -* F măsuri numărabil aditive. Se 
presupune că ,. | [X | este localizabilă şi are proprietatea submulţirnii fini te
şi m este absolut continuă în raport cu \i (în sensul că \m \ este absolut, con
tinuă în raport cu | ix j). Atunci există o funcţie local | \x (-integrabilă / : X —> F 

care are proprietatea ok m(A) — \ f du, pentru orice A d i n S ( l w D -

în generai, funcţ ia/ nu este unic determinată dar dacă şi altă funcţie g are pro
prietăţile l u i / rezultă că f(t) = g(t), cu excepţia unei mulţimi local | u, |-neglija
bile. Dacă (2 este algebră şi | \i \ este total a-finită, putem alege funcţia / măsu
rabilă în raport cu tribul generat de (2. F u n c ţ i a / s e numeşte derivata Radon-
Nikodym a lui m în raport cu \i. Aşadar, schematic t.R.N. se prezintă astfel: 
m < < [Lom = f\i (v. continuitate absolută, măsuri definite prin densităţi).* 
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In cazul particular cînd p, este măsura Lebesgue pe un interval T a R , iar f 
este derivata Radon-Nikodym a lui m în raport cu p,, se obişnuieşte să se 
scrie m = f dx sau m — f(x)dx. Similar, dacă p. este măsura Lebesgue n-di-
•mensională pe o mulţime măsurabilă Lebesgue X <z Rw, scriem m ~fdx sau 
m ^= f dxxdx2 ... dxn vtc. T.R.N. mai este cunoscută sub numele de teorema 
Lebesgue-Radon-Nikodym sau teorema Lebesgue-Nikodym. (I. C.) 

teorema reziduurilor v. reziduu, suprafaţă riemanniană 
teorema Rieffel-Huff-Davis-Phelps v. proprietatea Radon-Nikodym 
teorema Riemann-Roch v, divizor 
teorema Schauder-Tihonov Dacă X este un spaţiu local convex separat 

iar E o submulţime convexă şi compactă a lui X, atunci orice operator 
continuu U:E -+E are un punct fix, i.e. există un element x0 e E astfel 
că U(x0) — xQ. (R. C). 

teorema Sierpinski-Erdds v. principiul dualităţii între măsură şi categorie 
teorema Stone-Weierstrass Fie X un spaţiu topologic compact şiCT ?(T) 

algebra Banach a funcţiilor reale continue definite pe X (cu operaţiile şi norma 
obişnuite: || x || = max {| x(i) | \te T}, x e C^ (T)). Dacă Y este o subal
gebră a algebrei Cp(T) , care conţine funcţia identic unu şi care separă punc
tele lui T (i.e. daca tv t2 e X şi tx ^ t2, atunci există y e Y cu y(tx) ^ y[t2)), 
atunci închiderea lui Y coincide cu C1R(X). Din această teoremă se deduce 
ca dacă Y este o subalgebră a algebrei Banach Cp(T) a funcţiilor complexe 
continue pe X, dacă subalgebră Y conţine funcţia identic unu şi separă punc
tele lui X, iar din y e Y rezultă y e Y (unde y este conjugata lui y)} atunci 
închiderea lui Y coincide cu C^(T). (R. C.) 

teorema submersiei locale v. spaţiu tangent 
teorema valorii proprii v. teorie ergodică 
teoreme de tip Paley-Wiener, rezultate care leagă creşterea transformatei 

Fourier-Laplace a unei distribuţii cu suport compact de mărimea suportului. 
Mai precis: 1) O funcţie întreagă U('Q este transformata Fourier-Laplace a 
«anei distribuţii cu suportul conţinut în bila închisă de rază R, {j x | < R} 
daca şi numai dacă există constante C şi N astfel încît 

I U{ţ) | < C ( l + | ţ \)N e f l | Im i ; | ; 
2) O funcţie întreagă U este transformata Fourier-Laplace a unei funcţii 
'indefinit derivabile cu suportul în bila {| x | < R} dacă şi numai dacă 
pentru fiecare întreg k există o constantă C% astfel încît 

\U(ţ) \<Clc(l + I ţ i ) - * e « | I m î | . 

în cele de mai sus am numit transformată Fourier-Laplace a unei distri
buţii u cu suport compact, prelungirea analitică la întreg Cn a transformatei 
Fourier a lui u, definită de u( £) = ux(e— * < x> £>). Enunţurile de mai sus pot 
fi precizate utilizînd funcţia de sprijin a unei mulţimi convexe compacte şi 
caracterizînd cu ajutorul său creşterea transformatei Fourier-Laplace a unei 
distribuţii avînd suportul conţinut în mulţimea convexă respectivă. Sub forma 
prezentată enunţurile aparţin lui L. Schwartz. Enunţul original ai lui Paley-
Wiener se referea doar la caracterizarea transformatei Fourier-Laplace a 
unei funcţii de pătra t integrabil cu suportul compact din R. (G. G.) 

teoremele A şi B ale lui Cartau v. varietate Stein 
teoremele de aproximare ale lui Weierstrass Daca / este o funcţie reală, 

continuă pe intervalul real [a, b] închis şi mărginit, atunci există un şir {Pn} 
de funcţii polinomiale care converge pe [a, b] uniform către / (prima teoremă 

<de aproximare a lui Weierstrass), O demonstraţie constructivă a acestei teo-
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reme, în sensul obţinerii efective a unor polinoame Pn cu proprietatea indicată 
a fost obţinută de S. Bernstein. Polinoamele sale au expresia 

n 
Bn(x) = Yi C***( l - *)n-kfWn), 

consideraţiile făcîndu-se pe intervalul [0, 1]. O generalizare a teoremei lui 
Weierstrass a fost obţinută de M. H. Stone (v. teorema Stone-Weierstrass). 
D a c ă / este o funcţie continuă pe intervalul [0,2TT;)] şi /(O) = / ( 2 T U ) , atunci 
există un şir {Tn} de funcţii polinomiale trigonometrice care converge uniform 
pe [0,2TT] către funcţia / (a doua teoremă de aproximare a lui Weierstrass), 
(Un polinom trigonometric Tn(x) de ordin n are forma 

— -f- di cos x -f bi sin % ~f ... + <% cos x -\- bn sin x.) 

Dintre toate polinoamele trigonometrice de ordin n, cel care dă cea mai bună 
aproximare în medie pătratică a unei funcţii / integrabile pe [0, 2TI], 
este polinomul Fourier Fn(x) de ordin n al lui / pe [0, 2TT], ai cărui 

1 C2K 
coeficienţi sînt daţ i de formulele lui Fourier: ai = — I j(x) zosixdx,, 

K Jo 
1 C2n 

hi = •— \ f(x) sin i# d#, 1 ^ i ^ n. (S. M.) 
teoremele lui I/Hdpital caracterizează comportamentul raportului a, 

două funcţii derivabile f şi g într-un punct în care f şi g t ind amîndouă la. 
zero sau una tinde la infinit. Fie f şi g două funcţii reale definite şi> 
derivabile pe intervalul I = (a, 6), g (x) ^ 0 pe I. Fie Hx ipoteza constînd 
în lim f{x) = lim g(x) = 0 pentru x -+ b. Fie H2 ipoteza lim \g(x) | = 
= -f- 00 pentru x -> h. Dacă este îndeplinită una oarecare dintre ipotezele' 
H1 şi H2 , atunci 

f'(x) f{x) f(x) f'{x) 
lim inf • ^ lim inf < lim sup ^ lim sup —-— * 

x-*b g'(x) x-*b g(x) x->b g(x) x-*b gf(x) 

Rezultă de aici că: Dacă raportul f'(x)jg'(x) are limită în bf atunci raportul 
f(x)/g(x) are limită în b şi cele două limite sînt egale. Această ultimă afir
maţie conţine teoremele clasice ale lui L'H6pital, care se enunţă de obicei 
separat după cum are loc ipoteza Hx sau ipoteza H a . In varianta clasică, 
Hz este înlocuită cu ipoteza mai restrictivă: limg(x) = lim f(x) = + 00 
pentru x ~> h. Reciproca!. .I /H. nu este valabilă; din faptul că raportul fjg 
are limită în b nu rezultă că raportul f\g' are limită în b. Teoreme similare 
se pot da pentru limita la dreapta în a. Uneori, pentru stabilirea existenţei 
şi valorii limitei raportului f(x)jg(x) este necesară aplicarea de mai multe 
ori a t. L'H., pînă se ajunge la un număr natural n pentru care raportul 
derivatelor de ordinul n ale lui / şi g în punctul considerat are l imită; va
loarea acestei limite va fi şi valoarea limitei raportului//g. Ex.: f(x) = x sin x — 
— x2 cos x} g(x) = x2 — sin2 x; limita raportului f/g în origine este egală .cu 
zero. în alte cazuri, se poate întîmpla ca raportul derivatelor de ordin n 
să nu aibă limită pentru nici na număr natural n\ în această situaţie t. L'H.. 
nu este aplicabilă. Fie f şi g două funcţii reale definite pe intervalul real I' 
şi fie a un punct interior lui I". Dacă f(a) = g(a) = 0 şi dacă derivatele lat 
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dreapta f şi g> a le lui f si g există, sînt finite în a si g'(a) =6 0 atunci 

b[x) - sin *. Kapoi tu l / /g are m origine limita egală cu 0 (S M ) 
teoria distribuţiilor v. distribuţie " 

din £ o î ^ a l a n ^ l i z e i matematice născut 
T c w o X * ^ t e m a t i c e ridicate de studiul legii gravitaţiei a lui Newton, 
Tui r r , f ^ ^ ™ l e l u l 1-aplace, Lagrange, Poisson, Greensi Gauss: 
lo^r ^ ! Ş1 f *e d a t o r e a z ă denumirea de potenţ ia l / Gauss a 
problom ^ ^ a •? m a Xf t *? ^ ^ *-P- s e P - t aplica la o'serie de alte K r o ( f ţ i C U ^ m a t i c e Fie O = 0 + UI1 d o m e n i u r e l a t i v c o t 
<Im iv , <tfj = 6 o varietate fara frontieră, şi Q~ = R » \ ( Q + y S ) . F i e a | 

E(x, y) = J 

1 î 

4 W " 2 > | A T - y | » - ^ W > 2' 

1 î 
I T~ l n T~ r> » = 2, 
^ ZTT I x ~ y | 

••soluţia fundamentală a operatorului lui Laplace Au = f] - ^ - • Aici <ow« 

== 27c»/a I > / 2 ) este aria sferei unitate în R». U r m ă t o a r e a integrale, consi
derate ca funcţii de * e R», joacă un rol fundamental în teoria potenţi-

\JQ?(y)E(^y)dy; ^ii(y)E(x, y) dS(y); C v(y) - ~ E(x, y) dS(y), 

Ele se numesc, respectiv, potenţialul de volum (de densitate p ) , potenţialul de 
simplu strat (de densitate u.) şi potenţialul de dublu strat (de densitate v); aici 

% este normala exterioară la S, iar - ~ ~ derivarea după normala exterioară 

Importanţa acestor potenţiale constă în faptul că prin intermediul lor se r>ot 
reprezenta soluţiile problemei lui Dirichlet (sau ale problemei lui Neumann) 
pentru ecuaţia lui Laplace (sau ecuaţia lui Poisson). Dacă O este o funcţie 
de clasă C« pe Q, cu 80 varietate de clasă C\ atunci are loc formula lui 
Green: 

q(x) <D(#) = ~ l A®(y)E{x, y) dy + 
JQ 

!

1, ^ e O = Q+, 

1/2, xedQ, reprezintă - ( ~^-~ E{x,y)dS(y)> 

O, x e O . 
*.*. saltul la trecerea prin 5 a potenţialului de dublu strat. în particular 
dacă funcţia <D este armonică, se obţine reprezentarea lui <3> ca o sumă de 
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potenţiale de simplu si dublu strat avînd ca densitate pe y.(y) = -^ , res-

pectiv v(y) =•- — u(y). Punctul central al teoriei (clasice) a potenţialului 
îl constituie studiul problemelor Dirichlet şi Neumann (v. problema lui 
Dirichlet» problema lui Neumann). Dacă metoda potenţialelor (i.e. căutarea so
luţiei sub formă de potenţiale) poate furniza soluţia în cazul domeniilor cu 
frontieră regulată, pentru domenii mai ; generale acest lucru nu mai este 
posibil după cum au arătat S. Zaremba, H. Lebesgue. Studiul existenţei 
şi unicităţii soluţiei problemei lui Dirichlet pentru domenii cit mai generale 
a fost efectuat cu alte metode, deosebit de importantă fiind metoda Perron™ 
Wiener. Astfel N. Wiener a arătat că dacă O c: Iin este un domeniu 
relativ compact arbitraj", iar cp o funcţie continuă arbitrară pe 80, atunci 
•există o (unică) soluţie generalizată Ilq>(x) a problemei lui Dirichlet. Mai ge
neral, M. Brelot a arătat că o condiţie necesară şi suficientă pen
t ru ca o funcţie măsurabilă pe 80, să fie rezolubilă (i.e. să existe 
Hcp) este ca 9 să fie integrabilă în raport cu măsura armonică pe 30. Soluţia 
generalizată Hcp(x) nu are proprietatea că lim H<p(x) = <P(#Q) pentru orice 

XQG 80. Acele puncte pentru care egalitatea are loc se numesc regulate. Se 
poate arăta că mulţimea punctelor regulate este densă în 3O şi, mai mult , 
punctele neregulate sînt de capacitate exterioară zero. De metoda lui Perron-
Wiener sînt legate şi funcţiile subarmonice introduse de F. Riesz. Dezvoltarea 
t .p. şi introducerea unei. serii de concepte, cum sînt capacitatea, funcţiile 
subarmonice şi cele superarmonice e t c , au condus la constituirea unei noi 
ramuri a t.p., teoria abstractă (sau axiomatică) a potenţialului ce studiază 
cadrul cel mai general în care poate avea, loc o teorie rezonabilă a poten
ţialului. Noţiunea centrală a acestei teorii este cea de spaţiu armonic. Un spaţiu 
armonic este un spaţiu local compact X înzestrat cu un fascicol 9̂  avînd urmă
toarele proprietăţi: 1) ^(U) este format din funcţii u: U -~> 3R (U deschis arbi
t rar în X); 2) Dacă II c V a X sînt mulţimi deschise, restricţia oricărei sec
ţiuni din 9-(F) la 17 aparţine lui 9" (o7); 3) Pentru orice U mulţime deschisă,. 
S-(U) este un spaţiu vectorial de funcţii continue pe U', 4) <$ este nedegenerat, 
i.e. pentru orice x e X există în vecinătatea lui x o funcţie u din fascicol 
.nenulă în punctul x. Un astfel de fascicol se numeşte armonic. Pentru ca 
spaţiul să fie armonic se cer îndeplinite proprietăţi suplimentare de către-
funcţiile fascicolului 9-". Astfel, în ceea ce priveşte convergenţa, trebuie să fie 
îndeplinită, în funcţie de axiomaticile utilizate, una din proprietăţile urmă
toare: 5) Froprietaiea âe convergenţă a, lui Baucr. Dacă un şir local mărginit 
de funcţii din 9-, crescător pe o mulţime deschisă U, tinde către v, funcţia v 
aparţine fascicolului; 5) Froprietaiea de convergenţă a lui Doob. Dacă funcţia 
limită v este finită pe o mulţime densă ca aparţine fascicolului); 5") Fro
prietaiea de convergenţă a lui Brelot. Dacă limita v a unui şir crescător de funcţii 
din 9* pe o mulţime deschisă este finită într-un punct x, atunci v aparţine 
fascicolului. Dacă fascicolul 9̂  pe X are proprietatea că pentru orice mulţime 
deschisă U, S-{U) este un con convex de funcţii inferior semicontinue se spune 
•că 9- este un fascicol Jiiperarmonic; fascicolul U -» 9-(o7") fi (-— ^(U)) este în 
acest caz armonic. Existenţa unui fascicol hiperarmonic pe X permite utilizarea 
metodei Perron pentru a se obţine soluţia generalizată a problemei lui Dirichlet 
în plus, trebuie să aibă loc: 6) Axioma rezolubilitâţii. Există o bază de mulţimi 

deschise în X pentru care pentru, orice funcţie / cu suport compact pe 
BU există în ^(U) o soluţie generalizată (în sensul Perron-Wiener) a problemei 

' lui Dirichlet pe U cu d a t a / pe 3U; 7) Axioma major antei. Daca o funcţie 
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Inferior semicontinuă u pe U verifică pentru orice mulţime V relativ compactă. 
V c U condiţia 

sup {V e 9(U), v(x) ^ u(x), xe dV} = [ivu < u pe V, 

atunci UG^(U). Un spaţiu cu aceste proprietăţi (sau proprietăţi analoage, 
•eventual slăbite) permite construirea unei t.p. Spaţiul X = Hn şi ^ fascicolul 
funcţiilor armonice este un spaţiu armonic. De asemenea, X — R n şi ^ fas
cicolul soluţiilor ecuaţiei căldurii este un spaţiu armonic. Ecuaţiile eliptice 
degenerate furnizează alte exemple de spaţii armonice. Există legături pro
funde între t.p. şi teoria probabilităţilor, puse în evidenţă pentru prima dată 
de Hunt . în teoria axiomatică a potenţialului şcoala românească a adus 
contribuţii remarcabile^ (G. G.) 

teorie ergodică Fie (X, 2 , m) un spaţiu cu măsură. O aplicaţie măsurabilă 
X: X -> X, i.e. T~1(A) e 2 pentru orice A e 2> s e numeşte transformare care 
•conservă măsura (pe scurt, t.c.m.) dacă pentru orice J e S avem m(T~~l(A)) = 
— m(A). O t.c.m. bijectivă cu proprietatea că şi T-1 este t .m.c. se numeşte 

'transformare inveriibilă care conserva măsura (pe scurt, t.i.c.m.). Pentru orice 
T t.c.m. şi. orice t-^p^co se pune în evidenţă operatorul liniar şi izometric 

<2>U: Lv(m) -+ LV(m) care acţionează prin UT(f) = / o T. Dacă T este t.i.c.m. 
şi & = 2, atunci UT este un operator unitar în spaţiul Hilbert L2(m). Pentru 
orice t.c.m. T şi orice număr natural n notăm I o To ... o T = Tn (compunere 
de n ori). Scriem T° = ly, unde lx: X -+X, lx{x) — x pentru orice x 
•din X. Vom spune că x este punct recurent relativ la E şi T dacă există 

n natural astfel încît Tn(x)eE. 
Teorema de recurenţă a lui Poincare (varianta abstractă). Dacă măsura m este 

îfinită şi E e 2 există o mulţime ^-neglijabilă M astfel încît orice x din 
E\M este punct recurent relativ la E şi T (se presupune că T este t.c.m.). 
Teorema de recurenţa a lui Poincare (varianta topologică). Dacă X este o 
mulţime deschisă şi mărginită inclusă în ]RW, iar T: X —• X este un. homeo-
morfism, atunci există o mulţime A de prima categorie Baire şi de măsura 
"Lebesgue nulă astfel încît orice punct x din X\A este recurent relativ la T 
şi orice vecinătate deschisă V c: X a lui x. 
Dacă m(X) = 1 şi E e 2 c u *w(.E) > 0, putem considera mulţimea M de mai 
sus (varianta abstractă) şi definim n%'. X -+ R prin n%(x) = oo dacă AT e £ 0 ^ 
•Mg(#)=cel mai mic număr na tu ra l a cu proprietatea Tn(x)eE dacă #62^X^7 
şi M>E(%) = 0 dacă xţE. 

Teorema de recurenţă a lui Kac. Dacă m(AT) = 1 şi T este ergodică (v. mai 

departe) atunci ng este w-integrabilă şi avem I n#(#) dm(#) = 1. 

Teorema ergodică medie (varianta abstractă). Se consideră un spaţiu Hilbert 
Jî şi U: H —> H o izometrie. Fie P: H ~+ H proiectorul pe subspaţiul închis 
Y =. { A ; G F ] C7(#) == x). Atunci, pentru orice element x din H, avem 

lim If y [ /^ )UPH. 
în consecinţă, cu notaţiile de la început, avem 
Teorema ergodică medie. Fie T t.c.m. Pentru orice fe J22(m), există 

l im — V / o I * = g în Z,2(w) şi funcţia g este invariantă la T [i.e. g =» 

.= go r m-a.p.t.). 
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Teorema ergodică individuală. Fie T t.c.m. Pentru orice fe ^(m), 
ţ n— 1 

l im— V / o T*(*): = /*(*) 
» n ito 

există m-aproape pentru orice # din X. în plus, funcţia / * este şi ea în, 
i21(w) şi •/* este invariantă la T. Dacă m este. finită, rezultă că» 

1 n~l 

— \ ] / o T * . — > / * în J21(w), deci în particular avem 
n *±o 

V / * dw = V / dw. 

Dacă T este t.c.m. şi A e 2> vom spune că 4̂ este invariantă la T dacă T~l{A) &, 
& A (i.e. mulţimea T~1(A) ^A este m-neglijabilă). Prin definiţie, o t.c.m. T 
se numeşte transformare ergodică (sau transformare metric tranzitivă) dacă avem 
echivalenţa: A este invariantă la 2"" dacă şi numai dacă m(A) = 0 şart 
m(X\A) = 0. O t.c.m. T care nu este ergodică se numeşte transformare 
decompozabilă. Aşadar, aceasta înseamnă că există A, B ej^ cu A f] B —- 0 , . 
A \J B = X şi m(^) > 0, w(£) > 0, astfel încît A şi B sînt mulţimi inva
riante la X. Se arată că o t.c.m. T este ergodică dacă şi numai dacă singu
rele funcţii măsurabile invariante la T sînt funcţiile constante w-a.p.t. Pentru 
T ergodică, putem preciza rezultatul din teorema ergodică individuală. în 

acest caz, dacă m este şi finită, rezultă că / este egală w-a.p.t. cu 

fâm, iar dacă m(X) = oo, atunci / * =•• 0 w-a.p.t. (X)J M%). 
Teorema valorii proprii. Se presupune că m este finită. Fie T t.i.c.m. Atunci 
T este ergodică dacă şi numai dacă 1 este valoare proprie simplă pentru 
operatorul unitar UT: L2(m) —> L2(m). Dacă T este ergodică, toate valorile-
proprii ale lui Urp sînt simple şi ele formează un subgrup al grupului multi
plicativ {*eC | | z î = 1}. ^ 
Ex. : 1° X == R, 2 = mulţimile măsurabile Lebesgue ale lui R, m — măsura 
Lebesgue. Aplicaţia (care este t.i.c.m.) T: R -* R , T(x) = x -f- 1 nu este 
ergodică. 2° X = Z, 2 = părţile lui Z, m = măsura cardinal (dată de 
m({i}) = 1 pentru orice ie Z). Aplicaţia (care este t.i.c.m.) T: Z ~> Z, T(i) = 
= i + 1, este ergodică. 3° X = {zeC \ \ z \ = l}t ^ =--= X () CB = {X (] B \ 
B e 93}, unde S8 sînt mulţimile măsurabile Lebesgue ale lui R 2 identificat 

MB) 
cu C. Măsura probabilistică m: S -*{$> 1] se defineşte prin m(A) = >-

2?r 
unde X este măsura Lebesgue pe R şi 17(2?) = A. Am notat 17: [0, 2TC] —• X , 
j7(if) = e y . Aplicaţia (care este t.i.c.m.) Tc : X -> X se defineşte prin r c(s) = 
= cz. Aici c e ^ este fixat. Se arată că Tc este ergodică dacă şi numai dacă 
nu există n natural astfel încît cn = 1. (I. C.) 

tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii Vom considera un spaţiu 
cu măsură (T, 3", JJL). Prin X vom nota: a) sau un spaţiu Banach normat cu 
norma x -»• | x |, în particular X = R (sau C) normat cu modulul obişnuit; 
b) sau dreapta reală încheiată R (se admite că | — oo | = | oo | — oo). De 
asemenea, vom considera un şir generalizat de funcţii ^-măsurabile notat 
{/8}8eA (sau, mai simplu, {/g}s dacă nu mai specificăm mulţimea dirijată de 
indexare A), unde / s : T —> X pentru orice £ în A. în particular, se pot con
sidera şiruri de funcţii {/»} n € N ( s a u Un} n)> Inînd A = N. în fine, fie ş i / : T -+X 
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o funcţie ^-măsurabilă. Vom spune că şirul generalizat {/a} converge la f ii-a.p.t. 
(este un şir generalizat convergent la f y,-a.p.t. sau este un şir generalizat conver

gent la f a.p.t. în raport cu u.) dacă: există o mulţime jx-neglijabilă M cz T 
cu proprietatea că pentru orice* din T \ M avem fy(t)—>•/(*)• î n cazul cînd 

8 
(j- este o probabilitate, spunem că {/§}§ converge la f aproape sigur. Vom spune 

că {/a}$ este un şir generalizat Cauchy (sau fundamental) a.p.t. în raport cu 
\L dacă există o mulţime [i-neglijabilă M cz T cu proprietatea că pentru orice 
s > 0 şi pentru orice t din T\M există 8Q din A astfel încît pentru orice 
l}\ 8" din A, 8/ ^ 80 şi 8" ^ 8Q să avem 

l / « 'Wj - /S"W I < s (sau | > W - X W I < e). 
Avem implicaţia: {/g}§ convergent fx-a.p.t. la / => {/§}§ fundamental în 
raport cu (j. (implicaţie valabilă cînd / este finită, în cazul X = R). Dacă 
{X este probabilitate vom spune că {fs}s este Cauchy (fundamental) aproape 
sigur. Vom spune că şirul generalizat {fs}s converge la f în [i-măsură (este uri 
şir generalizat convergent la f în \±~măsurâ) dacă pentru orice număr strict po
zitiv a avem \i(A(a} 8))—>0, unde A(a, 8) = {t 6 T \ \ f8{t) — f(t) \ ~^a] (sau, 
echivalent, ,4 (a, 8) = {£ e T \ \f$(t) — f(t) | > a}). Dacă x̂ este probabilitate,, 
spunem că {/§}s converge la / în probabilitate. Dacă [i(T) < oo avem impli
caţia (valabilă pentru şiruri de funcţii): {fn}n converge I a / {x-a.p.t.==>{/w}w, 
converge la / în jx-măsură. Vom spune că {fd}s este Cauchy (sau fundamental) 
in \i~măsură, dacă pentru orice a strict pozitiv şi pentru orice e strict pozitiv 
există 8(a, e) în A astfel încît pentru orice 8' şi 8" în A, 8/ ^ §(a, s) şi &*" > 
^ §(a, e) să avem [i({te T j |/§/(*) —/§"(*) I > a}) < s; fiecare din inegali

tăţile stricte poate fi înlocuită cu una nestrictă. Avem implicaţia: {fd}s con
verge la / în pi-măsură => {/s}s este fundamental în u,-măsură. în cazul cînd 
jx este probabilitate, vom spune că {/§}§ este Cauchy (fundamental) în proba
bilitate. Avem şi implicaţiile (valabile pentru şiruri de funcţii): 1) {fn}n funda
mental în (x-măsură ==> există o funcţie măsurabilă / : T —> X astfel încît 
•{/»}» converge la / în fx-măsură (teorema de completitudine a lui Sluţki); 2) {fn}n 
convergent la / în jx-măsură => există un subşir {fnjc}ic al ^i{fn}n convergent 
la / fx-a.p.t. Se spune ca {fs}d converge la f \i~aproape uniform (este un şir 
generalizat convergent la f \i-aproape uniform, sau {/§}§ converge la f [i-asimpîotic, 
sau {/s}s este un şir generalizat convergent la f \x~asimptotic) dacă pentru orice 
€ > 0 există o mulţime p,-măsurabilă F cu proprietatea că \i(F) < £ şi astfel 
încît {fs}$ converge la / uniform pe T\F. Ultima expresie înseamnă pentru 
orice h > 0 există 8(h) în A astfel încît pentru orice 8 ^ 8(h) şi orice t în 
T \ 2 7 avem |/s(£) — f(t) | < /*. în această definiţie presupunem că fs s i / 
sînt funcţii finite fx-a.p.t. Avem următoarele implicaţii (valabile pentru şiruri 
de funcţii): 1) {fn}n convergent l a / jx-aproape uniform => {fn}n convergent 
l a / jx-a.p.t.; 2) Dacă presupunem în plus că \x(T) < oo, atunci: {fn}n conver
gent la / [X-a.p.t. => {fn}n convergent la / [x-aproape uniform (teorema lui 
Egorov); 3) {fn}n convergent l a / (x-aproape uniform =>{fn}n convergent la / în 
(X-măsură. Vom spune că {/§}s este un şir' generalizat Cauchy \i-aproape uni

form (fundamental [i-aproape uniform,) dacă pentru orice e > 0 există o mul
ţime jx-măsurabilă F cu proprietatea că [i(F) < e şi astfel încît {/§}§ este 
uniform Cauchy pe T \ i 7 (i.e. pentru orice h > 0 există 8(h) în 
A astfel încît pentru orice 8' şi 8" în A, 8' ^ 8(h), 8" ^ 8(h) şi pentru orice 
t în T \ . F avem \fd'(t) — fy"[t) I < h). Se presupune că /§ sînt finite'ji-a.p.t. 
Avem implicaţiile: 1) {/§}$ convergent p,-aproape uniform l a / = > {fsjs funda
mental jx-aproape uniform; 2) {fn}n şir de funcţii fundamental în p,-măsură=> 
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ss» există un subşir {fn^} fundamental jx-aproape uniform. Pentru conver
genţa în medie de ordin p (i.e. convergenţa în J3J(|x) sau în Lp(\i) (v. spaţii 
Lp, spaţii J2p(\i) şi Lp([i) (în raport cu o măsură Radon)). (I. C.) 

tonou v. spaţiu tonelat 
topologia convergenţei compacte v. spaţiu loca! convex, topologii de con

vergenţă uniformă 
topologia convergenţei mărginite v. topologii de convergenţă uniformă 
topologia convergenţei punctuale v. topologii de convergenţă uniformă 
topologia convergenţei simple v. topologia vagă, topologii de convergenţă 

uniformă 
topologia convergenţei uniforme v. topologii de convergenţă uniformă, 

spaţiul funcţiilor continue cu suport compact 
topologia definită de o mulţime de seminarme v. spaţiu local convex 
topologia discretă v. topologie 
topologia generată de o mulţime de părţi, topologia pentru care acea mul

ţime de părţi este o subbază. Fie SC o mulţime şi sk o mulţime de părţi ale 
lui 9C. Fie 98 mulţimea intersecţiilor finite de mulţimi din <A. Topologia gene
rată de sfi. este topologia pentru care c)3 este o bază de mulţimi deschise. Topo
logia T este generată de mriliimea s& dacă şi numai dacă T este cea mai puţin 
fină topologie (pe 9C) în care mulţimile din s& sînt deschise. (Gh. Gr.) 

topologia indiscretă v. topologie 
topologia inferioară a lui R (R) v. funcţie semicontinuă 
topologia local plină asociată v. spaţiu liniar ordonat topologic 
topologia loca! solidă asociată v. spaţiu liniar reticulat topologic 
topologia lui Mackey v. sistem dual de spaţii liniare 
topologia (6»)-mărginirii (pe un spaţiu liniar ordonat X), cea^ mai fină to

pologie local convexă pe X, pentru care orice mulţime (o)-mărginită este măr
ginită topologic. O bază de vecinătăţi ale originii pentru t.(o) m. este mulţimea 

• tuturor submulţimilor E ci X care sînt echilibrate, convexe şi care au proprie
tatea: pentru orice submulţime (o) mărginită A cz X există un număr s > 0 
astfel ca zA cz E. Dacă X este un spaţiu liniar dirijat arhimedian în care 
există un element axial u, atunci funcţionala lui Minkowski asociată seg
mentului (în sensul ordinei) [ — u, u] este o normă care defineşte t. (o) m. pe A j 
în particular t.(o) m. este, în acest caz, local plină. Dacă X este un spaţiu 
liniar reticulat, atunci t* (o) m. pe X este local solidă şi este cea mai fină topo
logic pe X care este, în acelaşi timp, local convexă şi local solidă. Dacă într-un 
spaţiu liniar reticulat arhimedian X există elemente axiale, atunci convergenţa 
cu regulator pentru şiruri de elemente din X coincide cu convergenţa în t.(o)-m. 
Dacă X este un spaţiu reticulat local convex care este bornologic (ca spaţiu 
local convex), atunci pentru ca topologia sa să coincidă cu t.(o) ni. este necesar 
şi suficient ca orice seminormă solidă pe X să fie mărginită pe orice submulţime 
topologic mărginită a lui X. (R. C.) 

topologia normei v. spaţiu liniar normat 
topologia obişnuită a lui R v. topologie 
topologia obişnuită a lui ~R.n v. topologie produs, distanţă 
topologia slabă v. sistem dual de spaţii liniare, conjugatul unui spaţiu locaî 

convex 
topologia slăbită v. sistem dual de spaţii liniare 
topologia superioară a Iui R (R) v. funcţie semicontinuă 
topologia tare v. sistem dual de spaţii liniare 
topologia trivială v. topologie 
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topologia vagă Fie T un spaţiu local compact, K{T) spaţiul funcţiilor 
continue cu suport compact pe T şi 97£(T) spaţiul vectorial al măsurilor Radon 
pe T. Pe spaţiul 9fl£(T) se consideră topologia local convexă separată 
<7(9/£(T), K(T)) care se numeşte t.v. (sau topologia convergenţei simple) pe spaţiul 
9^(T). Un sistem fundamental de vecinătăţi ale lui 0 în t /v . este dat de mul
ţimile. de forma 

V{fvh.....fn\e)= { ^ e 9 ^ r ) | I K / * ) l < £ , « = 1, 2, .... n}, 

unde fi sînt în iiT(r) şi e > 0. Aplicaţia t-*et este un homeomorfism al lui 
T pe {et \te T} cu topologia indusă de t.v. Aici et este măsura Dirac concen
t ra tă în t. (I. C.) 

topologie Fie St o mulţime şi 5̂  o familie de părţi ale lui St avînd proprie
tăţile: i) St, 0 G 7 ; ii) Intersecţia oricăror dc*uă elemente din 57" este UIT* 
element din iT; iii) Reuniunea oricărei familii de elemente din ET este un 
element din $7*. Se spune că CJ generează pe St o structură topologică T, pe 
scurt o t. Unii autori numesc t. />e St orice familie !7 cu proprietăţile i) —iii). 
O pereche (9C, T) în care St este o mulţime iar T o t. pe St se numeşte spaţiu. 
topologir,. Dacă nu există posibilitatea unei confuzii, nu se mai precizează 
t. şi se spune spaţiul topologic St. Orice element din familia îT se numeşte mul
ţime deschisă în topologia T (sau mulţime ^-deschisă) iar dacă nu există posi
bilitatea unei confuzii, mulţime deschisă. O mulţime V a spaţiului topologic iX 
se numeşte vecinătate a punctului x e 9C dacă există o mulţime deschisă G 
astfel ca xeG cz V. Mai general, F este o vecinătate a mulţimii 4̂ <= SC 
dacă există o mulţime deschisă G astfel' ca A cz G cz V. O submulţime G a 
spaţiului topologic St este deschisă dacă şi numai dacă este vecinătate pentru 
fiecare punct al său. Fie T1 şi T2 două t. pe mulţimea St. Dacă orice mulţime 
Ti-deschisă este T2-deschisă se spune că t. T2 este mai fină decît t. T1 sau că 
t j este wai puţin fină decît T2 şi se notează TX ^ T2 . Se spune, de asemenea, 
că TX este »wi s/#6a decît T2 sau că T2 este mai tare decît Tj. Relaţia intro
dusă este o relaţie de ordine pe mulţimea t. (v. şi compararea topologiilor)» 
T. în care familia mulţimilor deschise este {St, 0 } se numeşte t. indiscretă sau 
t. trivială pe St. T. generată de ^(St), unde 9>(9C) este familia tuturor păr
ţilor lui St, se numeşte t. discretă pe St. Familia reuniunilor de intervale-
deschise ale lui R generează o topologie pe R, numită t. obişnuită a lui Re 
(Gh. Gr.) 

topologie cît Fie (St, T) un spaţiu topologic, R o relaţie de echivalenţă pe 
St, cp aplicaţia canonică definită pe St cu valori în St/i?. Se numeşte t . c 
cea mai tare topologie pe 9C/R în care aplicaţia cp este continuă. Pentru* 
această topologie se utilizează notaţia T. Spaţiul topologic (St/i?, T ) se numeşte 
spaţiu topologic cît. Dacă 9" este familia de mulţimi deschise din St, atunci 
5T = {G | G cz St/i?, cp^(Cr) e 5̂ } este familia mulţimilor deschise în t .c. O 
mulţime A & lui St se numeşte saturată în raport cu relaţia de echivalenţă 
i? dacă pentru orice x e A clasa de echivalenţă a lui x este inclusă în ^ . 
Atunci î? = {q>(D) | -D deschisă şi saturată în St}. Relaţia de echivalenţă R se 
numeşte închisă dacă mulţimea {(xt y) \ xRy} este închisă în St X St înzestrat 
cu topologia produs. Dacă St este separat, 9 este deschisă iar R este în
chisă, atunci (St/i?, T ) este un spaţiu topologic separat. Fie 0/ un spaţiu topo
logic şi / : St/i? —• y . Aplicaţia / este continuă dacă şi numai dacă / o cp este 
continuă. Ex. : 1° Fie St un spaţiu liniar, p o seminormă pe St, T topologia 
generată de această seminormă, N ==• pml(0). Fie pe St relaţia de echivalenţă» 
xNy o x •— yeN. T.c. pe 9C/N este generată de norma | |# | | — p{x), xe %» 
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J € 9C/N. 2° Fie St = [0, 2TC] cu topologia indusă din R şi pe St relaţia de 
echivalenţă 

R - {{x, x)\xe {Q,2K) } U {(0; 2TT)}. 

Spaţiul topologic cît St/i? este homeomorf cu {z \ zeC, \ z \ = 1} înzestrată 
cu topologia indusă din C. 3° Fie St un spaţiu liniar normat, 0/ un sub-
spaţiu închis în St si x ~ y <=> x — y e y . T. c. pe St/3/ este generată de 
normal! x || = inf {|| x \\ \ x e x}, J e St/3/. ( ^ - O . ) 

topologie compatibilă cu dualitatea v. sistem dual de spaţii liniare 
topologie (o)-continuă v. spaţiu liniar ordonat topologic 
topologie (OJ)-continuă v. spaţiu liniar reticulat topologic 
topologie finală v. topologie inductivă 
topologie inductivă Fie St o mulţime, %{9Ct}iex o familie de spaţii topolo

gice şi pentru fiecare i e I fie/j : SXi -*• St. Se numeşte t . i . (sau topologie finală) 
generată de familia {fi}iei cea mai fină topologie pe St în care toate apli
caţiile fi sînt continue. Dacă se notează cu S^t familia mulţimilor deschise 
din St4, atunci z7 = {G \fŢl(g)G^i, Miel} este familia mulţimilor deschise 
in t. i. generată de {fijiei- în particular, dacă (Q/, T) este un spaţiu topologic 
"Ş* / : C1I -+ St, atunci t.i. generată de / se numeşte imaginea topologiei T prin 
funcţia / . Topologia cît este un exemplu de astfel de topologie. O funcţie 
ţg definită pe spaţiul St înzestrat cu t . i . generată de {fijiei, cu valori într-un 
spaţiu topologic, este continuă dacă şi numai dacă toate funcţiile gofi sînt 
continue. {Gh. Gr.) 

topologie indusă Fie (St, T) un spaţiu topologic şi S' familia mulţimilor 
deschise din St. Fie y cz St. Topologia dată pe 0/ de familia de mulţimi 
zjqj = {y f| D | D e 9"} se numeşte t. i. pe 9/ de topologia T şi se notează 
TQi, Se mai spune că -zqj este restricţia topologiei T la 0/ sau urm-a topologiei 
T pe y . Orice element din S'qj se numeşte mulţime deschisă în y . Orice 
•submulţime a lui y , închisă în TQJJ, se numeşte mulţime închisă în 0/ sau iqj~în-
chisă. Fie A cz y . Mulţimea A este Tcy-închisă dacă şi numai dacă există 
F cz St, F închisă, astfel încît A = F (\ y . Punctul y e 3 / este punct de 
acumulare al lui A în topologia TQJ> dacă şi numai dacă y este punct de acu
mulare al lui A în topologia T. închiderea lui A în tqj este intersecţia 
-dintre 0/ şi închiderea lui ^ în St. (G&. Gr.) 

topologie iniţială v. topologie proiectivă 
topologie liniară v. spaţiu liniar topologic 
topologie local convexă v. spaţiu local convex 
topologie local plină v. spaţiu liniar ordonat topologic 
topologie local solidă v. spaţiu liniar reticulat topologic 
topologie produs Fie {9Cj}jej o familie de spaţii topologice şi St = Yl %? 

produsul cartezian al mulţimilor St;. Fie pr;-: St -> iXj numită aplicaţia de 
proiecţie pe îX$, funcţia definită prin pr^ţ^r) = x$, unde x — {xj}jej- Se nu
meşte t. p. cea mai puţin fină topologie pe St în care toate aplicaţiile pr^ sînt 
continue. Mulţimea 9C cu t. p. se numeşte spaţiul topologic produs (al spaţiilor 
Sfy). Fie *Jj familia mulţimilor deschise din Stj. Familia § — ! î ^prj'1{D) | D e 

e / 
€ iTj} este o subbază a t. p . Familia <D = {E \ E = ŢI Gh Gs e 9"j, 3 1 c / , 

l finită, astfel încît G; = St/ dacă j ţ 1} este o bază pentru t .p. Se spune că 
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elementele lui Q) sînt mulţimi deschise elementare în t.p. Aplicaţiile prj sînt 
deschise. Spaţiul topologic produs X este separat dacă şi numai dacă toate-
spaţiile Xj sînt separate. Orice produs de spaţii topologice cvasicompacte 
(compacte) este un spaţiu topologic cvasicompact (compact) (teorema lui 
Tihonov). Fie {.r§}seA un şir generalizat în X şi x e X. Şirul {xsjSeA con
verge către x dacă şi numai dacă {pr^ (#§)}§ e A converge către pr^(#) pentru 
orice j e / . Un produs r.umărabil de spaţii topologice semimetrizabile este 
nn spaţiu topologic semimetrizabil. Fie 0/ un spaţiu topologic. O aplicaţie / 
definită pe 0/ cm valori în spaţiul topologic produs X este continuă dacă şi 
numai dacă toate aplicaţiile pTjof sînt continue. Fie A — \\Aj cz J~l^j-

jej jej 
Atunci A = Yl -d-1' ^ e spaţiile topologice Xv ..., 9Cn şi spaţiul topologic produs 

n j e J 
I I 9Cj- ^ e x "^ (^\y •••> xn) &9C şi pentru fiecare xţ fie cfx{ o bază de 
.7-1 

vecinătăţi a Iui Xi. Familia | ŢJ Vt | F* 6 93** l es | Fi e 9 5 ^ ' este atunci o bază de vecină

tăţi a lui x. Ex.: 1° Fie R cu topologia obişnuită şi ne'N. Dacă în îln s-a, 
considerat t.p. se spune că R a fost înzestrat cu topologia obişnuită. Familia-
produselor carteziene de n intervale deschise din R constituie o bază pentru 
t. p. în Rw. Orice normă pe ~Rrt generează topologia obişnuită a lui îln. Analog 
se vorbeşte despre topologia obişnuită a lui Cn dacă pe C s-a considerat 
topologia obişnuită. 2° Fie X0 un spaţiu topologic şi Xj = X0 pentru orice 
j e / . Pentru spaţiul produs 9C == '[ [ 9Cj se utilizează notaţia XJ

0. Un 
jej 

şir {7§}§eA de elemente din spaţiul topologic produs X converge către 
feX dacă şi numai dacă fd(x) -*f(x) pentru orice x e X. T.p. se mai nu
meşte în acest caz topologia convergenţei punctuale. (Gh. Gr.) 

topologie proiectivă Fie X o mulţime, \Xi}i e j o familie de spaţii topolo
gice şi pentru fiecare i e I, fi '• X —• Xi. Se numeşte t.p. (sau topologie ini
ţială) generată de familia {fi}%ej, cea mai puţin fină topologie pe X în care 
toate funcţiile fi sînt continue. Dacă se notează cu E7̂  familia mulţimilor 
deschise din cXi, atunci {fŢHGţ) \ C{ eXf, ie ./} este o subbază pentru t.p. 
generată de familia \fi}%ei. în particular, dacă (9/, T) este un spaţiu topologic 
şi / : CX —> y , atunci t.p. generată de / este topologia în care familia mulţi
milor deschise este {/"1(G) | G deschisă în 9/}. Această topologie se mai numeşte 
şi preimaginea topologiei T prin func ţ ia / . în cazul în care X — J~J Xi iar 

iei 
pr$ este aplicaţia de proiecţie pe Xi, topologia generată de familia {pri}i e i 
este topologia • produs pe X. O funcţie g definită pe un spaţiu topologic 9/ 
cu valori în X înzestrat cu t. p. generată de {fi}iej este continuă dacă şi numai 
dacă toate funcţiile / o g sînt continue. Dacă toate spaţiile Xi sînt separate 
şi clacă pentru orice puncte distincte x,yeX există i e i astfel ca ft(x) ^ 
¥* fi[y), atunci t.p. generată de {fijiei este separată. (Gh.Gr.) 

topologie uniformizabilă v. structură uniformă 
topologii de convergenţă uniformă (într-un spaţiu de operatori) Fie X o 

mulţime nevidă oarecare şi Y un spaţiu liniar topologic. Fie F(X, Y) mul
ţimea tuturor funcţiilor care aplică X în Y. Mulţimea F(X, Y) este un spaţiu 
liniar în raport cu operaţiile: (t/j -f U2)(x) = V\(x) -f* U2(x)\ (}M)(x) = 
= "kU(x), xeX, unde XIv U2, UeF(X, Y) iar X aparţine corpului scalarilor 
lui Y. Fie § un subspaţiu liniar al spaţiului F(X} Y) şi 9/£ o mulţime de sub-
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•mulţimi ale lui A" astfel ca U(A) să fie mărginită în Y oricare ar fi U e § şi 
A e 9K. Fie 9^ o bază de vecinătăţi echilibrate ale originii în spaţiul Y şi pentru 
orice A e 911 şi W e 9 ^ să p u n e m ' H (y4, W) ^= {U e§ \U(A) a' W}. Mulţimea 

n 
tuturor mulţimilor de fo rma f} H[Ai, W%) formează o bază de vecinătăţi ale 

i = l 
originii pentru o topologie liniară T(97£) în spaţiul §, numită topologia conver
genţei uniforme pe 911. Dacă mulţimea 911 este dirijată faţă de incluziune, atunci 
o bază de vecinătăţi ale originii pentru topologia T(9/2) este sistemul {H(A, W) j 
A e 91l> W e 90}. Dacă 911 este mulţimea tuturor părţilor finite ale lui X, 
atunci T(9/C") se numeşte topologia convergenţei simple sau topologia convergenţei 
punctuale. Să presupunem acum că şi X este un spaţiu liniar topologic cu ace
iaşi corp al scalarilor ca Y şi fie J2(X, Y) mulţimea operatorilor liniari şi con
tinui care-aplică X în Y. Mulţimea J2(X, Y) este un subspaţiu liniar al spaţiului 
F(X, Y). Pentru orice mulţime 911 de submulţimi mărginite ale lui X se poate 
considera în J2(X, Y) topologia T(9/£) a convergenţei uniforme pe 91'L Daca 911 
este mulţimea tuturor submulţimilor mărginite ale lui X, atunci T(9/£) se nu
meşte topologia convergenţei mărginite. Dacă 911 este mulţimea tuturor sub
mulţimilor compacte (resp. total mărginite), atunci T(9/ [ ) se numeşte topologia 
convergenţei compacte (resp. topologia, convergenţei total mărginite). Dacă spaţiul Y 
este locul convex, atunci pentru orice mulţime 971 de submulţimi mărginite ale 
lui X topologia T(9/£) este local convexă. Dacă rJ> este o mulţime de seminorme 
care defineşte topologia lui Y şi dacă pentru orice p e cf> şi A e 9ÎL se pune 
PA{U) =- siip \p(U(x)) | xeA}, Ue J2[X, Y), se obţine o seminormă. pe 
J2(X, Y) iar topologia T(M) este definită de mulţimea de seminorme {pA \pe9>, 
A 6 9/1}. Fie X şi Y două spaţii liniare topologice oarecare (cu acelaşi corp 
al scalarilor) şi 97£ o mulţime de submulţimi mărginite ale lui X. Dacă i£ este 
o submultime egal. continuă a spaţiului J2(X, Y), atunci urma topologiei con
vergenţei total mărginite pe i£ coincide cu urma topologiei simple; dacă Y 
este separat iar i£0 este închiderea mulţimii i£ în spaţiul F(X; Y) înzestrat cu 
topologia convergenţei simple, atunci ££0 este o mulţime egal continuă 
de operatori. Dacă X şi Y sînt spaţii local convexe iar X este tonelat, 
atunci orice submulţime a lui J2(X, Y) care este mărginită în topologia conver
genţei simple este egal continuă. (R.C.) 

topos, o categorie <f cu următoarele proprietăţi: 1) â este cartezian închisă, 
i.e. are produse fibra te, obiect final e şi, pentru orice obiect X din £, func
torul Y i—• YxX de la 6 la 6 admite un adjunct la dreapta; 2) 6 admite un 
subobiect generic, i.e. există un obiect co e d şi un morfism e - + c o c u proprie 
tatea că, pentru orice monomorfism X -» S din 6, există un unic morfism 
S -+03 astfel încît X ~ Sx&e ca obiecte peste S. Noţiunea de t. a fost in
trodusă de Grothendieck şi ulterior lărgită de Lawhere. (M. J.) 

traiectorie a unui sistem dinamic, imaginea unei soluţii x a sistemului 
dinamic definit de x' = f(x). Pentru un grup de transformări cu un parametru, 
traiectoria (orbita) unui punct p este mulţimea {Tt[p)\ te~R}. (A. H.) 

traiectorie Jcare trece printr-un punct v. sistem dinamic 
transcendentele lui Painleve, funcţii analitice globale care apar ca integrale 

ale uneia oarecare diu următoarele ecuaţii ale lui Painleve'. 

î) w,f — 6w* + z, 

2) w" = 2wz + zw + a, 
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v2 -f b) + ®2Z\ca»3 H I > unde a, b, c,de€ şi 
sau ^ 0 , 

4) a," = ^ + 1 wz __ w + 2(̂ 2 __ )w l 
2w 2 w 

5) w" = te;'2 1 , i i w' , (w - i)2 r s i 
[2w w- i j * ^ ^ [ w\ ^ 

w t 8w(w + 1) 4- T - -j \—_> , 
z w — 1 

2 lw w — 1 w — z J Iz z — 1 

1 "1 , , w(w — 1) (a> — z) f ^ * 
^ - ^ j ^2(^~ i)2 L ^2 

4- T ' r- o 
(w ~ l)2 (w — z) 

unde a, p, y, S e C . Notăm că, integralele ecuaţiilor 1) —4) sînt funcţii mere-
morfe pe C, în t imp ce integralele ecuaţiei 5) au puncte critice transcendente 
în z = 0 şi z = co, iar integralele ecuaţiei 6) au puncte critice transcendente 
în z — 0, £ = 1 şi 2 = oo. (M. / . ) 

transformare canonică, o transformare CD: R2 î î -* R2W (R2w considerat ca 
spaţiu fazelor: R B x R w — î^fR7*)) care invariază parantezele Poisson. Dacă ($} 
este canonică, atunci (si numai atunci) jacobianul transformării este o apli-(° I \ caţie simplectică (A este simplectică dacă A t]A — J, unde / = j I > 

/ fiind matricea identitate din Rw). T.c. care joacă un rol important în mecanica 
analitică, generează în mod natural operatori integrali Fourier. (G.G.) 

transformare conformă Fie D şi Q, două domenii din planul complex O 
Se numeşte t.c. (sau reprezentare conforma sau izomorfism analitic) a lui D 
pe iQ orice funcţie olomorfă şi bijectivă definită pe JD cu valori în Q. Familia 
t.c. ale unui domeniu D pe el însuşi formează grup faţă de operaţia de compu
nere a funcţiilor. Acest grup se va numi grupul conform al domeniului D. 
Grupul conform al planului complex C este format din toate funcţiile de forma 
f(z) — OLZ -f- p, a, p e C , a ^ O . Grupul conform al discului B = {z j 1*1 < r} 

r2(z — a) 
este format din toate funcţiile de forma f(z) — X , unde ae B iar 

r2 — za 
|X| = 1. Dacă D este un domeniu simplu conex, D ^ C şi A = {z \ \z\ < 1}, 
există o t.c. a lui D pe A (teorema de reprezentare conformă a lui Riemann). 
(Gh. Gr.) 

transformare decompozabilă v. teorie ergodică 
transformare interioară, noţiune fundamentală în teoria topologică a 

funcţiilor de o variabilă complexă, introdusă de matematicianul român 
S. Stoilow. Dacă M şi 5 sînt suprafeţe topologice, o t.i. de la M la S este o apli
caţie 9 : M ~» S cu proprietăţile următoare: a) 9 este continuă; b) 9 este des-
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chisă, i.e. mulţimea y(U) este deschisă în 5 pentru orice mulţime deschisă U 
în M; c) 9 este O-dimensională în sensul că fibrele lui 9 sînt O-dimensionale, 
i.e. pentru, orice punct. 5 e 5 fiecare componentă conexă a fibrei 9"1(s) se 
reduce la un punct. 
Teorema Iţii Stoilow. Fie dată aplicaţia 9 : M —• 5, unde M este o suprafaţă 
topologică şi 5 sfera lui Riemann. Condiţiile următoare sînt echivalente: 
i) 9 este o t.i.; ii) Există o structură de suprafaţă riemanniană abstractă pe M 
astfel încît 9 să devină o aplicaţie olomorfă; iii) Există o funcţie analitică 
globală f şi o factorizare 

h TC 

9 = TU o h: M—-> R — > S, 

unde (R, iz) este suprafaţa riemanniană a lui f şi h un omeomorfism. 
Această teoremă a lui Stoilow furnizează o soluţie pentru problema caracteri
zării topologice a funcţiilor analitice, cunoscută sub numele de problema lui 
Brouwer. în cazul cînd suprafaţa topologică M este de gen zero, teorema 
iui Stoilow se poate enunţa astfel: O aplicaţie 9 : M -* S este o t.i . dacă 
şl numai dacă 9 admite o factorizare 

h re 
cp — TZO h : M — > R •—> S, 

unde R este o submulţime deschisă a lui S, n o aplicaţie olomorfă neconstantă 
şi h un omeomorfism. (M. J.) 

transformare metrică tranzitivă v. teorie ergodică 
transformare normală (în spaţii euclidiene), transformare T bijectivă a 

unui domeniu dintr-un plan Ouv într-un domeniu dintr-un plan Oxy, dată de 
funcţii x = f(u, v), y = g(u, v) continue, cu derivate paiţiale de primul şi al 
doilea ordin continue astfel încît jacobianul transformării T nu se anulează 
fn nici un punct din interiorul domeniului considerat în planul Ouv. Intervine 
fn teorema de schimbare de variabile la integrala dublă. Extensie la spaţii 
de dimensiune superioară. (S. M.) 

az ~f b 
transformare omografică, funcţie complexă de forma f(z) = 

cz + d 
tinde a, b, c, deC, ad — bc ~fc 0 (dacă ad = bc funcţia / este constantă). 
Sin.: funcţie ortografică sau transformare Mobius. Se prelungeşte la C astfel: 

a J, ( d \ 
dacă c ^ 0, /(co) = —> j \ I = 00; dacă c = 0, /(co) = co. Orice t.o. 

c \ c) 
este o bijecţie de la C la C. Orice t.o. se poate obţine compunînd următoarele 
funcţii: t(z) — z -f a, a e C (translaţie); o(z) = rz unde r e R + (omotetie 
de centru zero); r(z) = e^z, 0 e [0, 2TC) (rotaţie). Se pot folosi si: s(z) = z 

• 1 
{simetrie faţă de axa reală); i(z) = — (inversiune de centru zero si modul 1). 

z 
Compunerea a două t .o. este to t o t .o. Dacă A este un cerc în C, a tunci / (A) 
este un cerc în C, pentru orice funcţie omografică / (dreptele se consideră 
cercuri cu centrul co şi rază 00). Dacă zv z2> zz, z± e C, distincte două cîte două, 
atunci '-l se numeşte raport anarmonic al numerelor zv z2, zz> z* 

i se notează (zv z2, zn, z&). Orice t .o. invariază raportul anarmonic, în sensul 
că: (f(z1),f(z2),f(z3)1f(zi)) = (zv z2, z3, z&). Pentru orice trei puncte distincte 
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jtv z2, ^ e C şi orice alte trei puncte distincte vv v2> vz e C , există şi este unică 
o t . o . / , astfel ca, f(zj) = Vj pentru orice fe {1, 2, 3} i a r / verifică ecuaţia 

f(z) ~~ Vl v* ZJl — z - h H ~~ z2 
f(z) ~~ v2 z~ — 

Dacă pentru weC are loc f(w) = w, se spune că w este punct fix al t.o. f. 
Punctele fixe ale t . o . / s î n t soluţiile (înC) ale ecuaţiei cz2 + (d — d)z — b = ()(*), 
Ecuaţia precedentă, are cel mult două rădăcini în C. Dacă o t .o. are punct fix 
unic în C ea se numeşte parabolică. Dacă o = 0 se spune că t.o. are pe oo 

b 
ca punct fix, celălalt punct fix fiind • dacă a ^ d. Dacă c —• 0 şi a •- d 

d — a 
se spune că t.o. are punct fix dublu la oo. în acest caz f(z) — z + A 
ş i / se consideră parabolică. Dacă t . o . / arc cel puţin trei puncte fixe, distincte 
doua cîte două, atunci ea este identitatea şi deci dacă două t.o. coincid în cel 
puţin trei puncte sînt identice. Dacă t.o. are două puncte fixe distincte zx 
şi z2, atunci 

f(z) — zx z •— z1 a — cz, 
f(z) — z2 u — zz a ~ cz2 

ar — cz1 

a — czn 
Numărul k(f) = — se numeşte multiplicatorul lui / şi este ^ 1 pentru 

a~ cz2 
t.o. neparabolice. în funcţie de k(f),t.o, neparabolice se clasifică astfel: t.o. / 
se numeşte hiperbolică dacă k(f)eJZ+, k(f) ^ 1; eliptică dacă \k{f)\ — 1 şi 
k{f) e JR; loxodromicâ dacă \k(f)\ ş£ 1 ş i Â ( / ) ^ R . (Identitatea este, prin defi
niţie, o t.o. parabolică.) (Gh. Gr.) 

transformarea Fourier (în W1) Fie u: lRn ~> C o funcţie integrabilă în raport 
cu măsura Lebesgue m. Transformata Fourier a funcţiei u este funcţia 
F(u): Rw -+ C3 definită prin 

F(u)(x) = (27î)-»/a f e~i<*, y>u(y) dm(y), 

unde, dacă # = (xv x2, ..., xn) şi y = (yv y2, ..., yn) sînt în Rw, (x, y} — 
n 

= V A'/̂ jt es"^e produsul scalar obişnuit. Notăm că integrala de mai sus 

există. Unii autori scriu S-u în loc de F(u). Uneori se defineşte transformata 
Fourier prin 

F(u)(x) = \ e-i<x, y> u(y) &m{y). 

Transformata Fourier inversă a lui u este funcţia F~~(u): R n —• C, definită prin 

F-{u)(x) = (23r)~w/2 1 ei<^ *>M(J) dm(y). 
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() funcţie w:R w -* C se numeşte rapid descrescătoare la infinit dacă este de 
(lasă C00 şi are proprietatea că pentru orice număr natural k şi pentru orice 
numere întregi pozitive av a2, ..., an avem 

S U p ( l + | | Af|| 
* e R » 

^ai+a2 + "-"han u 

dxV-Bxp... dxl 
(*) < 00*. 

Aici |i #|| ~ V x\ + %\ + ••- + *»> u n d e # ^ (*i» *2> •••» #»)• Orice funcţie 
rapid descrescătoare la infinit este ra-integrabilă. Notăm cu 5(R n ) spaţiul 
vectorial al tuturor funcţiilor rapid descrescătoare la infinit. Funcţia 
x[ _> e~\\x\\* este în S(R n ) . Pentru orice u e S(R n) avemF(«) e S(RW) şiF~(w) e 
e S(R n ) . Pentru orice ava2, ...,an numere întregi pozitive şi orice funcţie 
u de clasa C00 vom scrie 

2al + a 2 + l"an u 

Şxpdxp... dxa
n
n 

De asemenea, pentru orice număr complex c şi orice av a2, ..., an întregi pozitive 
vom defini funcţia (c/)*1 '*2 ' '">*» : Rw - • C prin 

Atunci, pentru orice w şi v din S(RW) avem relaţiile: 

a ) ^ « l ^ a . - ^ n ^ ^ ) = J7(( __ ijfl^Z- •'•»«»«); 

a / j D«»i, «2..»,«» jp-(M) = F-({iJ)ai>a*' '* anu) ; 

b) F ( D a i ' fl2' •"' fln u) == (.i/)ai»a2» •••' awF(w); 

b') F-(DG l ' f l 2 ' •" ' S ) = ( i / ) " 1 ' a 2 ) •— flnF-(w); 

c) F (M * v) = {2n)nl2F{u)F(v); 

c') F~{u * w) - (2TU)W/2 F-{U)F~(V) ; 

d) F ( w ) = (2TT)-W/2 F (M) « F ( V ) ; 

d') JF-(«I;) = (2TU)-W/2F"(W) * F"(v); 

e) F{F-{u)) - w; 

er) F~{F{u)) = «. 

Pentru o prezentare în cadru abstract (v. transformarea Fourier (pentru 
măsuri Radon)). (/. C.) 

transformarea Fourier (pentru măsuri Radon) Fie G un grup local compact 
şi comutativ cu unitate e. Vom nota cu G grupul caracterelor lui G şi cu CM.1(G) 
spaţiul vectorial al măsurilor Radon mărginite pe G, iar [x va fi măsura Haar 
pe G. Pentru orice m din 97T (G), transformata Fourier a lui m este funcţia m :G—>C 

definită prin wi(w) = 1 u(x) ăm{x). Aplicaţia m -+rh se numeşte t .F. în parti

cular, d a c ă / e l ^ ţ u . ) şi m — f\i. (v. măsură Radon definită prin densităţi) 
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transformata Fourier a funcţiei / este transformata Fourier a măsurii Radon m 
şi se notează prin / . Cu alte cuvinte, / : G ->C, f(u) = 1 u[x)f(x) dy.(x). Re
marcăm că dacă / şi / ' coincid pi-a.p.t., atunci / şi / ' coincid, deci putem spune 
c ă / este transformata Fourier a l u i / din L1([x). Se arată că pentru orice măsură 
m din 9/£l(G), *h este o funcţie mărginită (avem \m(u)\ ^ ||m|| pentru orice u 
din G) şi uniform continuă (pentru orice e > 0 există o vecinătate F a lui e 
astfel încît oricare ar fi u dinG şi oricare ar fi v din V avem \m(u) — m (vu)\ < e; 
aici e este caracterul identic egal cu 1 pe G). Pentru orice / din JQ1^) avem 
U/L == lim (li/^Hi)1^, unde fn = / * / * / * ... * / (de n ori). Pentru 'cele re 

n 
urmează v. spaţii £p (\i) şi Lp (\i) (în raport cu o măsură Radon). Să 
notăm 9 = {fe £x (JJL)| / este funcţie de tip pozitiv} (v. funcţie de tip pozitiv). 
Se arată că spaţiul vectorial generat de £l(\i) 0 9>, pe care îl vom nota prin 
c5([i), este dens în £2([i), Fie atunci, luînd clasele de echivalenţă de egalitate 
ţx-a.p.t., S(JJL) = (f\fe6{\i)} <= JJ(\x), Rezultă că S[\i) este dens în L2([i). 
Se arată că există o măsură Haar v, convenabilă pe G, cu proprietatea urmă
toare: pentru orice func ţ i e / din c5([i) rezultă că fe £l(\>) şi avem pentru JJL— 
aproape orice x din G egalitatea 

/(#) = V u(x) f(u) dv(«) (formula de inversiune a lui Fourier). 

Cu aceleaşi notaţii, avem şi 
Teorema lui Flancherel. Există o bijecţie liniară şi izometrică V: L2(\i) —• L2(v) 
cu proprietatea că pentru or ice / în S(pi) avem V(f) — / ( = clasa transformatei 
Fourier / calculată în L2(v)). Ex.: Vom lua G = R n cu structura de grup aditiv 
şi măsura Lebesgue drept măsură Haar. Se ştie că G este izomorf cu R n (v. 
grupul caracterelor unui grup comutativ). Atunci, dacă / : R t t -* C este inte
grabilă Lebesgue, transformata sa Fourier poate fi definită, luînd un număr 
real nenul a fixat, după cum urmează: 

f:G-+C, f(TÎ)=[Ti(x)f(x)ax = Ll*<*>y> f(x)dx. 

Identificînd pe G cu Hn vom considera transformata Fourier a lui / definită 
pe R n , deci 

/ : R n -» C, /(>') = V Q\*<X, y>f(x) dx. 

Pentru a — 1, se obţine 

/ : R n -» C, f(x) = t ei<*. t>J(t) dt, 

iar pentru a = — 1 se obţine 

/ : R n -> C, f{x) = \ o-i<x,t>f{t) dt. 
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Din raţiuni de calcul, se consideră transformata Fourier / a unei funcţii inte
grabile Lebesgue / : Rw ~> C ca fiind definită prin / : Iln -> C, 

f(x) - (2T:)-W / 2 Ve~i<*. < > f[t) dt. (I. C.) 

transformarea în coordonate polare v. integrală multiplă 
transformarea în coordonate sferice v. integrală multiplă 
transformarea Laplace, operator liniar ce constituie un instrument de 

bază în calculul funcţional. Fie £ mulţimea funcţiilor / : R -> C avînd propri
etăţile: i)f{t) = 0 dacă t < 0; ii) Pe orice interval mărginit din [0, oo) funcţ ia / 
are cel mult un număr finit de puncte de discontinuitate; iii) Există M, 
X > 0 astfel ca [/(/)| < MeW pentru orice / ^ 0. Cu operaţiile algebrice definite 
punctual, £ este spaţiu vectorial peste C şi conţine, spre exemplu, funcţiile 
mărginite şi continue pe [0, oo) sau funcţiile de forma ta, e Y \ taGyi(x> — 1) 

roo 
pe [0, oo). Pentru fe£t funcţia Q>(z) — \ e~ztf(t)dt, se numeşte transfor-

mala Laplace a funcţiei / . Aplicaţia / -*• Ci) se numeşte t.L. Funcţia <D este 
definită şi olomorfă pe semiplanul {Re z > X} c: C (unde X este cel din iii)), 
ceea ce, mai puţin precis, se exprimă prin: „definită pentru Re z suficient 
de mare". Se notează <3> = L(f) sau / = = ci) sau / -+ <I). Analogia unor pro
prietăţi cu cele ale transformatei Fourier rezultă din observaţia că <D(s) 
este transformata Fourier a funcţiei/(£)e"~a* (z = a -f- ip')« Formulele urmă
toare sînt valabile pentru Re z suficient de mare: 

*) L f XI ci/i 1 w = S ciL(/^)w> c£ e C> f}e£> 

2) L(fs){z) « e-**LU)(z), unde pentru s> 0, / ,(/) *= / ( / - s); 

3) Dacă a > 0, fe £ şi g[t) = /(a*), atunci L(g)(z) - (l/a) L(/)W<x); 

4) L(f'){z)~zL(f)(z)~zf(0); 

5) iK f(x)dx\(z) = (llz)LU)(z); 

6) L(tf)(z)= -z(LfY(z). (Gh.Gr.) 
transformarea operatorilor diferenţiali Cu ajutorul operatorilor integrali 

Fourier sau a celor microdiferenţiali se pot reduce operatorii diferenţiali (sau, 
mai general, pseudodiferenţiali) la anumite forme standard fără a afecta rezo-
lubilitatea lor locală sau proprietăţile de regularitate ale soluţiilor. Un rezultat 
important în această direcţie este 
Teorema lui Egorov. Fie ae S° = SJ, 0 un simbol eliptic, <D o transformare cano
nică (v. transformare canonică), iar F$t respectiv i 7 . j = (JF<D)* operatorii 
integrali Fourier asociaţi lui a şi Cp. Se presupune că <D: (x, X£) <-• (y, XY^), 
X > 0, şi că pentru | \\ = 1, O este o perturbare suficient de mică a operatorului 
identic. Dacă p{y, TQ) este un simbol din Sm, atunci J? (x, D) — F ' t op(y, D) o FQ, 
unde simbolul lui p aparţine de asemenea lui Sm şi se poate alege a(x, £) astfel 
încît J(x, £) = poQ>(xt \) modulo S^"1. 
Această teoremă are importante aplicaţii. Astfel, de exemplu, dacă simbolul 
p(x, £) este de tip principal (i.e. simbolul principal pm[x, ^) al lui p(xt 5) 
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are proprietatea că pm{%> 5) = 0, £ # 0, implică g rad^ m (# , t) # 0) şi real, 
atunci, local, există o transformare canonică, ca mai sus, astfel ca p(x, £) = 'YJI* 
Aceasta înseamnă că local studiul operatorului de tip principal p(x, D) s-a 

d 
redus la cel al operatorului simplu ~ . Operatorii integrali Fourier utilizaţi 

în această reducere fiind eliptici proprietăţile de regularitate ale operatorului 
iniţial p(x, D) se păstrează. O astfel de reducere nu poate fi realizată în general 
prin operatori pseudodiferenţiali. Rezultate mai puternice se obţin în cazul 
operatorilor cu coeficienţi analitici, mai precis, în cazul ^-modulelor (v. ope
ratori microdiferenţiali). Ca o ilustrare a acestui fapt, fie V(x, D) şi Q(x, D) 
doi operatori pseudodiferenţiali de ordin m, ou aceeaşi parte principală, şi 
astfel ca vectorul grad(#, i) P(xX) s& nu fie paralel cu vectorul (0, TJ). Atunci» 
local, există operatori microdiferenţiali de ordin finit, inversabili, R(x, D) 
şi S{x, D) astfel ca P(x, D) R(x, D) = S(x, D) Q(x, D) (enunţ cu totul analog 
teoremei lui Egorov). Mai general, pentru <f-module admisibile (Le. d-module 
9/£ care local slnt de forma c5® «•/9fl£, C)K fiind un (fZ-modul, unde cu 6f s-a 
notat fascicolul operatorilor microdiferenţiali de ordin finit) ce verifică unele 
condiţii naturale privind varietatea caracteristică char 9/£ = V şi pentru 
care forma Levi generalizată are signatură constantă (q, p) (Dacă V este dat 
de ecuaţiile j ^ = ... = / ^ = 0, forma Levi generalizată este, prin definiţie, 
forma Z(£) = ^J {fpfk} (%> **)) Wc> unde {//,/#} este paranteza Poisson 
a funcţiilor / ^ / # , are loc următorul rezultat. 
Teorema Sato-Kashiwara-Kawai. Un sistem M, ca mai sus, este micro' ocal 
izomorf cu un sumând direct al unei sume directe de sisteme 9/£0 care în veci
nătatea punctului (x} 17]) = (0, 0, ..., 0, i) e iS*Q, are forma următoare: 

B 
u — 0, j = 1, ..., d (operator de tip de Rham) 

dXj 

( + i — ] U = 0, k = 1, ..., 5 
(operator de tip Cauchy-JRiemann)} 

dxr+2jc-i B%k ) 

(operator de tip Lewy-Mizohata). 

j ixr+2s+i 1 u = 0, l = q + l, ...,p + q, 
\ Bxr+2s+i Bxn,) 

unde r=2 codim V — codim (V (] V), s = codim (V f] F)— codim V — (p -f q). 
în acest mod, prin transformări analoage transformărilor canonice, numite de 
Sato transformări cuantizate de contact (unei astfel de transformări i se aso
ciază în mod natural un operator microdiferenţial), orice d-modul admisibil 
se reduce în esenţă la aceste tipuri; are deci loc o teoremă de structură locală 
a sistemelor supradeterminate generale, în cadrul analitic. (G. G.) 

transformata Fourier a unei funcţii v. transformarea Fourier (pentru 
măsuri Radon), transformarea Fourier (în Rw) 
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transformata Fourier a unei măsuri v. transformarea Fourier (pentru 
măsuri Radon) 

transformata Fourier inversă a unei funcţii v. transformarea Fourier 
<în Rw) 

translator v. operator regulat 
translaţie v. transformare omografică 
trib v. clasă de mulţimi 
trib ereditar v. clasă de mulţimi 
trivializare locală v. fibrat vectorial 
tub Dacă co este o mulţime deschisă în Rw , t. de bază co în Cn este, prin 

«definiţie, mulţimea deschisă H = {^eCw | R e ; e w } ( unde, pentru z — 
— (z1% ..., zn) e Cn, se pune Re z = (Re zv .... Re zn). O teoremă importantă 

«despre t. datorată lui Bochner afirma următoarele: Fie O un t. deschis în Cn 

ou bază co conexă şi fie O t. de bază co (co) (unde co (co) este înfăsurătoarea 
«-convexă a lui co). Atunci pentru orice funcţie olomorfă/ pe £1 există o funcţie 
olomorfă F pe Q, astfel încît F ~ f pe O. O aplicaţie interesantă a teoremei lui 
Bochner este următoarea: Fie P o funcţie întreagă în Cn şi A =» { £ G R W | 
,.P(£ + bj) 9& 0 pentru orice TJ e R w } , unde g -f ir\ = (lt -f- *%, —> In -f *?)»)• 
Atunci toate componentele conexe ale mulţimii A sînt convexe. (M.J-) 
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ultrafiltru (pe mulţimea X), filtru cli avînd proprietatea următoare: oricare 
ar fi filtrul ^ pe X astfel încît ^Icz^ rezultă ţf = Q£. Un filtru 3 este u. dacă 
şi mimai dacă este element maximal al mulţimii filtrelor (pe A') organizată 
ca mulţime ordonată cu relaţia de incluziune. Pentru orice filtru S- există clt 
un u. astfel încît ? c % Fie x e X. Familia de părţ i c]£x = {U | UcX, x e L'} 
este un u. pe X. Un filtru *$ pe X este u. dacă şi numai dacă una din următoa
rele afirmaţii este satisfăcută: \) AaX şi A (]F^0 pentru orice 176LJ=>^ e ¥ \ 
ii) A<zX*>A sau X\A aparţine lui ty. F i e / : X —> Y o aplicaţie surjectivăi 
şi clt un u. pe X. Atunci (f(U) | U e CH} este un u. pe Y. Dacă{ , r 5 } S e ^ 
este un şir generalizat universal în X, atunci 

{U | Uc:X există S e A astfel ca {x8, | S > 8 } c î / } 

este un u. pe X. (Gh.Gr.) 
unitate aproximativă pentru convoluţie v. algebră grupală 
unitate tare v. spaţiu reticulat cu unitate 
urma unei topologii v. topologie indusă 

valoare absolută (pe un corp K), orice funcţie / definită pe K cu valorii 
reale pozitive, avînd proprietăţile: i) f(x) = 0 <=> .r = 0; ii) }(xy) = J(x)J(y) 
pentru orice x, yeK: iii) f(x -f y)*^f(%) + f(y) pentru orice x,yeK. Se* 
notează de obicei f(x) — \x\. Aplicaţia d(x, y) = \x — y\ este o distanţă pe A\. 
Perechea (K, | |), unde K este un corp iar J | o v.a. pe K se numeşte corp 
valuat. (K, | |) se numeşte corp valuat discret dacă \x\ = 1 pentru x^fy 
şi nediscret în caz contrar. (Gh.Gr.) 

valoare critică v. spaţiu tangent 
valoare lacunară v. spaţiu tangent 
valoare proprie v. număr propriu 
valoare regulată v. spaţiu tangent 
valoarea principală (a unei integrale improprii) Fie / : R -> R integrabilă». 

Riemann pe orice interval compact. Dacă există şi este finită limita. 
cM roo 

lim l j(x)dx, această limită se numeşte v.p. a integralei! f(x)dx şi* 

se notează 
rM roo 

lim V f(x) dx = v.p. % f(x) dx. 
A/-+oo J-M J - o c 
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Dacă / : [a, b]\{c} este integrabilă Riemann pe orice interval Icz[a, 6 ] \{c} 
şi dacă există şi este finită 

l i m / T *J(x)ăx+ [ f(x)dx)> 
e>0 V Ja Jc+z ) 

această limită se numeşte v.p. a integralei improprii \ f(x) dx şi se notează 

Hm [ V £f(x) dx + V f(x) dx) - v.p. \ f(x) dx. (Gh.Gr.) 
s~+0 V Ja Jc + z } Ja 

variabilă aleatoare v. funcţie măsurabilă în raport cu o măsură 
variabilă aleatoare normal distribuită v. integrala stochastică 
variabilă aleatoare normala v. integrala stochastică 
variabile aleatoare independente v, integrala stochastică 
variaţia relativă la o diviziune Fie / : [a ,b] -» R şi fie A o diviziune 

a -= xQ < xt < ... < Xi < Xi+X < ... < xn = b a lui [a, b]. Variaţia \/&(f) a 
n 

funcţ ie i / relativă la diviziunea A este J J | (/(#*) ~~ f(xi-i) I- Prin trecerea la 
t' = i 

o diviziune mai fină variaţia creşte. (S.M.) 
variaţia totală (a unei funcţii / : [a, b] -> R), supremumul mulţimii varia

ţiilor lui / relative la diferite diviziuni ale lui [a, b]. Se notează var f(t) 
t e [a, b] b 

sau \J f.V.t. este finită numai în cazul funcţiilor cu variaţie mărginită, 
a 

Fiind dată o funcţie / derivabilă cu derivata integrabilă Riemann, v.t. a 
Iui / pe [a, b] este \ \f'(x)\ dx. (S.M.) 

variaţie; cvasivariaţie; semivariaţie Vom considera o măsură aditivă 
m: s& —• X, unde s& este clan de părţi ale lui T şiX este spaţiu Banach. Func
ţiei de mulţime m i se ataşează în mod canonic: 

1) Cvasivariatia lui m este funcţia de mulţime ni: rj>(T)-*]R+ definită prin 
Tn(A)—sup{ \\m(B)\\ \B e dl, BczA}. Este clar că m este măsură local mărginită 
dacă şi numai dacă m este măsură cu cvasivariaţie finită, i.e. ni (A) < oo pentru 
orice A e s/i. Similar, m este măsură mărginită dacă şi numai dacă m este măsură 
cu cvasivariaţie mărginită, i.e. m(T) < oo. Cvasivariatia are proprietăţile: 
hl(0) = 0, m este funcţie de mulţime crescătoare iar restricţia lui În la di 
este finit subaditivă. Dacă m este măsură vectorială (deci număratul adi
tivă) şi dacă di este semitrib, atunci restricţia lui mia, di este numărabil sub
aditivă şi m(An) -> 0 pentru orice şir descrescător {An}n de mulţimi Ane 

00 

cu proprietatea că f^\ An — 0 . 

2) Variaţia lui m este funcţia de mulţime m: ^(T) —> R + definită prin 

M{A) = s u p / £ \\m(Ai)\\\{.4i}iele9(A)\. 
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Am notat prin ^(A) mulţimea tuturor familiilor finite {Ai}ieI de mulţ imi 
mutual disjuncte A%& <A cu proprietatea că A ia A pentru orice i în I. Dacă 
A e <Â> atunci 

m(A] = s u p / £ \\m{At)\\\ {At}ieIe9(A) şi \jAt=A\. 
Uel I iei f 

Restricţia lui m las& se notează cu \m\ şi se numeşte modulul măsurii m. Pentru 
orice AczT numim fri(A) variaţia lui m pe A, iar fh(T) se numeşte variaţia-
totală a lui m. Noţiunile coincid cu cele definite la măsuri reale extinse. Dacă 
m(T) < oo spunem că măsura m este măsură cu variaţie mărginită, iar dacă 
\m\(A) < oo, pentru orice A e s£, spunem că m este măsură cu variaţie finită. 
O măsură aditivă cu variaţie mărginită este s-aditivă. Se arată că m este finit 
aditivă pe sfa^ clasa locală generată de sfi (v. clasă de mulţimi), în sensul că 
ru(\J A( | = Vj m(Ai), pentru orice familie finită {Ai}ier de mulţimi mutual 

disjuncte J t - e . ^ . Dacă m este numărabil aditivă, atunci m este numărabil 

( oo \ 00 

U An\ — Y] ™K^«) pentru orice ş i r{^ w } w de mulţimi 
« ==--1 / n = 1 

mutual disjuncte, ^ / n e ^x) - Se arată că /n este cea mai mică dintre funcţiile 
de mulţime \i : f:P(T) —• R f care are proprietăţile: [x este crescătoare, finit 
superaditivă şi verifică inegalitatea \\m(A) \\ < \L[A) pentru orice A e s&. 
Dacă m : s£L —> R + este măsură aditivă pozitivă, atunci fn(A) = m[A) pentru 
orice A e ăi şi avem m(^4) = m(A) pentru orice AczT. Dacă m : ^ -» R 
este măsură reală aditivă, atunci pentru orice AczT avem w ( ^ ) ^ m ( ^ 4 ) < 
^2m(A), iar dacă w : s£ ~> C este măsură complexă aditivă avem în(A)^ 
^m(A)^.4m(A) pentru orice AczT. Rezultă că dacă s£ este semitrib şi 
m: sk ~~* R (sau C) este măsură scalară, atunci m este cu variaţie finită, iar 
dacă sA este trib, atunci m este cu variaţie mărginită. 

3) Pentru a defini semivariaţia unei măsuri vom considera trei spaţii 
Banach X, E şi F astfel încît x'<-+ £{E, F) ={V:E ->F \V este liniară 'şi 
continuă}, vom considera că există o aplicaţie liniară şi izometrică h: X —• 
-+J2(E, F) (se spune că X se scufundă în J2{E, F)). De exemplu, spaţiul Banach X 
fiind dat, avem: a) X < ^ X" = I ^ Y ' , F), unde F este R (sau C). Aici h este 
scufundarea canonică, h(x) — %", unde %"(%') = #'(#) pentru orice #' din X ' ; 
b) X <̂ -> *£(r, X). Aici h este izomorfismul canonic dat de h(x) = V, unde 
V(OL) = OLX pentru orice a din F . în aceste condiţii w£ t P :9>(T) - • R + , 

™E,F{A) = S U P { | | E m ( J * ' (*<)| | | { ^ « } » 6 / e ^ ) ?* {*«>•€ J e B 2 7 l ' 
l j | ^ e 7 HI J 

unde 5 (̂̂ 4) a fost definită la variaţie şi BF este mulţimea tuturor familiilor 
finite de elemente xteE cu | | A ^ | | ^ 1 . Aceeaşi remarcă asupra familiei {Ai}t, 
în cazul cînd A e sti* ca cea făcută la variaţie. Funcţia mE F se numeşte semi
variaţia măsurii m (relativ la scufundarea X <-> JQ(E, F)). Se pot demonstra 
inegalităţile valabile pentru orice AczT şi orice spaţii Banach E, F astfel 
încît X<^L(E, F)): i) mT x{A)^mE F{A)^mXf V{A) = m(A); ii) m[A) ^ 
^ m E F(A); iii) m r x(A)^4m{A). Dacă w: s& -> X<-> j2(£, T) = E', atunci 
w E r ( ^ ) = m{A) pentru orice AczT. Dacă m : sti -* X *-*-J2(E, F), vom 
considera un subspaţiu normant H al lui F' (i.e. HczF/ este un subspaţiu 
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vectorial şi pentru orice y e F avem '||^|j — sup{ ^ ' ( y ) ! y' e H şi | | y ' | l ^ 1}•)• 
Pentru orice y' e H vom considera măsura finit aditivă myr : si-*E' dată prin 
mvt(A) — A;', unde x'(x) = :"y'(m(A) (x)) pentru orice A e si şi xeE. Se arată 
atunci că w r X{A) — sup {my(A)\ y' e H, I j y ' j l ^ l} . în "cazul particular cînd 
E — F şi F = X, deci X <̂ ->- J2(T, X), vom lua H~X' şi, folosind izomorfismul 
între J2(F, T) şi T, vom identifica, pentru orice x' e X', măsura mX', definită 
mai sus, cu măsura scalară x' om: si —• F dată prin .(x'o m)(A) = x'(m(A)), 
ultima relaţie rămînînd valabilă şi pentru x'o m în loc de my'. Se aerată 
că", mE p este finit subaditivă pe stx, clasa locală generată, de si (i.e. 

™E F( U ^ *1 ^ 5 J ™E F ( ^ ) pentru orice familie finită {Ai}i 6 de mulţimi 
\iel J iei ' ^ 

Ai e si\. Dacă m este numărabil aditivă, atunci mE F este numărabil subadi-
/ / 0 0 \ OO 

tiv\-pesix\i.e.niE F I U ^ « 1 ^ T̂J t??^ F(y4w) pentru orice şir{An} de mulţimi 
\ \n =1 / n -1 

^ t t e ^ x ) - Dacă £?£ T7(^4)< co pentru orice Ae ^ s p u n e m că m este măsură cu 
semivariaţie finită (relativ la scufundarea !«->• J2(E, F)), iar dacă mE F{T) < oo, 
spunem că m este măsură cu semivariaţie mărginită (relativ la scufundarea 
X*-+£[EtF)). 
Teorema âe mărginire a lui Nikodym. Fie si un trib de părţi ale mulţimii nevide 
T şi X un spaţiu Banach. Considerăm o familie {mi}ieI de măsuri vectoriale 
aditive si mărginite mf. si -> X. Dacă pentru orice A e si avem sup ]\Mi(A)|| < 

. '. ^ - . • 6 / ' 

< oo, rezultă că sup nii(T) < oo (echivalent cu faptul că sup (w$)p ^ ( ^ ) ••<. oo). 
iei iei ' 

V-CJ 
varietate abeliană v. latice de perioade 
varietate analitică complexă, noţiune fundamentală a analizei complexe 

pluridimensionale care se obţine printr-un procedeu de localizare operat în 
categoria avînd ca obiecte mulţimile deschise în spaţii numerice Gw, w>0, şi 
ca moffisme aplicaţiile olomorfe. Fie M un spaţiu topologic separat. O hartă 
complexă (de dimensiune n) pe M este o aplicaţie a — (zx, ..., zn) '•' U^ —• Cn 

avînd ca domeniu Ua o submulţime deschisă a lui M, ca imagine a ( t / a ) o sub-
mulţime deschisă a lui Cw şi astfel încît aplicaţia U<x -^-(x(Ua) indusă de a să 
fie un omeomorfism. O structură complexă sau o structură C-analiticâ pe M 
este o mulţime <A de hărţ i complexe pe M satisfăcînd condiţiile următoare: 
1) Toate hărţile a e si au aceeaşi dimensiune; 2) Pentru orice pereche de hărţi 

a, [3e si, aplicaţia de tranziţie p o a
- 1 : <x(U7 (] U$) -» $(Ua f) (7p) este olo-

morfă, deci un izomorfism analitic; 3) Domeniile hărţilor a e si formează o 
acoperire a mulţimii M; 4) Dacă (3 este o harta complexă pe M şi daca apli
caţia p o o r 1 : &(Ua 0 U$) -+ $(Ua H U$) este un izomorfism analitic pentru 
orice a e si, atunci (3 e si. O mulţime si0 de hărţi complexe pe M satisfăcînd 
condiţiile 1) —3) se numeşte atlas complex sau atlas C-analitic pe Af. Pentru orice 
atlas complex si0 pe M, există o unică structură complexă si pe M astfel încît 
si^cisi", astfel o structură complexă pe M se poate defini (şi se defineşte) 
prin indicarea unui atlas complex. O v.a.c, (sau, simplu, varietate complexă) 
este un spaţiu topologic separat M înzestrat cu o structură complexă SÎM >' 
se foloseşte uneori notaţia explicită (M, S&M) pentru a indica v.a.c* (v. spaţiu 
inelat pentru o definiţie alternativă în termeni de fascicole). Fie (M, ,S£M) 
o v . a . c ; hărţile a e SÎM s e numesc hărţi locale sau hărţi structurale ale lui M; 
orice atlas siczsiM s e numeşte atlas structural al lui M. Dimensiunea unei 
varietăţi complexe M este, prin definiţie, dimensiunea hărţilor locale ale lui M. 
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Bacă v.a.c. (Af, <&M) este de dimensiune n, M este o varietate topologică de 
dimensiune 2n, numită varietatea topologică sitbiacentâ (sau spaţiul topologic 
subiacent) lui M. Fie U o mulţime deschisă a lui Af; o funcţie c o m p l e x ă / 
definită pe U se numeşte olomorfă sau C-analitifâ dacă funcţia / o a " 1 este olo-
morfă pe mulţimea deschisă <x(Ua)czCn pentru orice har tă a e ^ M astfel încît 
UaczU; de fapt, este suficient ca această condiţie să fie îndeplinită numai 
pentru o familie dată de hărţi a e ^ M ale căror'domenii acoperă pe U. Mul
ţimea tuturor funcţiilor olomorfe pe U se notează prin 0[U)\ uneori se folo
seşte notaţia alternativă A(U) pentru 0(U). înzestrată cu operaţiile uzuale 
de adunare şi înmulţire, mulţimea 0(U) este un inel (comutativ =şi unitar) 
care conţine pe C ca subinel, i.e. 0(U) este o C-algebră. Dacă / este o funcţie 
olomorfă pe U şi dacă f(x)^0 pentru orice x e U, atunci funcţia 1// este olo
morfă pe .17. Pentru orice punct a e M, limita inductivă 0M,a' = îim 0(17) 

este o C-algebră locală cu corp rezidual izomorf cu C (pentru structura de 
C-algebră). Elementele lui OM, a se numesc germeni în a de funcţii olomorfe 
definite pe vecinătăţi deschise ale lui a; dacă aeU şifeO{U), se notează 
prin fa germenul definit de / în punctul a. Oricărei' hărţi complexe !

 a = 
= (zv ..., *»): 17-»CW pe un spaţiu topologic i se asociază harta reală oc = (xu 
yv ..-, *«> y»): U-+ R2W, unde ^ = X) -f i ^ , / = 1,..., n. Dacă (M, SÂM) este o 
v.a.c. mulţimeajîTI a e SAM) este un C^-atlas pe M, deci defineşte o C*-structurâ 
diferenţiabilă stM(k) P e Af pentru orice keN U {oo, co}. Se spune că {M, <rtM(k)} 
este varietate diferenţiabilă de clasă Ck subiacentă varietăţii complexe {M,<hM). 
Rezultă că, pentru orice submulţime deschisă U a lui Af, orice punct a e M 
şi orice & e M U {oo}, sînt bine definite algebrele reale Ck(U, C) şi Ck

Mt a(C), 
şi spaţiile tangente T(M)a şi T^(M)a. Dacă varietatea complexă A / este de di
mensiune n, spaţiul tangent T(M)a este un spaţiu vectorial real de dimensiune 
2w, iar spaţiul tangent complex T^(M)a un spaţiu vectorial complex de 
dimensiune 2n.Notăm de asemenea că spaţiul tangent complex Tr(M)a.admite 
o descompunere directă canonică în două subspaţii vectoriale complexe de 
dimensiune n: spaţiul tangent olomorf T'(M)a şi spaţiul tangent antioiomorf 
T"(M)a (v. spaţiu tangent olomorf). Fie M şi A7 două v.a.c. O aplicaţie 
9 : M -*• A7, se numeşte olomorfă sau C-analiticâ sau, simplu, analitică dacă,. 
pentru orice punct a e Af, există o hartă locală a : U —> Cn pe M şi o hartă 
locală p: F->CW pe AT astfel încît a e U, a(U) c F şi aplicaţia Ş o cp o a-* : ,a(J7) —> 
-> C w să fie olomorfă (v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile com
plexe)). Varietăţile complexe şi aplicaţiile olomorfe formează o. categorie; 
izomorfismele acestei categorii se numesc izomorfisme analitice (mai. precis 
izomorfisme C-anâlitice). Notăm că dacă varietăţile complexe M si A7 au 
aceeaşi dimensiune, orice aplicaţie olomorfă bijectivă 9 : M —• N. este un 
izomorfism analitic. Varietăţile complexe conexe de dimensiune n = 1 se . 
numesc suprafeţe riemanniene abstracte sau, simplu,. suprafeţe riemanniene, 
iar izomorfismele analitice între suprafeţe riemanniene se mai numesc repre
zentări conforme. Noţiunea de izomorfism analitic permite în particLilar defi
nirea, unei relaţii de echivalenţă în mulţimea tuturor structurilor complexe 
pe o varietate topologică M : două structuri complexe si' şi s&" p e - M se 
numesc echivalente dacă există un izomorfism: analitic h: (Af, si')-* (M,si"). 
Una din marile probleme ale analizei complexe este descrierea mulţimii claselor 
de echivalenţă de structuri complexe existente pe o varietate topologică 
compactă. Ex.: 1° Spaţiul numeric Cn are o structură complexă canonica, şi 
anume definită de harta a = id^ n . 2d Dacă M este b varietate complexă, orice ^ 
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submulţime deschisă U a lui M este o varietate complexă, şi anume cu struc
tura complexă siv' = '{« G &MI['&<*c u)- 3° Subvarieiate complexă. Fie M 
o varietate complexă de dimensiune n şi p un întreg astfel încît 0< /><« k 
O submulţime M' a lui M se numeşte subvarieiate complexă de dimensiune p 
a lui M dacă, pentru orice punct ae M', există o hartă locală a = (zv ,.., zn) 
pe M astfel încît a e Ua şi 

M'f]U^{x€UCÎ\zp+1(x)==0>...fzn(x)==0}. (•)• 

Dacă M' este o subvarietate complexă a lui Af, orice hartă a cu proprietatea 
(*) induce o hartă complexă a ' :'M' (] Ua -+CP pe Af, iar mulţimea hărţilor 
a ' astfel obţinute formează un atlas complex pe M', deci definesc o structură 
complexă pe M'. 4° Trodusul direct. Dacă M şi A7 sînt v .a .c , există o unică 
structură complexă pe produsul direct topologic Mx'N astfel încît pentru 
orice hartă 00 6 S%M şi o r ice hartă p e ^ , aplicaţia a X p să fie o hartă locală 
pe M.xN. Se spune că v.a.c. Mx'N astfel definită este produsul direct 
al varietăţilor M şi A\ 5° Sfera topologică S2 = {(xl}x2,Xş) eB? \ x\ + x\ -f-
-f ^ | = î j admite o structură complexă. Mai mult, orice două structuri 
complexe pe S2 sînt echivalente {teorema de reprezentare conformă a lui Riemann 
în cazul eliptic). 6° Existenţa unei structuri complexe pe un produs direct 
MxN de varietăţi topologice nu implică existenţa de structuri complexe 
pe factori. De pildă, varietatea produs S1 X S22H_1, ^ î n t r e g mai mare decît 
zero, are structuri complexe, în timp ce S1 şi S23?+1 nu admit structuri 
complexe fiind de dimensiune impară. 7° Varietăţi de acoperire. Fie M şi N 
două varietăţi topologice şi rz : M -> A7 o aplicaţie continuă cu proprietatea 
că orice -'puiet k A ' are o vecinătate deschisă V astfel încît aplicaţia 
n | U:"U],-+-V să fie un omeomorfism pentru orice componentă conexă U a lui 
^ ( F ) , deci perechea (M, 11) este o varietate de acoperire peste N (v. omotopie). 
Dacă AT este o varietate complexă, există o unică structură complexă pe M 
astfel încît TT să fie o aplicaţie olomorfă. (A7../0 

varietate analitică reală, o pereche (A/, </l), unde M este un spaţiu topo
logic separat şi si o structură analitică reală pe M. Sin.: varietate H-analitică. 
Prin structură.analitică (sau structură R-analitică) pe R se înţelege o mulţime Ĉ-
de hărţi reale pe M (v. varietate diferenţiabilă) cu proprietăţile următoare: 
1) Toate hărţile a 6 ^ au aceeaşi dimensiune; 2) Pentru orice pereche de 
hărţi a, fi e k, aplicaţia de tranziţie Ş>o a"1 : a{Ua n £7fl)..-*. (3(C7a H % ) este 
R-analitică; 3) Af = U ^Ta»' ^) Dacă p este o hartă reală pe Af şi aplicaţia 

de tranziţie pooc"1 este un izomorfism R-analitic pentru orice a e ^ f , atunci 
p e i^. O mulţime ^ de hărţi reale pe M satisfăcînd condiţiile 1) —3) se numeşte 
atlas M-anali'tic pe M. Pentru orice atlas R-analitic ^ 0 pe M există o unică 
structură R-analitică pe Af astfel încît si^asi. Astfel o structură R-analitică 
pe Af se poate defini (şi se defineşte) prin indicarea unui atlas R-analitic. 
Dacă (Af, sul) este o v.a.r., hărţile a € si se numesc hărţi locale sau hărţi struc
turale ale lui M; de asemenea, orice atlas <d0 <n si se numeşte atlas structural 
al lui Af. Dacă- (M,sfl) este-o v.a.r există o unică CM-structură sîăii Ve M 
astfel încît A a A di fî se spune că ;(Af, ^dif) ^ste varietatea diferenţiahilâ de 
clasă C™ ^subiacentă lui (Af, si). Multe din varietăţile diferenţiabile uzuale sînt; 
în fapt, subiacente unor varietăţi R-analitice. De pildă, varietatea Rw, sfera Sn> 
spaţiul proiectiv FW(R) sînt în acest sens'v.a.r. De asemenea, în acelaşi sens, 
produsul ;direct a două v.a.r. este o vJa.r. Fie (M,si) o v.a.r. O funcţie reală / 
pe M se numeşte R-analitică dacă / o 9 ^ este o funcţie R-analitică pe mul
ţimea a(Î7^;) pentru orice a esi] de altfel, este suficient ca această condiţie 
să fie îndeplinită de hărţile a dintr-un a t las ' structural al lui Af. Funcţiile 
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R-analitice pe M sînt de'clasă C°° (pentru structura sidit) şi foî,rhdSlză''un inel 
care conţine constantele reale (deci o R-algebră). Date două4 V.â.r. (M, si) 
şi \XfFd), o aplicaţie 9 : M —*• N se numeşte H-analiticâ dacă; pentru orice 
punct aeM, există aesi şi $e°B astfel încît aeUa, ip(Uay<zU$ şi 
aplicaţia (3 o 90 a - 1 : cn.(Ua) —• ${U$) să fie R-analitică. V.a.r. şi aplicaţiile 
R-analitice formează o categorie; izomorfismele acestei categorii"• se' numesc 
izomorfisme R-analitice. Pentru ca o aplicaţie 9 : M —> AT să fie un izo
morfism R-analitic este necesar şi suficient ca 9 să fie bijectivă şi atî t 9 cît 
şi 9- 1 să fie aplicaţii R-analitice. (M.J.) , . . ; . • > ; . 

varietate caracteristică Fie F un operator diferenţial liniar scalar*: definit 
pe .0 mulţime deschisă Q, din Rn, sau, mai general, pe .0 varietate diferen
ţiabilă A', şi fie simbolul său principal p(x, £). Atunci char p = {(#, £) e 
c T*(O) \{0} , p[x, £)•'— 0} se numeşte v.c. a operatorului F. Denumirea de 
varietate trebuie înţeleasă în sensul geometriei algebrice, char F putînd avea 
singularităţi. O suprafaţă cp(x) -= c în Q, este caracteristică în punctul x0 dacă 
fi(x0, grad q>(#0)) — ^ ?* 9(*o) ~" c- Se poate da o definiţie analoagă; în cazul 
operatorilor liniar generali. Pe de altă parte, în cazul operatorilor diferenţiali 
cu coeficienţi analitici, sau, într-o prezentare intrinsecă cu ajutorul noţiunii 
de <2)-modul, v.c. i se poate da altă definiţie; anume dacă M este.un CD-modul 
coerent (totul se petrece pe Cw sau, mai general, pe o varietate, .analitică com
plexă), Q) fiind fascicolul operatorilor diferenţiali liniari cu coeficienţi analitici, 
există cel puţin local o filtrare a lui cf?l ('iupusă unor condiţii suplimentare 
naturale); se poate deci considera graduaful asociat, gr CM,: care este un 
gr Q)-rnodul coerent (aici gr Q) este graduatul asociat filtrării pe Q) date de ordin). 
Fie acum / anulatorul lui gr Cffî, care este un ideal coerent în,-gr<2). Se defi
neşte V — char °fîl ca fiind varietatea zerourilor lui I', cum gr <2) se identifică 
cu fascicolul funcţiilor olomorfe pe fibraful cotangent, şi polinomiale pe fibre, 
rezultă că V este o submulţime analitică a fibratului cotangent stabilă faţă 
de omotetiile fibrei. O definiţie echivalentă este următoarea: iz fiind.proiecţia 
canonică a fibratului cotangent pe bază, 6 fascicolul operatorilor microdiferen-
ţiali pe fibratul cotangent, fascicolul Lî/l = £x 1,c*.i7z-1(l?l) .este <5-modul 

coerent, şi char 9/£ = supp (lll). Aceste formulări algebrice permit numeroase 
interpretări şi generalizări şi se datorează în esenţă lui M. Sato şi M. Kashiwara. 
Noţiunea clasică de caracteristică a fost introdusă de Cauchy. Pentru operatori 
pseudodiferenţiali, v.c. se defineşte astfel: Dacă F este un operator pseudo-
diferenţial de ordin m, p simbolul său definit pe mulţimea deschisă X din Rw , 
punctul (x, £) e X x R w \ { 0 } = T*X\{0} este caracteristic (pentru F) dacă 

lim p(x, tţ)\ t~m = 0. Mulţimea punctelor caracteristice formează v.c. Această 
t - » 4 - 00 • 

definiţie este invariantă la difeomorfisrne, deci noţiunea de v.c. se poate defini 
şi pentru operatori pseudodiferenţiali pe varietăţi. Importanţa noţiunii de v.c. 
constă în faptul că proprietăţile operatorului diferenţial (sau (S-modulului) 
se exprimă în general în termeni legaţi de v.c. (G.G.) 

varietate complexă v. varietate analitică complexă 
varietate diferenţiabilă, un spaţiu topologic separat înzestrat cu o structură 

diferenţiabilă. O asemenea structură se defineşte fie în termeni de fascicole 
(v. spaţiu inelat), fie cu ajutorul unui atlas, i.e. prin indicarea hărţilor locale ale 
varietăţii; explicităm aici cea de a doua modalitate în cazul cel mai important, 
şi anume cazul C°°. Fie M un spaţiu topologic separat. O hartă reală pe M 
este o aplicaţie a = (xL, ..., xn) : Ua —*• Rw, unde JJa este o submulţime des
chisă a lui M, <x(Ua) o submulţime deschisă a lui Rw, iar aplicaţia de la C7a la 
®.(Ua), indusă de a, un omeomorfism; Ua se numeşte domeniul lui a, cc(Ua) 
imaginea lui a, iar n dimensiunea hărţii a. Un atlas pe M este o mulţime si de 
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hărţi , ale lui. M. care satisface condiţiile, următoare: 1) Domeniile hărţilor 
atest' acoperă pe My. 2) Pentru orice cuplu de hărţi a , , ^6 si astfel.încît 
Ua fi U$a£0,- hărţile oc şi (& sînt C™-compatibile,- i.e. aplicaţia de tranziţie 
(3 o a J : a ( . l / a fi U$) —• $(Ua f] U$) este un G°°-difeomorfism ; 3) Există un. întreg 
w > 0 cu proprietatea că toate hărţile oiesi sînt de dimensiune n (acest n 
se numeşte dimensiunea atlasului sui). Se numeşte atlas maximal (sau structură 
diferenţiabilă) pe M un element maximal în mulţimea, ordonată prin incluziune, 
a tuturor atlaselor lui'' M. Pentru definirea unei structuri diferenţiabile pe M 
este suficient sa indicăm un atlas si', în fapt, există atunci o unică structură 
diferenţiabilă si astfel încît siczsi. O structură diferenţiabilă pe M poate fi 
interpretată, de asemenea, ca fiind o clasă de echivalenţă de atlase pe M: 
două atlase si şi 93 pe M se numesc echivalente dacă mulţimea .$# U 93 este un 
atlas, ceea ce revine la faptul că .stf = 93. O v.d. este un cuplu (M, stu)> nnde M 
este un spaţiu topologic separat şi SÎM u n atlas maximal pe M. Dacă (M, SÎM) 
este o v.d., spaţiul topologic M este o varietate topologică, numită varietatea 
topologică subiacentă lui (AI, S&M)' Dacă a = (xv ..., xn) e S&M» a se numeşte 
hartă locală a lui M, iar w-uplul format din componentele xv ..., xn ale lui M 
se numeşte sistem de coordonate locale pe M', orice atlas sfl'cz &IM s e numeşte 
atlas structural -al lui M. Notaţia (M, S&M) pentru o v.d. este folosită numai în 
situaţii • cînd absenţa indicării atlasului maximal S%M poate duce la confuzii. 
De regulă, o v.d. este indicată prin aceeaşi literă M, la fel ca varietatea topologică 
subiacentă. Dimensiunea unei v.d. M, notată dim M, se defineşte ca fiind 
dimensiunea atlasului <A.M şi este egală cu dimensiunea varietăţii topologice 
subiacente; dacă dim M --- n se; spune că M este o v.d. w-dimensională. 
Ex. : 1° Spaţiul numeric R n este o v.d. n-dimensională cu structura definită 
de atlasul si — / i d ^ A , unde id1RW este identitatea lui R w ; componentele 
xv ..., xn ale acestei hărţi, i.e. proiecţiile canonice ale lui Rw , se numesc în acest 
context coordonate carteziene pe Iin. O hartă locală a lui Rw este o aplicaţie 
a: U —> ~Rn astfel încît U şi OL(U) să fie submulţimi deschise ale lui Rw, iar apli
caţia de la U la a.(U), indusă de a, un Ca'-difeomorfism. 2° Sfera Sn: = {x — 
= {xu ..-, xn)\ R w + 1 | x\ -\- ... -|- x%+1 — 1} este o v.d. w-dimensională, şi anum© 
cu structura diferenţiabilă definită de atlasul si = {a, [3}, unde a : Sn\{(0, ... 
..., 0,-.1)} ->RW,- p : S n \ { ( 0 , ..., 0, - 1 ) } - » R » sînt aplicaţiile definite prin 

1 ~~ xn+\ ^ "T" xn+l-
a se numeşte proiecţia stereografică din polul nord en+l: = (0, ..., 0, 1), iar p 
proiecţia stereografică din polul sud en+1 = (0, ..., 0, — 1), ale sferei Sn. 3° Spaţiul 
proiectiv' real P n = F n ( R ) are o structură canonică de v.d. n-dimensională. Prin 
definiţie, ¥n este mulţimea tuturor dreptelor lui R w + 1 care trec prin origine, 
i.e. F w : ( R ^ + ^ I O } ) / — , unde ~ este relaţia de echivalenţă definită prin 
x ~ y dacă (B)Fe R \ { 0 } astfel încît y = tx. Fie TU : R w + 1 \ { 0 } -> F w aplicaţia 
canonică, i.e. aplicaţia care duce punctul x — (x0, ..., xn) ^^-n+1\{0} în 
clasa lui de echivalenţă, notată [x0: x{. ... : xn]. Topologia lui ¥n este topologia 
cît, i.e. o submulţime U a lui F w este deschisă dacă şi numai dacă mulţimea 
TC-^U") este deschisă în Rw + 1 . Pentru fiecare i e {0, 1, ...,n\, fie Ui'. — {[%o° 
XF •••'• ^ w ] e F w i Xi^O} şi a»: Ui -• R n aplicaţia definită prin 

ai([x0: XF •'• xn]) ( x0 %i—\ %i+i xn V 

X% X\ X\ X% J Mulţimea si •: = {ja0, ..., a«} este un atlas pe P.fl care defineşte structura 
diferenţiabilă ,a lui F n , Dacă M estq o v.d. w-dimensională, orice submulţime 
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deschisă U a lui M este de asemenea o v.d. n-dimensională, şi anume cu 
atlasul maximal £%: — {aejtfflfl UaczU}.. O submulţime S a Lui M se 
numeşte subvarietate diferenţiabilă a lui M dacă există un întreg p, 
O^p^n, şi, pentru orice punct aeS, o hartă locală OL ~ (xt, ..., Xn): 
: U" -* R " a lui M astfel încît a e U şi 

1/ 0 S - {s e U\ xp+l(s) = ... = *tt(s) - 0}. .(•) 
5 este atunci o v.d. ^-dimensională, s&s fiind unicul atlas maximal pe- S cu 
proprietatea că a s <= s&s pentru orice hartă locală a e S&M satisfăcmd condiţia 
(*), unde a^^ U 0 S -* R^ este aplicaţia definită prin a^(s) = '(<xt(s), ...,<xp(s)) 
pentru s e U 0 S. Subvarietăţile /^-dimensionale ale lui Rw se numesc curbe 
în cazul p — 1, suprafeţe dacă p = 2 şi hipersuprafeţe cînd /> = n — 1. De 
pildă, 5W este o hipersuprafaţă în Rw+ l . Produsul direct a două v.d. (/kT, £#>/) 
şi (Ar, ^tiv) este v.d. (M x AT, S&MXN)» unde M X .V este produsul direct topologic 
al spaţiilor M şi A7, iar S^LM-AN unicul atlas maximal pe MxN care conţine 
hărţile de forma a X (J cu a e i#M şi P e . 9 ^ î notăm că dim MxN = dim iVf -f-
-j- dim /V. De exemplu, dacă p -\- q — n, atunci R p x R 8 = R n , produs direct 
de v.d. Torul real «-dimensional Tn se defineşte ca fiind v.d. Tn: = S1 x ... X S1 

(de n ori), produsul direct a n v.d. egale cu S1. Fie M şi Ar două v.d. O aplicaţie 
9 : M -* N se numeşte aplicaţie diferenţiabilâ (de clasă C°°) dacă pentru orice 
punct a eM, există o hartă a e .I^M şi o hartă (3 e ^ ^ astfel încît a eUa> q>(Ua) cz 
czUfc şi aplicaţia (â o cp o or-1: <x.(Ua) -*• fi(U$) să fie de clasă C°°. Se notează 
prin C°°(M, N) mulţimea tuturor aplicaţiilor diferenţiabile (de clasă C°°) de 
la M la IV. V.d. şi aplicaţiile diferenţiabile formează o categorie, categoria v.d. 
(de clasă C°°). Izomorfismele acestei categorii se numesc difeomoifisme (sau 
Cco-difeomorfisme).'De exemplu, pentru orice hartă a e ^ M , aplicaţia OL': U-*• x(U)t 
indusă de a, este un difeomorfism. Prin analogie cu cele de mai sus, se 
poate defini categoria v.d. de clasă Cr (Cr-varietăţi) pentru orice r e N şi, 
de asemenea, categoria varietăţilor analitice reale (C^-varietăţi). Dacă M 
şi N sînt două C^-varietăţi, se notează prin Ck(M, N) mulţimea tuturor apli
caţiilor diferenţiabile de clasă Ck de la M la A7. Mulţimea N : = N U {oo,co} 
se ordonează prin relaţia de ordine a lui N şi relaţia v < 00 < ca pentru orice 
V G N . Dacă (M, &LM) e s T e ° C r-varietate şi k un element al mulţimii N astfel 
încît k^r, există un unic C^-atlas maximal S^.MW CU proprietatea că S/LM^ 
CS^MW» ^ e exemplu, ^ ^ W = &M- Cuplul (M, S&MW) e s t e o Ck-varietate, 
numită C*'-varietatea subiacenta a C r-varietăţii (M, S&M)- Cînd se vorbeşte de 
o C^-subvarietate 5 a unei C r-varietăţi M se înţelege ca S este o subvarietate 
diferenţiabilă a C^-varietăţii subiacente lui M. în mod similar, dacă M şi N 
sînt Ck-varietăţi, prin aplicaţie diferenţiabilă de clasă Ck de la M la A7, se înţelege 
o aplicaţie diferenţiabilă de clasă Ck de la Ck-varietatea subiacentă lui M la 
C^-varietatea subiacentă lui AT etc. V.d. introduse mai sus sînt finit-dimensio-
nale, i.e. modelate pe spaţii euclidiene. în mod analog se pot defini v.d. bana-
chiene, în particular, v.d. hilbertiene. Condiţia ca spaţiul topologic subiacent 
unei v.d. să fie separat este uneori omisă în definiţia v.d., în special în cazul 
unor problematici cu caracter local. Pe de altă parte, în studiul global al v.d. 
acestea se presupun, de regulă, paracompacte şi conexe. (M.J.) 

varietate diferenţiabilă orientabilă v. orientare (a unei varietăţi diferen
ţiabile) 

varietate diferenţiabilă orientată v. orientare (a unei varietăţi diferenţiabile) 
varietate liniară Fie X un spaţiu liniar şi T corpul scalarilor (i.e. Y = R 

sauC). Pentru orice elemente x,yeX să punem D(x,y) = {kx -f (1 — X) y\ Xe Y}. 
O submulţime E a lui X se numeşte v.l. dacă din x, y e E rezultă 
D(x,y)tzE. Pentru două elemente distincte x,yeX mulţimea D(x, y) se 
numeşte dreapta determinată de x şi y. O v.l. conţine odată cu două elemente 
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distincte şi dreapta determinată de acestea; de aceea o v.l. este numită şi 
mulţime 'plana. O submulţime E a spaţiului X este o v.l. dacă şi numai dacă 
pentru orice element ae E mulţimea E — a este un subspaţiu liniar al lui X . 
Se numeşte hiper plan o v.l. H cu H^X şi care este maximală, i.e. are pro
prietatea că din HczE, unde E este o v.l. rezultă sau H — E sau E'=» X. 
O submulţime H a lui X este un hiperplan dacă şi numai dacă există un 
hipersubspaţiu G şi un element a&.-X astfel ca H = G -f a. De asemenea, 
o submulţime H a lui X este un hiperplan dacă şi numai dacă se reprezintă 
sub forma H =3 {xeX \f(x) = X}, unde / este o funcţională liniară nenulă 
definită pe X iar X 6 Y. Fie acum X un spaţiu liniar real (deci Y = R) . Fie H 
un hiperplan reprezentat sub forma precedentă şi să notăm 

H ^ ^ e X I / W a } , H2^{xeX\f(x)^-k}. 
Dacă A este o submulţime a lui X şi dacă sau A c H t sau AczHt> se spune 
că mulţimea A se află de aceeaşi parte a hiperplanului H. Dacă A şi B sînt 
două submulţimi ale spaţiului X şi dacă A czH1 şi BczH.2, atunci se spune 
că H separă A de B. Fie E o submulţime convexă a lui X. Dacă mulţimea E 
se alia de aceeaşi parte a hiperplanului H şi dacă H (]Ey^0> atunci H\ se 
numeşte hiperplan de sprijin pentru mulţimea E. Dacă p este o funcţională 
subliniară pe X şi 0 < u. e R, atunci oricare ar fi punctul frontieră al mul
ţ imi convexe E =• {xeX \ /)(#)< u.} există un hiperplan de sprijin pentru E 
care trece prin x0 (i.e. x0e E). Această afirmaţie este o consecinţă a teoremei 
Hahn-Banach. (R.C.) 

varietate olomorf-convexă v. varietate Stein 
varietate proiectivă v. spaţiul proiectiv complex 
varietate riemanniană, o varietate diferenţiabilă M înzestrată cu o metrică 

riemanniană. Dacă varietatea M este de clasă C r, prin metrică riemanniană 
pe M se înţelege o familie S = {$x}x e M> unde Sx — < . . . }% este un produs 
scalar pe spaţiul tangent T(M)X, satisfăcînd condiţia următoare: Pentru 
orice punct aeM, există o hartă locală oc = (xx, ..., xn) P e M, astfel încît 
a 6 U.x şi funcţiile gij : Ua —> R , definite prin gij(x) ~ / — (x), — (%)\ * 

\dxi dx} / x 
să fie de clasă Cr-1, i, j = i,...,n. Cu notaţia de mai sus rezultă că 

n 
S \ Ua = "S\ gij dxi ® dxj, în sensul că, pentru orice x e U şi orice pereche 

i, i = l 
de vectori u, ve T(M)X, 

n 

n 
Ex. : 1° Dacă xv ..., xn sînt coordonatele carteziene pe Rw, 5 == 2 j d ^ i (g) d^^ 

i = l 
este o metrică riemanniană pe văruita tea M ~~ R n , numită metrica euclidiană. 
2° Dacă M r este o altă varietate diferenţiabilă de clasă Cr şi 9 e Cr(M, Mr) o 
imersie, atunci pentru orice metrică riemanniană S' pe M', avem o metrică 
S pe M, definită prin 

Sx(u, v) -- S'zfa^ u, y^v), xe M, u, v e T(M)X. 

Se spune că metrica riemanniană 5 pe M astfel definită este imaginea inversă 
prin imersia cp a metricii riemanniene S'. 3° Pe orice varietate diferenţiabilă 
paracompactă M există metrici rieinanniene. (Demonstraţia se face folosind o 
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partiţie a unităţii.) Fie M. o v.r. şi y : [a, b] —> M un drum de clasă C1 pe M^ 
Lungimea lui y se defineşte prin . . . 

lung (y) : = C* V <Y'M> Y'W>Y(*) '<^ 
j a • • 

unde y'(/) e'X(Af)y(j) este vectorul viteză al drumului y în punc tu l ' / , i.e^ 

y'lt) = 'V I — (Ol • Dacă imaginea lui y este conţinută în domeniul U aî 

unei hărţi locale a = (#p ..., xn) a lui M, rezultă 

lung(y) = { 1/ S giiMt))y\(t)y\{t) ăt, 
Ja \ %, y=l 

unde y-i : =— x% o y şi yj este derivata funcţiei y^, z = 1, ..., n. In acord cus 
această definiţie a lungimii, se utilizează pentru o metrică riemarmiană notaţ ia 
clasică dsa în loc de S; ds se numeşte elementul de lungime pe M. (M.J.) 

varietate Stein, o varietate complexă M cu bază numărabilă satisfăcînd: 
condiţiile următoare: a) M este olomorf-convexă, i.e., pentru orice mulţime* 
compactă Kc£l, mulţimea K'= {xeM\ | f(x) | ^ s u p | / | pentru orice feO(M)} 

K 
este de asemenea compactă; (3) Funcţiile olomorfe globale pe Af separă 
punctele lui M, i.e., pentru orice pereche de puncte a,beM astfel încît 
a^b, există o funcţie fe O(M) astfel încît /(a) #/(&); y) Pentru orice punct 
a e M se poate găsi un sistem de coordonate locale în vecinătatea lui a 
format din funcţii olomorfe globale, i.e. există /,, ..., fn e O(M) şi o vecinătate-
deschisă U a lui a în M astfel încît aplicaţia a : = f | U : U -~» Cn să fie c* 
harta locală a lui M, unde / == (/,, . . . ,/»). Ex.: 1° Orice suprafaţă riemânniană. 
necompactă este o v.S.; în particular orice submulţime deschisă a planului 
complex (C este o v.S. 2° O mulţime deschisă O a lui Cn este o v.S. dacă şi 
numai dacă O este un domeniu de olomorfie. 3° Dacă M şi N sînt v.S., pro
dusul direct M X AT este de asemenea o v.S. 4° Orice subvarietate complexă 
închisă a unei v.S. este o v.S. 5° Dacă M este o varietate complexă oarecare, 
submulţimile deschise ale lui M care sînt v.S. formează o bază a lui M 
stabilă la intersecţia finită. Notăm că varietăţile compacte nu sînt v.S. De 
asemenea, pentru n ^ 2 , C w \ { 0 } nu este o v.S. (v. teorema de prelungire a lui 
Hartogs). Dintre teoremele mari ale teoriei v.S. menţionăm aici următoarele: 
Teorema 1 (teoremele A şi B ale lui H. Cartau). Dacă M este o v.S. şi 91" 
un fascicol coerent pe M, atunci: A) Pentru orice xe M, fibra Sx este generată 
ea OM, ^-modul de germeni în x definiţi de secţiunile globale ale lui Si 
B) Hq(M, 9:) = 0 pentru q^ 1 (v. coomologia fascicolelor). 
Notăm că teorema B caracterizează v.S. Mai exact, dacă M este o varietate 
complexă cu bază numărabilă şi dacă teorema B are loc pentru orice ideal coe
r e n t 9 al lui O M astfel încît fascicolul cît OM 19 să aibă suport discret, atunci 
M este o v.S. 
Teorema 2 (de caracterizare, a lui H. Grauert). O varietate complexă M es te 
o v.S. dacă şi numai dacă satisface condiţiile următoare: c0) Mulţimea compo
nentelor conexe ale lui M este cel mult numărabilă; ct) M este olomorf-con-
vexa ; c2) Pentru orice punct ae M există un număr natural p şi o aplicaţie-
olomorfă / : M -+ CP astfel încît a să fie punct izolat în fibra /^ ( / (a ) ) . în par
ticular rezultă că p) este o condiţie superfluă în definiţia v.S. 
Teorema 3 (de scufundare Remmert-Bishop-Narasimhan). Orice v.S. de dimen
siune n admite o scufundare olomorfă închisă în C2n+1 (şi reciproc, v. Ex. 4°). 
Teorema 4 (soluţia problemei Levi, a lui Grauert). O varietate complexă M 
este o v.S. dacă şi numai dacă admite o funcţie de exhaustiune cp e C*'(M) 
strict plurisubarmonică. 
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(O funcţie reală continuă 9 pe M se numeşte funcţie de exhaustiune a lui M 
dacă, pentru orice număr real c, mulţimea Mc : = {x e M \ q>(x) < c} este* 
relativ compactă.) 
Teorema 5 (H. Cartau). Pe o»v.S. M, ecuaţia du = f are o soluţie u e . v- q(M) 
pentru orice formă diferenţială fe L V' Q+1(M) astfel încît df = 0, p, q^O. 
în cazul M = O o mulţime deschisă în Cn, reciproca teoremei 5 este de ase
menea adevărată. Notăm de asemenea că pe o v.S. orice problemă Cousin 
aditivă şi orice problemă Poincare au soluţii şi că pe o v.S. M astfel încît 
H2(M, Z) = 0 orice problemă Cousin multiplicativă are soluţie (v. funcţia 
meromorfă (pe o varietate complexă)). Menţionăm în fine 
Principiul lui Oka. Pe o v.S. obstrucţia la existenţa de soluţii olomorfe globale-
pentru probleme care admit soluţii olomorfe locale este pur topologică, i.e. o 
asemenea problemă admite o soluţie olomorfă globală dacă şi numai dacă ea 
admite o soluţie topologică globală. Un -exemplu este 
Teorema lui Grauert. Doi fibraţi vectoriali olomorfi pe o v.S. sînt analitic 
izomorfi dacă şi numai dacă ei sînt topologic izomorfi. (M.J.) 

varietate topologică, un spaţiu topologic separai M astfel încît există 
w e N şi, pentru orice punct ae M, o vecinătate deschisă V a lui a în M care 
este omeomorfă cu Rw. Numărul natural n care apare în această definiţie se 
numeşte dimensiunea lui M şi se notează dim M; o v.t. de dimensiune n se 
mai numeşte v.t. w-dimensională. Dimensiunea unei v.t. este un invariant 
topologic al varietăţii (v. teorema de separare Jordan-Brouwer). Notăm că pentru 
o v.t. conexă M condiţiile următoare sînt echivalente; i) M este paracom-
pactă; ii) M este numărabilă la infinit; iii) M are o bază numărabilă de mul
ţimi deschise; iv) M este un spaţiu topologic metrizabil. O v.t. conexă, de-
dimensiune 2 se numeşte suprafaţă topologică. (M.J.) 

varietatea lui Jacobi v. divizor 
vecinătate a unei mulţimi v. topologie 
vecinătate a unui punct v. topologie 
vecinătate la dreapta (la stînga) v. derivata Fr^chet laterală 
vector aleator w-dimensional v. măsură gaussiană (în Jin) 
vector aleator normal distribuit v. măsură gaussiană (în )Rn) 
vector propriu v. număr propriu 
vector tangent antiolomorf v. spaţiu tangent olomorf 
vector tangent complex v. spaţiu tangent complex 
vector tangent exterior v. domeniu 
vector tangent interior v. domeniu 
vector tangent la o varietate v. spaţiu tangent 
vector tangent olomorf v. spaţiu tangent olomorf 
vector viteză v. spaţiu tangent 

wronskian, funcţie a cărei valoare într-un punct este determinantul 
matricii avînd drept coloane valorile în acel punct ale unor soluţii ale u n u i 
sistem liniar de ecuaţii diferenţiale. W. este soluţie a ecuaţiei diferenţiale 
liniare definită de funcţia t 1- > Tr A(t), unde Tr A este urma matricii A 
egală cu suma elementelor de pe diagonala matricii. (A.H.) 



z 

zerourile unei funcţii olomorfe Fie D o mulţime deschisă m C , / : D ~ + C o 
funcţie olomorfă şi o e D astfel ca f(a) = 0. Dacă există o vecinătate V a 
lui a astfel încît 'f(z) # 0 pentru orice z 6 F \ { a } , atunci / admite în jurul 
lui a o dezvoltare în serie Taylor de forma 

00 

/W = YJ c»(*-*)n cu ^ o » / ^ 1 -
n =/> 

Numărul /> se numeşte ordinul zer oului a şi se notează oo (/,#). In caz contrar 
există o vecinătate a lui a în care / ia numai valoarea zero şi în acest caz, 
prin definiţie, ordinul zeroului a este + oo. Dacă D este un domeniu, 
A = { o 6 D | / ( a ) = 0}, AL = int A şi A2 este mulţimea formată din punctele 
izolate ale lui A, atunci A1 = 0 sau i 2 = 0- O funcţie olomorfă pe un domeniu 
•şi care nu este funcţia nulă are deci numai zerouri izolate. Mulţimea z.f.o. 
şi neidentic nule pe un domeniu este o mulţime finită sau numărabilă. Dacă / 
şi g sînt funcţii olomorfe pe acelaşi domeniu D şi dacă sînt egale pe o mulţime 
care are cel puţin un punc t de acumulare în D, a tunci f(z) = g(z) pen t ru orice 
zeD (teorema de identitate a funcţiilor olomorfe). Dacă D este_ un domeniu, 

f:D -»• C o funcţie olomorfă, G un domeniu mărginit astfel ca G <= D, ordinul 
[funcţiei f relativ la domeniul G este + oo dacă / este funcţia nulă şi 

YJ « ( / , z) dacă / nu este funcţia nulă. Se notează co(/,G). Fie aeD şi r> 0 
«eG,/(i)~0 
astfel ca B{a, r) = {z \ z - a \^r}c:D. Fie dB(a, r) drumul ^ f l + r e 1 1 1 , 
f€ [0 , 1]. D a c ă / nu se anulează pe suportul drumului 8B(a, r) atunci: 

oo(/; B(a, r)) - ~^- [ f— . (Gfc.Gr.) 
27ri J / 

0B(a, r) 

zonoform v. măsură conică 
szoeoid v. mulţimea valorilor unei măsuri 
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